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Отсутствие системы идентификации пользователей и наличие разнообразных способов за-
путывания транзакции в сети Bitcoin вызывают большой интерес у злоумышленников и могут 
использоваться ими для осуществления незаконной деятельности. Целью настоящей работы 
является разработка метода проверки транзакции в сети Bitcoin для повышения эффектив-
ности идентификации путей движения средств, полученных незаконным путем, а также их 
источников. В рамках работы решаются следующие задачи: разработка метода проверки 
транзакции в сети Bitcoin и разработка системы поддержки принятия решений, включающая   
предложенный метод. Результаты, представленные в настоящей работе, дают возможность 
разработать новые и улучшить существующие инструментальные средства анализа тран-
закций в рамках будущих исследований, что позволит эффективнее проводить идентификацию 
средств в сети Bitcoin, связанных с незаконной деятельностью.
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Введение

Несмотря на общий спад на рынке цифровых 
активов, доля криптовалюты Bitcoin, участвую-
щей в незаконной деятельности, возрастает с каж-
дым годом. По сравнению с 2021 г. использование 
данной криптовалюты выросло на 2,5 млрд долл. 
США и составило 20,6 млрд долл. США. Большой 
вклад в эти показатели вносят мошенничество, 
кража средств, спонсирование терроризма, отмы-
вание денег и операции, проводимые в теневой 
части глобальной сети Интернет. В качестве при-
мера можно привести область, связанную с отмы-
ванием средств, где только за 2022 г. было проведено 
операций на общую сумму 2 млрд долл. США. Для 
сокрытия движения средств и обмена между участ-
никами сети злоумышленники использовали не-
сколько криптовалютных инструментальных средств: 
необслуживаемые кошельки, сервисы запутывания 
средств, магазины теневой части сети TOR и специ-
ализированные протоколы. Большая часть средств 
была переведена с использованием протоколов DeFi 
для обмена на более ликвидные криптоактивы [1].

Регулирование криптовалют в общем случае 
имеет запретительный характер как в мире, так 
и в Российской Федерации. Это обусловлено вы-
сокими рисками, связанными с использованием 
криптовалюты в незаконной деятельности и ее 
влиянием на стабильность финансовой системы. 
Исключением является сфера, где криптовалюта 
используется в качестве инвестиционного инстру-
ментария. В таком случае нормативно-правовое 
регулирование направлено на защиту инвесторов 
от финансового мошенничества, предоставление 
дополнительного финансирования малым и сред-
ним предприятиям и обеспечение финансовой до-
ступности. Реализация данных целей не может 
быть осуществлена без использования технических 
средств анализа, проверки транзакций и иденти-
фикации источников средств [2]. Процедуры про-
верки транзакции KYT (Know Your Transaction) и 
проверки клиентов KYC (Know Your Customer/Client) 
являются неотъемлемой частью общего процесса 
предотвращения незаконной деятельности, свя-
занной с отмыванием денег или финансированием 
терроризма. Ключевой задачей первой процедуры 
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является отслеживание транзакций на предмет 
подозрительных действий. Она включает в себя  
анализ транзакций пользователей для выявления 
аномалий и закономерностей, которые могут ука-
зывать на незаконную деятельность. Процедура 
KYC, в свою очередь, осуществляет проверку лич-
ности и финансовых данных пользователя. В рам-
ках проведения процедуры осуществляются сбор и 
анализ данных из разных источников, в том числе 
и данных, предоставленных самим пользователем.

В настоящее время наиболее распространен-
ными инструментальными средствами анализа 
транзакций являются Crystal, Chainanalysis и 
CipherTrace. Каждый поставщик в разработке ал-
горитмов для распутывания цепочек транзакций 
и идентификации участников сети применяет свой 
индивидуальный подход, который обладает уникаль-
ными особенностями. Это объясняет разнообразие 
подходов к расследованию финансовых инциден-
тов, описанных в годовых отчетах соответствующих 
компаний. Отсутствие информации о работе данных 
алгоритмов не позволяет точно определить надеж-
ность результатов их функционирования.

В предыдущей работе авторов [3] были про-
ведены системные исследования анализа транзакций 

в сети Bitcoin. Было выявлено, что эффективность 
процесса анализа и проверки транзакции в сети 
Bitcoin зависит от следующих факторов: объема 
и согласованности информации о транзакциях, ка-
чества набора данных, используемых для машинного 
обучения. Этот факт подтверждается в новых иссле-
дованиях [4—7] данной области. В рамках анализа 
предметной области был определен расширенный 
перечень эвристических правил анализа транзакций 
Bitcoin. Такой анализ позволит улучшить качество 
набора данных для решения задач кластеризации 
и классификации адресов и впоследствии повысить 
эффективность процесса анализа транзакций в сети 
Bitcoin. Соответственно, возрастает актуальность соз-
дания средств контроля транзакций в сети Bitcoin.

1. Постановка задачи

Целью данного исследования ставилась разра-
ботка метода проверки транзакции в сети Bitcoin 
для повышения эффективности идентификации 
путей движения средств, полученных незаконным 
путем, а также их источников.

В рамках системного анализа была выполнена 
декомпозиция общей цели с применением много-

Рис. 1. Граф целей и задач
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уровневого подхода, ее представление в виде графа 
проиллюстрировано на рис. 1.

На рис. 1 введены следующие обозначения:
X  jg — вершина (узел), представляющая цель на 

верхних уровнях и задачи на нижних;
( )0, 1j m= −  — номер уровня;

1,g i=  и 1,g n=  — индекс цели/задачи на со-
ответствующем уровне;

K
P↓  — множество ребер графа с типом свя-

зей «многие ко многим». Пояснение задач в графе 
представлено в таблице.

Цели и задачи

Узел графа Наименование узла

Уровень = 0

X  0 Разработка метода проверки транзакции в сети Bitcoin для повышения эффективности идентифи-
кации путей движения средств, полученных незаконным путем, а также их источников

Уровень = 1

X 11 Исследование предметной области

X 12 Разработка метода проверки транзакции в сети Bitcoin

X 13 Разработка системы поддержки принятия решений при осуществлении платежей в сети Bitcoin

X 14 Программная реализация предложенного решения

X 15 Экспериментальное исследование системы в сравнительном анализе с существующими решениями

Уровень = 2

X  21 Исследование алгоритмов и методов анализа транзакций в сети Bitcoin

X  22 Исследование инструментария и средств анализа транзакций в сети Bitcoin

X  23 Систематизация проблематики предметной области

X  24 Моделирование предметной области

X  25 Определение критериев оценки риска при работе с транзакцией

X  26 Формализация метода

X  27 Проектирование базы знаний и базы данных

X  28 Проектирование архитектуры системы

X  29 Моделирование системы

X  210 Моделирование решения

X  211 Проектирование информационной системы

X  212 Проектирование и реализация технологического конвейера по разработке ПО

X  213 Программная инженерия

X  214 Комплексное автоматизированное тестирование предложенного решения

X  215 Разработка программного стенда для проведения экспериментальных исследований

X  216 Экспериментальное исследование системы

Уровень = m – 1

1
1
mX − Развертывание кластера DockerSwarm

1
2
mX − Запуск контейнера баз данных PostgreSQL

1
3
mX − Запуск контейнера Bitcoin Core RPC

1
4
mX − Инициализация кластера баз данных PostgreSQL

1
5
mX − Запуск контейнера баз данных Neo4j

1
6
mX − Настройка виртуальной машины для баз данных с помощью Ansible

Поскольку решение каждой задачи j
gX  харак-

теризует бинарный показатель ,jgρ  то цель F для 
уровня j + 1 можно представить в виде:

1

max ,

0 задача не выполнена;

1 задача выполнена успешно.

n
j
g

g

j
g

F
=

= ρ

−⎧
ρ = ⎨ −⎩

∑
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2. Предлагаемое решение

В целях разрешения проблемных вопросов, 
связанных с хранением данных и кластеризаци-
ей адресов, был разработан метод проверки тран-
закции в сети Bitcoin для повышения эффектив-
ности идентификации путей движения средств, 
полученных незаконным путем, а также их ис-
точников. Блок-схемы и диаграммы предлагаемого 
метода представлены на рис. 2—6.

На первом этапе предлагаемого метода выпол-
няется инициализация процесса сбора данных 
(рис. 2). Специфика заключается в получении 
большого количества данных в разнообразном 
представлении с нескольких источников, что 
вызывает необходимость использования муль-
тимодельной системы управления базами данных 
(МСУБД). Данные системы позволяют осущест-
влять централизованное управление и хранение 
разных моделей данных и миграцию между ними. 
Такие базы данных могут поддерживать различ-
ные модели данных: реляционные, объектно-ори-
ентированные, модели «ключ-значение», моде-
ли с широкими столбцами, модели документов 
и графов.

Необходимость в МСУБД обусловлена исполь-
зованием алгоритмов машинного обучения и си-

стемы по поддержке принятия решений в про-
цессе анализа транзакций, где от качества, объема 
и вида набора данных зависит конечный резуль-
тат анализа транзакций и перечня выдаваемых 
рекомен даций.

Далее следует этап обработки и анализа дан-
ных, которые хранятся в мультимодельной базе 
данных. Одновременно с данными, которые вво-
дит пользователь или эксперт, они поступают 
в подсистему выдачи рекомендаций и объясне-
ний. Эта подсистема предоставляет пользовате-
лю соответствующую информацию о сущности 
сети Bitcoin, рекомендации для принятия реше-
ния о проведении или переводе денежных средств 
(рис. 3). В целях оптимизации этого процесса воз-
можно применение системы по поддержке при-
нятия решений (СППР).

Основой любой СППР является база зна-
ний [10]. Продукционную модель базы знаний 
можно определить как совокупность

P = (F, R, G, K, I),

где F — конечное множество фактов для решаемой 
проблемы в предметной области; G — множество 
целей или терминальных фактов СППР; I — ин-
терпретатор правил, реализующий процесс вы-

вода. Задача интерпретатора I — про-
верить истинность заданных целей 
на основании прямой или обратной 
цепочки вывода в определенной си-
туации; R — множество правил (про-
дукций) вида

: ЕСЛИ И ... И ТО ,i im n kr f f f f

где rm — имя правила; ;mr R∈  
, ...i j nf f f  — условия выполнения 

правила; f k — следствие правила, 

, ... , .i j n kf f f f F∈
В представленной на рис. 3 модели 

K является множеством разрешенных 
комбинаций фактов, в которое не вхо-
дят комбинации, содержащие взаи-
моисключающие факты. Результатом 
продукции является установка одного 
из фактов множества F.

Продукционную модель базы зна-
ний можно представить в виде на-
правленного И/ИЛИ-графа (рис. 4). 
Вершины в графе соответствуют це-
лям, фактам и правилам базы знаний 
СППР. Дуги определяют отношения 
между фактами.

Рис. 2. Блок-схема процесса сборки, обработки и агрегации информации о тран-
закциях и субъектах сети Bitcoin
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В общем случае каждый факт, включая целевые 
факты из множества G, может уста-
навливаться несколькими правилами. 
На рис. 4 цель g1 устанавливается либо 
правилом r1, либо правилом r2.  Дуги, 
входящие в вершины и обозначенные 
r, оказываются связанными конъюн-
ктивно, а дуги, входящие в вершины 
g или f, — дизъюнктивно.

Подсистема управления моделя-
ми осуществляет проведение экспе-
риментов и запись в базу знаний на 
основе полученных результатов. При 
формировании новых знаний учиты-
вается также информация о приня-
том пользователем решении. В пере-
чень проводимых экспериментов 
подсистемой управления моделями 
входит кластеризация адресов сети 
Bitcoin.

Сеть Bitcoin может быть представ-
лена в виде ориентированного гра-
фа, где вершины — это субъект сети, 
а ребра — число перечисленных 
средств. Для кластеризации такого 
графа используется алгоритм распро-
странения меток, который обеспечи-
вает высокую скорость работы, но об-

ладает низкой точностью в сравнении с другими 
алгоритмами.

Кластеризация адресов предполагает выяв-
ление подмножества адресов, имеющих одного 
владельца, являющегося субъектом сети Bitcoin. 
Субъектами или сущностями сети являются 
участники, которые подключены к сети с помо-
щью толстого или тонкого клиентов. Сущностями 
сети могут быть биржи, интернет-магазины, кази-
но, майнеры (участники, которые осуществляют 
добычу криптовалюты, проверку транзакций 
и добавление блоков в цепочку), пользователи сети 
Интернет, сервисы анонимизации и др. (рис. 5).

Рис. 4. Пример И/ИЛИ-графа продукционной базы знаний

Рис. 3. UML-диаграмма компонентов системы поддержки 
принятия решений

Рис. 5. Блок-схема процесса анализа, кластеризации адресов и оценки полу-
ченных результатов о транзакциях и субъектах сети Bitcoin (продолжение рис. 2)
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Обычно для каждой новой транзакции субъ-
ект сети генерирует новый адрес для повышения 
сложности отслеживания истории переводов. Для 
анализа истории транзакции и принадлежности 
адресов к той или иной сущности в сети Bitcoin 
используются эмпирические правила, называемые 
эвристиками [8, 9]. Применение эвристики при 
анализе транзакций не подразумевает получения 
точного результата. Каждая из эвристик дает не-
точные и неоднозначные результаты в некоторых 
случаях, однако в совокупности и в сочетании 
с внешними данными из различных источников 
точность анализа транзакции значительно повы-
шается.

Существенную роль в кластеризации адресов 
сети Bitcoin играют эвристики, которые позволя-
ют распутать цепочку транзакций и определить 
адреса отправителя и адреса получателя. Неко-
торые эвристики основываются на особенностях 
функционирования сети, другие — на отличи-
тельных признаках самих транзакций. Исполь-
зуя комбинацию следующих правил: «Эвристика 
общей траты»,  «Эвристика сдачи (смены адре-
са)», «Эвристика Coinbase транзакции (майнинг)», 
«Консолидация UTXO» и Лувенского метода, 
можно достичь увеличения точности кластери-
зации адресов [10, 11]. Как следствие, появляется 
возможность добиться повышения эффективно-
сти последующей оценки полученных результа-
тов, а точнее — идентификации пользователей 
в сети Bitcoin.

Разработанный метод предоставляет возмож-
ность эффективного использования комбинации 
эмпирических правил, что позволит проводить 
более точную кластеризацию адресов и обеспечит 
повышение достоверности идентификации участ-
ников сети Bitcoin.

Следует отметить, что эвристики занимают 
ключевое место в работе рассматриваемой систе-
мы. Каждый этап ее работы базируется на ис-
ключительных и эффективных эвристических 
алгоритмах, что помогает системе добиться мак-
симальной точности и скорости при анализе тран-
закций и адресов.

Подробное описание сценария использования 
СППР представлено на рис. 6, см. вторую сторону 
обложки. На диаграмме [12] в качестве участника 
представлен пользователь, который осуществля-
ет взаимодействие с системой через интерфейс. 
После ввода данных запроса, которые содержат 
информацию о транзакциях и владельце адреса 
сети Bitcoin, они передаются в подсистему выдачи 
рекомендаций, а пользователю выводится статус 
«В обработке». Далее подсистема выдачи реко-

мендаций записывает данные запроса в базу 
данных. После этого на основе полученных 
данных осуществляется запрос рекомендаций 
и объяснений из базы знаний и их запись в базу 
данных, где хранится информации о запросе 
пользователя. На следующем шаге рекомендации 
передаются в интерфейс, который предостав-
ляет их пользователю. Впоследствии пользова-
тель вводит информацию о принятом решении. 
Далее эта информация передается в подсистему 
выдачи рекомендации и вместе с информаци-
ей о запросе пользователя и выданных реко-
мендациях передается в подсистему управления 
моделями. Затем осуществляется запись полу-
ченных данных в мультимодельную базу дан-
ных для поддержания актуальности информации 
обо всех пользовательских запросах, выданных 
рекомендациях и объяснениях. Далее, исполь-
зуя полученную информацию и соответствую-
щую модель, подсистема управления моделями 
добавляет новую информацию в базу знаний. 
Таким образом, улучшение СППР обеспечива-
ется путем использования информации о при-
нятых пользователями решениях.

За счет расширенного сбора информации 
о транзакциях и участниках сети, а также исполь-
зования эвристик в СППР повышается эффектив-
ность идентификации путей движения средств, 
полученных незаконным путем, а также их ис-
точников. В отличие от существующих методов 
предполагаемый подход позволяет повысить до-
стоверность идентификации субъектов блокчейн 
Bitcoin за счет использования интеллектуальных 
методов анализа данных.

Заключение

В рамках исследования был разработан ме-
тод проверки транзакции в сети Bitcoin, ниве-
лирующий недостатки существующих методов 
и средств. Научная новизна предлагаемого ре-
шения заключается в повышении эффективно-
сти идентификации путей движения средств, 
полученных незаконным путем, а также их ис-
точников посредством комплексного анализа 
транзакций, включающего расширенный сбор 
информации и ее последующую агрегацию 
в мультимодельной базе данных СППР. Досто-
верность идентификации субъектов сети Bitcoin 
повышается за счет использования интеллекту-
альных методов анализа.

Предложенный метод включает в себя улучше-
ния по трем аспектам: сбор, хранение и анализ ин-
формации о транзакциях в сети Bitcoin. Этап сбора 
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информации о транзакциях сети Bitcoin включает 
в себя получение информации из трех источни-
ков: Bitcoin Core, глобальная вычислительная сеть 
Интернет и поставщик данных о владельцах сети. 
В целях обеспечения высокой согласованности 
и минимальной избыточности данных предлага-
ется использовать мультимодельную базу данных. 
Для повышения точности определения владель-
цев адресов совместно с традиционными алго-
ритмами кластеризации адресов предлагается 
использовать расширенный перечень эвристик, 
приведенный в статье. Данный подход позволит 
существенно увеличить точность кластеризации 
адресов.

В ходе работы была выявлена необходимость 
создания репрезентативного и актуального на-
бора данных для проверки точности алгорит-
мов кластеризации адресов с оптимизацией бы-
стродействия. Сравнительного анализа требуют 
также улучшенные версии данных алгоритмов, 
которые были представлены в недавних иссле-
дованиях.

Результаты работы могут способствовать со-
вершенствованию существующих или разработке 
новых систем анализа сети Bitcoin, что позволит 
с высокой точностью проводить идентификацию 
средств, полученных незаконным путем, и их ис-
точников.

В рамках дальнейших исследований плани-
руется экспериментально проверить изложенные 
в статье гипотезы и сравнить их с существующи-
ми решениями, а также представить программную 
реализацию полученного в ходе данной работы 
метода.

Данная работа выполнена при поддержке 
Министерства Науки и Высшего образования (про-
ект государственного задания № FSWU-2023-0031).
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The lack of a user identifi cation system and the existence of a variety of ways to obfuscate a transaction on the 
Bitcoin network is of great interest to attackers and can be used by them to conduct illegal activities. There is a need 
to develop new methods of cash identifi cation in the Bitcoin network. The purpose of this work is to develop a method 
of transaction verifi cation in the Bitcoin network to improve the effi ciency of the process of identifi cation of illegally 
obtained funds and their sources. The work solves the following tasks: the development of a method for transaction 
verifi cation in the Bitcoin network and the development of a decision support system, which includes the proposed 
method. The article describes each of the stages of the method: collection, aggregation, processing and analysis of 
information. The information analysis stage proposes a clustering method that takes into account an extended set 
of empirical rules (heuristics) of transaction analysis, as well as information about Bitcoin network address owners. 
The scientifi c novelty lies in increasing the effi ciency of the identifi cation process of illegally obtained funds and their 
sources through a comprehensive analysis of transactions, including the extended collection of information and its 
subsequent aggregation in the multi-model database of the decision support system. In contrast to existing methods, 
the reliability of the identifi cation of Bitcoin network subjects is increased through the use of intelligent methods of 
data analysis. The results of this work will provide an opportunity to develop new and improve existing transaction 
analysis tools in future research, which will allow more effective identifi cation of funds in the Bitcoin network associ-
ated with illegal activities.
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The article presents an effective algorithm for calculating the correctly rounded exponent for any of the rounding 
modes specifi ed by the IEEE 754 standard. The argument and the function value are double-precision numbers, but 
the algorithm itself uses extended double-precision arithmetic for calculations. At the argument reduction stage, we 
approximate the argument with numbers whose exponent value has a short mantissa, which makes calculations faster. 
The article gives a formal description of the algorithm and a proof of its correctness. The function has the shortest 
maximum execution time among the considered functions calculating correctly rounded exponent. The execution time 
slightly depends on the value of the argument, which may be important for critical applications.
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Представлен эффективный алгоритм вычисления корректно округленного значения экспо-
ненты для любого из режимов округления, предусмотренных стандартом IEEE 754. Аргумент 
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и значение функции представляют собой числа двойной точности, но сам алгоритм использует 
для вычислений расширенную арифметику двойной точности. На этапе сокращения аргумент 
аппроксимируется числами, значение экспоненты которых имеет короткую мантиссу, что 
ускоряет процесс его вычисления. Дано формальное описание алгоритма и доказательство 
его корректности. Функция имеет наименьшее максимальное время выполнения среди рас-
сматриваемых функций, вычисляющих корректно округленную экспоненту. Время выполнения 
не сильно зависит от значения аргумента, что может быть существенным для критически 
важных приложений.

Ключевые слова: алгоритм, экспонента, корректное округление, двойная точность
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Introduction

The correctly rounded exponent is the result of 
rounding the exact value of the exponent. The func-
tions calculating the correctly rounded exponent provide 
the best approximation and ensure portability across 
platforms. The IEEE 754 [1] standard recommends 
implementing the exponential function that calculates 
the correctly rounded value. Computing the correctly 
rounded exponent requires high accuracy and, as a 
result, significant computation time. Because of this, 
functions that return the correctly rounded exponent 
value are not widely used.

To reduce the time for calculating the correctly 
rounded exponent, we suggest using extended double-
precision arithmetic and approximating the exponent 
values by numbers with short mantissas at the argu-
ment reduction stage. Using extended double precision 
arithmetic helps make the algorithm more efficient. 
However, there are new problems when using extended 
double-precision arithmetic. This is because rounding 
when using extended double-precision arithmetic is 
different from rounding when using double-precision 
arithmetic, and subnormal numbers in double-precision 
arithmetic are not subnormal in extended double-pre-
cision arithmetic.

In this paper, we propose the algorithm for calcu-
lating the correctly rounded value of the exponential 
function. The function’s argument and value are dou-
ble-precision numbers, but calculations use extended 
double-precision arithmetic. A brief description of the 
algorithm without proof of its correctness is given in [2]. 
Here we present a detailed description of the algorithm 
and prove its correctness.

The implementation of the proposed algorithm writ-
ten in C is compared in [2] with other functions that 
compute the correctly rounded exponent.

1. Preliminaries

This section provides basic notation, definitions, and 
results used below (see [2, 3]). One uses so-called float-
ing numbers to represent numbers in computers. The 
IEEE 754 [1] standard specifies several sets of floating 
numbers defined by the following parameters:

b — the radix (2 or 10);
p — precision (the number of digits in the mantissa 

(significant));
Emax — the maximum exponent (the integer power 

to which the radix is raised).
The parameter Emin is also used, which is 1 – Emax. 

Each set of floating numbers consists of normal num-
bers:

( )1 1
1 11 ,E p

px b b b b b− − +
−= ± + + ⋅… +⋅ ⋅

where min max,E E Em m  bi is an integer digit 
0 1,ib b −m m  subnormal (denormalized) numbers:

( )min 1 1
1 10 ,E p

px b b b b b− − +
−= ± + +⋅ ⋅ ⋅+ …

, ,+∞ −∞  and NaN (not a number). Here we consider 
double-precision numbers (type double in C language): 
b = 2, p = 53, and Emax = 1023, and extended double-
precision numbers (type long double): b = 2, p = 64, 
and Emax = 16 383.

The IEEE 754 standard defines the following round-
ing modes: rounding to the nearest, towards plus infin-
ity, towards minus infinity, and towards zero. There 
are two types of rounding modes to the nearest: with 
roundTiesToAway (to the one with a larger magnitude) 
and with roundTiesToEven (to the one with an even least 
significant digit).

Definition 1. Let Х be an arithmetic expression, х be 
the exact value of Х, and х* be the computed value of Х. 
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Then ( ) *x x xΔ = −  is called the absolute error of the 
computations.

The error of the computations is due to rounding 
errors.

If x is a real number, we denote by x  the value 
of x rounded to the nearest extended double-precision 
number with roundTiesToEven. We denote the error of 
this rounding by ( ) .r x x xΔ = −

Theorem 1. Let x be a real number, and x  be 
a normal extended double-precision number such that 

1,2qx +<  where q is an integer. Then the inequality holds

( ) 642 .q
r x −Δ m

The proof is trivial.
Theorem 2. Let X and Y be arithmetic expressions, x 

and y be the exact values of X and Y, respectively, x* and 
y* be the computed values of X and Y, respectively. Then 
the following inequalities hold:

( ) ( ) ( ) ( )* * ,rx y x y x yΔ + Δ + Δ + Δ +m

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )* * .r

x y x y y x

x y x y

Δ ⋅ ⋅ Δ + ⋅ Δ +

+ Δ ⋅ Δ + Δ ⋅

m

Proof: Let us first consider the error in calculating 
the sum. We obtain

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

* *

* * * * * *

* * .r

x y x y x y

x x y y x y x y

x y x y

Δ + = + − + =

= − + − + + − +

Δ + Δ + Δ +

m

m

Now let us consider the error in calculating the 
product.

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *

* * * * * * * *

* * .r

x y x y x y

x y x y x y x y x y x y

x y y x x y x y

Δ ⋅ = ⋅ − ⋅ =

= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

⋅ Δ + ⋅ Δ + Δ ⋅ Δ + Δ ⋅

m

m

Definition 2. Let p and q be integers such that .p ql  
We define the sets , ,p qB+  , ,p qB−  and ,p qB  as follows:

 � ,p qB+  is the set of all numbers of the form

1
12 2 2 ,p p q

p p qx b b b−
−= ⋅ + ⋅ + + ⋅�

where each of the numbers bp, bp – 1, ..., bq is equal to 
0 or 1;

 � { }, ,| ;p q p qB x x B− += − ∈

 � , , , .p q p q p qB B B+ −= ∪

Definition 3. Let n be an integer, and x be a real 
number. Then ( )

nR x  is the number of the form 2nm ⋅  
nearest to x, where m is an integer. In the case of am-
biguity, we choose the even m.

If n is an integer, and x is a real number, then 
( ) 1.2n

nR x x −− m
If n is an integer, x is an extended double-precision 

number such that 62,2nx +m  and the computation of 
623 2nx ++ ⋅  does not lead to overflow, then

( ) 62 623 3 .2 2n n
nR x x + += + ⋅ − ⋅

Theorem 3 (algorithm Fast2Sum [4]). Let x and y be 
machine numbers such that .x yl  Assuming that their 
addition does not cause overflow, there are machine num-
bers z and zz such that z x y= +  and x + y = z + zz. 
These numbers can be obtained as follows:

� ;z x y+�

;w z x−�

.zz y w−�

The Fast2Sum algorithm was introduced by Dekker. 
Below, we use the following notation for Fast2Sum:

( ) ( ), 2 , .z zz Fast Sum x y←

V. Lefèvre and J.-M. Muller introduced the following 
definition and theorem (see [4, 5]).

Definition 4. Let a and b be nonzero real numbers 
having the same sign and q be an integer such that 
2 ,q am  1.2qb +<  We call the mantissa distance between 

a and b the distance .
2q

a b−

Theorem 4. Let y be the exponent of a double-precision 
number x. Let y* be an approximation to y such that the 
mantissa distance between y and y* is bounded by є. Then, 
in the cases where

 �
302x −l  and 53 59 1 113,2 2є − − − −=m

 �
54 302 2x− −<m  and 53 104 1 1582 ,2є − − − −=m

the rounding of y* is equivalent to the rounding of y for 
any rounding mode considered above.

There are some modifications of Theorem 4, e. g., 
Theorem 1 in [6]. We present here two more modifica-
tions. The first one concerns all considered rounding 
modes.

Theorem 5. Let y be the exponent of a double-precision 
number x. Let y* be an approximation to y such that the 
mantissa distance between y and y* is bounded by є. Then, 
in the cases where

 �
372x −l  and 113,2є −m
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 �
44 372 2x− −<m  and 1341.33 2 ,є −⋅m

 �
49 442 2x− −<m  and 1491.33 2 ,є −⋅m

 �
54 492 2x− −<m  and 1581.3 ,3 2є −≤ ⋅

the rounding of y* is equivalent to the rounding of y for 
any rounding mode considered above.

Proof: Appendix A of [3] presents for each round-
ing mode under consideration and for each interval 

12 , 2 ,q q−⎡ ⎤⎣ ⎦  where q = –27, –28, ..., –53, and for each 
interval 12 , 2 ,q q−⎡ ⎤−⎣ ⎦  where q = –28, –29, ..., –53, the 
values of x for which the distance from ex to the near-
est discontinuity point of the corresponding rounding 
function is minimal. These data and Theorem 4 imply 
the statements of the theorem.

The second modification relates to the round-to-
nearest modes (see [3, Theorem 6.1]) and is based on 
the results of V. Lefèvre [7].

Theorem 6. Let x be a double-precision number such 
that 54,2x −l  and y be its exponent. Let y* be an ap-
proximation to y such that the distance between the man-
tissas y and y* is bounded by 1121.67 2 .−⋅  Then, for the 
rounding to nearest modes, rounding y* is equivalent to 
rounding y.

2. Special Cases

We put (see also [2, 3])
xovr = 0x1.62e42fefa39efp + 9 709.78,≈

xdnrm = —0x1.6232bdd7abcd2p + 9 708.40,≈ −

xzero1 = —0x1.74385446d71c3p + 9 744.44,≈ −

xzero2 = —0x1.74910d52d3051p + 9 745.13.≈ −
If x is a double-precision number such that 

,dnrm o rx x xm m v  then the correctly rounded value of 
ex is a normal double-precision number for any con-
sidered rounding mode.

If x is a double-precision number such that ,o rx x> v  
then the correctly rounded value of ex is equal to +∞  for 
rounding to the nearest and towards +∞  and is equal 
to ( )52 10232 2 2−− ⋅  for rounding towards .−∞

If x is a double-precision number such that ,dnrmx x<  
then the correctly rounded value of ex is a subnormal 
number or 0 for all considered rounding modes.

If x is a double-precision number such that 1,zerox x<  
then the correctly rounded value of ex is equal to 0 for 
rounding towards −∞  mode and is equal to 10742−  for 
rounding towards +∞  mode.

If x is a double-precision number such that 2,zerox x<  
then for rounding to the nearest, the correctly rounded 
value of ex is equal to 0. If x is a double-precision num-
ber such that 2 1,zero zerox x x<m  then for rounding to 
the nearest, the correctly rounded value of ex is equal 
to 10742 .−

3. Algorithm

The proposed algorithm calculates the correctly 
rounded ex for all rounding modes, but the computa-
tions use only rounding to the nearest with roundTies-
ToEven. Since ex is always positive, rounding towards 
0 is equivalent to rounding towards minus infinity. 
Because of this, we do not consider rounding towards 
0. If x is an algebraic number not equal to 0, then ex 
is a transcendental number (Lindemann theorem [11]). 
Therefore, if x is a double-precision number, then for ex, 
both rounding to the nearest with roundTiesToEven and 
with roundTiesToAway are equivalent.

First, we discuss the basic ideas. A detailed descrip-
tion of the algorithms and proofs of their correctness 
follow. We assume that non-numeric (NaN), too large, 
and too small argument values are filtered out and 
processed separately. The reader can find a detailed 
description of this step in [8]. Therefore, we suppose 
that the argument belongs to the interval 2, .zero o rx x⎡ ⎤⎣ ⎦v  
As usual, the algorithm contains the stages of argu-
ment reduction, approximation, and reconstruction. 
The argument reduction stage consists of four steps. In 
the first step of the argument reduction (Algorithm 1), 
we use the equality

0 0 ln 2� 2 .m x mx − ⋅= ⋅e e

We choose the value of m0 so that the value of 

0 ln 2x m− ⋅  is as small as possible. Roughly speaking, 
we use formula

0 0 .
ln 2
x

m R ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Recall that the function R0 rounds the argument to 
the nearest integer. As a result of this step, we obtain 
an integer m0 and extended double-precision numbers 
x0,1, x0,2, and x0,3 such that

0 0,1 0,2 0,3 02 ,lnx m x x x= ⋅ + + + + δ

where 127
0 1.998 2 ,−δ < ⋅

33 69
0,1 0,2 0,3� 0.501 ln 2, 1.595 2 � 1.94, 6 .2x x x− −< ⋅ < ⋅ < ⋅

The sum 0,1 0,2 0,3x x x+ +  approximates 0 ln 2.x m− ⋅  
The error of this approximation is 0.δ  The numbers x0,1, 
x0,2, and x0,3 are computed exactly (no rounding errors).

The next three steps of the argument reduction use 
the equality

( ) ( )ln 1 .� 1 x vx − += + ⋅e ev

We choose the value of v so that the value of 
( )ln 1 ,x − + v  is small, and the mantissa of v is short.
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In the second step, the Algorithm 2 approximates 
x0,1 by the number of the form ( )1ln 1 ,+ v  where v1 has 
a short mantissa. It uses a precalculated table to find v1 
and approximate ( )1ln 1 .+ v  As result of this step, we 
obtain the double-precision number 1 11M = + v  with 
a short mantissa and the extended double-precision 
numbers x1,1 and x1,2 such that

( )
( )

0 1 1,1 1,2

0,2 0,3 0 1

ln 2 ln

,

x m M x x

x x

= ⋅ + + + +

+ + + δ + δ

where 1 0, 8,M B −∈  8
1,1� 1.175 2 ,x −< ⋅  65

1,2 2 ,x −<  
129

1 .2−δ <
The sum 1,1 0,2 0,3 1,2x x x x+ + +  approx imates 

( )0 1ln 2 ln .x m M− ⋅ +  The error of this approximation 
is equal to 0 1.δ + δ  The numbers x1,1 and x1,2 are com-
puted exactly (no rounding errors). The number M1 has 
a very short mantissa: all low-order mantissa bits of M1 
starting with the bit corresponding to 2–9 are equal to 0.

The third step (Algorithm 3) is very similar to the 
second one. The algorithm approximates x1,1 by the 
number of the form ( )2ln 1 ,+ v  where v2 has a short 
mantissa. We obtain double-precision numbers v2, x2,1 
and extended double-precision number x2,2 such that

( )
( )

0 2 2,1 2,2 1,2

0,2 0,3 0 1 2

ln 2 ln

,

x m M x x x

x x

= ⋅ + + + + +

+ + + δ + δ + δ

where ( )2 1 21 ,M M= ⋅ + v  2 0, 22,M B −∈

14
2,1 0.675 ,2x −< ⋅  65

2,2 2 ,x −<  129
2 .2−δ <

The numbers 11 �+ v  and 21 + v  have short mantissas 
( )2 0, 141 ,B −+ ∈v  therefore ( )2 1 2� 1M M= ⋅ + v  is com-
puted exactly and has a short mantissa. All low-order 
mantissa bits of M2 starting with the bit corresponding 
to 2–23 are equal to 0.

Algorithm 4 (the fourth step) does not use any tables 
but calculates the values of v3 and ( )3ln 1 + v . It com-
putes v3 as follows

2 2,1 0,2,x x x= +  3 30 2
1

3 ,
3

R x−
⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

v

where 14
2 0.676 ,2x −< ⋅  2 15, 77,x B− −∈  14

3� 0.677 ,2−< ⋅v  

3 15, 30.B− −∈v
The value of v3 has a short mantissa and is exactly 

divisible by 3. Moreover, ( )2 3 3ln 1 .x ≈ ≈ +v v  To com-
pute ( )ln 1 ,x+  we use the following approximation

( ) ( )2 3 4
3

1
ln 1 0.5 .

3
x x x x x P x+ ≈ − ⋅ + ⋅ + ⋅

The third-degree polynomial ( )
3P v  was found using 

Sollya [9]. As a result of this step, we obtain the extended 
double-precision numbers M3, x3,1, and x3,2 such that

( )0 3 3,1 3,2 ,ln 2 ln ax m M x x= ⋅ + + + + δ

where 1221.436 ,2a
−δ < ⋅

 
( )3 2 3 3

29 61
3 0, 52 3,1 3,2

1 , 0.703 1.421,

1.210 2, , .1.821 2

M M v M

M B x x− −
−

= ⋅ + < <

∈ < ⋅ < ⋅
 (1)

The values of M3 and x3,1 are computed exactly; 
the error in computing the value of x3,2 is less than 

1231.219 2 .−⋅  Consequently,

 3,1 3,20
3 .2 ax xmx M + +δ= ⋅ ⋅e e  (2)

As a result of four steps, we managed to reduce the 
argument to a value less than 291 10 ..2 2−⋅

Further, in the case of ,dnrm o rx x xm m v  we use Al-
gorithm 5, and in the case of 2 ,zero dnrmx x x<m  we use 
Algorithm 6. In the first case, the result is a normal 
double-precision number; in the second case, it is a 
subnormal double-precision number or 0.

Let us consider properties common to both Algorithms 5 
and 6. First, we represent M3 as the sum of two numbers 
with short mantissas:

3 3,1 3,2,M M M= +

where ( )3,1 30 3 0, 30,M R M B− −= ∈  М3,2 = М3 – М3,1 ∈

31, 52.B− −∈
Next, we obtain an approximation to 3,1 3,2 ax x+ +δe  and 

also represent it as a sum:

( )3,1 3,2

3,1 3,2

2 3
3 3 1 2

1

1
,0.5 1

3!

ax x x x

x x S S

+ +δ ≈ + + +

+ ⋅ + ⋅ = + +

e

where 3 3,1 3,2,x x x= +  ( )1 3,162� ,S R x−=  29
1 1.210 ,2S −< ⋅  

1 29, 62,S B− −∈

( ) 2
2 3,1 1 3,2 3 3

1
0.5 ,

3!
S x S x x x⎛ ⎞= − + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

59
2 1.985 .2S −< ⋅

Further, we get

 
( )0

3 1 2

3 3,1 1 3,2 1 3 2

2

,

1mx
b

b

M S S

M M S M S M S

−⋅ = ⋅ + + − δ =

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ − δ

e
 (3)

where 1191.276 .2b
−δ < ⋅

The numbers M3.1, M3,2, and S1 are computed ex-
actly and have short mantissas; therefore, the produc ts 

3,1 1M S⋅  and 3,2 1M S⋅ re also computed exactly.
Now let us consider the case dnrm ovrx x xm m  (Algo-

rithm 5). The mantissa of extended double-precision 
numbers is 11 bits longer than the mantissa of double-
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precision numbers. Therefore, we first compute the 
correctly rounded value of ( )0 112 2 1mx −⋅ + −e  in the 
extended double-precision environment and then sub-
tract 112 1−  to obtain the rounded value in the double-
precision environment.

The numbers ( )11
32 1 M− +  and 3,1 1M S⋅  are com-

puted exactly. Applying the Fast2Sum algorithm to 
them, we obtain the extended double-precision numbers 
Y and Y1 such that (see (1)):

( )( )11
1 3 3,1 1,2 1Y Y M M S+ = − + + ⋅

where 11 112 0.298 2 0.422,Y− < < +

11, 52,Y B −∈  53
1 ,2Y −m  if 11,2Y l

10, 53,Y B −∈  54
1 ,2Y −m  if 11.2Y <

Therefore, ( )112 1Y − −  is a double-precision num-
ber. From (3) and (4), it follows

( )0 11
1 3,2 1 3 22 2 1 .mx

bY Y M S M S−⋅ + − = + + ⋅ + ⋅ − δe

Denote by Y2 the result of computing Y1 +
( )3,2 1 3 2M S M S+ ⋅ + ⋅  and by cδ  the computation error 

due to rounding errors. We obtain

 ( )0 11
22 2 1 ,mx

b cY Y−⋅ = − − + − δ − δe  (4)

where 53
2 1.054 ,2Y −< ⋅  1171.235 .2c

−δ < ⋅
Below, we prove that the rounded values of 

( )( )( )0 11
22 2 1m Y Y⋅ − − +  and ex are equal to each other 

for all considered rounding modes.
Let us consider the case 2zero dnrmx x x<m  (Algo-

rithm 6). We cannot use Algorithm 5 to compute the 
correctly rounded exponent if the result is a subnormal 
number, since the mantissa of subnormal numbers may 
be shorter than that of normal ones. We first compute 
the rounded value of 10112 x− + e  in the extended double-
precision environment, and then by subtracting 10112 ,−  
we get the rounded value of ex in the double-precision 
environment (in both cases, the least bit of the mantissa 
corresponds to 10742 ).−

By direct calculations, we obtain 01075 1022.m− −m m  
By definition, put

0
3 3,2mM M′ = ⋅  0

3,1 3,12 ,mM M′ = ⋅  0
3,2 3,22 .mM M′ = ⋅

From (3), we obtain (ignoring rounding errors)

 
( )1011 1011

3 1 2

1011
3 3,1 1 3,2 1 3 2

2 2 1

2 .

x
b

b

M S S

M M S M S M S

− −

−

′ ′+ = + ⋅ + + − δ =

′ ′ ′ ′ ′= + + ⋅ + ⋅ + ⋅ − δ

e
 (5)

where 02 ,m
b b′δ = ⋅ δ  0 1191.276 .2m

b
−′δ < ⋅

The values t0 and t1 are the result of applying the 
Fast2Sum algorithm to 3M ′  and 3,1 1;M S′ ⋅  the values Y 
and t2 are the result of applying this algorithm to the 
values 10112−  and t0. We get

( )1011
2 1 3,2 1 3 22 ,x

bY t t M S M S− ′ ′ ′+ = + + + ⋅ + ⋅ − δe

where 0 64
1 ,2mt −m  1075

2� 2 ,t −m

( ) 0 58
1 3,2 1 3 2 1.73 ,0 2mt M S M S −′ ′+ ⋅ + ⋅ < ⋅

1075
2 1 3,2 1 3 2 1.055 2 ,bt t M S M S −′ ′ ′+ + ⋅ + ⋅ − δ < ⋅

1011
1022, 1074.2Y B−

− −− ∈

Hence, the difference 10112Y −−  is calculated exactly 
and is a double-precision number.

Let us consider rounding to plus and minus infinity. Let 
us denote by Y1 the result of the computation

( )( )2 1 3,2 1 3 2 ,t t M S M S′ ′+ + ⋅ + ⋅

and by c′δ  the computation error. We obtain

( ) ( )1011
12 ,x

b cY Y− ′ ′= − + − δ − δe

where 0 1191.276 ,2m
b

−′δ < ⋅  1075 641.266 2 .c
− −′δ < ⋅

Below, we prove that rounding ex is equivalent to 
rounding ( )1011

12 .Y Y−− +
Let us consider the round-to-nearest mode. Recall that 

the last mantissa bit of the subnormal double-precision 
numbers corresponds to 10742 .−  Let Y2 be the result of 
computing the expression

( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 ;t t M S M S− ′ ′− + + ⋅ + ⋅

let Y3 be the result of computing the expression

( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 .t t M S M S− ′ ′+ + + ⋅ + ⋅

We claim that for 2 0,Y >  the rounded value of ex 
is equal to ( )1011 10742 2 ,Y − −+ +  for 3 0,Y <  the round-
ed value of ex is equal to ( )1011 10742 2 ,Y − −− −  and for 

2 0Y m  and 3 0,Y l  it is equal to 1011.2Y −−  The full 
proof of this statement is given below. Here we only 
mention the main idea of the proof. If t2 is close to 

10752−  or 1075,2−−  then the error in computing of Y2 or 
Y3 is sufficiently small, and we can apply Theorem 4. 
Otherwise, the rounding of ex does not depend on the 
value of ( )1 3,2 1 3 2 ,t M S M S′ ′+ ⋅ + ⋅  and the rounded value 
of ex is equal to 1011.2Y −−

We now turn to a detailed consideration of the al-
gorithm.

3.1. Argument reduction

To reduce the argument, we use Algorithms 1, 2, 3, 
and 4. Algorithm 1 uses the equality

ln 2.2x n x n−= ⋅e e
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We approximate ln 2  by the numbers 1 1, 40,l B− −∈  

2 41, 77,l B− −∈  3 78, 130.l B− −∈  By direct calculations, we 
obtain

 
( )

43 79
1 2 3

137
1 2 3

0.694, 1.517 2 1.8, 51 2

ln 2 1.901 2

,

.

l l l

l l l

− −

−

< < ⋅ < ⋅

− + + < ⋅
 (6)

The extended double-precision number l�  approxi-
mates the constant 1/ ln 2:

 642
ln 2

.
1

l −− � m  (7)

Algorithm 1. Argument reduction. Step 1

( )
0 01: m R x l← ⋅ �

0,1 0 12: x x m l← − ⋅  0,1x�  is computed exactly

0,2 0 23: x m l← − ⋅       0,2x�  is computed exactly

0,3 0 34: x m l← − ⋅       0,3x�  is computed exactly

Theorem 7. Suppose x is a double-precision number such that
 2 .zero o rx x xm m v  In addition, suppose that the numbers 
m0, x0,1, x0,2, and x0,3 are obtained by Algorithm 1. Then 
the extended double-precision numbers x0,1, x0,2, x0,3 are 
computed exactly, and the following equality and inequali-
ties hold:

0 0,1 0,2 0,3 02 ,lnx m x x x= ⋅ + + + + δ

where 10
0 1.051 ,2m < ⋅  127

0 1.998 2 ,−δ < ⋅
33

0,1 0.5 ln 2 1.59 ,6 2x −< ⋅ + ⋅ 33
0,2 1.595 ,2x −⋅m  

0,2 33, 77,x B− −∈  69
0,3 1.946 ,2x −< ⋅  0,3 69, 130.x B− −∈

Proof: By direct computation, we obtain 1.443.l <�  
Taking into account that 2 ,zero o rx x xm m v  we see 
that

 10 10
0, .1.051 2 1.051 2x l m⋅ < ⋅ < ⋅�  (8)

Combing this with (6), we obtain

9
0 1 1.459 2 ,m l⋅ < ⋅  0 1 9, 40,m l B −⋅ ∈  33

0,2 1.595 ,2x −⋅m  

0,2 33, 77,x B− −∈  69
0,3 1.946 ,2x −< ⋅  0,3 69, 130.x B− −∈

Consequently, the extended double-precision num-
bers 0 1,m l⋅  x0,2, and x0,3 are calculated exactly.

From (8), it follows that the rounding error in the 
computation of x l⋅ �  is not greater than 542−  in absolute 
value. Combining this with (7), we obtain

 54 541
2 1.728 2

ln 2 ln
.

2
x

x l x l − −⎛ ⎞⋅ − ⋅ − + < ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �m  (9)

From line 1 of Algorithm 1, it follows

0 0.5.x l m⋅ −� m

Combining this with (9), we get

  ( )
( )

0

0

54 54

ln 2

ln 2 ln 2

1.728 2 0.5 ln 2 0.5 ln 2 1.198 2 .

x m

x x l x l m

− −

− ⋅ <

< − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ <

< ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

� �

m

 (10)

Let us prove that the algorithm calculates x0,1 with-
out rounding errors. Taking into account (6), (8), and 
(10), we obtain

   
0,1 0 1 0

33
0 0 1

ln 2

ln 2 0.5 ln 2 1.596 2 0.5.

x x m l x m

m m l −

= − ⋅ < − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ < ⋅ + ⋅ <
 (11)

Suppose 0.25.x l  Since x is a double-precision 
number, we see that all low-order mantissa bits of x 
starting with the bit corresponding to 552−  are equal to 0. 
Taking into account (11), we see that 0,1 2, 54.x B− −∈

If  0.25,x <  then 0 0,m =  0,1 ,x x=  and 0,2 0,3 0.x x= =  
Therefore, in both cases, the double-precision number x0,1 
is computed exactly.

From (6) and (8), it follows that

( )
( )( )

0 0,1 0,2 0,3

0 1 2 3 0

ln 2

ln ,2

m x x x

x m l l l x

⋅ + + + =

= − ⋅ + + − = − δ

where 127
0 1.998 2 .−δ < ⋅

For the further argument reduction, we use the 
equality

( ) ( )ln 1 .1 xx − += +e e vv

We try to find v with a short mantissa so that 
x – ln(1 + v) is small. In the second and third steps, we 
use tables to find v and ln(1 + v); in the fourth step, we 
calculate them. In the second step, we use a table (array) 
W1 containing elements with numbers from –89 to 89. 
Item number n contains the double-precision number 

[ ]1 0.W n w  and the pair of extended double-precision 
numbers [ ]1 1 2, 64,.W n w B− −∈   [ ]1 2.W n w ∈ 65, 128,B− −  which 
are precalculated as follows. We find the number of 
the form ( )8ln 1 2m −+ ⋅  closest to 8,2n −⋅ where m is an 
integer; then, we calculate

[ ] 8
1 0. 1 2 1 ,W n w m −= + ⋅ = + v

where 8.2m −= ⋅v
The pair of numbers [ ] [ ]1 1 1 2,( . . )W n w W n w  appro-

xi mates [ ]( )1 0ln .W n w  with an error not greater than 
1292 .−  Note that the number [ ]1 0.W n w  has a short man-

tissa.
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In the second step, we apply Algorithm 2 to the 
number x0,1 obtained by Algorithm 1.

Algorithm 2. Argument reduction. Step 2

( )8
1 0 0,11: 2n R x −← ⋅

[ ]1 1 1 02: .M W n w←

[ ]1,1 0,1 1 1 13: .x x W n w← −  �  is computed exactly

[ ]1,2 1 1 24 : .x W n w← −

Theorem 8. Suppose x is a double-precision number 
such that 2 .zero o rx x xm m v  In addition, suppose that the 
numbers m0, x0,1, x0,2, and x0,3 are obtained using Algo-
rithm 1, and the numbers M1, x1,1, and x1,2 are obtained 
by Algorithm 2. Then the extended double-precision num-
bers x1,1 and x1,2 are computed exactly and the following 
equalities and inequalities hold:

( )0 1 1,1 1,2

0,2 0,3 0 1

l n

,

n 2 lx m M x x

x x

= ⋅ + + + +

+ + + δ + δ

where 127
0 1.998 2 ,−δ < ⋅  129

1 ,2−δ <

1 1,1M = + v  8
1 1 2 ,m −= ⋅v  175 106,m− m m  

8
1,1 1.175 2 ,x −< ⋅  1,1 8, 64x B− −∈  if 12,2x −l

65
1,2 2 ,x −m  1,2 65, 128.x B− −∈

Proof: It is clear that

8 9
0,1 1 2 ,2x n − −− ⋅ m  65

1,2 2 ,x −m  1,2 65, 128.x B− −∈

From Theorem 7, it follows that 0,1 0.501 ln 2,x < ⋅  
therefore, 189 89.n− m m  By direct calculations, we 
obtain

( )( )8 8 8

89 89
max min 2 ln 1 2 0. .673 2

n m
n m− − −

−
⋅ − + ⋅ < ⋅

m m

We also obtain 175 106m− m m  if 189 89.n− m m  
Consequently,

8
1 1 ,1 2M m −= + ⋅  

where 175 106.m− m m

Taking into account

( ) [ ] [ ]( )8 129
1 1 1 1 1 1 2ln 1 2 . . ,2m W n w W n w− −+ ⋅ − + <

we obtain

[ ] [ ]
( )

( ) [ ] [ ]( )

1,1 1,2 0,1 1 1 1 1 1 2

8 8 8
0,1 1 1 1

8
1 1 1 1 1 1 2

8

. .

2 2 ln 1 2

ln 1 2 . .

1.17 .4 2

x x x W n w W n w

x n n m

m W n w W n w

− − −

−

−

+ = − − <

< − ⋅ + ⋅ − + ⋅ +

+ + ⋅ − + <

< ⋅

Since 65
1,2 2 ,x −m  we see that 8

1,1 1.175 2 .x −< ⋅  If 
12,2x −l  then all low-order mantissa bits of x and x0,1 

starting with the bit corresponding to 652−  are equal to 0. 
Taking into account that [ ]1 1 1 2, 64,.W n w B− −∈  we obtain 

1,1 8, 64.x B− −∈  If x < 2–12, then n1 = 0 and 1,1 .x x=  
Therefore, in both cases, x1,1 is an extended double-
precision number and is computed exactly.

Since [ ] [ ]1 1 1 1 1 2. .W n w W n w+  approximates ( )1ln 1 + v  
with an error not greater than 1292 ,−  we see that

( ) [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]( )( )

( )

0,1 1 0,1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 2

1 1,1 1,2 1

ln 1 . .

l

,

n 1 . .

ln 1

x x W n w W n w

W n w W n w

x x

= + + − − −

− + − + =

= + + + + δ

v

v

v

where 129
1 .2−δ m

Using Theorem 7, we obtain

( )0 1 1,1 1,2

0,2 0,3 0 1

l n

,

n 2 lx m M x x

x x

= ⋅ + + + +

+ + + δ + δ

where 129
1 .2−δ m

The third step uses the table W2 containing items 
with numbers from –75 to 75. Item number n contains 
the double-precision number [ ]2 0.W n w  and the pair of 
extended double-precision numbers [ ]2 1 8, 64,.W n w B− −∈  

[ ]2 2 65, 128,.W n w B− −∈  which are calculated as follows. 
We find the number of the form ( )14ln 1 2m −+ ⋅  closest 
to 142n −⋅  and calculate [ ] 14

2 0. 1 2 1 ,W n w m −= + ⋅ = + v  
where 142 .m −= ⋅v

The pair of numbers [ ] [ ]2 1 2 2,( . . )W n w W n w  approxi-
mates [ ]( )2 0ln .W n w  with an error not greater than 1292 .−

In the third step, we use Algorithm 3, which we ap-
ply to the number 1,1x  obtained by Algorithm 2.

Algorithm 3. Argument reduction. Step 3

( )14
2 0 1,11: 2n R x −← ⋅

[ ]2 1 2 2 02: .M M W n w← ⋅

[ ]2,1 1,1 2 2 13: .x x W n w← −  �  is computed exactly

[ ]2,2 2 2 24: .x W n w← −

Theorem 9. Suppose x is a double-precision num-
ber such that 2 .zero o rx x xm m v  In addition, suppose that 
numbers m0, x0,1, x0,2, and x0,3 are obtained using Al-
gorithm 1, the numbers M1, x1,1, and x1,2 are obtained 
by Algorithm 2, and the numbers M2, x2,1, and x2,2 are 
obtained by Algorithm 3. Then the extended double-pre-
cision numbers x2,1 and x2,2 are computed exactly, and 
the following equalities and inequalities hold:

( )
( )

0 2 2,1 2,2 1,2

0,2 0,3 0 1 2

ln 2 ln

,

x m M x x x

x x

= ⋅ + + + + +

+ + + δ + δ + δ
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where ( )2 1 21 ,M M= ⋅ + v  14
2 2 2 ,m −= ⋅v  275 75,m− m m  

20.703 1.421,M< <  2 0, 22,M B −∈  14
2,1� 0.675 ;2x −< ⋅

2,1 15, 67�x B− −∈ 15if � 2 ,x −l

65
2,2 2,2 65, 128,2 ,x x B−

− −∈m 129
2 .� 2−δ m

Proof: It is clear that
14 15

1,1 2 2 ,2x n − −− ⋅ m  65
2,2 2 ,x −m  2,2 65, 128.x B− −∈

Since 8
1,1 1.175 2 ,x −< ⋅  we see that 275 75.n− m m  

By direct calculations, we obtain

  ( )( )14 14 14

75 75
max min 2 ln 1 2 73 .0.1 2

n m
n m− − −

−
⋅ − + ⋅ < ⋅

m m

If 275 75,n− m m  then 275 75.m− m m  Consequently,

[ ]( ) [ ]
( )

( ) [ ] [ ]( )

2,1 2,2 1,1 2 2 1 2 2 2

14 14 14
1,1 2 2 2

14
2 2 2 1 2 2 2

15 14 129 14

. .

2 2 ln 1 2

ln 1 2 . .

2 0.173 2 2 0 7 2 ..6 4

x x x W n w W n w

x n n m

m W n w W n w

− − −

−

− − − −

+ = − − <

< − ⋅ + ⋅ − + ⋅ +

+ + ⋅ − + <

< + ⋅ + < ⋅

Taking into account that 65
2,2 2 ,x −m  we obtain 

14
2,1 0.675 .2x −< ⋅
Recall that x is a double-precision number. If 

15,2x −l  then all low-order mantissa bits of x, x0,1, 
x1,1, and x2,1 starting with the bit corresponding to 682−  
are equal to 0. Consequently, 2,1 15, 67.x B− −∈  If 15,2x −<  
then n2 = 0 and 2,1 1,1 0,1 .x x x x= = =  Thus, in both cases, 
the double-precision number x2,1 is computed exactly.

Since [ ] [ ]2 2 1 2 2 2. .W n w W n w+  approximates ( )2ln 1 + v  
with an error not greater than 1292 ,−  we see that

( ) [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]( )( )

( )

1,1 2 1,1 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2,1 2,2 2

ln 1 . .

l

,

n 1 . .

ln 1

x x W n w W n w

W n w W n w

x x

= + + − − −

− + − + =

= + + + + δ

v

v

v

where 129
2 .2−δ <

Combining this with Theorem 8, we obtain

( )
( )

0 2 2,1 2,2 1,2

0,2 0,3 0 1 2

ln 2 ln

,

x m M x x x

x x

= ⋅ + + + + +

+ + + δ + δ + δ

where ( )2 1 21 ,M M= ⋅ + v  129
2 .2−δ <

From

( ) ( )8 14
2 1 21 2 1 2 ,M m m− −= + ⋅ ⋅ + ⋅

where 175 106,m− m m  275 75,m− m m  it follows that 

2 2 0, 220.703 1.421,�� .M M B −< < ∈
The total size of all tables is about 16 KB.
In the fourth step, we do not use any tables but 

compute v and ( )ln 1 + v  using polynomials. To find 
a polynomial approximating the function ( )ln 1 + v  on 
the interval

14 14
1 0.677 2 , 0.677 2 ,I − −⎡ ⎤= − ⋅ ⋅⎣ ⎦  

we consider the function

( )
( )

3
2

4

ln 1 0.5
3 .f

+ − + ⋅ −
=

v
v v v

v
v

Using Taylor’s theorem with the Lagrange form of 
the remainder term [12] for the function ( )ln 1 v+ we 
obtain

( ) ( ) 1061.517 2 ,f P −− < ⋅v v

where 1,I∈v  ( )
2 3 4 5 61

.
4 5 6 7 8 9 10

P = − + − + − + −
v v v v v v

v

Further, using Sollya [9], we find a third-degree 
polynomial ( )3P v  that approximates ( )P v  on the in-

terval 21 21
2 187 2 ; 87 2 :I I− −⎡ ⎤= − ⋅ ⋅ ⊃⎣ ⎦

( ) ( )( )3 0 1 2 3� ,P a a a a= + ⋅ + ⋅ + ⋅v v v v  

   a0 = –0xf.ffffffffffffffdp—6,

   a1 = 0xc.cccccccccccccc1p-6,
 (12)

  a2 = -0xa.aaaaaae49a3c83p-6,

a3 = 0x9.249249728e270fdp-6.

Sollya provides the following bound on the approxi-
mation error

( ) ( ) 65
3 1.779 2P P −− < ⋅v v

оn the interval I2. As a consequence, we obtain

 
( ) ( )

3
2 4

3

65 4 123

ln 1 0.5
3

1.780 2 1.496 2 ,

P

− −

+ − + ⋅ − − ⋅ <

< ⋅ ⋅ < ⋅

v
v v v v v

v

 (13)

where 1.I∈v
In the fourth step, we use Algorithm 4.

Algorithm 4. Argument reduction. Step 4

2 2,1 0,21: x x x← +      �  is computed exactly

3 30 2
1

2: �
3

R x−
⎛ ⎞′ ← ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
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Theorem 10. Suppose x is a double-precision number 
such that 2 ,zero o rx x xm m v  the extended double-precision 
numbers M3, x3,1, and x3,2 are obtained by successive ap-
plication of Algorithms 1, 2, 3, and 4. Then the extended 
double-precision number x3,1 is computed exactly, and the 
following equality and inequalities hold:

 ( )0 3 3,1 3,2 ,ln 2 ln ax m M x x= ⋅ + + + + δ  (14)

where 30.703 1.421,M< <  3 0, 52,M B −∈

 1221.436 ,2a
−δ < ⋅  29

3,1 1.210 ,2x −< ⋅  61
3,2 1.821 .2x −< ⋅

Proof: If 15,2x −l  then it follows from Theorems 
7 and 9 that

 

33
0,2 0,2 33, 77

14
2,1 2,1 15, 67

14
2 2 15, 77

1.595 2

0.675 2

0.

, ,

, ,

6 , .76 2

x x B

x x B

x x B

−
− −

−
− −

−
− −

⋅ ∈

< ⋅ ∈

< ⋅ ∈

m

 (15)

Consequently, the extended double-precision num-
ber x2 is computed exactly. If 15,2x −<  then 0,2 0,x =

2 2,1 .x x x= =  Thus, in both cases, x2 is calculated exactly.
It follows from (15) and lines 2 and 3 of Algorithm 4 

that (taking into account the error in the computation 

of 2
1
3

)x⋅

 
30

3 2

14
3 3 15, 30

1.501 2

0.

,

677 2 , .

x

B

−

−
− −

− < ⋅

< ⋅ ∈

v

v v
 (16)

By direct calculations, we obtain

3 3 0, 520.703 1.421, .M M B −< < ∈

It follows from (15) and (16) that

 

( )

2 30 2
3 3 30, 60

2 46 2
3 3 3 3 46, 90

2 2 29
3,1 2 3 3 3 3

1.834 2

1.655 2

0.

,

5 1.210 2

,

, ,

.

B

B

x x

−
− −

−
− −

−

< ⋅ ∈

′⋅ < ⋅ ⋅ ∈

′= − + ⋅ − ⋅ < ⋅

v v

v v v v

v v v v

 (17)

Thus, 2
3v  and 2

3 3′⋅v v  are computed exactly. We 
claim that x3,1 is computed exactly. If 302x −l  then 

3,1 29, 90x B− −∈  (recall that x is a double-precision number).
If 302x −<  then 0,2 0,x =  2 2,1 .x x x= =  Further-

more, 3 0′ =v  and 3,1 2 .x x x= =  Thus, we see that in all 

cases, the extended double-precision number x3,1 is 
computed exactly.

It follows from (12) and (16) that ( )4
3 3 3P⋅ <v v

611.688 2 .−< ⋅  Theorems 7, 8, and 9 imply

 
( )( ) ( )

( )

4
3,2 0,3 1,2 2,2 3 3 3

4 61
0,3 1,2 2,2 3 3 3 1.821 2 .

x x x x P

x x x P −

= + + − ⋅ <

< + + + ⋅ < ⋅

v v

v v
 (18)

From (13) and Theorem 9, we obtain (ignoring the 
computation errors)

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

0 3

2 2 4
3 3 3 3 3 3 3 3

2 2
2 3 3 3 3 0,3 1,2 2,2

4
3 3 3 0 1 2 0

3 3,1 3,2 0 1 2 3

ln 2 ln

ln 1 0.5

0.5

ln 2

ln ,

x m M

P

x x x x

P m

M x x

= ⋅ + −

′− + − + ⋅ − ⋅ − ⋅ +

′+ − + ⋅ − ⋅ + + + −

− ⋅ + δ + δ + δ = ⋅ +

+ + + + δ + δ + δ + δ

v v v v v v v

v v v v

v v

 (19)

where 123
3 1.496 2 .−δ < ⋅

Let us bound the error in the computation of x3,2. 
Recall that 2

3v  is computed exactly. We obtain

4 59
3 1.682 ,2−⋅mv  ( ) ( )4 2 2 123

3 3 3 .2−Δ = Δ ⋅ mv v v

On the other hand, we have

( ) 2
3 3 1.001 2P −< ⋅v  and ( )( ) 66

3 3 1.001 2 .P −Δ < ⋅v

Since ( )4 61
3 3 3 1.68 2 ,4P −⋅ < ⋅v v  we obtain

 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

4 4
3 3 3 3 3 3

4 4
3 3 3 3 3

125 1242 1.843 2 .

P P

P P

− −

Δ ⋅ < Δ ⋅ +

+ ⋅ Δ + Δ ⋅ Δ +

+ < ⋅

v v v v

v v v v  (20)

It follows from Theorems 7, 8, and 9 that

 
( )( )

64
0,3 1,2 2,2

128
0,3 1,2 2,2

,1.061

5 2 .

2

1.

x x x

x x x

−

−

+ + < ⋅

Δ + + ⋅m
 (21)

Recall that 61
3,2 1.821 2x −< ⋅  (see (18)). We get

 
( ) ( )( )

( )( )
3,2 0,3 1,2 2,2

4 125
3

1
3 3

23.1.2192 2

x x x x

P − −

Δ

<

Δ + + +

+ ⋅+ Δ ⋅

m

v v
 (22)

3 33: 3v ′← ⋅ v       14
3 3 15, 30,0.677 2 B −

−
−< ⋅ ∈� v v

( ) 2 2
3,1 2 3 3 3 34: 0,5x x ′← − + ⋅ − ⋅v v v v     �  x3,1 is computed exactly, 29

3,1 1.210 2x −< ⋅

( )( ) ( )4
3,2 0,3 1,2 2,2 3 3 35: x x x x P← + + − ⋅v v    61

3,2 1.821 2 ,x −< ⋅�  123
3,2( ) 1.219 2x −Δ < ⋅  

( )3 2 36: 1M M← + v      30.703 1.421,M< <�  3 0, 52M B −∈
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Taking into account the errors in the computation 
of x3,2, we obtain from (19) and (22):

( )0 3 3,1 3,2 ,ln 2 ln ax m M x x= ⋅ + + + + δ

where ( ) 122
0 1 2 3 3,2� � � � � � � � 1.436 2 .a x −δ δ + δ + δ + δ + Δ < ⋅m

3.2. Function evaluation

Algorithms 5 and 6 complete the computation of the 
correctly rounded exponent. For ,dnrm o rx x xm m v  we 
use Algorithm 5; for 2 ,zero dnrmx x x<m  we use Algo-

rithm 6. In the first case, the result is a normal number; 
in the second case, it is a subnormal number or 0.

In fact, each of these algorithms describes three 
algorithms: the first is for the round-to-nearest mode, 
the second is for rounding towards plus infinity, and 
the third is for rounding towards minus infinity (see 
comments on the algorithms). For example, for the 
round-to-nearest mode, Algorithm 5 uses line 8 and 
ignores lines 9 to 24. The algorithms themselves use 
only the round-to-nearest mode with roundTiesToEven 
when computing.

Algorithm 5. dnrm o rx x xm m v  

( )3,1 30 31: M R M−←      3,1� 0.702 1.422,M< <�  3,1 0, 30�M B −∈

3,2 3 3,12: M M M← −     31
3,2 ,2M −� m  3,2 31, 52M B− −∈

( )1 3,1623: S R x−←      29
1 1.21 ,1 2S −< ⋅�  1 29, 62,S B− −∈

       29
3,1 1 1.723 ,2M S −⋅ < ⋅�  3,1 1 29, 92,M S B− −⋅ ∈

       � ( )11
3 11, 522 1 M B −+ ∈−

( ) ( )( )11
1 3 3,1 14: , 2 ,2 1Y Y Fast Sum M M S← + ⋅−  Y�  and 1Y  are computed exactly

3 3,1 3,25: x x x← +      29
3 1.21 ,1 2x −< ⋅�  ( ) 93

3 2x −Δ m

( )( ) 2
2 3,1 1 3,2 3 3

1
6: 0.5

3!
S x S x x x⎛ ⎞← − + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 59

2 1.98 ,5 2S −< ⋅�  ( ) 121
2 1.850 2S −Δ < ⋅

( )2 1 3,2 1 3 27: Y Y M S M S← + ⋅ + ⋅     58
3,2 1 3 2 1.714 2M S M S −⋅ + ⋅ < ⋅�

       �  Rounding to the nearest

( ) ( )11
28: 2 1y Y Y← + − −     �Rounding towards +∞

( )119: 2 1y Y← − −

210: 0Y >if then

11 :   1yif thenl
5212 : 2y y −← +

 13:            else
5314:                    2y y −← +

 15:            end if
16: end if       �Rounding towards −∞

( )1117: 2 1y Y← − −

 18: if Y2 < 0 then
19:         if 1y >  then

5220:                    2y y −← −

  21:          else
5322:                    2y y −← −

 23:          end if
 24: end if
 25: return 02my ⋅        �Reconstruction
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Algorithm 6. 2zero dnrmx x xm m

( )3,1 30 31: M R M−←      3,10.702 1.422,M< <�  3,1 0, 30M B −∈

0
3 32: 2mM M′ ← ⋅

0
3,1 3,13: 2mM M′ ← ⋅

3,2 3 3,14 : M M M′ ′ ′← −

( )1 3,1625: S R x−←      29
1 1.21 ,1 2S −< ⋅�  1 29, 62S B− −∈

( ) ( )0 1 3 3,1 16: , 2 ,t t Fast Sum M M S′ ′← ⋅

( ) ( )1011
2 07: , 2 2 ,Y t Fast Sum t−←    �  t0, t1, t2, and Y are computed exactly

3 3,1 3,28: x x x← +      29
3 1.21 ,1 2x −< ⋅�  ( ) 93

3 2x −Δ m  

( )( ) 2
2 3,1 1 3,2 3 3

1
9: 0.5

3!
S x S x x x⎛ ⎞← − + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 59

2 1.98 ,5 2S −< ⋅�  ( ) 121
2 1.850 2S −Δ < ⋅  

        �Rounding

( )1011 102210: 2 2y Y − −← − −      �  Rounding to the nearest

11 :  if ( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 0t t M S M S− ′ ′+ + + ⋅ + ⋅ <  then

107413:         2y y −← −

14:  else if ( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 0t t M S M S− ′ ′− + + ⋅ + ⋅ >  then

107415:          2y y −← +

16: end if

        �Rounding towards +∞

( )( )2 1 3,2 1 3 217:  0t t M S M S′ ′+ + ⋅ + ⋅ >if then

107418:            2y y −← +

19: end if

        �Rounding towards −∞

( )( )2 1 3,2 1 3 220:  0t t M S M S′ ′+ + ⋅ + ⋅ <if then

107421:            2y y −← −

22: end if
102223:  2y −−return       �Reconstruction

Theorem 11. Let х be a double-precision number. If 

dnrm o rx x xm m v  then Algorithms 1, 2, 3, 4, and 5 calculate 
the correctly rounded exponent of .x  If 2 ,zero dnrmx x x≤ <  
then Algorithms 1, 2, 3, 4, and 6 calculate the correctly 
rounded exponent of x.

Proof: Since Algorithms 5 and 6 have much in com-
mon, we first present the reasoning useful for both 
algorithms. Let x be a double-precision number such 
that .dnrm o rx x xm m v  Theorem 10 implies that

 3,1 3,20
3 ,2 ax xmx M + +δ= ⋅ ⋅e e  (23)

where 30.703 1.421,M< <  3 0, 52,M B −∈

1221.436 .2a
−δ < ⋅

Taking into account that ( )3,1 30 3 ,M R M−←  we obtain

 
3,1 3,1 0, 30

31
3,2 3,2 31, 52

,1.4

, .

22,

2

M M B

M M B

−

−
− −

< ∈

∈m
 (24)

Let us consider the following approximation

3,1 3,2 3,1 3,20
3 3

2
3 3,1 3,2 3 3

2

1
1 0.5 .

3!

ax x x xm x M M

M x x x x

+ +δ +− ⋅ = ⋅ ≈ ⋅ ≈

⎛ ⎞⎛ ⎞≈ ⋅ + + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

e e e

Since

( )

( )
1 3,162

2
2 3,1 1 3,2 3 3

,

1
0.5 ,

3!

S R x

S x S x x x

−←

⎛ ⎞← − + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
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we see that

 ( )0
3 1 22 1 .m x M S S− ⋅ ≈ ⋅ + +e  (25)

Let us bound the error of this approximation. Using 
Theorem 10 we obtain

  
29 61

1 1 3,229, 62

29 59
3 2

1.211 2 1.821 2

1.211 2 1.985

, ,

, .2

,S S B x

x S

− −
− −

− −

< ⋅ ∈ < ⋅

< ⋅ < ⋅
 (26)

From Lagrange mean value theorem [12] and Theo-
rem 10, it follows that (ignoring rounding errors)

 
30 3 3

3 3 3

121
3

2

1.001 1.022 2 .

axm x xx

a

M M M

M

+δ−

−

⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ <

< ⋅ ⋅ δ < ⋅

e e e e
 (27)

By Taylor’s theorem with the Lagrange form of the 
remainder [12], we obtain (ignoring rounding errors)

 

( )3

3

3 3 1 2

3
2 3

3 3 3

4
1193

3

1

1 0.5
3!

1.001 1.020 2 .
4 !

x

x

M M S S

x
M x x

x
M −

⋅ − ⋅ + + =

⎛ ⎞
= ⋅ − − − ⋅ − <⎜ ⎟

⎝ ⎠

< ⋅ ⋅ < ⋅

e

e  (28)

Let bδ  be the error of the approximation (25) ignor-
ing rounding errors. It follows from (27) and (28) that

 

( )

( )

0

0 3 3

3 1 2

3 3 1 2

119

2 1

2 1

1.276 2 .

m x
b

m x xx

M S S

M M S S

−

−

δ = ⋅ − ⋅ + + <

< ⋅ − ⋅ + − + + <

< ⋅

e

e e e  (29)

Using (24) and (26), we obtain

( )3 1 2

3 3,1 1 3,2 1 3 2,

1M S S

M M S M S M S

⋅ + + =

= + ⋅ + ⋅ + ⋅

where

 

29
3,1 1 3,1 1 29, 92

60
3,2 1 3,2 1 60, 114

58
3 2 3 3,1 1

58
3,2 1 3 2

1.723 2

1.211 2

1.411 2 1.422,

1.714 2

, ,

, ,

,

.

M S M S B

M S M S B

M S M M S

M S M S

−
− −

−
− −

−

−

⋅ < ⋅ ⋅ ∈

⋅ < ⋅ ⋅ ∈

⋅ < ⋅ + ⋅ <

⋅ + ⋅ < ⋅

 (30)

Therefore, the values 3,1 1,M S⋅  and 3,2 1M S⋅  are cal-
culated exactly (no rounding).

Let us bound the error in the computation of 

3,2 1 3 2.M S M S⋅ + ⋅
Recall that the values x3,1, M3, M3,1, M3,2, S1, 

3,1 1,M S⋅  and 3,2 1M S⋅  are computed exactly. From 
(26), it follows that ( ) 93

3 2x −Δ m  (δa includes the error 
in the computation of x3,2). Further, we obtain

 ( ) ( ) ( )

2 58
3

22
3 3 3 3

122 121

1.467 2

2

2 1.712

,

.2

x

x x x x

−

− −

< ⋅

Δ ⋅ ⋅ Δ + Δ +

< ⋅

m  (31)

Since

 

65
3

2 59
3 3

1
0.5 1.001 2

3!

1
0.5 1.470 ,2

!

,

3

x

x x

−

−

⎛ ⎞Δ + ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⋅ + ⋅ < ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

m

 (32)

we have

( )

( )

2
3 3

2 2
3 3 3 3

2 123 121
3 3

1
0.5

3!

1 1
0.5 0.5

3! 3!
1

0.5 2 1.47 2
!

.5
3

x x

x x x x

x x − −

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ Δ + ⋅ + Δ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Δ ⋅ Δ + ⋅ + < ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

m

m  (33)

Using (26), we obtain

 

( )

( ) ( )( )

60
3,1 1 3,2

2 3,1 1 3,2

2 59
3 3

2 3,1 1 3,2

2 123
3 3

124 121 123 121

1.036 2

1
0.5 1.988 2

3!

1
0.5 2

3!

2 1.475 2 2 1.850 2

,

,

.

x S x

S x S x

x x

S x S x

x x

−

−

−

− − − −

− + < ⋅

< − + +

⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅ < ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

Δ Δ − + +

⎛ ⎞⎛ ⎞+ Δ ⋅ + ⋅ + <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

< + ⋅ + = ⋅

m
 (34) 

Recal l that M3 is computed exactly, and 
58

3 2 1.411 2M S −⋅ < ⋅  (see (30)). Using (34), we obtain

( ) ( ) 122 120
3 2 3 2 2 1.565 2M S M S − −Δ ⋅ ⋅ Δ + < ⋅m

The values of  M3,2 and S1 are computed exactly, and 
60

3,2 1 1.211 ,2M S −⋅ < ⋅  therefore, ( ) 124
3,2 1 2 .M S −Δ ⋅ <  

Taking into account (30), we obtain

( )
( ) ( ) 122 120

3,

3,2 1 3 2

12 3 2 2 1.878 .2M S

S

S

S

M

M M

− −Δ ⋅ + Δ

+

⋅ + ⋅

Δ

<

⋅ ⋅

m

m
 (35)

Let us consider the case dnrm o rx x xm m v  (Algorithm 5). 
The mantissa of extended double-precision numbers 
is 11 bits longer than the mantissa of double-precision 
numbers. Therefore, at first, we compute the correctly 
rounded value of ( )0 112 2 1mx −⋅ + −e  in the extended 
double-precision environment and then subtract 112 1−  
to obtain the rounded value in the double-precision 
environment. In both cases, the least bit of the mantissa 
corresponds to the same value.
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From (23), it follows

( ) ( ) ( )
( )

11 11 11
3

11
3 11, 52

2 1 0.703 2 1 2 1 1.421,

2 1 .

M

M B −

− + < − + < − +

− + ∈
 (36)

Therefore, ( )11
32 1 M− +  is computed exactly. Recall 

that 3,1 1M S⋅  (see (30)) is also computed exactly. We 
use the Fast2Sum algorithm to calculate the values of 
Y and Y1. Taking into account (23) and (30), we obtain

 

( )( )
( ) ( )

11
1 3 3,1 1

11 11

11
11, 52

11
10, 53

2 1

0.702 2 1 1.422 2 1 ;

if 2

;

;

2if .

Y Y M M S

Y

Y B Y

Y B Y

−

−

+ = − + + ⋅

+ − < < + −

∈

∈ <

l
 (37)

Therefore, 53
1 .2Y −m  From (37), it follows

( )
( ) ( )
( ) ( )

11

11 11 11
0, 52

11 11 11
1, 53

0.702 2 1 1.422;

2 1 1, 2 1 2

2 1 1

if ;

i 2f, 2 .1  

Y

Y Y B Y

Y Y B Y

−

− −

< − − <

− − − − ∈

− − < − − ∈ <

l l  (38)

Therefore, ( )112 1Y − −  is a double-precision number.
Using (30), we obtain

 
53 53 11

1 2

54 54 11
1 2

2 1.054 2 if 2

2 1.108 2 if 2

, ;

, .

Y Y Y

Y Y Y

− −

− −

< ⋅

< ⋅ <

m l

m
 (39)

Recall that Y1 is computed exactly. Taking into ac-
count (35) and (39), we obtain

 
( ) ( )( )
( )

2 1 3,2 1 3 2

117 117
3,2 1 3 2 2 1.235 2 .

Y Y M S M S

M S M S − −

Δ = Δ + ⋅ + ⋅

Δ ⋅ + ⋅ + < ⋅

m

m
 (40)

In other words,

 ( )1 3,2 1 3 2 2 ,cY M S M S Y+ ⋅ + ⋅ = − δ  (41)

where 1171.235 .2c
−δ < ⋅

From (29), (30), (37), and (41), it follows that

( )( )
( )( )

0
3 3,1 1 3,2 1 3 2

11
1 3,2 1 3 2

11
2

2

2 1

2 1 .

m x
b

b

b c

M M S M S M S

Y Y M S M S

Y Y

− ⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ − δ =

= − − + + ⋅ + ⋅ − δ =

= − − + − δ − δ

e

 (42)

Taking into account (37) and (40), we obtain

 ( )( )11
20.701 2 1 1.423.Y Y< − − + <  (43)

Consequently, mantissa distance between ex and 

( )( )0 11
22 2 1m Y Y⋅ − − +  is not greater than (see (29) and 

(40))

 ( ) 1162 1.554 .2b c
−⋅ δ + δ < ⋅  (44)

If 54,2x −l  then by Theorem 6, the rounded values 
of ex and ( )( )( )0 11

22 2 1m Y Y⋅ − − +  are equal to each oth-
er in the case of rounding to the nearest in the double-
precision environment. If 37,2x −l  then by Theorem 
5, the rounded values of ex and ( )( )( )0 11

22 2 1m Y Y⋅ − − +  
are equal to each other for any considered rounding 
modes in the double-precision environment.

Now we need to prove that for 37,2x −<  the rounded 
values of ex and ( )( )( )0 11

22 2 1m Y Y⋅ − − +  are equal to 
each other in the cases of rounding towards plus and 
minus infinity in the double-precision environment.

Suppose that 372x −<  then we obtain

 ( )

( )

0,1 1,1 2,1 3,1 3

0,2 0,3 1,2 2,2 3,2

0 3 3,1 3,2 1 62

4
3

2 1 2 1 2

,

0,

0, 1, 0, ,

1 1.001
4 !

, x
b

x x x x x x

x x x x x

m M M M S R x

x
Y Y S S S

−

= = = = =

= = = = =

= = = = =

← + δ = − + + < ⋅e

 (45)

Consequently,

 
153 37

181 44

1.335 2 if 2

1.335 2 if .2

;b

b

x

x

− −

− −

δ < ⋅ <

δ < ⋅ <
 (46)

Let us bound the errors in the computations. We 
have

( )2 74 2 3138 72 2, if 2 ;x x x− − −<< Δ m

( )2 88 2 152 442 , 2 ;if 2x x x− − −< Δ <m

( )2 98 2 162 492 2, .if 2x x x− − −< Δ <m

Simi lar to (32) and (33), we see that 

2 1
0.5 �

3 !
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 is less than

 

138 37

152 44

162 49

1.502 2 if 2

1.502 2 if 2

1.502 2 if 

;

2

;

.

x

x

x

− −

− −

− −

⋅ <

⋅ <

⋅ <

 (47)

Let cδ  be the error in calculating Y2. From (42) and 
(45) it follows that

 ( )( )11
21 .2x

b cY Y= − − + − δ − δe  (48)

Recall that ( )112 1Y − −  is a double-precision number. 
Taking into account (39), we see that for rounding towards 
plus or minus infinity, if 2b c Yδ + δ <  and 552 ,b c

−δ + δ <  
then rounded values of ( )( ) ( )11

22 1x
b cY Y= − − + − δ − δe  

and ( )( )11
22 1Y Y− − +  are equal each other.
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Let us consider the case 44 372 2 .x− −<m  From (45), 
it follows

 
( )

( )

11 11
3,1 3 3,2 3

3,1 1 1 62 37, 62

, 0, 2 ,

.

1 2x x x x M

M S S R x B− − −

= = = − + =

⋅ = = ∈
 (49)

Therefore, we have

 
2 75

63 63
1 2

1
0.5 1.00 ,1 2

3!

2 1.001, 2 .

x x

x S S

−

− −

⎛ ⎞⋅ + ⋅ < ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < ⋅m

 (50)

Using (39) and (47), we obtain

 

( )

( ) ( )

2
2

127 127

117 117
2 2

1
0.5

3!

2 1.0 ,01 2

2 1.001 2 .c

S x x

Y S

− −

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ Δ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

+ < ⋅

δ = Δ Δ + < ⋅

m

m

 (51)

The values of Y and Y1 are the result of apply-
ing the function Fast2Sum to 211 and S1. Recall that 

1 37, 62S B− −∈  (see (49)). Therefore, all low-order mantissa 
bits of Y1 starting with the bit corresponding to 2–63 are 
equal to 0. Consequently, either 62

1 2Y −l  or 1 0.Y =  
Suppose 62

1 .2Y −l  Using (45), (46), (50), and (51) 
we obtain

63 117
2 1 2 ,0.999 2 1.001 2 .b cY Y S − −− > ⋅ δ + δ < ⋅l  (52)

Consequently, if 62
1 ,2Y −≠  than for rounding to-

wards minus infinity or plus infinity, rounded values 
of ( )( )11

22 1Y Y− − +  and ( )( ) ( )11
22 1 b cY Y− − + − δ − δ  

are equal to each other.
Suppose that 1 0Y =  and 74

1 2 ,x S −− >  then 2 2.Y S=  
Using (50), we obtain

2 2 1

2 751
0.5 0.999 2

3!
.

Y S x S

x x −

= > − −

⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ > ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

Combing this with (52), we see that the numbers 
Y2 and 2 b cY − δ − δ  have the same sign as 1.x S−  
Consequently, for rounding towards minus infinity or 
plus infinity, rounded values ( )( )11

22 1Y Y− − +  and 
( )( ) ( )11

22 1 b cY Y− − + − δ − δ  are equal to each other.
Suppose that 1 0Y =  and 74

1 2 .x S −− m  From (47) 
and (50), it follows that

 ( ) ( )

74
2 2

2
2 2

138 137

1.501 2

1
0.5

3!

2 1.251 2

,

c

Y S

Y S x x

−

− −

= ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞δ = Δ = Δ Δ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
+ < ⋅

m

m  (53)

The mant i s sa d i s t ance between e x and 

( )( )11
1 22 1Y Y− − +  is not greater than

( ) 1362 1.252 .2b c
−⋅ δ + δ < ⋅

Applying Theorem 5 for the case 44 372 ,2 x− −<m  
we see that on this interval, the rounded values of ex 
and ( )( )11

22 1Y Y− − +  are equal to each other in the 
cases of rounding towards plus and minus infinity in 
the double-precision environment.

The cases 50 442 2x− −<m  and 54 502 2x− −<m  are 
considered similarly.

Let us consider the case 54.2x −<  We obtain

  

( )
( )

( )

54
3,1 3 3,2 1 162

11 11
1 1

2
2 1 2 1 2

, 0, , 2

2 2 1 1,

1
0.5

,

,
3!

,

,

.

x x x x S R x S

Y Y Y S

S x S x x Y S S

−
−= = = =

= − − = =

⎛ ⎞← − + ⋅ + ⋅ ← +⎜ ⎟
⎝ ⎠

m

 (54)

Furthermore, we obtain

  54 54
2 20 1.001 2 if 0, 2 if 0.Y x Y x− −< < ⋅ > <m  (55)

First, we consider the directed rounding modes. It 
follows from (55) that if 0,x >  then for rounding towards 
plus infinity, the rounded value of ( )( )11

22 1Y Y− − +  
and ex are equal to 521 .2−+  If 0,x <  then when 
rounding towards minus infinity, the rounded value 

( )( )11
22 1Y Y− − +  and ex are equal to 531 .2−−  In all 

other cases, correctly rounded values ( )( )11
22 1Y Y− − +  

and ex are equal to 1.
Now we consider the round-to-nearest mode. It fol-

lows from (55) that for the round-to-nearest mode, the 
rounded value of ( )( )11

22 1Y Y− − +  is equal to 1. The 
rounded value of ex is also equal to 1 for the rounding 
to nearest mode. Thus, if x is a double-precision number 
such that 54,2x −<  then the correctly rounded values 
of ex and ( )( )11

22 1Y Y− − +  are equal for all considered 
rounding modes.

Now we need to consider calculating the rounded 
value of ( )( )11

22 1Y Y− − +  in the double-precision en-
vironment. Recall that all computations are performed 
using extended double-precision arithmetic. From (37) 
and (39), it follows that

( )11 53
20.702 2 1 1.422, 1.054 .2Y Y −< − − < < ⋅

Recall that the subtraction ( )112 1Y − −  does not 
require rounding, and the result is a double-precision 
number. Let Y3 be the rounded value of the sum 2Y Y+  
in the cases of rounding to the nearest in the extended 
double-precision environment. If 11

2 ,2Y Y+ l  then
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( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

53
2 3

11 11 53
2 3

11 11
3 3 11, 52

11 11
3 3 0, 52

2

2 1 2 1 2

2 2

,

,

,1,

1 2 1 2 ., 2 1

Y Y Y

Y Y Y

Y Y B

Y Y B

−

−

−

−

+ −

+ − − − − −

< + ∈

− − < − − ∈

m

m

m

m

If 11
2 ,2Y Y+ <  then

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )

54
2 3

11 11 54
2 3

11 11 11
3 3 10, 53 3

11
3

11 11
3 1, 53 3

2

2 1 2 1 2

2 1 2

,

,

or 2

0 2 1 1,

2 1 or 2 1 1

, ,

.

Y Y Y

Y Y Y

Y Y B Y

Y

Y B Y

−

−

−

− −

+ −

+ − − − − −

− < ∈ =

< − −

− − ∈ − − =

m

m

m

m

Thus, ( )11
3 2 1Y − −  is a double-precision number. 

The result of rounding ( ) ( )11
2 2 1Y Y+ − −  is equal to 

( )11
3 2 1Y − −  for the rounding to nearest mode in the 

double-precision environment.
Now consider the calculation of the rounded value 

of ( )( )11
22 1Y Y− − +  in the case of rounding towards 

plus infinity in the double-precision environment. 

If ( )112 1 1,y Y= − − >  then (see (39)) 53
1 ,2Y −m  

53
2 1.054 .2Y −< ⋅  If ( )112 1 1,y Y= − − <  then 54

1 ,2Y −m  
54

2 1.108 .2Y −< ⋅  If 1,y =  then

54 53
1

54 53
2

2 2

1.108 2 1.05 2

,

4 .

Y

Y

− −

− −

− < <

− ⋅ < < ⋅

Therefore, if 2 0,Y m  then the rounded value of 

2y Y+  is equal to y. If 2 0Y >  and � 1,y l  then the 
rounded value of 2y Y+  is equal to 52.2y −+  If 2 0Y >  
and 1,y <  then the rounded value of 2y Y+  is equal 
to 53.2y −+

The case of rounding towards minus infinity is treated 
similarly.

Let us consider the case 2zero dnrmx x x<m  (Algorithm 6). 
By direct calculations, we obtain 01075 1022.m− −m m  
From (29), it follows that (ignoring rounding errors)

 ( )3 1 2 ,1x
bM S S′ ′= ⋅ + + − δe  (56)

where 0 1191.276 .2m
b

−′δ < ⋅
Taking into account (23), (26), and (29), we see 

that the mantissa of ex is equal to either 02 m x− ⋅ e  or 
0 1 .2 m x− + ⋅ e
The value of ex is a subnormal number or 0 in the 

double-precision environment. Because of this, we first 
calculate the rounded value of 10112 x− + e  in the extended 
double-precision environment and then subtract 10112−  
to obtain the rounded value in the double-precision 

environment. Recall that the last mantissa bit of the 
subnormal double-precision numbers corresponds to 

10742 .−  The last mantissa bit of the rounded value of 
10112 x− + e  in the extended double-precision environ-

ment also corresponds to 10742 .−

From (56), it follows that

( )1011 1011
3 1 2

1011
3 3,1 1 3,2 1 3 2

2 1 3,2 1 3 2

2 2 1

2

.

x
b

b

b

M S S

M M S M S M S

Y t t M S M S

− −

−

′ ′+ = + ⋅ + + − δ =

′ ′ ′ ′ ′= + + ⋅ + ⋅ + ⋅ − δ =

′ ′ ′= + + + ⋅ + ⋅ − δ

e

 (57)

Consequently,

 
( )

( )
1011

2 1 3,2 1 3 2

2

.

x

b

Y

t t M S M S

−= − +

′ ′ ′+ + + ⋅ + ⋅ − δ

e
 (58)

The values 3M ′  and 3,1 1M S′ ⋅  are computed exactly 
(see Theorem 10 and (30)). The values t0 and t1 are 
obtained by applying the Fast2Sum algorithm to the 
values 3M ′  and 3,1 1.M S′ ⋅  Using (23) and (30), we obtain

 0 0 0 64
0 10.702 2 1.422 ,2 2 .m m mt t −⋅ < < ⋅ m  (59)

To calculate the values of Y and t2, we apply the 
Fast2Sum algorithm to 10112−  and t0. Consequently,

 

0 0

0

1011 1011

1075
1011, 1074 2

1011 1022

1011
1022, 1074

2 0.701 2 2 1.423 2

2

2 1.423

,

, ,

,

.

2 1.423 2

2

m m

m

Y

Y B t

Y

Y B

− −

−
− −

− −

−
− −

+ ⋅ < < + ⋅

∈

− < ⋅ ⋅

− ∈

m

m
 (60)

The subtraction 10112Y −−  is computed exactly (no 
rounding). Moreover, 10112Y −− is a double-precision num-
ber. Taking into account (30), (35), and (59), we obtain

 

( )
( )( )

( )
( )

0

0

0 0

58
1 3,2 1 3 2

1 3,2 1 3 2

122
3,2 1 3 2

119120 122

1.730 2

2

,

.2 1.878 2 2 1.064 2

m

m

m m

t M S M S

t M S M S

M S M S

−

−

−− −

′ ′+ ⋅ + ⋅ < ⋅

′ ′Δ + ⋅ + ⋅

′ ′Δ ⋅ + ⋅ + <

< ⋅ ⋅ + < ⋅

m

m
 (61)

Recall that 0 1022.m −m  It follows from (56), and (61)

 

( )( )( )
0 0

2 1 3,2 1 3 2

58 1191075

1075

2 1.730 2 1.276 2

1.055 2 .

b

m m

t t M S M S

− −−

−

′ ′ ′+ + ⋅ + ⋅ − δ <

< + ⋅ + ⋅ <

< ⋅

 (62)

Let us consider rounding towards plus and mi-
nus infinity. Let Y1 be the result of the computation 

( )( )2 1 3,2 1 3 2 ,t t M S M S′ ′+ + ⋅ + ⋅  and c′δ  be the computa-
tion error. Using (61) and (62), we obtain
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( )( )
( )( )( )

( )( )
0

2 1 3,2 1 3 2 1

2 1 3,2 1 3 2

1075 64
1 3,2 1 3 2

119 1075 64 1075 64

2

,

1.064 2 2 1.26 .6 2

c

c

m

t t M S M S Y

t t M S M S

t M S M S − −

− − − − −

′ ′ ′+ + ⋅ + ⋅ = − δ

′ ′ ′δ = Δ + + ⋅ + ⋅ <

′ ′< Δ + ⋅ + ⋅ + <

< ⋅ + < ⋅

 (63)

Combining this with (56), (57), and (62), we obtain

 ( ) ( )1011
12 ,x

b cY Y− ′ ′= − + − δ − δe  (64)

where 1011
1022, 1074,2Y B−

− −− ∈  1075
1 1.055 ,2Y −< ⋅

0 1191.276 ,2m
b

−′δ < ⋅  1075 641.266 2 .c
− −′δ < ⋅

Consequently, the result of rounding depends only 
on the rounding mode and the sign of 1 .b cY ′ ′− δ − δ  

Using (61) and (64), we obtain

 
0

0

1 3,2 1 3 2

58
1 3,2 1 3 2

1 3,2 1 3 2

58
1 3,2 1 3 2

,1.731 2

1.750 2 .

b

m
b

c

m
c

t M S M S

t M S M S

t M S M S

t M S M S

−

−

′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ − δ

′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ + δ < ⋅

′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ δ

′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ + δ < ⋅

+

m

m

m m

m

 (65)

Suppose 0 58
2 1.751 2 .mt −> ⋅  From (64) and (65), it 

follows that both numbers Y1 and 1 b cY ′ ′− δ − δ  have the 
same sign as t2. Therefore, the rounded values of ex 

and ( )1011
12Y Y−− +  are equal (in the double-precision 

environment).
Suppose now that 0 58

2 1.751 2 .mt −⋅m  Using (61), we 
obtain

 

( )( )

( )( )( )
( )

0 0 0

0

0 0 0

2 1 3,2 1 3 2

58 58 57

2 1 3,2 2 3 2

57 64
1 3,2 2 3 2

119 121 119.

1.751 2 1.730 2 1.741 2 ,

2

1.064 2 2 1.314 2

m m m

c

m

m m m

t t M S M S

t t M S M S

t M S M S

− − −

− −

− − −

′ ′+ + ⋅ + ⋅ <

< ⋅ + ⋅ < ⋅

′ ′ ′δ = Δ + + ⋅ + ⋅ <

′ ′< Δ + ⋅ + ⋅ + <

< ⋅ + < ⋅

 (66)

The distance between the mantissas of ex and 

( )1011
12Y Y−− +  is not greater than (see (56) and (66))

( )
0

0 0

1

119 119 117

2

2 1.276 2 1.314 2 1.295 2 .

m
b c

m m

−

− − −

′ ′⋅ δ + δ

⋅ ⋅ + ⋅ < ⋅

m

m

By Theorem 4, the rounded values of ex and 
( )1011

12Y Y−− +  are equal to each other (in the double-
precision environment).

From (64), it follows that 1074
1 .2Y −<  Thus, for 

rounding towards plus infinity, the rounded value of 
( )1011

12Y Y−− +  is equal to ( )1011 10742 2Y − −− +  if 1 0Y >  
and is equal to 10112Y −−  otherwise. The case of round-
ing towards minus infinity is treated similarly.

Let us consider the rounding to nearest mode. Let Y2 
be the result of evaluating the expression

( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 ,t t M S M S− ′ ′− + + ⋅ + ⋅

and Y3 be the result of evaluating the expression

( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 22 .t t M S M S− ′ ′+ + + ⋅ + ⋅

We claim that for 2 0,Y >  the rounded value of ex 
equal to ( )1011 10742 2 ,Y − −− +  for 3 0,Y <  the round-
ed value of ex is equal to ( )1011 10742 2 ,Y − −− −  and for 

2 0Y m  and 3 0,Y l  it is equal to 1011.2Y −−
Suppose 0 541075

2 2 .2mt −−> −  Recall that 1075
2 2t −m  

(see (60)). Since 01075 1022,m− −m m  we see that 
0 54 10752 0.5 2 .m − −⋅m  Therefore, the difference 1075

2 2t −−  
is calculated exactly, and 0 541075

2 2 .2mt −−− <  Using (61), 
we obtain

 
( ) ( )( )

0

1075
2 1 3,2 1 3 2

54 1076

2

1.109 2 1.109 2 .m

t t M S M S−

− −

′ ′− + + ⋅ + ⋅ <

< ⋅ < ⋅
 (67)

Besides, we see that 3 0.Y >
Let c′′δ  be the error in the computation Y2. In other 

words, we have

( ) ( )( )1075
2 1 3,2 1 3 2 22 .ct t M S M S Y− ′ ′ ′′− + + ⋅ + ⋅ = − δ  (68)

Using inequalities (61) and (67), we obtain

 

( ) ( )( )( )
( )( ) 0

0 0 0

1075
2 1 3,2 1 3 2

54 64
1 3,2 1 3 2

119 118 118

2

2

1.064 2 2 1.532 2 .

c

m

m m m

t t M S M S

t M S M S

−

− −

− − −

′′ ′ ′δ = Δ − + + ⋅ + ⋅ <

′ ′< Δ + ⋅ + ⋅ + <

< ⋅ + < ⋅

 (69)

From (58) and (68), it follows that

 ( ) ( )1011 1075
22 2 .x

с bY Y− − ′′ ′= − + + − δ − δe  (70)

Recall that the mantissa of ex is equal to either 
02 m x− ⋅ e  or 0 12 .m x− + ⋅ e  Taking into account (56), (69), 

and (70), we see that the mantissa distance between ex 
and ( ) ( )1011 1075

22 2Y Y− −− + +  is not greater than

( )01 119 118

116

2 2 1.276 2 1.5

.

33 2

1.085 2

m
b c

− − −

−

′ ′′⋅ δ + δ ⋅ ⋅ + ⋅ <

< ⋅

m

By Theorem 4, the rounded values of ex and 
( ) ( )1011 1075

22 2Y Y− −− + +  are equal to each other in 
the double-precision environment.

Let us consider rounding of ( ) ( )1011 1075
22 2Y Y− −− + +  

Recall that 1011
1022, 10742Y B−

− −− ∈  and 1075
2 2Y −<  (see 

(60), (67), (68), and (69)). If 2 0,Y >  then the rounded 
values of ( ) ( )1011 1075

22 2Y Y− −− + +  and ex are equal 

to ( )1011 10742 2 .Y − −− +  Otherwise, they are equal to 
1011.2Y −−
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Suppose 0 541075
2 2 2 .mt −−< − +  This case is very 

similar to the previous one. Arguing as in the previ-
ous case, we see that 2 0Y <  and the rounded val-
ues of ex and ( ) ( )1011 1075

32 2Y Y− −− + −  are equal 
to each other. If 3 0,Y <  then the rounded val-
ues ex and ( ) ( )1011 1075

32 2Y Y− −− + −  are equal to 
( )1011 10742 2 .Y − −− −  Otherwise, they are equal to 

1011.2Y −−
Now suppose 0 541075

2 2 ,2mt −− −m  then (see (61))

 

( ) ( )( )
( )

0 0

0

1075
2 1 3,2 1 3 2

1075
2 1 3,2 1 3 2

54 581075 1075

551074

2

2

2 2 2 1.730 2

2 1.784 2 .

m m

m

t t M S M S

t t M S M S−

− −− −

−−

′ ′− + + ⋅ + ⋅

′ ′+ + + ⋅ + ⋅ <

< − + + ⋅ <

< − ⋅

m

m  (71)

Let us bound the error in the calculation of Y2 and Y3. 
From (61) and (71), it follows that

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

0

1075
2 1 3,2 1 3 2

1075
2 1 3,2 1 3 2

1191075 64 1075 64 1075 64

1075 63 1022 119 1075 63.

2

2

2 2 1.064 2 2

2 1.064 2 1.133 2

m

t t M S M S

t t M S M S

−

−

−− − − − − −

− − − − − −

′ ′Δ − + + ⋅ + ⋅ <

′ ′< Δ − + Δ + ⋅ + ⋅ +

+ < + ⋅ + <

< + ⋅ = ⋅

Similarly, we get

( ) ( )( )
0

1075
2 1 3,2 1 3 2

551074

2

2 1.784 .2m

t t M S M S−

−−

′ ′+ + + ⋅ + ⋅ <

< − ⋅

( ) ( )( )( )1075
2 1 3,2 1 3 2

1075 63

2

1.133 2 .

t t M S M S−

− −

′ ′Δ + + + ⋅ + ⋅ <

< ⋅

Using (61), we obtain

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
0 0 0

0 0 0

1075
2 1 3,2 1 3 2

54 58 55

1075
2 1 3,2 1 3 2

54 58 55

2

2 1.730 2 1.784 2 ,

2

2 1.730 2 1.784 2 .

m m m

m m m

t t M S M S

t t M S M S

−

− − −

−

− − −

′ ′− + + ⋅ + ⋅ <

< − + ⋅ < − ⋅

′ ′+ + + ⋅ + ⋅ >

> − ⋅ > ⋅

 (72)

Therefore,

0 55 1075 63
2 1.784 2 1.133 2 0,mY − − −< − ⋅ + ⋅ <

0 55 1075 63
3 1.784 2 1.133 2 0.mY − − −> ⋅ − ⋅ >

From (57), it follows that

( ) ( )1011
2 1 3,2 1 3 12 .x

bY t t M S M S− ′ ′ ′= − + + + ⋅ + ⋅ − δe

By assumption, 0 541075
2 2 .2mt −−≤ −  Taking into ac-

count (56) and (61)

( )( )
( )

0 0 0

0

2 1 3,2 1 3 2

2 1 3,2 1 3 2

54 58 1191075

551075

2 2 1.730 2 1.276 2

2 1.783 2 .

b

b

m m m

m

t t M S M S

t t M S M S

− − −−

−−

′ ′ ′+ + ⋅ + ⋅ − δ <

′ ′ ′< + + ⋅ + ⋅ + δ <

< − + ⋅ + ⋅ <

< − ⋅

Recall that 1011
1022, 10742Y B−

− −− ∈  (see (60)). Conse-
quently, the rounded value of ex is equal to 1011.2Y −−

To avoid computations with subnormal num-
bers, f irst, instead of computing 10112Y −−  or 
( )1011 10742 2 ,Y − −− ±  we compute ( )1011 10222 2Y − −− −  
or ( )( )1011 1022 10742 2 2 .Y − − −− − ±  Next, we convert the 
resulting value to a double-precision number, and in-
stead of subtracting 10222 ,−  we write 0 to the exponent 
of this number.

The algorithms presented above were implemented 
as C function crexp_e() calculating the correctly 
rounded exponent. This function was tested and its 
time characteristics was measured. The reader can find 
a detailed description of testing and timing in [2]. Here 
we only note that all tests passed successful. The func-
tion crexp_e() has the shortest maximum execution 
time among the considered functions. The average ex-
ecution time of the function crexp_e() on the interval 

)2,zero dnrmx x⎡⎣  is also less than other considered func-
tions. However, the average execution time of the func-
tion crexp_e() in the interval [ ],dnrm o rx x v  is longer 
than the exponential functions of CRlibm and Linux. 
It can be reduced by combining functions crexp_e() 
and _ _ ieee754_exp() of Linux, similar to how it 
is done in [3].

Conclusion 

The article presented the algorithm for calculating 
the correctly rounded value of the exponential func-
tion. Both the argument and value of the function are 
double-precision numbers, and the calculation uses 
extended double-precision numbers. Rounding can be 
done using any of the rounding modes specified by the 
IEE754  standard. A formal description of the algorithm 
was given with the full proof of its correctness. The 
C-function implementing the presented algorithm was 
developed. Testing the function confirmed the correct-
ness of the algorithm once again. The execution time of 
the function turned out to be better than that of other 
similar functions.
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Введение

С тех пор как компания Google заявила о том, 
что скорость загрузки страницы влияет на ее 
ранжирование в результатах поиска, многие веб-
мастера начали уделять этому вопросу большое 
внимание [1]. Они стали оптимизировать свои 
сайты для быстрой загрузки страниц, используя 
различные методы, такие как сжатие изображе-
ний, минимизация CSS и JavaScript, кеширование 
данных и т. д. Однако при проверке на практике 
в эксперименте Метта Питерса, проведенном со-
вместно с Zoompf [2], не была найдена корреляция 
между скоростью полной загрузки страницы и ее 
местом в поисковой выдаче. Однако была найде-
на закономерность между скоростью получения 
первого байта от сервера и местом сайта в поис-
ковой выдаче — более высокие места в ней зани-
мали сайты, серверы которых быстрее начинали 
отправлять данные (рис. 1).

Было выявлено, что страницы с большим коли-
чеством контента занимают более высокие места 
в поисковой выдаче, чем страницы с меньшим ко-
личеством контента. Так как степень наполнения 
страницы контентом является одним из факторов 
повышения посещаемости сайта, разработчики 
и специалисты по оптимизации (далее — оптими-
заторы) сайтов заинтересованы в увеличении его 
количества на странице, что приводит к росту веса 
страницы. Так, по данным HTTP Archive, средний 
размер страницы для десктопных устройств вы-
рос с 652,6 килобайт в 2012 г. до 2393,8 килобайт 
в 2023 г. [3] (рис. 2, см. вторую сторону обложки).

Объем контента на страницах  постепенно уве-
личивается. Чем больше контента содержится 
на странице, тем больше ее вес и, как следствие, 
больше времени нужно для полной загрузки стра-
ницы. Пользователи обычно покидают сайт, если 
он загружается долго. Если страница загружается 
быстро, то пользователь может остаться на сайте 
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и продолжить просмотр контента. Таким образом, 
скорость полной загрузки страницы является од-
ним из факторов, влияющих на bounce rate.

Bounce rate — это метрика, отражающая число 
посетителей сайта, которые уходят вскоре после 
открытия страницы и не совершают никаких дей-
ствий. Показатель рассчитывают в процентном 
соотношении к общему числу посетителей [4]. Эта 
метрика также является одним из поведенческих 
факторов, основываясь на которых поисковые си-
стемы оценивают качество сайта. Различные по-
исковые системы по-разному вычисляют bounce 
rate. Так, в Google Analytics есть две технологии 
сбора данных: Universal Analytics и GA4. Более ак-
туальная GA4 определяет bounce rate как процент 
сеансов, которые не были вовлеченными сеанса-
ми. Вовлеченный сеанс — это посещение, которое 
длится 10 с или дольше, имеет одно или несколько 
событий-конверсий или имеет два или более про-
смотров страниц [5]. Яндекс считает оценку bounce 
rate, как показатель ухода пользо вателя со стра-
ницы в течение 15 с после захода [6]. По данным 
исследования Ranking Factors SEMrush Study 2.0, 
bounce rate — четвертый по значимости фактор, 
влияющий на ранжирование сайта в поисковых 
системах [7].

В мае 2020 г. компания Google объявила об 
обновлении фактора ранжирования Core Web 
Vitals. Было заявлено, что положительный опыт 
взаимодействия пользователя с сайтом напрямую 
влияет на конверсию, и поэтому с мая 2021 г. дан-
ный фактор будет влиять на ранжирование сайта 
в поисковой системе Google [8]. Фактор Core Web 
Vitals состоит из нескольких перечисленных далее 
метрик.

Largest Contentful Paint (LCP) — скорость за-
грузки основного контента. Показатель измеря-

ет, сколько времени требуется для появления на 
экране наиболее важной части контента. Хоро-
ший результат по этому показателю должен быть 
в пределах 2,5 с от начала загрузки страницы.

First Input Delay (FID) — время ожидания до 
первого взаимодействия с контентом. Показатель 
измеряет, насколько быстро страница может реа-
гировать на первое взаимодействие с пользовате-
лем. Это время не должно превышать 100 мс для 
комфорта пользователя.

Cumulative Layout Shift (CLS) — совокупное сме-
щение макета. Показатель измеряет стабильность 
визуальных элементов на просматриваемой стра-
нице. Другими словами, перемещается ли что-то 
на экране во время загрузки. Чтобы обеспечить 
удобство работы пользователей, показатель CLS 
не должен превышать 0,1 (сумма всех индивиду-
альных оценок сдвига макета для каждого неожи-
данного сдвига макета) [9].

На основе представленных выше соображений 
можно сделать вывод, что скорость и качество 
полной отрисовки страницы становятся одним из 
важных факторов для продвижения сайта в фор-
мате поисковой оптимизации. В настоящее время 
под скоростью загрузки страницы понимают пере-
численные далее параметры.

Скорость полной отрисовки страницы — время, 
необходимое браузеру для загрузки и отображе-
ния всей страницы, включая все изображения, 
стили, скрипты и другие элементы. Она зависит 
от многих факторов, таких как размер страницы, 
скорость интернет-соединения, производитель-
ность компьютера и т. д.

Скорость получения первого байта страницы — 
время задержки между отправкой запроса на сер-
вер и получением первого байта ответа. Она также 
зависит от многих факторов, таких как п  роизво-

Рис. 1. Среднее время до первого байта по отношению к позиции в поисковом рейтинге (по данным 
moz.com)
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дительность веб-сервера, оптимизация серверных 
скриптов, использование технологий кеширова-
ния, качество интернет-соединения.

Оба перечисленных выше параметра важны для 
продвижения сайта в поисковых системах, и про-
блема по их увеличению остается актуальной в на-
стоящее время. Например, по данным исследования 
LittleData на сентябрь 2022 г., из 5727 сайтов только 
10 % загружаются менее чем за 2,2 с [10]. Если бы 
владельцы веб-сайтов могли автоматически увели-
чить скорость полной отрисовки страницы, то они 
бы получили преимущество перед конкурентами.

Структура html-страниц описана в стандартах 
и может быть изменена автоматизированными ал-
горитмами. В зависимости от сложности страницы 
браузер затрачивает разное время на ее отрисовку 
и загрузку. Существуют рекомендации по разметке 
html-документа, позволяющие ускорить его ото-
бражение. На этой основе можно создавать алго-
ритмы и их программные реализации для авто-
матического приведения документа в вид, позво-
лявший браузерам отображать страницу быстрее.

Таким образом, целью работы является опти-
мизация структуры html-страницы для увеличе-
ния скорости ее полного отображения браузером. 
Для достижения этой цели потребуется решить рад 
задач. Начать следует с выбора инструментальных 
средств, позволяющих измерить скорость полной 
отрисовки страницы, которая сможет показать 
эффективность автоматической перекомпоновки 
html-контента. Затем нужно будет создать тестовую 
площадку для проверки разных способов оптими-
зации страницы. После этого необходимо разра-
ботать алгоритмы, изменяющие html-документ, 
и проверить их эффективность на практике.

Инструментальные средства 
для измерения скорости загрузки ст раницы

Существует большой набор инструментальных 
средств, которые могут помочь измерить скорость 
загрузки страницы. Рассмотрим некоторые из них.

Google PageSpeed Insights — инструментальное 
средство открытого доступа от Google, которое 
позволяет проверить скорость загрузки страницы 
на интересующем сайте и получить рекомендации 
по улучшению производительности.

Pingdom — средство, распространяемое на ком-
мерческой основе, которое предоставляет подроб-
ную информацию о времени загрузки страницы 
и ее состоянии.

GTMetrix — средство открытого доступа, кото-
рое позволяет измерять время загрузки страницы 
и предоставляет рекомендации по оптимизации.

WebPageTest — сервис, который позволяет про-
вести тестирование скорости загрузки страницы 
на различных устройствах и браузерах.

Yandex.Metrika — система, разработанная Ян-
дексом, которая также может отслеживать время 
загрузки страниц и анализировать данные о про-
изводительности сайта.

В данной статье будем использовать модель 
и программные механизмы измерения скорости 
полной отрисовки страницы, предоставляемые 
Google PageSpeed Insights [11]. Она основана на 
инструментальном средстве Lighthouse, которое 
в десятой версии опирается на перечисленные да-
лее метрики загрузки страницы.

First Contentful Paint (FCP) — это время, кото-
рое необходимо браузеру для отображения первого 
контента на странице. Этот показатель позволяет 
оценить, как быстро сайт загружается и насколько 
быстро пользователи смогут начать работу с ним. 
Время FCP измеряется в миллисекундах и зави-
сит от нескольких факторов, включая скорость 
соединения с Интернетом, размер страницы [12].

Speed Index (SI) — насколько быстро контент 
визуально отображается во время загрузки стра-
ницы (измеряется в секундах) [13].

Total Blocking Time (TBT) — это общее время, 
в течение которого пользователь не может исполь-
зовать веб-сайт или приложение из-за блокиро-
вок [14].

Largest Contentful Paint (LCP) — это время, за 
которое браузер успевает отобразить самый боль-
шой элемент на странице [15].

Cumulative Layout Shift (CLS) — этот показа-
тель измеряется на основе изменений в положе-
нии элементов на странице после ее загрузки. 
Если элементы сдвигаются сильно, то это может 
привести к ухудшению пользовательского опыта 
и снижению конверсии [16].

Метрики влияют на итоговую оценку в соот-
ветствии с пропорциями, принятыми в Lighthouse 
v. 10: для FCP — 10 %; для SI — 10 %; для LCP — 
25 %; для TBT — 30 %; для CLS — 25 %. В Lighthouse 
v. 9 метрики следующие: FCP — 10 %; SI — 10 %; 
LCP — 25 %; TTI — 10 %; TBT — 30 %; CLS — 
15 %. Здесь TTI — Time to Interactive — время, 
требующееся странице, чтобы стать полностью 
интерактивной.

Для тестирования эффективности алгоритмов 
автоматической компоновки контента нужно при-
менить их на реальных веб-сайтах и сравнить 
результаты до и после использования автопере-
компоновки данных. Однако чтобы разработать 
такие алгоритмы, нужно много раз проверять 
эффективность их работы на разных ресурсах. 
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Для решения этой задачи на языке программи-
рования PHP был написан скрипт mirror. Это 
инструментальное средство, способное создавать 
полные копии веб-страниц и размещать их на 
отдельном сервере, где установлено само сред-
ство. Скрипт обладает рядом качеств, которые 
позволяют автоматизировать тестирование раз-
рабатываемых алгоритмов автоматической ком-
поновки контента.

Основная задача скрипта mirror — предостав-
лять возможность тестирования различных ком-
поновок html-документа без необходимости вно-
сить изменения в код сайта. Она решается путем 
создания копии веб-страницы и выполнением 
над ней ряда автоматических преобразований 
html-документа с использованием авторских ал-
горитмов. Такой подход значительно сокращает 
время на внесение корректировок в алгорит-
мы перекомпоновки html-контента и облегча-
ет процесс разработки и тестирования новых 
функций.

Еще одним преимуществом использования 
скрипта mirror является предоставляемая им воз-
можность тестирования скорости загрузки веб-
страниц на различных серверах. Это позволяет 
нивелировать влияние времени ответа рабочего 
сервера (на котором происходит работа с реаль-
ными клиентам и актуальными данными) на 
скорость загрузки страницы посредством тести-
рования страницы на отдельном незагруженном 
сервере. Если простое копирование страницы 
на незагруженный сервер значительно влияет на 
скорость загрузки страницы, прежде всего сле-
дует разобраться с настройкой рабочего сервера, 
устранить возможные проблемы в его конфигу-
рации.

Скрипт может также создавать копии ориги-
нальных ресурсов веб-страницы, таких как скрип-
ты JavaScript, CSS-стили и изображения распро-
страненных web-форматов (JPG, PNG). Затем он 
автоматически уменьшает размер этих скопиро-
ванных ресурсов. Кроме того, он имеет возмож-
ность конвертировать копии оригинальных изо-
бражений в формат WebP, который обеспечивает 
более эффективное сжатие и уменьшает размер 
файлов, не ухудшая качество изображений. Опти-
мизированные копии ресурсов могут быть исполь-
зованы скриптами автоматической компоновки 
контента для увеличения скорости отображения 
страницы. При переносе скриптов автоматической 
перекомпоновки страницы на целевой сайт алго-
ритмы оптимизации внешних ресурсов следует 
заменить на алгоритмы, предоставляемые плат-
формой сайта.

Влияние автоматической компоновки 
контента на скорость загрузки 

веб-страницы

Как было отмечено ранее, цитируемые метрики 
по-разному влияют на итоговую оценку скоро-
сти загрузки страницы. Некоторые метрики вза-
имосвязаны, например, скорость отрисовки са-
мого большого контента не может быть меньше, 
чем скорость первой отрисовки контента. Если 
разработанный алгоритм компоновки позволит 
максимизировать баллы на метриках, имеющих 
наибольшее влияние на итоговый балл, пусть даже 
ценой ухудшения другой метрики, скорость за-
грузки страницы увеличится.

При помощи проверки и тестирования разных 
рекомендаций по увеличению скорости загрузки 
страницы были разработаны перечисленные да-
лее алгоритмы, позволяющие вносить следующие 
корректировки в html-документ в автоматическом 
и полуавтоматическом режимах.

Алгоритм оптимизации внешних ресурсов за-
меняет ссылки на файлы стилей, скриптов, 
изображений на их оптимизированные версии. 
Принцип работы алгоритма представлен на рис. 3. 
При этом алгоритм использует три внешних об-
работчика, оптимизирующих файлы определен-
ных типов. Внешний обработчик зависит от того, 
где используется алгоритм. Может использоваться 
обработчик из окружения, в котором выполняет-
ся алгоритм, например, JS- и CSS-файлы может 
сжимать компонент MinifyX в CMS MODX [17]. 
Можно использовать свой обработчик. Фрагмент 
такого обработчика изображений, разработанного 
авторами на языке программирования PHP, при-
веден на рис. 4. Метод generateWebp создает копию 
изображения (форматов PNG или JPEG) в форма-
те WebP и возвращает в массиве описания файла 
относительный путь к созданному изображению 
в случае успешной генерации изображения.

Алгоритм оптимизации стилей выполняет за-
мену подключенных стилей на критические сти-
ли и загрузчик основных стилей, написанный на 
JavaScript. Принцип работы алгоритма представлен 
на рис. 5. Для выделения критических стилей ис-
пользуется внешний обработчик — плагин grunt-
critical для менеджера задач Grunt [18]. Задача раз-
работанного алгоритма заключается в подготовке 
данных, предаваемых обработчику, и установке 
созданных им ресурсов в исходный html-документ.

Алгоритм уменьшения времени подключения 
к сторонним ресурсам заключается в добавлении 
тегов link с атрибутами rel = “preconnect” и rel 
= “dns-prefetch” для доменов, отличающихся от 
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основного домена сайта, с которых будут загру-
жаться ресурсы для страницы. Это позволяет вы-
полнить предварительное подключение к доменам 
и предварительное разрешение DNS-записей. Все-
го подключается пять доменов, ссылки на которые 
повторяются чаще остальных или располагаются 
выше к началу html-документа. Принцип работы 
алгоритма приведен на рис. 6.

Алгоритм оптимизации скриптов ищет скрипты, 
размещенные на странице, добавляет им атрибут 
для асинхронной загрузки. Принцип его работы 
отображен на рис. 7.

Алго ритм отложенной загрузки iframe-элементов 
ищет в html-коде iframe-элементы, вырезает из них 
ссылки на ресурсы. Добавляет JavaScript-код, вос-
станавливающий ссылки при попадании элемента 
в область просмотра пользователя. Принцип ра-
боты алгоритма представлен на рис. 8.

Алгоритм оптимизации изображений проверя-
ет, как подключены изображения, добавляет при 
необходимости атрибуты для отложенной загруз-
ки и декодирования. Принцип работы алгоритма 
представлен на рис. 9.

Описанные и реализованные алгоритмы при-
менялись для оптимизации разных сайтов. Эф-
фективность их работы будет рассмотрена на при-
мере двух проектов: первый — сайт по продаже 
автомобилей; второй — сайт приюта домашних 
животных. На первый проект скрипты для опти-
мальной перекомпоновки контента установлены 
в систему управления сайтом. Для второго про-
екта приведены результаты тестирования алго-
ритмов на тестовом стенде, созданным скриптом 
mirror.

Результаты измерений скорости загрузки стра-
ниц для первого проекта отображены в табл. 1—4.

Рис. 3. Принцип работы алгоритма по оптимизации внешних ресурсов
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После применения автоматической оптимиза-
ции контента наблюдается увеличение скорости 
загрузки страницы. Lighthouse версии v. 9 показы-

вает, что Total Blocking Time увеличилось за счет 
добавления новых скриптов и отложенной загруз-
ки старых, но остальные показатели стали меньше.

Рис. 4. Метод конвертации изображения в формат WebP (на языке программирования PHP)

Рис. 5. Принцип работы алгоритма оптимизации стилей
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Рис. 6. Принцип работы алгоритма уменьшения времени подключения к сторонним ресурсам
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Рис. 7. Принцип работы алгоритма оптимизации скриптов

Рис. 8. Принцип работы алгоритма отложенной загрузки iframe-элементов
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Рис. 9. Принцип работы алгоритма оптимизации изображений

Таблица 1

Скорость полной отрисовки страницы для главной страницы первого сайта

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№ 
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

До 
оптимизации

1
Mobile N/A* N/A N/A N/A N/A N/A N/A

PC 1,6 5,9 7,6 200 18,8 0,408 35

2
Mobile 7 23,1 12,3 1410 29,6 0,493 8

PC N/A N/A N/A N/A N/A N/A N/A

3
Mobile 7,2 26,5 13,7 2080 30,5 0,486 5

PC N/A N/A N/A N/A N/A N/A N/A
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Таблица 3

Скорость полной отрисовки страницы для типовой страницы карточки товара первого сайта (определенной машины)

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

До 
оптимизации

1
Mobile 7,5 21 18,5 760 37,5 0,314 17

PC 1,6 4,8 6,9 60 5,0 0,016 56

2
Mobile 7,5 22,4 11,8 520 29,7 0,332 23

PC 1,7 4,2 6,8 90 5 0,018 56

3
Mobile 7,7 22,8 14 1340 29,6 0,32 11

PC 1,6 3,6 7,2 30 5 0,041 58

Окончание табл. 1

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№ 
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

После 
оптимизации

1
Mobile 1 18,7 6,6 3310 1 0 55

PC 0,3 3,7 1,5 200 0,3 0,001 89

2
Mobile 1 16,2 6,2 2510 1 0,007 56

PC 0,3 3,6 1,7 320 0,3 0 81

3
Mobile 1 17,6 5,5 2100 1 0 58

PC 0,3 3,8 1,6 310 0,3 0 81

* N/A — данные отсутствуют, так как при тестировании произошла ошибка, в данном случае всегда работал тест только 
на одной из платформ.

Таблица 2

Скорость полной отрисовки страницы для типовой станицы каталога товаров первого сайта (списка машин)

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

До 
оптимизации

1
Mobile 8,4 24,7 16,1 990 25 0,003 23

PC 1,9 4,2 3,5 40 2,3 0,11 67

2
Mobile 8,4 24,5 15 1510 25 0,003 19

PC 1,9 4,5 3,2 90 3,2 0,022 63

3
Mobile 8,4 24,4 14,2 1070 24,1 0,005 23

PC 1,8 4 3,2 170 2,3 0,019 66

После 
оптимизации

1
Mobile 1 17,9 6,8 2650 2,1 0 54

PC 0,3 4,1 1,5 210 0,6 0,009 87

2
Mobile 1 18,1 5,7 3130 1 0 56

PC 0,3 3,8 1,5 290 0,6 0,013 82

3
Mobile 1 18 6 3040 1 0 56

PC 0,3 3,8 1,7 240 0,6 0 85
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Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

После 
оптимизации

1
Mobile 1 18 5,6 2300 1 0 57

PC 0,3 3,8 1,5 140 0,6 0 92

2
Mobile 1 18,8 5,7 3290 1 0,019 56

PC 0,3 4 1,4 190 0,6 0 89

3
Mobile 1 17,5 6,6 2170 1 0 56

PC 0,3 3,6 1,4 100 0,6 0,021 94

Таблица 4

Скорость полной отрисовки страницы для типовой страницы лендинга первого сайта (презентация модели машины)

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с TTI, с SI, с TBT, мс LCP, с CL S

До 
оптимизации

1
Mobile 7,2 24 13,3 2290 17,9 0,037 17

PC N/A* N/A N/A N/A N/A N/A N/A

2
Mobile 7,2 22,9 14,6 1110 11,7 0,007 22

PC 1,6 5,2 3,3 140 5,1 0,069 54

3
Mobile 7,2 24,7 13,3 1920 10,7 0,191 12

PC 1,6 5,1 3,9 120 3,5 0,049 59

После 
оптимизации

1
Mobile 1 19,4 6 4050 1 0 55

PC 0,3 4 1,6 430 0,6 0,03 75

2
Mobile 1,1 19,4 6,4 4170 2,1 0 53

PC 0,3 3,9 1,5 330 0,6 0,012 80

3
Mobile 1 18,5 7,2 3640 1 0 54

PC 0,3 3,7 1,3 160 0,6 0,018 91

* N/A — данные отсутствуют, так как при тестировании произошла ошибка, в данном случае всегда работал тест только 
на одной из платформ.

Аналогичную картину можно наблюдать на те-
стовой странице, созданной скриптом mirror для 

главной страницы сайта приюта для бездомных 
животных (табл. 5).

Таблица 5

Скорость полной отрисовки страницы для главной страницы второго сайта

Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

До оптимиза-
ции

1
Mobile 9,1 11,9 1440 21,6 0,017 30

PC 3,2 3,5 160 6,8 0,154 47

2
Mobile 9,1 11,8 870 22,8 0,406 16

PC 3,2 3,4 220 6,8 0,153 44

3
Mobile 9,1 11,3 1230 22,3 0,017 32

PC 3,2 3,4 290 6,9 0,152 40

Окончание табл. 3
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Состояние 
тестируемого 

ресурса

№
теста

Плат-
форма

Метрика
Итог

FPC, с SI, с TBT, мс LCP, с CLS

После опти-
мизации

1

Mobile 1,0 5,0 2390 8,4 0,021 43

PC 0,3 1,5 220 3,0 0,095 72

2

Mobile 1,0 4,1 3050 8,6 0 44

PC 0,3 1,6 290 2,9 0,095 68

3

Mobile 1,0 4,3 1490 9,8 0,021 47

PC 0,3 1,4 380 2,7 0,095 65

Таким образом, разработанные алгоритмы 
авто матической перекомпоновки html-документа 
показывают свою эффективность в оптимизации 
скорости загрузки страниц по данным Lighthouse 
v. 9 и v. 10.

Заключение

Компоновка html-документа влияет на время 
отрисовки полной веб-страницы. Использование 
оптимизированных ресурсов также положитель-
но сказывается на скорости отрисовки страни-
цы. Существует возможность автоматически из-
менять компоновку контента в html-документе 
так, чтобы страница отображалась быстрее. Зна-
чение прироста скорости отличается на разных 
страницах и зависит от того, какой контент на 
странице расположен. Разработанные алгоритмы 
автоматической перекомпоновки контента могут 
быть интегрированы в различные CMS-системы, 
что позволит в автоматическом режиме оптими-
зировать скорость загрузки страниц.

На настоящее время алгоритмы, созданные 
авторами статьи, нуждаются в ручной установке 
на CMS-системы, однако они могут быть объеди-
нены в программный модуль, который не будет 
требовать навыков программирования для уста-
новки. Разработка такого модуля будет являться 
следующим этапом в развитии наработок на ис-
следуемом направлении. Использование данного 
модуля позволит сократить время на оптимизацию 
веб-страниц, чем ускорит разработку и поддержку 
веб-сайтов.
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Современному специалисту в сфере обслуживания и ремонта подвижного состава необходи-
мо постоянно иметь доступ к актуальной информации, связанной с техническим состоянием, 
оснащением и местоположением обслуживаемых единиц. В настоящий момент в вагонном 
хозяйстве средства получения данной информации устарели и не соответствуют темпам 
развития информационных технологий. Цель работы, результаты которой представлены 
в настоящей статье, заключается во внедрении современных средств получения данных на 
предприятия, осуществляющие организацию и ремонт подвижного состава. Данная работа 
посвящена созданию и описанию программных продуктов для поиска информации по техниче-
скому состоянию подконтрольных вагонов. Программный комплекс может быть использован 
как на персональном компьютере, так и в среде онлайн-приложений в сети Интернет. В струк-
туре программ предусмотрены механизмы обновления и поддержки процессов сопровождения, 
включая исправление ошибок, обновление функциональных возможностей и при необходимости 
масштабирования объектов контроля (например, адаптирование программы для контроля не 
только вагонов, но и путевых машин, запасных частей и т. д.). Использование предлагаемых 
средств позволит специалисту в области логистики, обслуживания и ремонта подвижного 
состава повысить оперативность прогнозирования, организации процессов перевозки грузов 
и проведения ремонтных работ. В статье в виде блок-схем даны алгоритмы работы каждого 
продукта в составе программного комплекса, схема используемой базы данных. В базу данных 
в соответствии с номерами вагонов добавлены геометрические параметры и номера колес-
ных пар, даты последнего текущего и капитального ремонта, их местонахождение. Создан 
массив данных с фотографиями вагонов. Представлены фрагменты программного комплекса, 
написанного на языке Python. Данный язык позволил полностью реализовать алгоритм дей-
ствий продукта. В процессе тестирования программ проверялось действие основной функции, 
а именно — поиск параметров по номеру вагона. Представлено решение задачи вывода фото- 
и видеоматериалов по запросу пользователя. Такая функция позволяет сокращать время на 
подбор вагона для аренды, контролировать качество ремонта. При создании программного 
продукта в среде онлайн-приложений также решена задача безопасности передачи данных.

Ключевые слова: автоматизация, управление, ремонт, логистика, подвижной состав, ин-
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Введение, обзор проблематики, 
постановка цели

Во всех сферах хозяйственного комплекса идет 
интенсивное развитие средств автоматизации на 

основе современных информационных техноло-
гий. Предприятия по обслуживанию и ремонту 
подвижного состава, такие как эксплуатационные 
и ремонтные депо, грузовые и логистические же-
лезнодорожные (ж/д) компании, также нуждаются 
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в использовании новых информационных реше-
ний [1—6]. Ремонт грузовых вагонов с каждым го-
дом становится более востребован, он напрямую 
связан с квалификацией, временем и возможно-
стями выполняющих его специалистов. Современ-
ному специалисту в сфере обслуживания и ремон-
та подвижного состава для эффективного управ-
ления процессами планирования и организации 
таких работ необходимо постоянно иметь доступ 
к актуальной информации, связанной с техниче-
ским состоянием, оснащением и местоположением 
обслуживаемых единиц.

В вагонном хозяйстве при организации ре-
монтных работ и контроле качества выпускаемой 
продукции в настоящее время применяют пакет 
приложений Microsoft, программные продукты 
фирмы 1С. Данные продукты позволяют созда-
вать, хранить, модифицировать и извлекать ин-
формацию [7, 8].

В настоящее время набирает популярность офи-
циальный сервис ОАО «РЖД» — Личный кабинет 
клиента ОАО «РЖД» в сфере грузовых перевозок. 
Сервис предлагает зарегистрированному клиенту 
(собственнику, арендатору или оператору грузовых 
вагонов) комплекс онлайн-решений по получению 
информации о грузовых вагонах, состоянии еди-
ного лицевого счета клиента, ведению документо-
оборота и прочие услуги. Предлагается также ис-
пользование мобильного приложения «РЖД Груз 
2.0». Сервис ОАО «РЖД» перспективен и внушает 
доверие из-за получения актуальной информации 
от первоисточника. Однако на данный момент про-
дукт проходит стадию тестирования, при работе 
с сервисом нередко встречаются ошибки [9].

Необходимо отметить, что большинство круп-
ных и средних компаний в сфере грузовых пере-
возок имеют свои программные комплексы для 
работы с подвижным составом, либо пользуются 
платными программными решениями от постав-
щиков услуг (часто устаревших, имеющих множе-
ство недочетов и ошибок). Стоит учесть, что вла-
дельцы таких программных продуктов на платной 
договорной основе получают информацию из баз 
данных ОАО «РЖД». От частоты получения ин-
формации зависит актуальность предоставляемых 
данных конечному потребителю. Представители 
малого бизнеса, мелкие собственники, а также 
арендаторы и операторы подвижного состава не-
редко не имеют возможности оперативного полу-
чения качественной актуальной информации об 
используемом подвижном составе, его дислокации 
и техническом состоянии.

Все существующие методы получения инфор-
мации о грузовых вагонах, а также прочие про-

граммные продукты имеют множество различий, 
преимуществ и недостатков по отношению друг 
к другу. Однако возможность выгрузки необходи-
мой информации в виде таблицы в формате Excel 
присутствует практически во всех имеющихся 
продуктах, так как данный формат поддержива-
ется на большинстве рабочих мест.

В условиях непрерывного производственного 
процесса специалисту вагонного хозяйства, как 
было отмечено выше, необходимо иметь под рукой 
доступное и простое средство получения инфор-
мации, направленное на повышение продуктив-
ности, ускорение выпуска ремонтной продукции, 
а также на уменьшение числа дополнительных, 
вспомогательных действий.

Исходя из изложе нного выше, целью данной 
работы является внедрение современных средств 
получения данных на предприятия, осуществля-
ющие отслеживание, обслуживание и ремонт под-
вижного состава. В качестве средства получения 
данных подразумевается комплекс программных 
продуктов для удаленного контроля характери-
стик подвижного состава в режиме реального 
времени. Программный продукт должен иметь 
возможность выполнять задачи на персональном 
компьютере, а также в среде приложений или об-
лачных сервисах, что актуально в период коман-
дировок или при удаленной работе. Специали-
зированное обеспечение должно быть простое, 
гибкое, с высокой скоростью реагирования, с воз-
можностью реализации дополнительных функ-
ций и задач в зависимости от потребностей пред-
приятий. У программного обеспечения должна 
быть совместимость с большинством имеющихся 
и уже внедренных на предприятиях программных 
продуктов.

Для достижения поставленной цели необходи-
мо решить следующие задачи:

 � сформировать основные требования к про-
грамме;

 � спроектировать блок-схему работы продукта;
 � создать программный код;
 � протестировать готовое программное обе-

спечение в условиях производственного процесса.
Согласно поставленной цели, функциональные 

возможности (функции) программы должны за-
ключаться в поиске актуальной информации из 
имеющейся базы данных (пробег вагона, путь сле-
дования состава, геометрические параметры узлов 
и деталей, номенклатура установленных деталей, 
даты плановых видов ремонта и прочее), в ото-
бражении фотографий узлов и деталей подвиж-
ного состава, а также в выводе результатов поиска 
в удобном формате.
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Блок-схема работы продукта

После формирования основных требований 
к программе была решена задача проектирования 
блок-схемы, т. е. схематичного представления про-
 цесса поиска, обработки и вывода данных под-
контрольных вагонов (рис. 1).

На основе блок-схемы (рис. 1) для реализа-
ции работы программного продукта необходимо 
создать базу данных с требуемыми параметра-
ми [10, 11].

Для быстрого и эффективного формирования 
хранилища информации была выбрана программа 
Microsoft Excel (рис. 2, см. третью сторону обложки).

Рис. 1. Блок-схема алгоритма программного обеспечения
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Как было отмечено ранее, прак-
тически любой имеющийся ме-
тод получения ж/д информа-
ции (дата последнего ремонта, 
маршрут следования, параметры 
узлов и деталей) можно настро-
ить на выгрузку таблицы с необ-
ходимыми параметрами, также 
можно настроить периодичность 
обновления таблицы. В пред-
ставленную базу данных (рис. 2, 
см. третью сторону обложки) 
в соответствии с номером вагона 
были добавлены геометрические 
параметры и номера колесных 
пар, даты последнего текущего 
и капитального ремонта, место-
нахождение вагона. Также был 
создан массив данных с фото-
графиями вагонов. Данная ин-
формация играет ключевую 
роль при планировании струк-
туры плановых ремонтов и адре-
сации на ближайшие ремонтные 
предприятия. Кроме этого, база 
данных дает возможность от-
леживать резервные элементы 
вагона.

Программный код

После формирования базы 
данных необходимо было создать программный 
код продукта. При решении данной задачи был 
выбран язык Python. Язык имеет базовый синтак-
сис, похожий на грамматический строй англий-
ского языка, и набор стандартных кодов для реа-
лизации любой команды. Фрагмент программного 
кода представлен на рис. 3.

Тестирование готового программного 
обес печения

Язык Python позволил полностью реализовать 
алгоритм действий продукта согласно блок-схеме, 
приведенной на рис. 1. В процессе тестирования 
проверялась работа основной функции (рис. 4). 
На рисунке следует обратить внимание, что у ко-
лесной пары (КП 2) толщина обода составл яет 
менее 30 мм (выделено овалом), необходимо учи-
тывать данный факт при планировании следую-
щего обслуживания или ремонта.

Помимо этого, была решена задача выво-
да фото- и видеоматериалов по запросу номера 

вагона, если таковые имеются. Функция выво-
да фотоматериалов позволит сократить время на 
подбор вагона для аренды, проконтролировать 
качество ремонта, оптимизировав рабочее время 
специалиста.

Адаптирование программного обеспечения 
к среде онлайн-приложений

Программный продукт должен быть не только 
на рабочем компьютере, но и под рукой в любое 
время суток, так как ремонт вагонов — это про-
цесс непрерывной работы. Поэтому было принято 
решение реализовать продукт через приложение 
для обмена информацией. Для пробного тести-
рования был выбран набирающий популярность 
сервис Telegram [12, 13]. Для решения постав-
ленной задачи был разработан дополнительный 
алгоритм действий, представленный на рис. 5. 
Согласно алгоритму, был сформирован Telegram-
бот на языке Python. Telegram-бот построен на 
файл-серверной архитектуре, он хранит данные 

Рис. 3. Фрагмент программного кода на языке Python
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в файлах на локальном компьютере и обращается 
к ним по запросу пользователя. Выбранная архи-
тектура позволяет разделить логику, представле-
ние и управление. Проект включает следующие 
заинтересованные стороны: пользователей, ад-
министратора, владельца бота, системы хранения 
файлов и базы данных, разработчиков, поставщи-
ков данных, систему уведомлений и техническую 
поддержку. Каждая сторона выполняет уникаль-
ные роли, сотрудничая для успешной реализации 
бота, обеспечивая функциональные возможности, 
безопасность данных, обратную связь и поддержку 
пользователей.

Основные программные средства включают 
Python 3.11 для совместимости, модуль aiogram 
2.25.1 для интеграции с Telegram API и создания 
интерфейса, модуль openpyxl для работы с табли-
цами Excel, библиотеку PIL для обработки изо-
бражений, модули requests (для взаимодействия 
с Telegram API) и logging (для логирования), а так-
же библиотеку pandas для работы с данными. 
Это обеспечит структурированный код, удобство 
сопровождения и эффективное взаимодействие 
с пользователем.

Бот выполняет поиск информации по номеру 
грузового вагона (рис. 6, см. третью сторону об-
ложки). Если в сообщении пользователя есть один 
или несколько восьмизначных номеров вагона, 
то бот выводит их номера в виде кнопок. При 

нажатии пользователя на кнопку с вагоном, бот 
выводит две кнопки «Фото» и «Информация».

При написании кода для поиска восьмизнач-
ных номеров грузовых вагонов использовались 
регулярные выражения. Для вывода номеров 
вагонов в виде кнопок был использован класс 
InlineKeyboardButton. При написании кода для об-
работки нажатий на кнопки с номерами вагонов 
был выбран класс CallbackQuery из модуля aiogram. 
Если пользователь нажимает на кнопку «Фото», 
бот выполняет следующие шаги:

 � получает текущий номер вагона;
 � ищет папку с таким номером вагона на уро-

вень выше каталога исполняемого файла.
Если папка не найдена, то бот отправляет со-

общение «Папка с фото не найдена» и завершает 
выполнение функции. Если папка найдена, то бот 
выводит сообщение с названием папки и числом 
файлов в ней по типам в формате «Название пап-
ки (число файлов)» (рис. 6, см. третью сторону 
обложки). Бот формирует список папок и файлов 
в текущей папке и подпапках, выводит список 
папок и файлов в сообщении в виде кнопок, об-
рабатывая нажатие пользователем. При нажатии 
пользователем на кнопку папки, бот рекурсивно 
обрабатывает все файлы в этой папке и ее под-
папках и отправляет их пользователю. После от-
правки всех файлов бот отправляет сообщение 
«Все файлы отправлены».

Рис. 4. Результаты работы программы
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Рис. 5. Блок-схема алгоритма программного обеспечения в среде онлайн-приложения Telegram
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Если пользователь нажимает на кнопку 
«Инфор мация», то бот ищет в папке tables по-
следний сохраненный файл.xlsx (база данных мо-
жет обновляться 6—24 раз в сутки), ищет в пер-
вом столбце файла текст с номером выбранного 
вагона и отправляет пользователю всю строку 
таблицы в текстовом сообщении в виде «заго-
ловок — значение» построчно. После того как 
бот отправит пользователю всю строку таблицы 
в текстовом сообщении, он должен предложить 
пользователю две кнопки: «Отправить фото» 
и «Закончить работу с вагоном». Важно учесть, 
что при поиске папок и файлов бот должен об-
рабатывать ошибки, которые могут возникнуть 
при отсутствии требуемых файлов и папок, и уве-
домлять пользователя об этих ошибках соответ-
ствующими сообщениями.

При создании Telegram-бота был решен вопрос 
безопасности передачи данных (рис. 7, см. третью 
сторону обложки). В данном продукте предусма-
триваются такие способы защиты, как белый лист 
(на рис. 8 представлен фрагмент программного 
кода), шифрование паролем, сквозное шифрова-
ние и защита от копирования и пересылок. При 
регистрации пользователя в приложении, адми-
нистратору отправляются информация о пользо-
вателе и код доступа, который он может сообщить 
по своему усмотрению. Также имеется возмож-
ность редактирования белого списка пользователя 
вручную.

Заключение

Отметим, что описанный выше программный 
комплекс, предназначенный для удаленного кон-
троля технического состояния единиц подвижно-
го состава в режиме реального времени, успешно 
прошел испытания в рамках производственной 
деятельности ООО «ТКВС» [14]. По результатам 
работы получено свидетельство о государствен-
ной регистрации программы для ЭВМ «Удаленный 
контроль технического состояния единиц подвиж-
ного состава в режиме реального времени» [15].
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A modern specialist in the fi eld of maintenance and repair of rolling stock needs to constantly have access to 
up-to-date information about the technical condition, equipment and location of serviced units. This article analyzes 
the existing software products and applications that allow you to plan and manage the processes of repair work and 
operation. The work is devoted to the creation of products for fi nding up-to-date information about the technical con-
dition of rolling stock units both on a personal computer and in an online application environment. Programs have 
the ability to be updated and supported, including bug fi xes. The use of the proposed tools will allow a specialist in 
the fi eld of logistics, maintenance and repair of rolling stock to increase the effi ciency of forecasting, organization of 
transport processes and repair work. The algorithms of operation of each software product are formed in the work. 
The algorithms are presented in the form of fl owcharts. The generated database is presented. Geometric parameters 
and wheelset numbers, dates of the last maintenance and overhaul, location were added to the presented database 
in accordance with the number. An array of data with photos of car was also created. The article presents a text 
written in the Python programming language. This language made it possible to fully implement the algorithm of the 
product’s actions. During the testing of the programs, the operation of the main functions was checked, namely, the 
search for parameters by the composition number. The work solved the problem of displaying photos and videos on 
the screen at the user’s request. This function will reduce the time to choose a rolling stock unit for rent and control 
the quality of repairs. The results of the work of programs in the environment of online applications and on a personal 
computer are presented in the form of drawings. When creating a software product in an online application environ-
ment, the issue of data transfer security (whitelist, password encryption, end-to-end encryption, as well as copy and 
forwarding protection) was resolved.
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XXVI Международная конференция

«Цифровая обработка сигналов и ее применение — DSPA-2024»
27—29 марта 2024 г.

Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, Москва, 

Российское научно-техническое общество радиотехники, электроники и связи им. А.С. Попова 
при поддержке Института проблем управления РАН им. В.А. Трапезникова, Института радиотехники 
и электроники им. В.А. Котельникова РАН, компании AUTEX Ltd. проводит ХХVI Международную 
конференцию «Цифровая обработка сигналов и ее применение — DSPA-2024».

Формат проведения: совмещенный формат личного и онлайн-участия

Тематика конференции разделена на следующие секции:

1. Теория сигналов и систем
2.  Теория и методы цифровой обработки 

сигналов
3.  Обработка сигналов в системах 

телекоммуникаций
4.  Обработка сигналов в радиотехнических 

системах
5. Обработка и передача изображений

6.  Обработка сигналов в биотехнических 
системах

7.  Проектирование и техническая реализация 
систем ЦОС

8.  Системы «технического зрения», 
искусственный интеллект и робототехника

9.  Обработка сигналов в измерительных 
системах

Рабочие языки конференции: русский и английский

Подробности: http://dspa-conf.org
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18-я Всероссийская научная конференция

«Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2024»

2—4  апреля 2024 г., Челябинск, НИУ ЮУрГУ

«Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2024» — всероссийская науч-
ная конференция с международным участием, 18-я в серии ежегодных конференций, 
посвященных развитию и применению параллельных вычислительных технологий и 
машинного обучения в различных областях науки и техники. 

Главная цель конференции — предоставить возможность для представления и обсуж-
дения результатов, полученных ведущими научными группами в использовании 
суперкомпьютерных и нейросетевых технологий для решения практических задач.

Организаторы конференции:

� Министерство науки и высшего образования РФ
� Суперкомпьютерный консорциум университетов России

Тематика конференции покрывает все аспекты применения облачных, супер-
компьютерных и нейросетевых технологий в науке и технике, включая приложения, 
аппаратное и программное обеспечение, специализированные модели, языки, библио-
теки и пакеты.

Во все дни работы конференции будет действовать суперкомпьютерная выставка, 
на которой ведущие производители аппаратного и программного обеспечения пред-
ставят свои новейшие разработки в области высокопроизводительных вычислений.

Место и время конференции: ПаВТ'2024 будет проходить 2–4 апреля 2024 г. 
в г. Челябинске в Южно-Уральском государственном университете (национальном 
исследовательском университете).

Языки конференции: русский, английский.

Официальный сайт конференции: http://agora.guru.ru/pavt2024/
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