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Параллельный алгоритм адаптивной интерполяции 

на основе разреженных сеток для моделирования 

динамических систем с интервальными параметрами

Представлен параллельный алгоритм адаптивной интерполяции на основе разреженных 
сеток для моделирования динамических систем с интервальными параметрами. Идея алго-
ритма заключается в построении кусочно-полиномиальной функции, интерполирующей за-
висимость решения задачи от точечных значений интервальных параметров. Использование 
разреженных сеток позволяет существенно уменьшить вычислительные затраты, но тем не 
менее сложность алгоритма в общем случае остается экспоненциальной относительно числа 
интервальных параметров. В связи с этим актуальным является вопрос ускорения алгоритма. 
Представлены основные аспекты и особенности распараллеливания и программной реализации 
алгоритма. Выполнена апробация алгоритма на представительных задачах с использованием 
различного числа вычислительных ядер. Полученные результаты демонстрируют эффектив-
ность используемых подходов.

Ключевые слова: распараллеливание, OpenMP, алгоритм адаптивной интерполяции, адап-
тивные разреженные сетки, многомерная интерполяция, интервальные системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, большие размерности

Введение

Задачи с интервальными неопределенностями 
возникают в разных современных прикладных об-
ластях [1, 2]. Существующие методы на практике ча-
сто или дают чрезмерно завышенные интервальные 
оценки решения, или обладают экспоненциальной 
сложностью относительно числа интервальных не-
определенностей. В связи с этим обстоятельством 
в настоящее время актуальным является создание 
эффективных параллельных методов и их реализа-
ций для решения данного класса задач.

Предложенный ранее алгоритм адаптивной ин-
терполяции [3—8] относится к методам, которые 
представляют решение в виде полинома относитель-
но интервальных параметров. Его суть заключается 
в построении кусочно-полиномиальной функции, 
которая интерполирует зависимость решения зада-
чи от точечных значений интервальных параметров. 
Алгоритм имеет теоретическое обоснование [3—5] 
и успешно применен к жестким системам обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ) [5], 
системам с динамическим хаосом и бифуркация-
ми [6], прикладным задачам химической кинети-

ки [5] и молекулярной динамики [4, 8]. В работе [7] 
рассмотрены различные аспекты распараллеливания 
и реализации алгоритма с использованием техноло-
гии CUDA [9].

В классическом варианте алгоритма применяется 
интерполяция на полных сетках, в связи с этим он 
имеет экспоненциальную вычислительную сложность 
и для задач с большим числом интервальных неопре-
деленностей становится практически неприменим. 
Интерполяция на разреженных сетках [10—13] требует 
значительно меньше вычислительных ресурсов, чем 
интерполяция на полных сетках, поэтому их исполь-
зование представляется перспективным. Эффектив-
ность использования адаптивных разреженных сеток 
в рамках алгоритма адаптивной интерполяции была 
ранее подтверждена на ряде примеров [8]. Целью ра-
боты, результаты которой описаны в статье, явля-
ется разработка параллельного варианта алгоритма, 
а также его реализации с применением технологии 
OpenMP [14].

OpenMP (Open Multi-Processing) — это набор ди-
ректив компилятора, библиотечных процедур и пе-
ременных окружения, которые предназначены для 
программирования многопоточных приложений на 
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многопроцессорных системах с общей памятью [15]. 
Данная технология позволяет достаточно легко соз-
давать многопоточные приложения на различных 
языках программирования.

Отметим, что вопросы распараллеливания сеточ-
ных алгоритмов рассматривались, например, в рабо-
тах [16, 17], а в [18, 19] исследовались возможности 
распараллеливания разреженных сеток.

Динамические системы на практике часто описы-
вают с помощью систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, поэтому в работе рассматри-
ваются именно они.

Алгоритм адаптивной интерполяции можно пред-
ставить в виде комбинации трех действий:

 � перенос решений, соответствующих узлам ин-
терполяционной сетки, на следующий временной 
слой;

 � вычисление погрешности интерполяции;
 � выполнение адаптации.

Распараллеливание алгоритма подразумевает 
представление данных действий в виде набора не-
зависимых подзадач. Алгоритм отчасти носит рекур-
сивный характер, поэтому в основном для распарал-
леливания применяются приемы по обходу в ширину 
графа вызовов.

1. Постановка задачи

Без ограничения общности рассматривается дис-
кретная динамическая система c m интервальными 
неопределенностями в начальном состоянии:
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Если динамическая система задается с помощью 
системы ОДУ, тогда ( )kF y  представляет решение со-
ответствующей системы:
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( )T0 0 0 0 0 0
0 1 1 1( ) , , ..., , , , ..., .m m m nt y y y y y y+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦z  Выполнив 
несложные преобразования, любую систему ОДУ, со-
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В частности, ( )kF y  может реализовывать класси-
ческую схему Рунге—Кутты четвертого порядка [20]:
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можно рассматривать как вектор-функцию от то-
чечных значений интервальных начальных условий:
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k = 0, ..., N — построить вектор-функцию : ,k nΩ →P �  

где 0 0 0 0 0 0
1 1 2 2, , ... , ,m my y y y y y⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ω = × × ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  интерполиру-

ющую ( )1 2, , ...,k
mx x xy  с контролируемой точностью. 

Для этого над областью, образованной интерваль-
ными неопределенностями Ω, строится интерполя-
ционная сетка, в которой каждому узлу соответству-
ет решение исходной задачи при определенных не-
интервальных значениях начальных условий.

2. Алгоритм адаптивной интерполяции 
на основе разреженных сеток

При k = 0 вектор-функция Р0 определяется три-
виальным образом:

( ) ( )T0 0 0 0
1 2 1 2 1 2, , ..., , ,..., , , , ..., .m m m m nx x x x x x y y y+ +=P

Построим 1k+P  по Pk. Получение ( )1
1 2, , ...,k

mx x x+P  

сводится к интерполяции функции ( )( )1 2, , ..., .k
mx x xF P  

Интерполяционный полином Pk строится по опреде-
ленному набору узлов, которые образуют сетку. По-
этому сначала выполняется применение F к значени-
ям, хранящимся в узлах сетки, а далее в зависимости 
от погрешности интерполяции происходит адапта-
ция. В тех местах сетки, где погрешность большая, 
происходит добавление новых узлов, а в тех местах, 
где погрешность маленькая, — разрежение сетки.

Разреженные сетки основаны на иерархическом 
базисе. Интерполяцию по иерархическому базису 
можно рассматривать как последовательное постро-
ение полиномов, интерполирующих невязку. Рас-
смотрим интерполяционный полином 1:k+P

 ( ) ( )
,

1
1 2 , , 1 2, , ..., , , ..., ,k

m mx x x x x x+

ϕ ∈ψ

= ϕ∑
l i

l i l iP a  (3)

где ( )1 2, , ..., ml l l=l  — мультиуровень; ( )1 2, , ..., mi i i=i  — 
мультииндекс; ψ — множество базисных функций. 
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Область значений компонентов мультииндекса зави-
сит от соответствующих компонентов мультиуровня:

 
{ }
{ }1
0,1 , 0,

, 1 .
2 1 | 1,...,2 , 0j

j

j l
j

l
i j m

p p l−

⎧ =⎪∈ ⎨
− = >⎪⎩

m m  (4)

Многомерные базисные функции ϕl, i определяют-
ся через произведение одномерных функций:

( ) ( )1 2, ,
1

, ., ., ..
j j

m

m l i j
j

xx x x
=

ϕ = ϕ∏l i

В случае с линейным базисом одномерные функ-
ции , ( )l i xϕ  задаются следующим образом:

 , 1( ) (2 ),l
l i x x iϕ = ϕ −  (5)

где

[ ]
1

1 , 1,1 ,
( )

0, иначе.

x x
x

⎧ − ∈ −⎪ϕ = ⎨
⎪⎩

Коэффициенты al,i вычисляются по рекуррент-
ным формулам:

(1)
, , ,=l i l ia а

 ( )1 1

( ) ( 1)
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l i l i

l l

a a
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 (6)

 ( )( )( 1)
, , ,m k+ =l i l ia F P x  (7)

где
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l ix

Точки xl,i образуют интерполяционную сетку, с каж-
дым узлом которой связано значение интерполируе-
мой вектор-функции ( )( ), .k

l iF P x
Построение интерполяционного полинома (3) 

начинается с добавления в множество базисных 

функций ψ единственной функции с мультиуровнем 
l = (1,1, ..., 1) и мультииндексом i = (1,1, ..., 1). При 
вычислении коэффициентов al,i в ψ автоматически 
добавляются функции, которые соответствуют l и i 
в выражении (7). Получающиеся значения компо-
нентов ji  мультииндекса будут не соответствовать 
области значений (4). Поэтому подбираются другие 

jl�  и ji�  таким образом, чтобы 2 2 .j jll
j jii −− =
�� �  Это мож-

но выполнить последовательным делением ji  на 2 
и уменьшением jl  на единицу до тех пор, пока ji  не 
станет нечетным или 0.jl ≠

Коэффициенты al,i характеризуют погрешность 
интерполяции. Если ,l ia  больше, чем заданное на-
перед значение ε, то в базис добавляются функции 
на один уровень больше:

1 2 1 2 1 2 1 2
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ϕ ϕ
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Значение ε подбирается из соображений желаемой 
абсолютной погрешности интерполяции на одном 
шаге алгоритма и должно быть согласовано с об-
ластью значений фазовых переменных.

Классические разреженные сетки являются ре-
зультатом оптимизации вычислительных затрат для 
аппроксимации функций с ограниченными смешан-
ными производными [18]. Поэтому для применения 
алгоритма необходимо чтобы ( )1 2, , ...,k

mx x xy  об-
ладала соответствующими свойствами.

Отличия нелинейного базиса от линейного будут 
заключаться в базисных функциях (5) и в вычисле-
нии весовых коэффициентов (6). Для квадратичного 
базиса имеем:

1
,

2

(2 ), 0,
( )

(2 ), 0,

l

l i l

x i l
x

x i l

⎧ϕ − =⎪ϕ = ⎨
ϕ − >⎪⎩

где

[ ]
2

( 1)( 1), 1,1 ,
( )

0, иначе,

x x x
x

⎧ − + ∈ −⎪ϕ = − ⎨
⎪⎩

и вместо (6):

( )
( )

1 1

1 1 1

1 1

( 1) ( 1)
, ... 1... , ... 1...

( ) ( 1)
, , ( 1) ( 1) ( 1)

, ... 1... , ... 1... , ... 3...

( 1)
, ... 1... , ...

0, 0,

1
, 1,

2
1

3 6 , 1, mod 4 1,
8
1

3 6
8

j m j m

j m j m j m

j m

j

j j
ji i i i i i

j j
j j j

j ji i i i i i i i i

j
i i i i

l

l

l i

+ +
− +

+
+ + +

− + +

+
+

=

+ =

= −
+ − > =

+

l l

l i l i
l l l

l l

a a

a a
a a a

a a( )1

( 1) ( 1)
1... , ... 3... , 1, mod 4 3.

j m j m

j j
j ji i i i i l i+ +

− −

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ − > =⎪⎩ la

Для базиса четвертой степени:
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где
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При вычислении значения ( ),
k

l iP x  в выражении (7) 
нет необходимости использовать формулу (3). Снача-
ла выполняется поиск ,l ix  среди узлов, образующих 
сетку. Если поиск завершился успехом, тогда ( ),

k
l iP x  

будет равняться значению, которое соответствует 
найденному узлу. Если подходящий узел не был 
найден, то выполняется интерполяция. Коэффици-
енты ,l ia  численно равны разнице между значением 
интерполируемой функции в точке ,l ix  и интерполя-
ционным полиномом. Для того чтобы вычислить Pk 
в точке , ,l ix  достаточно модифицировать формулу 
для коэффициентов al,i:
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где kG  — множество узлов сетки и соответствую-
щих им значений. Для того чтобы избежать повтор-
ных вычислений, все получаемые значения ( ),

k
l iP x  

в процессе построения Pk+1 добавляются в .kG

3. Распараллеливание и реализация

Для того чтобы распараллелить работу алгоритма, 
его нужно представить в виде набора независимых под-
задач. Можно выделить три группы таких подзадач:

1) применение F к значениям, соответствующим 
узлам сетки;

2) вычисление весовых коэффициентов al,i (вы-
числение погрешности);

3) интерполяция значений в новых узлах.
Вторая и третья группы подзадач подразумевают 

распараллеливание рекурсии.
Псевдокод в стиле языка Python одного шага ал-

горитма представлен на рис. 1.
На рис. 1 все узлы сетки содержатся в глобальном мас-

сиве items. Каждый узел сетки имеет следующий набор 
полей: l — мультиуровень; i — мультииндекс; y — значе-
ние вектора состояний системы; y _ prev — предыдущее 
значение вектора состояний системы; status — статус; 
depth — глубина рекурсии интерполяции.

Циклы, помеченные словом parallel, распаралле-
ливаются с помощью OpenMP путем добавления соот-
ветствующей директивы на уровне программного кода.

Функция add(l, i) выполняет добавление в сетку 
узла с мультиуровнем l и мультииндексом i, а также 
всех дополнительных узлов, необходимых для вы-
числения весового коэффициента. Если узел уже есть 
в сетке и имеет статус is _ empty, то статус изменяется 
на is _ used. Если узла нет в сетке, то он добавляется 
в конец массива items, при этом вычисляется глубина 
рекурсии, которая будет при интерполяции значения 
в этом узле в соответствии с формулами (8)—(10).

Функция eval _ a(l, i) вычисляет значение со-
ответствующего весового коэффициента. Функция 
interpolation(l, i) выполняет интерполяцию 
в точке xl,i по значениям y _ prev.
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Строки 21—23 на рис. 1 отвечают за распараллели-
вание рекурсии при интерполяции значений в новых 
узлах. Узлы на одной глубине обрабатываются неза-
висимо друг от друга. Адаптация сетки происходит 
в строках 11—16.

Значения start и end соответствуют текущему 
диапазону обрабатываемых узлов из массива items.

В процессе работы алгоритма постоянно проис-
ходит поиск узлов по мультиуровню и мультиин-
дексу, в связи с этим над массивом items органи-
зовывается хеш-таблица. Используется следующая 
хеш-функция:

( ) 1

1

( , ) mod ,
m

m j
j j

j

hash l i p p q−

=

= +∑l i

где p = 87178291199; q = 99999990000001. Для получе-
ния непосредственно индекса ячейки таблицы допол-
нительно выполняются следующие преобразования:

h:= ( );hash l,i

;h:= h (̂h >> 20)̂ (h >> 12)

;h:= h (̂h >> 7)̂ (h >> 4)

,index:= h&( -1)size

где ^ — исключающее побитовое 
"или"; >> — побитовый сдвиг впра-
во; & — побитовое "и"; size — размер 
хеш-таблицы, степень числа 2.

Для решения задачи устранения 
коллизий в массиве items форми-
руются списки. В структуру узла 
добавляется дополнительное поле, 
указывающее на следующий элемент 
в списке.

В конце каждого шага алгоритма 
выполняется удаление незадейство-
ванных узлов (рис. 1, строка 29). При 
этом происходит обновление соот-
ветствующих ссылок в хеш-таблице 
и в списках разрешения коллизий.

4. Результаты

С помощью параллельного алго-
ритма адаптивной интерполяции на 
основе разреженных сеток с исполь-
зованием базиса четвертой степени 
выполняется численное решение двух 
систем ОДУ с интервальными не-
определенностями. Параметр ε = 10–5. 
Характеристики вычислительной ма-
шины, на которой выполнялась реа-
лизация алгоритма: 2x Intel(R) Xeon(R) 
Gold 6246 CPU @ 3.30GHz, оператив-
ная память 192GiB DDR4 2666 MHz, 
число физических ядер — 24, логиче-
ских ядер — 48. Выполняется анализ 
ускорения S и эффективности E:

1 1; ,
p p

T S T
S E

T P T P
= = =

где T1 — время работы последовательной версии ал-
горитма; Tp — время работы параллельной версии 
алгоритма с использованием P вычислительных ядер.

Вначале рассмотрим систему ОДУ с двумя интер-
вальными начальными условиями:

 [ ] [ ]
[ ]

2 2

0 0

, sin( ),

(0) 1,1 , (0) 0,1 ,

0,20 .

x y x y y x

x x y y

t

⎧ ′ ′= − + =
⎪⎪

= ∈ − = ∈⎨
⎪

∈⎪⎩

 (11)

На рис. 2 и 3 показано множество решений систе-
мы (11) и получающаяся сетка в различные моменты 
времени.

В процессе интегрирования множество закручива-
ется в спиралевидную структуру. В окрестности точки 
x0 = 0 и y0 = 0 наблюдается уплотнение сетки, от-

Рис. 1. Псевдокод одного шага алгоритма
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части это связано с тем, что данная точка является 
особенной.

На рис. 4 показаны графики зависимости уско-
рения и эффективности от числа вычислитель-
ных ядер. За счет распараллеливания алгорит-
ма получилось сократить вычислительное время 
в 23 раза. В силу того что добавление узлов в ал-
горитме выполняется последовательно, наблюда-
ется снижение эффективности при увеличении 
числа исполь зуемых ядер, что соответствует закону 
Амдала [21].

Далее рассматривается система ОДУ, соответ-
ствующая модели взаимодействия двух видов типа 
"хищник — жертва" (модель Лотки — Вольтерры), 
которая содержит два интервальных начальных ус-
ловия и четыре интервальных параметра:

 [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

0 0

,

,

(0) 0,9, 1 , (0) 0,7, 0,8 ,
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x x xy

y y xy

x x y y

t

⎧ ′ = −α + β⎪
′ = γ − δ⎪

⎪ = ∈ = ∈⎨
⎪α ∈ β ∈ γ ∈⎪
⎪δ ∈ ∈⎩

 (12)

где α, β, γ, δ — коэффициенты, отражающие взаи-
модействия между видами.

На рис. 5 показано множество решений в раз-
личные моменты времени. Оно представляет со-
бой шестимерный прямоугольный параллелепипед, 
который претерпевает нелинейные деформации. 
На рис. 6 представлена некоторая проекция по-

Рис. 2. Множество решений системы (11) в различные моменты времени

Рис. 3. Сетка, получающаяся в процессе решения системы (11)
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Рис. 4. Ускорение и эффективность распараллеливания при решении системы (11)

Рис. 5. Множество решений системы (12) в различные моменты времени

Рис. 6. Сетка в конечный момент времени Рис. 7. Ускорение и эффективность распараллеливания при решении системы (12)
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лученной шестимерной сетки в конечный момент 
времени.

На рис. 7 показаны графики зависимости уско-
рения и эффективности от числа вычислительных 
ядер. Максимальное достигнутое ускорение — 
в 20 раз. Как и на рис. 4, здесь при P = 24 наблю-
дается скачок. Это связано с тем, что при числе 
используемых ядер Р m 24 задействуется только один 
из установленных процессоров, а при P > 24 — уже 
оба, и в результате появляются дополнительные 
временные задержки.

Вычислительное время в основном тратится на 
интегрирование систем ОДУ (2) при определенных 
значениях начальных условий и на вычисление весо-
вых коэффициентов (в том числе на интерполяцию). 
Поэтому благодаря распараллеливанию да  нных опе-
раций можно существенно ускорить работу алгорит-
ма адаптивной интерполяции.

Заключение

В работе рассматривается алгоритм адаптивной 
интерполяции на  основе разреженных сеток с не-
линейным базисом для моделирования динамиче-
ских систем с интервальными неопределенностями 
с позиции распараллеливания. В алгоритме можно 
выделить несколько наборов, представляющих ре-
шение независимых п одзадач: обновление значений, 
соответствующих узлам сетки; вычисление весовых 
коэффициентов; интерполяция значений в новых 
узлах. Последние два набора подразумевают распа-
раллеливание рекурсии, поэтому здесь применяют-
ся приемы по обходу в ширину графа вызовов. Вы-
полнена апробация параллельной реализации алго-
ритма на двух системах ОДУ, содержащих два и шесть 
интервальных параметров соответственно. Получе-
но ускорение в 20...23 раза при значении эффектив-
ности распараллеливания 0,5.≈
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The paper presents a parallel algorithm for adaptive interpolation based on sparse grids for modeling dynamic systems 
with interval parameters. The idea of the algorithm is to construct a piecewise polynomial function that interpolates the 
dependence of the solution to the problem on the point values of the interval parameters. In the classical version of the 
algorithm, polynomial interpolation on complete grids is used, and with a large number of uncertainties, the algorithm 
becomes diffi cult to apply due to the exponential growth of computational costs. The use of sparse grids can signifi cantly 
reduce the computational costs, but nevertheless the complexity of the algorithm in the general case remains exponen-
tial with respect to the number of interval parameters. In this regard, the issue of accelerating the algorithm is relevant. 
The algorithm can be divided into several sets of independent subtasks: updating the values corresponding to the grid 
nodes; calculation of weighting factors; interpolation of values at new nodes. The last two sets imply parallelization of 
recursion, so here the techniques for traversing the width of the call graph are mainly used. The parallel implementa-
tion of the algorithm was tested on two ODE systems containing two and six interval parameters, respectively, using 
a different number of computing cores. The results obtained demonstrate the effectiveness of the approaches used.

Keywords: parallelization, OpenMP, adaptive interpolation algorithm, adaptive sparse grids, multidi mensional 
interpolation, interval sys tems of ordinary differential equations, large dimensions

For c itation:
Morozov A. Yu. Parallel Adaptive Interpolatio n Algorithm based on Sparse Grids for Modeling Dynamic Systems 

w ith Interval Parameters, Programmnaya Ingeneria, 2021, vol. 12 , no. 8, pp. 395—403.
DOI: 10.17587/prin.12 .395-403

References

 1. Moore R. E., Kearfott R. B., Cloud M. J. Introduction to In-
terval Analysis, SIAM, 2009, 235 p.
 2. Shary S. P. On a variability measure for estimates of parameters 
in the statistics of interval data, Computational technologies, 2019, vol. 24, 
no. 5, pp. 90—108. DOI: 10.25743/ICT.2019.24.5.008.
 3. Morozov A. Y., Reviznikov D. L. Adaptive Interpolation Algorithm 
Based on a kd-Tree for Numerical Integration of Systems of Ordinary Dif-
ferential Equations with Interval Initial Conditions, Differential Equations, 
2018, vol. 54, no. 7, pp. 945—956. DOI: 10.1134/S0012266118070121.
 4. Morozov A. Y., Zhuravlev A. A., Reviznikov D. L. Analysis and 
Optimization of an Adaptive Interpolation Algorithm for the Numerical 
Solution of a System of Ordinary Differential Equations with Interval 
Parameters, Differential Equations, 2020, vol. 56, no. 7. pp. 935—949, 
DOI:10.1134/s0012266120070125.
 5. Morozov A. Yu., Reviznikov D. L., Gidaspov V. Yu. Adap-
tive Interpolation Algorithm Based on a KD-Tree for the Problems of 
Chemical Kinetics with Interval Parameters, Mathematical Models and 
Computer Simulations, 2019, vol. 11, no. 4, pp. 622—633, DOI: 10.1134/
S2070048219040100.
 6. Morozov A. Y., Reviznikov D. L. Modeling of Dynamic Systems with 
Interval Parameters in the Presence of Singularities, Russian Journal of Nonlin-
ear Dynamics, 2020, vol. 16, no. 3, pp. 479—490. DOI: 10.20537/nd200306.
 7. Morozov A. Yu., Reviznikov D. L. Modelling of Dynamic Sys-
tems with Interval Parameters on Graphic, Programmnaya Ingeneria, 
2019, vol. 10, no. 2, pp. 69—76. DOI: 10.17587/prin.10.69-76.
 8. Morozov A. Yu., Zhuravlev A. A., Reviznikov D. L. Sparse Grid 
Adaptive Interpolation in Problems of Modeling Dynamic Systems with 
Interval Parameters, Mathematics, 2021, vol. 9, no. 4, article 298. DOI: 
10.3390/math9040298.
 9. CUDA Zone, available at: https://developer.nvidia.com/cuda-
zone (date of access 07.04.2021).

 10. Smolyak S. A. Quadrature and interpolation formulas for tensor 
products of certain classes of functions, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1963, 
vol. 148:5, pp. 1042—1045 (in Russian).
 11. Judd K. L., Maliar S., Maliar L., Valero R. Smolyak Method 
for Solving Dynamic Economic Models: Lagrange Interpolation, Aniso-
tropic Grid and Adaptive Domain, Journal of Economic Dynamics and 
Control, 2014, vol. 44, pp. 92—123. DOI: 10.2139/ssrn.2306869.
 12. Bungatrz H.-J. Finite Elements of Higher Order on Sparse Grids, 
Shaker, 1998, 127 p.
 13. Bungartz H.-J., Dirnstorfer S. Higher Order Quadrature on 
Sparse Grids, Computational Science — ICCS 2004. ICCS 2004. Lecture 
Notes in Computer Science, vol. 3039. Springer, Berlin, Heidelberg, 2004, 
pp. 394-401. DOI: 10.1007/978-3-540-25944-2_52.
 14. OpenMP, available at https://www.openmp.org/ (date of access 
07.04.2021).
 15. OpenMP technology, available at https://pvs-studio.com/
ru/a/0057/ (date of access 07.04.2021).
 16. Martynenko S. I. Multigrid Technology: Theory and Applications, 
Moscow, Fizmatlit, 2015, 208 p. (in Russian).
 17. Martynenko S. I., Volokhov V. M., Yanovskiy L. S. Parallel 
multigrid technique: Reduction to independent problems, Mathemati-
cal Models and Computer Simulations, 2017, vol. 9, pp. 120—126, DOI: 
10.1134/S2070048217010100.
 18. Brumm J., Scheidegger S. Using Adaptive Sparse Grids to Solve 
High-Dimensional Dynamic Models, Econometrica, 2017, vol. 85, iss. 5, 
pp. 1575—1612.
 19. Klimke A., Wohlmuth B. Constructing dimension-adaptive sparse 
grid interpolants using parallel function evaluations, Parallel Processing Let-
ters, 2006. vol. 16, no. 4, pp. 407—418, DOI: 10.1142/S0129626406002733.
 20. Formalev V. F., Reviznikov D. L. Numerical Methods, Moscow, 
Fizmatlit, 2004, 400 p. (in Russian).
 21. Amdahl G. M. Validity of the Single Processor Approach to 
Achieving Large-Scale Computing Capabilities, AFIPS Conference Pro-
ceedings (30), 1967, pp. 483—485, DOI:10.1145/1465482.1465560.



404 "Программная инженерия" Том 12, № 8, 2021

УДК 004.9 DOI: 10.17875/prin.12.404-412

Е. Г. Тимофеев, аспирант, veefomit77777@yandex.ru, Сибирский государственный 
индустриальный университет, г. Новокузнецк, 
И. А. Жуков, д-р техн. наук, проф., tmmiok@yandex.ru, 
А. В. Теплякова, студент, teplyakovanu@mail.ru, Санкт-Петербургский горный университет

Комплекс программ для автоматизированного расчета 

геометрии ударных узлов машин

Совершенствование конструкций горных машин ударного действия в целях повышения про-
изводительности буровых работ требует проведения расчетов геометрических параметров 
ударных узлов. Наибольший эффект при ударном воздействии на горную породу дает удар-
ный импульс, соответствующий силам сопротивления разрушаемого объекта. В свою оче-
редь, форма и параметры ударного импульса определяются геометрией соударяющихся тел. 
Аналитические методы анализа динамических процессов в ударных системах предполагают 
применение достаточно сложного математического аппарата, что не позволяет оператив-
но решать задачи инженерного проектирования машин и механизмов. Авторами настоящей 
статьи разработан численный метод расчета и анализа ударных импульсов, генерируемых 
в системе машины телами любой геометрической сложности. Достоверность теоретических 
подходов подтверждена результатами физического эксперимента. Разработанное программ-
ное обеспечение позволяет достаточно быстро и точно решать задачу поиска и обоснования 
рациональных геометрических параметров ударных узлов машин.

Ключевые слова: ударная машина, удар, импульс, форма бойка, анализ геометрии ударного 
узла, автоматизация расчета ударного импульса

Введение

При добыче полезных ископаемых широко при-
меняют машины ударного действия [1—4], предна-
значенные для бурения шпуров и скважин в горных 
породах. Основным элементом этих машин является 
ударный узел, в котором происходит генерирование 
полезной энергии путем нанесения продольного 
удара бойком по штанге-волноводу или рабоче-
му инструменту [5—8]. Энергия удара передается 
к разрушаемому объекту в виде волновых импуль-
сов, параметры и форма которых оказывает непо-
средственное влияние на эффективность разруше-
ния объекта [9—12]. Доказано, что форма ударных 
импуль сов зависит от массы, скорости и геометри-
ческих параметров ударяющего тела [13—15]. Начи-
ная с 60-х го дов XX века, в период стремительного 
развития машиностроения появился большой инте-
рес к поиску и разработке аналитических методов 
нахождения ударных импульсов от бойков ударных 
машин различного назначения. Эта задача являет-
ся неотъемлемой составляющей при проектирова-
нии новых машин и механизмов ударного действия, 
или при совершенствовании имеющегося оборудо-
вания. Одним из наиболее эффективных был при-
знан графо-динамический метод расчета ударных 
импульсов [13, 16], который в настоящее время пре-
образован в численно-аналитический метод [17, 18]. 

Применение компьютерной техники позволяет авто-
матизировать расчеты, базирующиеся на численных 
методах [19—21], путем создания программного обе-
спечения на различных языках программирования. 
Анализ известных зарубежных исследований [22—25] 
подтверждает актуальность выбранного направления 
исследований ударных систем, но не дает информации 
о разработках соответствующего программного обе-
спечения. В настоящей статье представлен комплекс 
программ, позволяющих анализировать ударяющие 
тела, представляющие собой сплошные тела враще-
ния переменного сечения, рассчитывать генерируемые 
ими ударные импульсы при нанесении продольных 
ударов по полубесконечному волноводу и определять 
основные характеристики этих импульсов.

Обоснование актуальности и определение 
задач исследования

Современные математические приложения (на-
пример, Maple, Mathcad и др.) позволяют проводить 
инженерные расчеты различного уровня сложно-
сти [26, 27]. Они позволяют также создавать про-
цедуры и автоматизировать вычисления, скрывая 
от глаз пользователя их сложную алгоритмическую 
структуру, демонстрируя только входные данные 
и результаты вычислений. Одним из недостатков та-
ких процедур является то, что они работают исклю-
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чительно в тех приложениях, в которых были созда-
ны. Данные приложения являются коммерческими 
и требуют наличия лицензии, да и сами расчетные 
процедуры не всегда являются бесплатными, а права 
на их использование принадлежат разработчикам 
(третьим лицам). Современные программные сред-
ства моделирования напряженно-деформированного 
состояния твердых тел (например, SolidWorks, Ansys, 
T-Flex) обладают широкими возможностями изуче-
ния задач механики деформируемого твердого тела, 
однако они не позволяют анализировать динамиче-
ские процессы, происходящие в ударных системах, 
с точки зрения волновой теории продольного удара.

Целью исследования, результаты которого пред-
ставлены в настоящей статье, является создание про-
граммного обеспечения, позволяющего автономно 
без использования сторонних приложений модели-
ровать ударные процессы в стержневой системе со 
сложными геометрическими параметрами. Наличие 
таких программных ресурсов позволит существенно 
сократить сроки и упростить процедуру выполнения 
инженерных расчетов машин ударного действия, что 
является актуальным для любой сферы деятельности.

Поставленная цель требует решения следующих 
задач:

1) изучить применяемые на практике аналити-
ческие методы расчета и моделирования динамиче-
ских процессов в машинах и механизмах ударного 
действия;

2) подобрать для реализации методов анализа 
бойков и расчета ударного импульса среду и язык 
программирования;

3) разработать численный алгоритм решения за-
дачи анализа ударных импульсов в стержневой си-
стеме сложной геометрической формы;

4) реализовать численный алгоритм в виде про-
граммного комплекса с удобным и понятным поль-
зователю интерфейсом;

5) выполнить расчеты различных вариантов удар-
ных систем и оценить погрешность результатов, по-
лучаемых при использовании созданного программ-
ного обеспечения.

Способы анализа ударников 
и особенности численного представления 

моделей ударных узлов

В машинах и механизмах ударного действия боек 
(поршень, ударник) представляет собой тело враще-
ния постоянного или переменного сечения [5, 28]. 
По особенностям геометрической формы их условно 
можно разделить на два типа: простые и сложные. 
Простые бойки представляют собой тела вращения, 
образующая боковой поверхности которых выполне-
на по одной или нескольким кривым, описываемым 
в декартовой системе координат функциями вида 
y = f(x) (рис. 1, а). Ударники, образующая которых 
задана одной кривой, называются одноступенчаты-
ми, а двумя и более кривыми — многоступенчатыми. 
Сложными являются бойки, выполненные в виде 
тел вращения с добавлением к ним различных гео-
метрических элементов, таких как фаски, прорези, 
выступы, канавки, отверстия и т. п. Ударники этого 
типа при проектировании механизма, как правило, 
моделируются в стороннем приложении (КОМПАС, 
T-Flex и др.) и представляются в виде 3D-моделей 
(рис. 1, б).

Расчет ударного импульса осуществляется чис-
ленным методом, который может быть реализован на 
любом алгоритмическом языке программирования 
(Pascal, C++ и др.). Его использование предполага-
ет представление реального ударника в расчетном 
виде. Для этого тело ударника длиной L рассекается 
N плоскостями, перпендикулярными его геометри-
ческой оси, расположенными на одинаковом рас-
стоянии l1 друг от друга (число плоскостей N опре-
деляется сложностью боковой поверхности бойка). 
Объем материала ударника, заключенный между 
двумя ближайшими секущими плоскостями, при-
ближенно заменяется цилиндром с площадью ос-
нования, равной площади сечения, расположенной 
ближе к ударному торцу бойка, и высотой, равной 
расстоянию l1. Каждый такой цилиндр является еди-
ничной расчетной ступенью, а тело, составленное из 
этих ступеней, формирует приведенную форму бойка 

Рис. 1. Моделирование ударника с помощью функций вида y = fk(x) c областью определения на соот-
ветствующем участке Lk (а) и модель ударника, выполненная в системе 3D-моделирования T-Flex (б)
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(рис. 2). Площадь каждой единичной расчетной сту-
пени записывается в одномерный массив площадей 
Si (i = 0,1,...,N), где S0 — это площадь поперечного 
сечения волновода, воспринимающего удар.

Численное моделирование простого ударника осу-
ществляется по значениям функций yi = f(xi), задаю-
щих образующую бойка, вычисленных по абсциссам xi, 
задающим координаты точек, расположенных посере-
дине отрезков, отсекаемых на оси Ох секущими пло-
скостями (рис. 2). Эти значения соответствуют радиу-
сам единичных расчетных цилиндрических ступеней. 
Они позволяют сформировать массив Si, в который 
при формировании модели ударного узла добавляется 
значение элемента S0.

Численное моделирование сложного ударника про-
водится с использованием систем 3D-моделирования. 
Здесь боек рассекается плоскостями, расположенными 
на небольшом расстоянии друг от друга (0,1...1 мм). Пло-
щади сечений рассчитываются с помощью встроенных 
в редактор инструментов (или функции), их численные 
значения записываются в файл и передаются в массив 
Si, в который при формировании модели ударного узла 
также добавляется значение элемента S0.

Особенности среды программирования 
и программного кода для анализа бойков 

и ударных импульсов
Для реализации разработанного численного 

метода моделирования бойков и расчета ударных 
импульсов была выбрана среда программирования 
LAZARUS [29, 30] со встроенным языком програм-
мирования Object Pascal [31, 32]. На такой выбор по-
влияли следующие факторы.

1. Среда программирования является бесплатной, 
все ее компоненты находятся в открытом доступе 
и легко редактируются по желанию пользователя.

2. Компилятор среды LAZARUS является кросс-
платформенным, что позволяет создавать программ-
ные продукты для ЭВМ с различными операцион-
ными системами — Windows (все ее модификации 
и разрядности) и LINUX (во всех возможных мо-
дификациях, что является актуальным, так данная 
ОС бесплатная, что делает ее привлекательной для 
многих промышленных предприятий).

3. Наличие удобного компонента работы с гра-
фиками функций tChart, позволяющего не только 
строить графики, но и оперативно их масштаби-
ровать с помощью манипулятора "мышь". Он по-
зволяет увеличивать различные области графиков 
с сопутствующим пересчетом численных значений, 
отображаемых на осях, что избавляет от проведения 
дополнительных расчетов.

Достаточно сложным программным компонен-
том, который был разработан, является модуль, 
позволяющий вводить функцию вида f(x) с клавиа-
туры. Этот модуль преобразует текстовую строку, 
введенную по определенным правилам [33], в мате-
матическое выражение. Для этого применяется ал-
горитм обратной польской нотации, второе название 
которого — алгоритм парсинга строки в функцию. 
Программный код этого алгоритма был разработан 
в 1990-х гг., постоянно совершенствуется и в насто-
ящее время находится в свободном доступе [34—36]. 
Такой программный модуль позволяет преобразовать 
текстовую строку, введенную по правилам матема-
тики, в функцию одной переменной вида y = f(x) 
и рассчитать ее значения согласно значению произ-
вольно заданного аргумента.

Комплекс расчетных программ 
и особенности моделирования ударников

Итогом работы стало создание трех расчетных 
программ, позволяющих моделировать различные 
ударники и рассчитывать ударные импульсы от бой-
ков как простой, так и сложной формы [37].

Программа I "Ударный импульс 2.0" (Свидетель-
ство о регистрации № 2015662766). Данная програм-
ма позволяет создавать модель простого одноступен-
чатого ударника по следующим исходным данным: 
масса бойка; функция образующей боковой поверх-
ности, описанная одной кривой вида y = f(x); длина 
единичной расчетной ступени. Результатом является 
эскиз формы бойка (рис. 3, а) с расчетом остальных 
его геометрических характеристик (длина и диаме-
тры ударного и неударного торцов) и генерируемый 
при продольном ударе расчетным бойком импульс 
с вычислением его параметров.

Программа II "Удар многоступенчатым бойком" 
(Свидетельство о регистрации № 2017613900). Данная 
программа моделирует и визуализирует эскиз удар-
ника, образующая боковой поверхности которого 
задана несколькими кривыми вида y = f(x) с извест-
ными областями определения (рис. 3, б), и рассчи-
тывает генерируемый им ударный импульс.

Программа III "Удар бойком сложной геоме-
трической формы" (Свидетельство о регистрации 
№ 2019619495). Данная программа формирует и ви-

Рис. 2. Формирование приведенной формы бойка
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зуализирует эскиз приведенной формы бойка, модель 
которого выполнена в стороннем приложении, по 
численным значениям площадей сечений Si, запи-
санных в текстовый файл (рис. 3, в), и также вы-
полняет расчет ударного импульса.

Важной особенностью способов моделирования 
простых ударников, реализованных в программах I и II, 
является то, что они не идентичны. Они базируются 
на различных алгоритмах и дополняют друг друга. 
При этом каждую ступень многоступенчатого бойка, 
моделируемого в программе II, можно рассчитать 
в программе I по ее известным параметрам, опи-
санным выше.

Объединяющей частью комплекса программ яв-
ляется то, что алгоритм расчета ударного импульса 
и способ представления результатов динамической 
части задачи являются одинаковыми.

Интерфейс пользователя и принцип 
работы программ комплекса

Все программы комплекса имеют схожую визу-
альную структуру. Они выполнены из двух вкладок.

Первая вкладка "Проект бойка" позволяет рабо-
тать с моделью ударника (рис. 4). В ней вводятся 
параметры, характеризующие исследуемый ударный 
узел: масса и предударная скорость бойка, плотность 
и модуль упругости материала бойка и волновода, 
диаметр волновода. Задаются также геометрические 
характеристики, необходимые для моделирования 
бойка (в каждой программе они разные):

 � программа I требует ввода функции образую-
щей и длины единичной расчетной ступени;

 � программа II требует ввода числа ступеней (ко-
личества функций, задающих образующую), функ-
ций, задающих их образующие, их длины и числа 
единичных расчетных ступеней, на которые разби-
вается боек;

 � программа III требует ввода пути к файлу, где 
хранятся численные значения, задающие модель 
бойка, и длины единичной расчетной ступени.

Активация расчета модели ударника проводится 
нажатием интерактивной кнопки "Расчет модели 
бойка". В результате строится эскиз или так назы-

ваемая приведенная форма бойка и рассчитываются 
следующие параметры: общая длина бойка, диаме-
тры ударного и неударного торцов, длина единич-
ной цилиндрической ступени (в программе II) или 
их количество (в программах I и III), погрешность 
моделирования и скорость звука в материале бойка 
и волновода.

Во второй вкладке "Расчет ударного импульса" 
осуществляется решение и визуализация динами-
ческой части задачи (рис. 5). Перед активацией рас-
чета ударного импульса необходимо ввести число 
расчетных шагов k. Это число выбирается произ-
вольно и не должно быть менее 2N, где N — число 
единичных расчетных ступеней. Далее необходимо 
запустить расчет с помощью интерактивной кнопки 
"Генерация ударного импульса". Число расчетных 
шагов определяет длительность рассчитываемого 
ударного импульса, который состоит из несколь-
ких длин волн (анализ динамических характери-
стик ударных импульсов показывает, что определя-
ющими, несущими более 90 % энергии, являются 
первые две волны), каждая из которых имеет дли-
тельность

 12 ,I
E

t Nl=
ρ

 (1)

где N — число расчетных единичных ступеней; l1 — 
длина единичной расчетной ступени; E и ρ — модуль 
упругости и плотность материала бойка и волновода 
соответственно.

Результатом генерации ударного импульса явля-
ется его график, построенный в системе координат 
"сила F (кН) — время t (мкс)". По полученному гра-
фику рассчитываются параметры ударного импуль-
са: начальное и максимальное значения силы уда-
ра, коэффициент усиления импульса, длительность 
одной волны ударного импульса, импульс силы от 
удара смоделированным бойком, переносимый пер-
вой и совместно первой и второй волнами. Расчет 
параметров ударного импульса активируется с по-
мощью интерактивной кнопки "Параметры удар-
ного импульса", работа с которой возможна после 
построения графика импульса.

Рис. 3. Эскизы:
а — одноступенчатого простого ударника, выполнен в программе "Ударный импульс 2.0"; б — трехступенчатого про-
стого ударника, выполнен в программе "Удар многоступенчатым бойком"; в — приведенной формы сложного бойка, 
представленного на рис. 1, б, выполнен в программе "Удар бойком сложной геометрической формы"
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Рис. 4. Интерфейс вкладки "Проект бойка" программы "Удар многоступенчатым бойком"

Рис. 5. Программная вкладка "Расчет ударного импульса"

Тестирование программ комплекса проводилось 
путем сличения ударных импульсов, рассчитанных 
по разработанному алгоритму, в Maple-процедуре 
и вычисленных в разработанных программах. 

Результат показал расхождение в пределах 2 %, 
которое связано с погрешностью, вызванной раз-
биением ударяющего тела на цилиндрические 
ступени.
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Функционирование и поддержка программно-
го комплекса осуществлялись выявлением ошибок, 
связанных с работой программ, а также с учетом 
рекомендаций пользователей, тестирующих расче-
ты. Данный подход позволил оперативно вносить 
изменения в программный код, дописывать новые 
модули, которые позволили исключить ошибки, до-
пущенные при разработке.

Программный комплекс функционирует при 
условии соблюдения следующих требований к ре-
сурсам компьютера: ОС WINDOWS или LINUX, 
100 MБ свободного места на жестком диске, 512 МБ 
оперативной памяти. Все программы комплекса не 
требуют установки, они выполнены в виде одного 
файла, который просто вписывается на жесткий диск 
ЭВМ в любое место по желанию пользователя без 
каких-либо ограничений.

Оценка погрешностей вычислений 
и вопросы внедрения комплекса программ

Оценка достоверности и точности разработанного 
численного метода расчета ударных импульсов в за-
висимости от геометрических параметров ударной 
системы проводилась сопоставлением результатов 

теоретических вычислений с экспериментальными 
данными, полученными в процессе исследования 
динамических процессов в погружной пневмоудар-
ной машине.

Конструкции наиболее распространенных 
в практике пневмоударников разработаны учены-
ми Института горного дела Сибирского отделения 
Российской академии наук (г. Новосибирск). Одним 
из перспективных вариантов в настоящее время 
является модель пневмоударника ПП 110 ЭН [38]. 
В рамках сотрудничества с Институтом была реше-
на задача совершенствования конструкции ударно-
го узла машины в целях повышения эффективно-
сти разрушения горной породы пневмоударником. 
На рис. 6 приведены традиционно применяемый 
поршень-боек и модернизированный вариант, в ко-
тором образующая свободных боковых поверхностей 
выполнена с применением цепной линии — катены.

Экспериментальное исследование проводилось 
на ударном вертикальном копре [39], конструкция 
которого позволяет проводить бурение практически 
с любой энергией удара. В качестве измерительного 
прибора применялся цифро-аналоговый преобразо-
ватель ZET 230, осциллограммы ударных импуль-
сов с которого фиксировались специализирован-

Рис. 6. Опытные образцы бойков ПП 110 ЭН

Рис. 7. Сравнение теоретических и экспериментальных ударных импульсов
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ным программным обеспечением ZetLAB. Масштаб 
получаемых осциллограмм определялся с помощью 
тарировочного прямоугольного импульса, генери-
руемого в штанге цилиндрическим бойком равного 
с ней сечения.

На рис. 7 приведены осциллограммы ударных 
импульсов от старого (рис. 7, а) и нового (рис. 7, б) 
бойков с наложенными на них теоретическими ре-
шениями, полученными с использованием автор-
ского программного обеспечения, описанного в на-
стоящей статье.

Результаты статистической обработки данных 
свидетельствуют о том, что теоретические и экс-
периментальные исследования имеют удовлетвори-
тельную сходимость. Погрешность результатов со-
ставляет 7,3 ± 2,1 %.

Заключение

Наличие ударного импульса и его параметров 
позволяет оперативно выполнять анализ спроекти-
рованной конструкции ударного механизма. Лишь 
некоторые конкретные сочетания физико-механиче-
ских свойств разрушаемого объекта в совокупности 
с формами, размерами, геометрией и материалами 
соударяющихся деталей могут давать наибольший 
эффект при ударном воздействии на обрабатываемую 
среду. На этом основании предлагаемое в настоящей 
статье программное обеспечение представляется не-
обходимым инструментарием проектирования. Оно 
позволяет решать задачу повышения эффективности 
машин ударного действия.
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Improving the designs of impact mining machines in order to increase the productivity of drilling operations requires 
calculations of the geometric parameters of impact units. The greatest effect when the impact is applied to the rock 
is given by an impact pulse corresponding to the resistance forces of the object being destroyed. In turn, the shape 
and parameters of the impact pulse are determined by the geometry of the colliding bodies. Analytical methods for 
analyzing dynamic processes in impact systems involve the use of a very complex mathematical apparatus, which 
does not allow us to quickly solve the problems of engineering design of machines and mechanisms. The authors of 
this article have developed a numerical method for calculating and analyzing impact pulses generated in the machine 
system by bodies of any geometric complexity. The reliability of the theoretical approaches is confi rmed by the results 
of a physical experiment. The developed software allows you to quickly and accurately solve the problem of fi nding 
and justifying rational geometric parameters of impact nodes of machines.
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К вопросу создания системы непрерывного контроля 

уплотнения дорожных материалов 

для асфальтоукладчиков

Рассматриваются результаты исследования по созданию системы автоматического кон-
троля уплотнения (САКУ) для асфальтоукладчиков в реальном времени. В основу исследования 
положены методы искусственных нейронных сетей (ИНС). Проведена настройка модели ИНС 
с прямой связью, с помощью которой можно определять коэффициент уплотнения асфальто-
бетонной смеси. Входные переменные САКУ — скорость движения асфальтоукладчика, часто-
та ударов трамбующего бруса, усилие в толкателе трамбующего бруса, тип смеси, толщина 
слоя. Представлены результаты вычислительного эксперимента по расчету коэффициента 
уплотнения в режиме реального времени. Предложенная модель ИНС с прямой связью способна 
объяснить более 98 % измеренных данных.

Ключевые слова: система автоматического контроля, искусственные нейронные сети, 
неразрушающие технологии, контроль уплотнения, дорожные материалы

Введение

Одним из перспективных научных направле-
ний в области дорожного строительства является 
совершенствование этапа укладки и уплотнения 
асфальтобетонной смеси (АБС) при строительстве 
дорожных покрытий автомобильных дорог. Этот 
этап строительства выполняют комплекты машин, 
состоящие из асфальтоукладчика (АСФУ) и дорож-
ных катков (легкого, среднего и тяжелого типов). 
Асфальтоукладчики уплотняют АБС рабочими ор-
ганами с трамбующим брусом и вибрационной пли-
той непрерывно со скоростью движения 1...5 м/мин. 
Дорожные катки уплотняют АБС повторяющимися 
проходами по одной полосе длиной 30...50 м со ста-
тическим или вибрационным воздействием на слой 
покрытия. За счет эффективного уплотнения АБС 
асфальтоукладчиками и дорожными катками можно 
устранить до 50 % недостатков дорожных покрытий 
и увеличить срок их службы [1].

Для повышения производительности машин 
и улучшения качества дорожных покрытий необ-
ходимо внедрение на объектах строительства авто-
мобильных дорог систем непрерывного контроля 
качества уплотнения путем использования дорож-
но-строительных систем с элементами интеллекту-
ального управленияи [2, 3]. В процессе дорожного 
строительства выполняется точечный, выборочный 
неразрушающий контроль качества уплотнения 

с применением переносных приборов (экспресс-ме-
тод). Недостатком этого метода является отсутствие 
возможности осуществлять непрерывный контроль 
уплотнения по всей площади дорожного покрытия. 
Известны методы и средства непрерывного нераз-
рушающего контроля для вибрационных катков, ос-
нованные на спектральном анализе сигналов аксе-
лерометров, установленных на вибрационном вальце 
катка, например [4—12].

Экспериментальные исследования, посвящен-
ные проверке эффективности применения систем 
непрерывного контроля на вибрационных катках, 
показали, что существующие показатели качества 
уплотнения (CCV, CMV, RMV и ряд других) име-
ют значительную погрешность [1, 11, 12]. Это об-
стоятельство обусловлено тем, что существующие 
показатели уплотнения не учитывают переменные, 
оказывающие значительное влияние на качество 
уплотнения. Совершенствование и разработка ме-
тодов непрерывного неразрушающего контроля 
уплотнения дорожных материалов в реальном вре-
мени являются важной задачей, требующей своего 
решения [1].

Значительным резервом повышения эффектив-
ности дорожного строительства является увеличе-
ние коэффициента уплотнения Kу, обеспечиваемого 
рабочими органами асфальтоукладчика. Известны 
результаты испытаний АСФУ [13] с высокоэффек-
тивным рабочим органом (трамбующий брус, вибра-
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ционная плита, две прессующие планки), который 
обеспечивает получение стандартной плотности АБС 
типа А (ГОСТ 9128—2013 "Смеси асфальтобетонные, 
полимерасфальтобетонные, асфальтобетон, полиме-
расфальтобетон для автомобильных дорог и аэро-
дромов") при скорости 3 м/мин, экономию трудо-
вых и энергетических ресурсов за счет исключения 
из технологической цепи дорожных катков легкого 
и среднего типа.

Результаты экспериментальных исследова-
ний укладчика с эффективным рабочим органом 
(два трамбующих бруса, выглаживающая плита) 
в реальных условиях дорожного строительства [14] 
позволяют сделать вывод о наличии зависимости 
коэффициента уплотнения Kу АБС типа Б от мак-
симального усилия F в толкателях трамбующего 
бруса (рис. 1).

Исследования [14] проводили при скоростях 
укладчика 1,6...4,8 м/мин и частотах вращения экс-
центрикового вала 1100...1700 мин–1. Возрастание 
сопротивления смеси уплотнению происходит по-
степенно и достигает максимальных значений по-
сле 4—5 воздействий на смесь трамбующим бру-
сом [15, 16].

На основании исследований в рассматриваемой 
области для повышения эффективности дорожно-
строительных процессов, внедрения цифровизации 
в технологии строительства транспортной инфра-
структуры, применения средств автоматизации про-
цессов управления дорожно-строительными систе-
мами, авторами предложена идея разработки новых 
методов неразрушающих технологий непрерывного 
контроля уплотнения для АСФУ с использованием 
методов искусственного интеллекта.

Целью работы, результаты которой представле-
ны в настоящей статье, является решение важной 
научно-технической задачи, заключающейся в раз-
работке методов непрерывного неразрушающего 
контроля уплотнения дорожных материалов АСФУ 
на базе методов искусственного интеллекта и ма-
тематической статистики. Объектом исследования 
является система непрерывного неразрушающего 
контроля уплотнения дорожных материалов. Пред-
метом исследования являются зависимости процесса 
уплотнения дорожных материалов и методы искус-
ственного интеллекта применительно к рассматри-
ваемой проблемной области.

Методика исследования метода 
непрерывного контроля уплотнения

Специалистам известны результаты проведения 
полевых экспериментов в реальных условиях экс-
плуатации дорожно-строительной техники, особен-
но при строительстве асфальтобетонных дорожных 
покрытий. Для достижения поставленной цели 
участниками исследования из материалов научных 
публикаций получены экспериментальные данные 
исследований АСФУ с различными рабочими ор-
ганами, которые проводились на опытных полиго-
нах научно-исследовательских институтов ВНИИ-
Стройдормаш, СоюзДорНИИ, МАДИ и в реальных 
условиях строительства автомобильных дорог с не-
жесткими асфальтобетонными покрытиями [13—17]. 
В результате анализа и обработки этих данных полу-
чена выборка информативных признаков, влияющих 
на коэффициент уплотнения, фрагмент которой при-
веден в табл. 1.

Рис. 1. Схема рабочего органа укладчика* (а) и зависимость коэффициента уплотнения Kу от макси-
мального усилия F (б):
х – усилие в толкателе; y – коэффициент уплотнения Kу; R2 – коэффициент детерминации

* Брошюра VÖGELE. URL: https://www.wirtgen-group.com/binary/full/o5694v89_SUPER_1600_RU_2706704_
mPW_1118.pdf.
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Таблица 1

Выборка информативных признаков

Тип 
смеси 

(А-1, Б-2, 
В-3, Г-4)

Скорость 
асфальто-
укладчика, 

м/мин

Частота 
трамбую-

щего бруса, 
1/мин

Макси-
мальное 
усилие 

в толкателе, 
кН

Коэф-
фициент 
уплотне-

ния

1 1 180 10,1 0,93

2 1 360 7,5 0,85

3 1 720 7,6 0,87

4 1 1440 7,6 0,84

1 2 180 9,4 0,9

... ... ... ... ...

1 5 180 10,6 0,93

Толщина слоя покрытия в данном исследовании 
принята постоянной в диапазоне 0,04...0,08 м, для 
которого действительны экспериментальные данные, 
полученные участниками исследований, опублико-
ванные в работах [13—17].

Анализ современной научной и технической 
информации, проведенный участниками исследо-
вания, показал отсутствие предложений приборов 
для АСФУ, определяющих коэффициент уплотне-
ния АБС. Авторами предложен вариант функцио-
нальной схемы системы автоматического контроля 
уплотнения для АСФУ, реализующей новый метод 
на основе переменных параметров рабочего про-
цесса (рис. 2).

На рис. 2: u — регулирующий параметр объекта, 
изменение которого осуществляет оператор в зави-
симости от полученного значения коэффициента 
уплотнения; f — внешние возмущения, приложен-
ные к входу объекта управления; u′ = u + f; ОУ — 
объект управления; y — коэффициент уплотнения 
смеси после АСФУ; x1, x2, x3, x4, x5 — переменные 
на входе САКУ: показатель типа смеси, скорость 
АСФУ, усилие в толкателе трамбующего бруса, ча-
стота трамбующего бруса, толщина слоя покрытия 
соответственно. Объект управления — процесс вза-
имодействия рабочего органа АСФУ (трамбующий 
брус, вибрационная плита) и АБС.

Функциональная зависимость проектируемой 
САКУ:

 ( )y , , , , ,K Type F f ht= θ v  

где Kу — коэффициент уплотнения АБС; Type — пока-
затель типа АБС; v — скорость движения АСФУ, м/мин; 
F — усилие в толкателе трамбующего бруса, Н; ft — 
частота колебаний трамбующего бруса, Гц; h — тол-
щина покрытия, м.

Предложен следующий алгоритм решения иссле-
довательской задачи.

Шаг 1. Выполнить анализ экспериментальных 
данных, полученных участниками исследования из 
научных работ [13—17]. Получить образцы данных 
для вектора входных данных ИНС.

Шаг 2. Определить структуру модели ИНС и ме-
тодику проектирования.

Шаг 3. Выполнить обучение модели ИНС для 
создания САКУ.

Шаг 4. Провести численный эксперимент с мо-
делью, обученной ИНС в программе MATLAB/
Simulink, определить достоверность прогнозирова-
ния коэффициента уплотнения в режиме реального 
времени.

Результаты исследования. 
Анализ исходных данных 

для построения ИНС

По материалам работ [13—17] авторами насто-
ящей статьи получена выборка (2000 образцов) 
информативных эмпирических данных, фрагмент 
которых представлен в табл. 1. Объем образцов со-
ответствует требованиям большой выборки. Пере-
менные (факторы) — тип смеси, скорость движения 
АСФУ, частота трамбующего бруса и усилие в тол-
кателе трамбующего бруса имеют статистически 
значимое влияние на Kу АБС. Выполнена стати-
стическая проверка факторов функциональной за-
висимости Kу на мультиколлинеарность, результаты 
расчетов статистических показателей представлены 
в табл. 2.

Результаты проверки переменных на мультикол-
линеарность показали, что зависимости между ними 
незначительные и их можно использовать в качестве 
образцов данных входного слоя модели ИНС при об-
учении для прогнозирования Ку в режиме реального 
времени.

Нормализация (масштабирование) данных вход-
ного вектора для приведения их значений к интер-
валу [–1, 1] выполнена по следующей формуле:

( ) ( )min

max min
,n

x x b a
x a

x x

− −
= +

−

где xmax, xmin — минимальное и максимальное зна-
чения выборки входных данных соответственно; 
b, a — значения заданного интервала.Рис. 2. Функциональная схема системы контроля уплотнения



416 "Программная инженерия" Том 12, № 8, 2021

Настройка модели искусственной 
нейронной сети

Для построения модели ИНС отобраны 2000 об-
разцов экспериментальных данных (см. табл. 1). Для 
обучения сети обучающая выборка разделена слу-

чайным образом на три части — обучающую, про-
верочную и тестовую, в соотношении 70, 15 и 15 % 
соответственно [18].

Для исследования принята модель ИНС с прямой 
связью, состоящая из трех слоев, для прогнозирова-
ния Ку в режиме реального времени АСФУ (рис. 3). 

Таблица 2

Результаты проверки переменных на мультиколлинеарность

Фактор Статистический показатель

Фактор

Тип АБС
Скорость 

АСФУ

Частота 
трамбующего 

бруса

Усилие 
в толкателе 

трамбующего 
бруса

Тип АБС Корреляция Пирсона 1 –0,091 –0,124 –0,451

Значимость (двухсторонняя) — 0,359 0,210 0

Скорость АСФУ Корреляция Пирсона –0,091 1 0,127 –0,118

Значимость (двухсторонняя) 0,359 — 0,198 0,231

Частота трамбующего 
бруса

Корреляция Пирсона –0,124 0,127 1 0,552

Значимость (двухсторонняя) 0,210 0,198 — 0

Усилие в толкателе 
трамбующего бруса

Корреляция Пирсона –0,451 –0,118 0,552 1

Значимость (двухсторонняя) 0 0,231 0 —

Рис. 3. Архитектура модели искусственной нейронной сети
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Входной слой модели включает в себя четыре ней-
рона, соответствующие четырем параметрам: тип 
АБС, скорость движения АСФУ, частота трамбую-
щего бруса и усилие в толкателе трамбующего бруса; 
скрытый слой состоит из десяти нейронов, которые 
находятся между входными и выходными слоями; 
выходной слой определяет значение коэффициента 
уплотнения АБС.

В качестве функции активации на выходе скры-
того слоя использован гиперболический тангенс. 
Выходной слой определяет коэффициент уплотне-
ния смеси. Функция активации выходного слоя — 
линейная функция. Смещение представляет собой 
вес соединения с постоянным ненулевым значе-
нием, добавленным к сумме входных данных и со-
ответствующих весов. Входной сигнал проходит 
последовательно через все слои, выполняя вычис-
лительные операции, и преобразуется в выходной 
слой.

Выход каждого нейрона предыдущего слоя ней-
ронной сети соединен синаптическими связями со 
всеми входами нейронов следующего слоя. Таким 
образом, топология многослойной нейронной сети 
является однородной и регулярной [19]. На каждой 
эпохе на вход нейронной сети поочередно подаются 
все обучающие выборки, выходные значения сети 
сравниваются с желаемыми значениями и вычис-
ляется значение погрешности, которое использует-
ся для коррекции весов, и действия повторяются. 
Процесс обучения прекращается в том случае, если 
пройдено определенное число эпох или значение 
погрешности достигло определенного наперед за-
данного уровня.

На основании анализа существующих методов 
нейросетевой идентификации в настоящей статье 
представлены результаты использования метода 
обучения ИНС, основанного на алгоритме Левен-
берга—Марквардта (Levenberg—Marquardt Algorithm, 
LMA). Такой подход реализует нелинейный метод 
наименьших квадратов, в качестве показателя оп-
тимизации которого используется средняя квадра-
тичная ошибка (mean squared error, MSE) [18, 20, 21].

Чтобы определить число нейронов в скрытом слое, 
опробованы различные структуры ИНС с точки 
зрения итераций и числа скрытых слоев. Наимень-
шее значение MSE получено с десятью нейронами 
(рис. 4). Таким образом, ИНС с десятью нейронами 
в скрытом слое оказалась наиболее подходящей то-
пологией для модели ИНС.

Проведен анализ достоверности прогнозирова-
ния коэффициента уплотнения с помощью модели 
ИНС. Наилучшая эффективность проверки получена 
на эпохе 58 и равна 0,000115. При исследовании вли-
яния параметра скорости обучения методом LMA, 
для значений 0,0001, 0,001, 0,01 и 0,1 наибольшая 
точность ИНС была достигнута для значения 0,01. 
Чтобы оценить влияние числа тренировочных эпох 
(итераций) на точность ИНС, обучение проводилось 
в диапазоне 10...150 эпох.

Графики изменения MSE во время процесса обу-
чения (Train), проверки (Validation) и тестирования 
(Test) ИНС показаны на рис. 5. Процесс обучения 
ИНС прекращается, когда ошибка валидации пере-
стает уменьшаться. Уменьшение ошибки в данных 
тестирования показывает, как нейронная сеть будет 
обобщена для новых данных. Сеть достигла наилуч-
шего значения MSE после 58 итераций. Этот факт 

означает, что модель ИНС с прямой связью 
может прогнозировать коэффициент уплотне-
ния смеси с высокой степенью точности и обе-
спечить единообразное представление данных.

В результате моделирования рабочего 
процесса САКУ получены расчетные зна-
чения коэффициента уплотнения, которые 
отличаются от фактических не более чем на 
2 %. Наименьшая погрешность предсказа-
ния коэффициента уплотнения наблюдается 
у сетей с десятью нейронами в скрытом слое. 
Коэффициенты достоверности аппроксима-
ции при обучении, проверке и тестировании 
сети для всего набора данных составляют 
0,989, 0,974 и 0,952 соответственно. Получен-
ные результаты указывают на то, что разрабо-
танная модель ИНС с прямой связью способ-
на объяснить более 95 % измеренных данных 
и использоваться для прогнозирования коэф-
фициента уплотнения АБС.Рис. 4. Графикпроизводительности искусственной нейронной сети

Рис. 5. График обучения искусственной нейронной сети
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Заключение

Статья посвящена актуальным аспектам задачи 
разработки методов контроля коэффициента уплот-
нения АБС в режиме реального времени с использо-
ванием элементов искусственного интеллекта. Про-
веден анализ предпосылок построения нейросетевой 
САКУ для асфальтоукладчиков. Обоснована выбор-
ка образцов экспериментальных данных для обу-
чения ИНС. Предложена модель трехслойной ИНС 
с прямой связью, отвечающая реальным потреб-
ностям проблемной области. Входной слой данных 
ИНС включает следующие переменные: тип смеси; 
скоро с т ь  д ви жени я а сфа л ьт оу к ла д чик а ; 
частота трамбующего бруса; усилие в толкателе трам-
бующего бруса. Рассмотрены основные этапы на-
стройки используемой модели. Получены результаты 
обучения, проверки и тестирования модели ИНС 
с прямой связью, которые указывают на способность 
сети объяснить более 95 % измеренных данных при 
прогнозировании коэффициента уплотнения АБС.

Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 19-37-90052.
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The results of the research on the creation of an automatic compaction control system (ACCS) for pavers in 
real time are considered. The research is based on the methods of artifi cial neural networks (ANN). In this paper, 
an ANN model is obtained, with the help of which it is possible to determine the compaction coeffi cient (CC) of an 
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asphalt mixture. The input variables of the ACCS are the velocity of movement of the paver, the frequency of impacts 
of the tamper, the force in the pusher of the tamper, the type of mixture, the thickness of the layer. The results of a 
computational experiment on the calculation of CC in real time are presented. The ANN is able to explain more than 
98 % of the measured data.
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Целостность как аспект информационной безопасности: 

обзор современных подходов*

Статья представляет собой краткий обзор современных подходов к обеспечению целост-
ности как аспекта информационной безопасности. Сделана попытка рассмотреть соответ-
ствующие модели, политики и механизмы безопасности, а также их применение в разных пред-
метных областях. Статья рассчитана на читателя, знакомого с основами информационной 
безопасности.

Ключевые слова: информационная безопасность, кибербезопасность, целостность, модели 
безопасности, политика безопасности, механизмы безопасности, качество данных

Введение1

При рассмотрении вопросов информационной 
безопасности традиционно выделяют три аспекта:

 � конфиденциальность;
 � доступность;
 � целостность.

В процессе развития информационно-коммуни-
кационных технологий развивается, обогащается 
и трактовка этих аспектов. Обеспечение конфиденци-
альности перестало быть доминирующим требовани-
ем, но приватность как элемент конфиденциальности 
(или как самостоятельный аспект) привлекает, пожа-
луй, наибольшее внимание как на законодательном 
(защита персональных данных), так и на техническом 
(обезличивание больших данных) уровнях.

Интернет вещей определил новый уровень требо-
ваний к доступности. На первый план вышел сетевой 
доступ, без которого "умный" чайник воду не вски-
пятит. Следует заметить, что попытки блокировки 
некоторых интернет-ресурсов приводили к подоб-
ным бытовым проблемам.

Понятие целостности обогатилось, вероятно, в наи-
большей степени. Выросло число сущностей, целост-
ность которых необходимо обеспечить. К ним отно-
сятся и потоки данных, и аппаратные конфигурации, 
и логистические цепочки и многое другое. Под целост-
ностью стали понимать не только защищенность от 

* Результаты исследований, представленные в публика-
ции, выполнены в рамках государственного задания по про-
ведению фундаментальных научных исследований по теме 
(проекту) "38. Проблемы создания глобальных и интегри-
рованных информационно-телекоммуникационных систем 
и сетей, развитие технологий и стандартов GRID. Исследо-
вание и реализация программной платформы для перспек-
тивных многоядерных процессоров (0065-2019-0002)".

несанкционированной модификации, но и качество 
данных, их полноту и актуальность. Это обстоятель-
ство и послужило причиной написания настоящей 
статьи. По мнению авторов, систематическое изложе-
ние современных подходов к обеспечению целостности 
в литературе отсутствует и поэтому представленные 
в статье материалы и идеи будут востребованы.

Нет смысла ранжировать аспекты информацион-
ной безопасности по степени их важности, однако 
роль целостности хотелось бы подчеркнуть. Целост-
ность оказывается важнейшим аспектом информаци-
онной безопасности в тех случаях, когда информация 
является "руководством к действию", служит для при-
нятия решений. Рецептура лекарств, предписанные 
медицинские процедуры, набор и характеристики ком-
плектующих изделий, ход технологического процесса — 
все это примеры информации, нарушение целост-
ности которой может в буквальном смысле оказаться 
смертельным. Неприятно и искажение официальной 
информации, будь то текст закона или страница сай-
та правительственной организации. Компрометация 
целостности процесса электронного голосования ста-
вит под сомнение легитимность власти. Несанкцио-
нированное воздействие на финансовые потоки ведет 
к материальным потерям. Искажение навигационных 
данных способно привести к авариям. Можно приве-
сти множество других подобных примеров.

Предполагается, что читатель знаком с основами 
информационной безопасности. При необходимости 
можно обратиться к книгам [1, 2].

Понятие целостности

В соответствии с работой [1] в качестве отправной 
точки дадим следующее определение целостности: 
"Под целостностью понимается актуальность и не-
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противоречивость информации, ее защищенность от 
разрушения и несанкционированного изменения". 
Целостность можно подразделить на статическую, 
понимаемую как неизменность информационных 
объектов, и динамическую, относящуюся к коррект-
ному выполнению сложных действий (транзакций).

Целостность необходимо обеспечивать для раз-
личных сущностей: данных, программ, аппаратно-
программных комплексов. Соответственно, и трактов-
ка целостности для этих сущностей может различаться. 
Например, для субъектов важны аутентичность и не-
возможность отказаться от совершенных действий.

Проблемы целостности имеют место не только 
для отдельных сущностей, но и на стыке между 
ними. Можно представить себе две подсистемы ав-
тономного транспортного средства, одна из которых 
(нейросетевая) распознает дорожные знаки, а другая 
(традиционная) интерпретирует эти знаки и реаги-
рует на них. Очевидно, необходимо обеспечить це-
лостность ассоциаций между образами и трактовкой 
дорожных знаков.

Безопасность вообще и целостность в частности 
должны поддерживаться на протяжении всего жиз-
ненного цикла информационно-коммуникационных 
систем. Эта общая задача распадается на подзада-
чи, относящиеся и к подмножествам компонентов 
систем, и к отрезкам жизненного цикла. Таковы, 
например, средства обеспечения статической целост-
ности данных при их передаче по сети и при ре-
зервном копировании. Динамическую целостность 
должны поддерживать транзакции СУБД и средства 
установки программных коррекций.

Для современной трактовки понятия целостно-
сти характерен переход от бинарной оценки "целост-
ность есть/нет" к шкале качества (данных, программ 
и т. д.): низкое, среднее, высокое [3]. Качество оце-
нивается в соответствии с наперед заданными атри-
бутами и критериями и, таким образом, оказыва-
ется контекстно зависимым. Одним из возможных 
атрибутов является доверенность данных. Общий 
смысл требований состоит в том, что доверенные 
результаты не должны зависеть от недоверенных ис-
ходных данных.

Модель Кларка—Вильсона

В работе [4] Кларк и Вильсон предложили модель 
обеспечения целостности данных, приемлемую для 
современных коммерческих систем. Она основана 
не на привычных для традиционной безопасности 
понятиях грифа секретности и уровнях допуска, а на 
принятом в технологии программирования объектно-
ориентированном подходе. Это важно, поскольку 
информационная безопасность является, в первую 
очередь, ветвью информационных технологий.

Центральным понятием модели Кларка—Виль-
сона является правильно построенная транзакция. 
Только с помощью таких транзакций разрешается 
модифицировать данные. Это означает, что мани-

пулирование данными осуществляется посредством 
высокоуровневого объектного интерфейса, а не с по-
мощью низкоуровневых операций записи/чтения.

Второй составляющей модели служит принцип 
архитектурной безопасности, известный как "раз-
деление обязанностей". В выполнении правильно 
построенной транзакции должны участвовать по 
крайней мере два субъекта, что должно уменьшить 
вероятность намеренной подделки или случайной 
ошибки.

В модели Кларка—Вильсона контроль целост-
ности распространяется не на все данные, а только 
на так называемые ограниченные элементы данных 
(ОЭД), и осуществляется процедурами верифика-
ции целостности (ПВЦ). Различают внутреннюю 
и внешнюю целостность. Последняя определяет со-
гласованность компьютерных данных с окружением 
информационных систем. Процедуры верификации 
должны существовать и применяться для обоих ви-
дов целостности.

Правильно построенные транзакции реализуют 
процедуры преобразования (ПП) наборов ОЭД, пере-
водя их из одного корректного состояния в другое. 
Предполагается (и проверяется с помощью ПВЦ), что 
начальное состояние было корректным. Только ПП 
могут изменять ОЭД, в этом и состоит "ограничен-
ность" ОЭД.

Чтобы убедиться, что ПП реализуют правильно 
построенные транзакции, их необходимо серти-
фицировать. В общем случае это сложный ручной 
процесс. В сертификации нуждаются и ПВЦ. Таким 
образом, можно сформулировать следующие далее 
два требования по сертификации.

 � С1. Все ПВЦ должным образом проверяют 
целостность всех ОЭД.

 � С2. Все ПП переводят набор ОЭД из одного 
корректного состояния в другое. Строго говоря, это 
требование не только к самим ПП, но и к дисци-
плине их выполнения. Их возможный параллелизм 
не должен противоречить логической сериализации.

Другой класс требований относится к проведению 
политики безопасности в жизнь, которое осуществля-
ется системой. Требование П1 гласит, что изменения 
ОЭД выполняются только сертифицированными ПП.

Приведенные правила образуют основу внутрен-
ней целостности. Внешняя целостность базируется 
на разделении обязанностей.

 � С3. Должен быть сертифицирован список ПП, 
которые каждый пользователь может применять 
к ОЭД, и этот список соответствует принципу раз-
деления обязанностей.

 � П2. Система обеспечивает идентификацию 
и аутентификацию пользователей.

 � П3. Система контролирует, что пользователи 
применяют только ПП из правила С3.

Могут быть наложены и другие ограничения, 
например, выполнение некоторых действий только 
в рабочее время. Тогда понадобятся дополнительные 
правила сертификации и проведения в жизнь.
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К числу универсальных можно отнести правила 
С4. Все ПП должны быть сертифицированы на пред-
мет корректности протоколирования.

Кроме ОЭД, в системе существуют неограничен-
ные элементы данных (НЭД), которые могут обраба-
тываться ПП. Это не должно угрожать целостности. 
Отсюда следующее правило. 

С5. Все ПП, использующие НЭД в качестве вход-
ных данных, должны либо выполнять корректные 
преобразования, либо ничего не менять.

Выполнение стандартных требований к доверен-
ному пользователю обеспечивает правило П4. Только 
сертификатор может изменять список сертифициро-
ванных ПП и ассоциированных с ними ОЭД. Серти-
фикатор не должен иметь прав на выполнение ПП.

Модель Кларка—Вильсона не является формаль-
ной. В частности, сертификация — это неформализу-
емое, сложное, чреватое упущениями действие. Тем 
не менее модель представляется важной в идейном 
отношении. Ее смысл в использовании передовой 
технологии программирования и принципов архи-
тектурной безопасности. Без подобного фундамента 
никакой набор механизмов и мер безопасности не 
может быть эффективным.

Целостность как ожидаемое 
качество информации

Качество информации традиционно трактуется 
как соответствие спецификациям или пригодность 
для использования. Целостность имеет место, если 
данные (а также оборудование, персонал, система 
и т. п.) удовлетворяют заранее заданным критери-
ям качества, сформулированным с учетом контекста 
применения. Такой подход представляется логичным. 
Информационная безопасность считается обеспечен-
ной, если выполнены требования политики безопас-
ности. Целостность как аспект безопасности должна 
удовлетворять требованиям политики целостности.

Качество информации описывается набором 
атрибутов, таких как

 — точность;
 — непротиворечивость;
 — своевременность, которая означает как акту-

альность, так и оперативность обновления (для часто 
изменяемых данных);

 — допустимость;
 — полнота.

Информация — это результат интерпретации 
данных, который используется для принятия ре-
шений, поэтому понятие качества включает в себя 
такие аспекты, как понятность и удобство восприя-
тия пользователями. В корпорации IBM оценивают 
годовые потери от некачественных данных в США 
более чем в 3 трлн долларов [5].

Качество данных может страдать от ошибок вво-
да, от некорректных преобразований, проблемных 
вопросов интеграции данных из разных источников, 
из-за неполных или избыточных транзакций.

Для оценки, измерения и улучшения качества 
применяются каркасы целостности. Они учитыва-
ют контекст информационных систем, типы, формат 
и источники данных, характер обработки, способы 
хранения, потоки данных. Примером может служить 
каркас I*I, описанный в работе [6]. В нем учтены 
такие аспекты, как способность интеграции с суще-
ствующими системами.

Обработка больших данных заставляет по-новому 
подходить к проблеме целостности. Возрастает роль 
метаданных. Необходимо справляться с возможной 
семантической разнородностью разных источников 
данных. Следует выявлять и устранять дублирование 
данных, собирать вместе данные, относящиеся к одно-
му объекту. Без решения этих задач пользователь ри-
скует получить бессмысленный ответ на свой запрос.

Есть еще одна задача, требующая решения — на-
хождение верного баланса между целостностью ин-
тегрированных данных и приватностью. Возможно, 
в каких-то случаях придется пойти на сознатель-
ное снижение качества данных для удовлетворения 
требований приватности. Критерием здесь служит 
общая политика безопасности.

Следует заботиться и о живучести данных. Если они 
окажутся в устаревшем формате или на устаревшем но-
сителе, то по сути станут недоступными. Нужен мони-
торинг данных, проверки того, что данные можно из-
влечь и проинтерпретировать. Иногда для этого может 
потребоваться преобразование и перемещение данных.

Цифровые водяные знаки 
как инструмент поддержания целостности

Возможность восстановления критически важ-
ных данных, случайно или намеренно измененных 
или утерянных, требуется во многих приложениях 
баз данных. Резервное копирование — очевидное, 
но тяжеловесное решение, уместное для глобального 
восстановления. При локальных нарушениях жела-
тельно действовать проще и оперативнее. Цифровые 
водяные знаки направлены на достижение этой цели. 
Одна из возможных реализаций этого инструмента-
рия описана в работе [7].

Предлагаются водяные знаки двух видов:
 � для доказательства прав собственности (ав-

торства);
 � для выявления и исправления несанкциони-

рованных изменений данных.
В свою очередь, жизненный цикл водяных знаков 

включает четыре фазы:
 � подготовка водяных знаков;
 � вставка водяных знаков;
 � извлечение водяных знаков;
 � принятие решений.

Водяные знаки для доказательства прав собствен-
ности строятся путем вычисления хеш-функции от 
некоего идентификатора автора и секретного ключа. 
В роли идентификатора может выступать любой 
элемент данных, выбранный автором, например, 
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имя или фотография собственника. Поскольку ре-
зультат вычисления хеш-функции имеет фиксиро-
ванный размер, размер исходного идентификатора 
не имеет значения и может быть сколь угодно боль-
шим.

Водяные знаки для данных строятся более слож-
ным образом. Выбираются элементы отношений, 
которые считаются наиболее значимыми. То есть 
изначально не ставится цель полного восстановле-
ния, что-то несущественное может быть утеряно. 
Возможные значения существенных атрибутов раз-
биваются на кластеры, и для каждого элемента 
запоминается центроид соответствующего кластера. 
Однако следует отметить, что восстановление, если 
таковое понадобится, будет неточным. Степень гра-
нулярности при этом выбирает владелец.

Для экономии места строится набор идентифи-
каторов кластеров, именно они запоминаются в во-
дяных знаках. Детальная информация о кластерах 
хранится отдельно и используется при восстанов-
лении. Таким образом, водяные знаки для данных 
образуются как конкатенация идентификаторов кла-
стеров значимых элементов данных.

Подготовленные водяные знаки вставляются 
в наименее значащие части элементов базы дан-
ных, являющихся вещественными числами. Это 
небесспорное, но одно из возможных решений. 
Ради сохранения целостности значимых атрибутов 
несколько меняются менее значимые. Тем самым 
удается избежать увеличения размера базы данных. 
Отметим, что сходные приемы применяются в сте-
ганографии.

Для повышения безопасности в процесс встав-
ки водяных знаков внесен ряд тонкостей. Позиция 
в "хвосте" вещественного числа, начиная с которой 
встраивается водяной знак, выбирается "секретно". 
Водяные знаки для выявления и исправления не-
санкционированных изменений данных дублируют-
ся и вставляются несколько раз. Тем самым дости-
гается устойчивость к повреждению водяных знаков 
и возможность выбора правильного варианта путем 
голосования.

Извлечение водяных знаков и принятие решений 
по восстановлению данных выполняются очевидным 
образом.

По мнению авторов, цифровые водяные знаки — 
слишком тяжеловесное инструментальное средство, 
требующее от владельца базы данных принятия мно-
жества неочевидных решений. Такой подход портит 
данные и не обеспечивает их точного восстановле-
ния. Вероятно, две задачи — выявление нарушений 
целостности и восстановление данных — лучше 
решать отдельно, не стремясь к оперативности при 
восстановлении, поскольку это действие не должно 
требоваться часто. Цифровые водяные знаки можно 
рассматривать как обобщение корректирующих ко-

дов. Желательно сделать его проще и прямолинейнее, 
изначально предусмотрев накладные расходы и до-
полнительные, избыточные данные.

Возможно, продуктивной оказалась бы параллель 
между поддержанием целостности данных и обеспе-
чением радиационной стойкости микросхем. Соче-
тание рассредоточения с дублированием полезно 
в обоих случаях. На этом направлении требуются 
дополнительные исследования.

Заключение

Информационная безопасность развивается, 
развиваются и ее аспекты, такие как целостность. 
Развитие подходов к обеспечению целостности идет 
по трем основным направлениям:

 — совершенствование концептуальных основ 
(например, трактовка целостности как ожидаемого 
качества данных);

 — учет новых угроз (таких, например, как про-
граммы-вымогатели);

 — совершенствование механизмов безопасности 
(пример — цифровые водяные знаки).

Однако с практической точки зрения лучшими 
остаются простые решения, такие как представлен-
ные в руководстве [8]. Только систематический под-
ход способен принести успех (точнее, минимизиро-
вать проблемы) в обеспечении целостности.
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There are three main aspects of the information security:
• confi dentiality;
• availability;
• integrity.
Nowadays ensuring the confi dentiality has ceased to be the dominant requirement, but privacy as an element of 

confi dentiality (or as an independent aspect) attracts, perhaps, the greatest attention both at the legislative (personal 
data protection) and at the technical (depersonalization of big data) levels.

The Internet of Things has defi ned a new level of accessibility requirements. Network access has come to the fore, 
without it a (too) smart kettle will not boil water. (Attempts to block some Internet resources led to similar everyday problems.)

The number of entities whose integrity needs to be ensured has grown. These are data fl ows, hardware confi gu-
rations, logistics chains, and much more. Integrity began to be understood not only as security against unauthorized 
modifi cation, but also as the quality of data, their completeness and validity. This was the reason for writing this article. 
In our opinion, there is no systematic presentation of modern approaches to ensuring integrity in the literature and 
therefore it would be appropriate.

It makes no sense to rank the aspects of information security according to their importance, but we would like to 
emphasize the role of integrity. Integrity turns out to be the most important aspect of information security in those 
cases when information is a "guide to action" and serves to make decisions. The prescription of medicines, prescribed 
medical procedures, the set and characteristics of components, the course of the technological process — all these 
are examples of information, the violation of the integrity of which can literally be fatal. It is also unpleasant to distort 
offi cial information, whether it is the text of the law or the page of the website of a government organization. Com-
promising the integrity of the electronic voting process casts doubt on the legitimacy of the authorities. Unauthorized 
infl uence on fi nancial fl ows leads to material losses. Distortion of navigation data can lead to accidents. The article is 
an overview of modern approaches to ensuring integrity as an aspect of information security. An attempt is made to 
analyze the relevant models, policies and security mechanisms, as well as their application in different subject areas.
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Фрактальный анализ интервальных рядов простых чисел

Представлен подход к фрактальному анализу интервальных рядов, членами которых явля-
ются последовательные отклонения простых чисел натурального ряда. Вошедший в полную 
силу с конца прошлого века фрактальный анализ позволил выявить новые, необычные свойства 
геометрических и физических объектов и процессов, включая прогнозирование поведения вре-
менных и пространственных рядов. Объединение двух структурных блоков — пространственных 
интервальных рядов возрастающей мощности и фрактального множества — позволило приме-
нить к исследованию последовательности интервалов фрактальную методику. С ее помощью 
расширено представление о феномене интервалов простых чисел как о структуре, которая не 
противоречит характеру большинства природных явлений. С помощью метода Херста и скей-
линга установлено, что появление интервалов простых чисел не носит случайный характер. При 
ограничениях к доступной памяти компьютера проведены критериальные оценки интервальных 
рядов разной мощности и обнаружено, что они обладают свойствами масштабной инвариант-
ности, мультифрактальности и самоподобия. Проделанные оценки подтверждают принадлеж-
ность континуума простых чисел на всех уровнях масштабов к фрактальным множествам.

Ключевые слова: простые числа, отклонения, интервальный ряд, критериальные оценки, 
самоподобие, фрактальный анализ, показатель Херста

Еще раз о простых числах

Непреходящий интерес к простым числам объяс-
няется все большей их востребованностью в различ-
ных областях современной науки, информационных 
полях, шифровании, криптографии и т. п. Начиная 
с Эвклида, доказавшего, что не существует наиболь-
шего простого числа, т. е. ряд простых чисел беско-
нечен, их изучение вызвало к жизни значительный 
интерес выдающихся ученых последних столетий [1]. 
К их числу принадлежат Л. Эйлер, К. Гаусс, Б. Ри-
ман, А. Лежандр, П. Л. Чебышев, Ж. Адамар и многие 
другие ученые, включая современных. Непознанная 
тайна простых чисел упирается в алгоритмы опре-
деления их по аналитическим зависимостям или 
формулам. Исследование простых чисел получило 
новый подъем в связи с развитием компьютерной 
техники. В 1970 г. русским математиком Ю. В. Мати-
ясевичем было доказано, что существует многочлен 
пятой степени от многих переменных, множество по-
ложительных значений которого совпадает с множе-
ством простых чисел. Данное утверждение является 
следствием решения Ю. В. Матиясевичем десятой 
проблемы Гильберта [2]. В настоящее время известно 
число, имеющее 25 млн знаков. Вопрос о существо-
вании конечного большого интервала между двумя 
последующими простыми числами также не изучен. 
В свете современных представлений о мультипли-
кативности простых чисел как о псевдослучайном 
множестве, одновременно сохраняющем свойства как 
детерминированного, так и случайного множеств, 
кроется сложность их точного определения.

О фракталах и самоподобии 
фрактального множества

Под современным понятием "фрактал" (фрактáл, 
лат. fractus — дробленый, сломанный, разбитый) под-
разумевается графическое изображение определен-
ной структуры, которая в более крупном масштабе 
подобна сама себе [3]. Согласно одному из определе-
ний американского математика Б. Мандельброта [4] 
"Фракталом называется множество, хаусдорфова раз-
мерность которого строго больше его топологической 
размерности". Самоподобие предполагает, что копи-
рование и масштабирование некоторого эталонного 
образа позволяет природе легко создавать сложную 
многомасштабную структуру. Иначе, самоподобный 
объект в силу масштабной инвариантности состоит из 
частей, получающихся путем преобразования подобия 
целого объекта. Фрактальный объект статистически 
единообразен в широком диапазоне масштабов.

Реальные объекты имеют довольно четко огра-
ниченный интервал масштабов, в которых они про-
являют свою фрактальную природу. Для реального 
природного фрактала существует некоторый мини-
мальный масштаб длины lmin такой, что на рассто-
яниях l ≈ lmin его основное свойство — самоподо-
бие — пропадает. Кроме того, на достаточно больших 
масштабах длин l > lmax, где lmax — характерный гео-
метрический размер объектов, это свойство самопо-
добия также нарушается.

В идеальном случае (математический фрактал) та-
кое самоподобие приводит к тому, что фрактальный 
объект оказывается инвариантным относительно 
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масштабных изменений пространства (растяжений 
и сжатий).

Случайные формы многих физических объектов 
или процессов могут быть описаны фрактальным 
алгоритмом, включающим такое основополагающее 
понятие, как размерность. Это относится и к объек-
там, ранее определяемым топологически линейными. 
Кривые, построенные на плоскости по точкам и ви-
зуально воспринимаемые как гладкие, могут быть 
интерпретированы с позиции фрактальной (дробной) 
размерности. Исходя из введенного понятия фрак-
тальности, чем больше извилистость линии, тем 
больше ее фрактальная размерность и тем больше 
эта размерность отклоняется от ее топологической 
размерности. Интерпретация полученных результатов 
позволяет оценить, насколько плотно самоподобный 
объект заполняет область отклонений. При незначи-
тельной изломанности размерность кривой близка к 1. 
При большой извилистости кривая может заполнить 
всю плоскость, как если бы ее размерность устремля-
лась к топологической размерности, равной 2.

Для анализа фрактальности интервалов простых 
чисел можно располагать ограничениями как по вы-
бору минимального размера структуры, так и по его 
протяженности, так как длина интервального ряда 
является величиной неограниченной.

По численным значениям фрактальной размерности 
можно определить новые свойства и характеристики 
предмета исследования, представляющие значитель-
ный интерес. Применяя аналогичный подход к интер-
вальным рядам все возрастающей мощности, можно 
получить аналогичные оценки, включающие специфи-
ку последовательностей интервалов простых чисел.

Анализ фрактальности 
интервального ряда простых чисел

Из наблюдений за последовательностью интер-
валов простых чисел следует, что, с одной стороны, 
геометрическое расположение их значений на пло-
скости представляет собой ломаную кривую, соеди-
няющую отрезки разной длины. С другой стороны, 
их последовательность может быть интерпретирована 
как алгебраическая функция на дискретном множе-
стве натуральных чисел в виде пространственного 
ряда. Подход к определению фрактальности ряда не 
самих простых чисел, а их интервалов, продиктован 
видом ломаной, образующей кривую с переменны-
ми отклонениями, в отличие от монотонно возрас-
тающей последовательности самих простых чисел. 
Соединение дискретных точек интервалов опреде-
ляет непрерывную непериодическую функцию по 
пространственной координате с разрывной произ-
водной. Число простых чисел pr и их интервалов p 
в среднем на порядок меньше соответствующего им 
натурального числа из множества натуральных чисел 

{ } = 1, 2, 3,... .N  Интервальный ряд простых чисел 
(ИРПЧ) представляется как разность двух соседних 
значений последовательности простых чисел pr :

1 , 1, 2,...i i ip pr pr i+= − =

Интерпретация интервального ряда порождает 
применение различных методик расчета фракталь-
ности ИРПЧ. При этом речь идет не о прогнозной 
точности определения отклонений, а о выявлении 
особенностей фрактальности все возрастающих по-
следовательностей интервалов простых чисел.

Постановка задачи
Определить фрактальный характер ИРПЧ с эле-

ментами pi, i = {1, 2, 3, ..., k} конечного множества 
A{p} при возрастающем числе элементов, которые 
являются подмножествами бесконечного множе-
ства B{p} с элементами pi, i = {1, 2, 3, ..., }, так 
что ( ) .A B p A p B⊆ ⇔ ∈ ⇒ ∈  Определить свойства 
масштабной инвариантности (скейлинга) и мультиф-
рактальности ИРПЧ разной длины.

Следует выяснить, подчиняются ли результаты ал-
горитмов расчета фрактальной размерности степен-
ным законам. Степенные зависимости характерны 
для математического выражения свойств фракталь-
ного самоподобия, повторения самое себя на разных 
масштабных уровнях (скейлинга). Следует устано-
вить, насколько ИПРЧ как фрактал единообразно 
устроен в широком диапазоне масштабных измене-
ний натуральных чисел. А также, как ИРПЧ разной 
длины проявляет свойства мультифрактальности, 
в какой степени одной фрактальной размерности 
недостаточно для описания его пространственного 
изменения и необходим спектр этого показателя.

Наиболее известным и часто применяемым 
методом оценки фрактальности временныґх рядов 
является метод Херста, "нормированного размаха" 
(R/S-анализ или R/S-статистика), названного в честь 
автора метода, британского гидролога Гарольда 
Эдвина Херста (H. E. Hurst) [5].

Показатель (критерий) Херста H может изменять-
ся в широких пределах и позволяет сделать выводы 
о фрактальной размерности, наличии непериодиче-
ских циклов, долговременной памяти и других ха-
рактеристиках процесса. Через показатель H могут 
быть выражены алгебраические оценки самоподоб-
ного (self-similarity coefficient of Hurst) процесса.

Обоснование фрактальности (самоподобия) 
ИРПЧ проводится на основании вычисленных по-
казателей Херста H и определения степенной за-
висимости статистических показателей от выборки 
(длины интервального ряда).

Метод Херста
Задается ряд длиной n с элементами , 1,ip i n= . 

Анализируемый ряд разделяют на k смежных пери-
одов (масштабов, блоков) длиной m. Для простоты 
будем считать, что m уменьшается в целое число раз. 
При изменении числа k разбиений изменяется чис-
ло элементов m в новом блоке и проводятся иден-
тичные расчеты как и при первом разбиении: 

1 22 ... /2,km m m n< < =m  k = n/m.

Показатель Херста H в общем случае вычисляется 
по формуле

 H = ln(R/S)/ln(аn), (1)
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где R — разность накопленных отклонений элемен-
тов ряда выборки наблюдений длиной n; S — стан-
дартное отклонение наблюдений; а — задаваемая 
константа.

Расчет показателя H проводится по следующей 
схеме.

1. По каждой группе периодов с m элементами 
рассчитывается стандартное отклонение:

( )
1

21
   .

m

im m
i

p pS
m =

−= ∑
2. Среднее значение элементов за период:

1

1
  .

m

m i
i

p p
m =

= ∑
3. Накопленное отклонение ряда от среднего зна-

чения :
kmp

( )1  
1

Z  =
u

u u m i m
i

p p
=

−∑m m 

4. Размах накопленных сумм (the adjusted range of 
cumulative sums) — разность между максимальным 
и минимальным накопленными значениями:

1 1max ( ) min ( ).m u m u u m uR Z Z= −m m m m

5. Величина размаха Rm нормируется значением 
эмпирического стандартного отклонения: / .m mR S

6. Среднее значение размаха вариации по всем 
k-м группам m делителей:

/

1

1
.

n m

im i

R R
S k S=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

Окончательный расчет состоит в вычислении ло-
гарифмов (R/S)m для k выбранных периодов. Каж-
дый масштаб m напоминает другие масштабы, но 
не идентичен им. Отдельные периоды качественно 
самоподобны другим периодам. Коэффициент Хер-
ста Н находится методом наименьших квадратов из 
оценки углового коэффициента линейной регрес-
сии в двойном логарифмическом масштабе для всего 
спектра выбранных значений m:

ln( / ) ln( ) ln( ),R S H m a= +

откуда

 
( )ln /

.
ln( )

R S
H

am
=  (2)

Основание логарифмов не имеет значения. Наклон 
линии регрессии Н определяет, насколько быстро 
растет общее среднее квадратичное отклонение S 
локальных флуктуаций интервалов простых чисел p 
с увеличением размера выборки m. Критерий Н 
определяет накопление и наследование прошлой 
информации и может быть представлен степенной 
зависимостью исходя из формулы (2): / .HR S am=

Изменение масштаба по степенному закону — 
признак самоподобия и, как следствие, фрактально-
сти пространственного ряда. Традиционная трактов-
ка показателя Херста отработана на многочисленных 
примерах. Критерий Н определяется на отрезке [0, 1] 
и трактуется в перечисленных далее пределах.

 � Значение 0,5 < Н < 1 — процесс представляет 
собой персистентный ряд (с "положительной" памя-
тью). Если ряд возрастает (убывает) в предыдущий 
период, то с большой вероятностью он будет сохра-
нять эту тенденцию какое-то время в будущем.

 � Значение Н = 0,5 характеризует стохастиче-
ский ряд, для которого возможна любая смена на-
правления, указывает на его случайный характер. 
События случайны и не коррелированы. Настоящее 
не влияет на будущее. Чем ближе Н к 0,5, тем бо-
лее зашумлен ряд и тем менее выражен его тренд. 
В курсах статистики говорится, что природа следует 
нормальному распределению. Открытие Херста это 
положение опровергает. Показатель Херста имеет тен-
денцию даже на случайных рядах оценивать их как 
персистентные (обладающие трендами), завышая H. 
Исследования многих ученых показывают, что дина-
мике рыночных цен соответствуют показатели Херста 
намного больше 0,5. Этот факт свидетельствует о том, 
что динамика рыночных цен не является случайной.

 � Значение 0 < H < 0,5 — антиперсистентный 
ряд, для которого более вероятна смена предыдущего 
направления показаний, т. е. возрастание в прошлом 
более вероятно приводит к убыванию в будущем. 
Данный диапазон соответствует антиперсистент-
ным, или эргодическим рядам. Устойчивость тако-
го антиперсистентного поведения зависит от того, 
насколько Н близко к нулю. Такой ряд более измен-
чив, чем ряд случайный, так как состоит из частых 
реверсов спад-подъем. Если показатель Херста при-
нимает значения меньше 0,5, то считается, что ряд 
имеет хаотическое поведение.

Чем выше показатель Херста, тем меньше на про-
странственном ряду "зазубрин". При показателе Херста, 
равном единице, будем иметь гладкую прямую (вос-
ходящий или нисходящий тренд). Для получения до-
стоверной оценки показателя Н требуется достаточно 
большое количество данных (тысячи значений), иначе 
полученные оценки могут оказаться некорректными. 
Известные данные о ранее проводимых расчетах пока-
зали, что наиболее достоверными являются результаты 
при выборе не самых маленьких и не самых больших 
периодов (блоков) расчета. Фрактальная размерность D 
(оценка степени изломанности кривой или точечных 
показаний ряда) определяется по формуле

 D = 2 – H. (3)

R/S-анализ интервальных рядов 
простых чисел

Применим R/S-анализ к ИРПЧ. Из временнόго 
ряда длиной n выделяются смежные периоды мас-
штабирования длиной m элементов, где k = n/m — 
число периодов. Периоды m и соответствующее им 
разбиение на k групп ограничиваются значениями 
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min max,m m mm m  max min.k k kl l  Для ИРПЧ длиной n, 

равной 29, 210, 214, 219, 222, 225, периоды изменяют-
ся в пределах 4 42 2 .nm −m m  На основании расчетов 
пяти кривых нормированного размаха по отношению 
к периоду масштабирования проводится сравнение 
полученных для них показателей Херста Н. На рис. 1 
в двойном логарифмическом масштабе показана за-
висимость R/S от m с графиком линейной регрессии 
для задаваемых значений n.

Для сравнения на рис. 2 помещен график зависи-
мости 2log /R S  от логарифма числа точек разбиения 

2log ,k  полученный при транспонировании исходной 
матрицы / ( , ) / ( , ),*R S m k R S k m→  на основании ко-
торого показатель Херста получается равным пре-
дыдущему значению H, но противоположным ему 
по знаку. Такой подход допускает более наглядное 
представление о фрактальности ИРПЧ.

На графиках рис. 2 прослеживается возрастание 
отклонения и смещение статистической кривой от ее 
интерполяции с ростом длины ряда при сохранении 
картины подобия кривых.

Как видно на графиках, изменение углов накло-
на (показателей Херста) возрастает с ростом длины 
ряда n от значений 0,582 до 0,701. Значение H = 0,583 
получено для последовательности n, равной 29 = 512. 
Показания H подтверждают характер мультифрак-
тальности рассматриваемых рядов.

Коэффициенты H превосходят значение 0,5, соот-
ветствующее случайному процессу, и характеризуют 
персистентное поведение ряда. Сила этого смещения 
зависит от того, насколько Н больше 0,5. На практике 
это означает, что имеет место эффект долговременной 
или даже "бесконечной" памяти, и любое направление 
изменчивости в настоящем с большой вероятностью 
сохранится в будущем (значение отдельных интерва-
лов простых чисел постепенно возрастает).

Степень зависимости показаний между смежны-
ми периодами выражается корреляционным соот-
ношением, возрастающим с ростом Н:  ( )2 12 1,HC −= −  
где С — мера корреляции. Так, для H = 0,582, C равно 
0,12; для H = 0,701, C равно 0,32, а для H = 1, C равно 1 
(линейная зависимость).

Фрактальная размерность, в соответствии 
с формулой (3), изменяется от 
D = 1,418 до D = 1,299. Уменьше-
ние значения D свидетельствует 
о снижении относительной изло-
манности ИРПЧ, что вполне зако-
номерно согласно показаниям ко-
эффициента Херста. В таблице раз-
мещены вычисленные по методу 
Херста значения коэффициента H 
и фрактальной размерности D для 
рассмотренных рядов.

На рис. 3 показана скорость 
появления новых интервалов pnov 
в зависимости от соответству-
ющих им простых чисел pr, при 
этом значение pnov/pr уменьшается 
на пять порядков.

Относительные разности по-
казателей Херста  (ΔH/H )i = 
= (Hi – Hi –1)/Hi, i = 3, 4, 5, 6, 
7,  равные 0,0652, 0,0552, 0,0293, 
0,0239, 0,0078, позволяют про-
следить, с какой скоростью отно-
шения убывают с ростом длины 
ряда. На рис. 4 отражен график 
этой зависимости интерполя-
цией функции второго порядка. 
На графике видно, что в пределе 
отношение ΔH/H достаточно бы-
стро убывает уже при длине ряда 
n = 226.

На рис. 5 (см. вторую сторону 
обложки) прослеживается зави-
симость размерности D от 2log ,n  
асимптотическое стремление раз-
мерности к значению, близкому 
1,3, что согласуется с изменения-
ми коэффициента Херста.

На рис. 6 (см. вторую сто-
рон у обложки) приведены 

Рис. 1. Двойная логарифмическая зависимость кривых нормированного размаха R/S 
от периодов m с линейной интерполяцией для заданных значений длины ряда n:
1 — 210; 2 — 214; 3 — 219; 4 — 222; 5 — 225 (а); а также отдельно для n = 210 (б) и n = 225 (в)
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графики расчета ИРПЧ длиной n = 219 с за-
данными периодами m = 24, 25, 26, 28, 210, 215. 
Число выбранных элементов определяется величиной 
k = n/m. Пространственный ряд переменных масшта-
бируется в интервале [0, 1]. По оси х отложен масшта-
бированный ряд Notn. По оси у — значения переменных 
(интервалов простых чисел), соответствующих дро-
блению на k периодов для выбранных делителей m [6]. 
Сравнительная картина распределения интервалов 
определяет вид подобия ИРПЧ при скелинге (изме-
нении масштаба выборки).  На рис. 6 просматрива-
ется схожее положение максимумов и минимумов на 
кривых, полученных при различном масштабирова-
нии, чем лишний раз подтверждается фрактальный 
характер последовательности интервалов как стати-
стически самоподобной структуры. Каждый масштаб 
напоминает другие масштабы, но не идентичен им. 
Это свойство делает фрактал ИРПЧ масштабно-ин-
вариантным (сравните рис. 6, а, б и рис. 6, г, д).

Совместная картина распределения интервалов 
для разных периодов, сведенная к единому масштабу, 
приведена на кривых рис. 7 (см. третью сторону об-
ложки), где по нижним двум ломаным а и б (см. рис. 6) 
заметно их статистическое подобие (пространствен-
ное совпадение максимумов и минимумов).

На рис. 8 (см. третью сторону обложки) показа-
но расположение кривых интервалов простых чисел 
в полярных координатах при произвольных периодах 
масштабирования.

Выводы

Предложена методика фрактального анализа 
структуры интервалов рассмотренных последова-
тельностей.

Исследование и расчеты проводились на основе 
ограниченных, но все возрастающих рядов интер-
валов простых чисел.

В качестве метода определения фрактальности ин-
тервальных рядов использован метод Херста при скей-
линговом масштабировании. Обнаружено, что ряды 
разной длины имеют мультифрактальный характер 
и обладают свойствами самоподобия. С увеличением 
длины ряда (в пределах рассмотренных последователь-
ностей) персистентный характер их поведения возрас-
тает (показатель Херста Н меняется от 0,583 до 0,701), 

Рис. 2. Двойная логарифмическая зависимость нормированных 
размахов R/S и их линейных интерполяций от масштаба k для 
разной длины ИРПЧ n:
1 — 210; 2 — 214; 3 — 219; 4 — 222; 5 — 225

Соответствие между длиной ИРПЧ, 
коэффициентами Херста и фрактальной размерностью

n 29 210 214 219 222 225 226

H 0,5834 0,5820 0,6226 0,6590 0,6789 0,6956 0,7010

D 1,4166 1,4180 1,3774 1,3410 1,3211 1,3045 1,2990

Рис. 3. Зависимость новых интервалов pnov от соответствую-
щих им простых чисел pr

Рис. 4. Отношение приращения коэффициента Херста к его 
верхнему значению с ростом ИРПЧ:
1 — расчет; 2 — аппроксимация
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но имеет тенденцию резкого снижения скорости из-
менения с ростом длины ИРПЧ. Соответствующая 
фрактальная размерность D в пространстве возрас-
тающих интервальных рядов n = 29...226 изменяется 
от 1,42 до 1,30, убывая с ростом ряда.

Установлено, что появление интервалов простых 
чисел не носит случайный характер, так как значения 
показателей Херста H, в пределах изменения этого 
критерия, превышают значение, близкое к 0,5 — по-
казателя случайности процесса. В то же время не 
обнаружено детерминированного характера поведе-
ния рядов в асимптотике, которое возможно только 
при значении H = 1, которое вряд ли достижимо при 
наблюдаемом резком снижении скорости изменения 
показателя Херста с увеличением мощности после-
довательностей.

Разработка новых алгоритмов при изучении воз-
растающих по длине ИРПЧ может позволить вы-
явить новые свойства интервалов простых чисел, 
области их самоподобия и определить способы их 

прогнозирования. Дальнейшее исследование ИРПЧ 
планируется с использованием статистических оце-
нок полученных критериев и показателей.

Во многом решение обсуждаемого в настоящей 
статье вопроса упирается в расширение возможности 
использования современных высокотехнологических 
средств компьютеризации.
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Создание адаптивного учебного курса 

по математическим основам машинного обучения

Представленная работа посвящена опыту создания учебного курса по математическим 
основам машинного обучения. Данный курс ориентирован на студентов и аспирантов матема-
тических специальностей. В нем выделяются базовая и вариативная части. Обязательная ба-
зовая часть строится вокруг модели PAC-обучения и решения задачи бинарной классификации. 
В рамках вариативной части рассмотрены вопросы слабой обучаемости и методы бустинга. 
Обсуждена методика изменения вариативной части курса.

Ключевые слова: учебный курс, машинное обучение, PAC-обучение, бустинг

Введение

В настоящее время развитие информационных 
технологий тесно связано с созданием и применени-
ем методов машинного обучения и анализа данных. 
По этой причине возрастает потребность в подго-
товке специалистов в этой области.

Очень часто изучение методов машинного обу-
чения совмещено с изучением некоторого языка 
программирования и средств его специализирован-
ной библиотеки [1, 2]. Подобный подход безусловно 
оправдан, потому что обеспечивает возможность 
ускоренного применения полученных знаний на 
практике. В то же время следует отметить, что при 
таком подходе на первый план выходит не изучение 
методов машинного обучения, а некоторый набор 
методических приемов по использованию средств 
специализированной библиотеки.

Настоящая публикация посвящена вопросам по-
строения учебного курса, ориентированного на изу-
чение математических основ машинного обучения. 
Попытаемся более конкретно охарактеризовать эту 
учебную дисциплину или, возможно, набор взаимо-
связанных дисциплин.

Существует два основных подхода к построению 
математической теории обучения. Исторически пер-
вым из них является вычислительная теория обучения 
(computational learning theory) [3]. В рамках этого под-
хода была предложена ставшая классической модель 
обучения PAC (Probably Approximately Correct) [4]. При 
определении модели PAC-обучения используется 
понятие вероятности. Однако в качестве основного 
данный подход использует математический аппарат 
теории вычислимости. Второй подход получил на-
звание статистической теории обучения (statistical 
learning theory) [5—9]. Как видно из названия, данный 
подход в качестве основного использует математиче-
ский аппарат теории вероятностей и математической 
статистики.

Несмотря на имеющиеся различия, эти два под-
хода имеют значительное пересечение. В рамках 
каждого из них может быть изложена теория PAC-
обучения, а также материал, посвященный постро-
ению "сильных" обучающих алгоритмов с помощью 
методов бустинга [10]. Таким образом, для изложения 
материала учебного курса необходимо выбрать либо 
нотацию вычислительной теории обучения, либо но-
тацию, принятую в статистической теории обучения. 
Очевидно, что подобный выбор будет влиять на со-
став учебного курса. В дальнейшем будем предпо-
лагать, что в качестве основной выбирается нотация 
статистической теории обучения.

В статистической теории обучения можно выде-
лить три основных раздела. Эти разделы посвяще-
ны соответственно решению задач: прогнозирования 
(prediction) [6], оценки плотности вероятностных 
распределений (density estimation) [11] и кластериза-
ции (clustering) [12].

Попытка равномерно охватить все три раздела 
в рамках одного учебного курса может привести либо 
к превышению его разумной продолжительности, 
либо к неизбежной поверхностности изложения. 
В такой ситуации разумно акцентировать внимание 
на задаче прогнозирования, с которой связаны фун-
даментальные модели обучения, и, по возможности, 
факультативно затрагивать темы из двух других раз-
делов. Даже в этом случае при изложении материала 
учебного курса можно сделать основной акцент или 
полностью ограничиться только рассмотрением за-
дачи классификации [13], или только задачи восста-
новления регрессии [14, 15]. Конечно, в такой ситу-
ации желательно добиться разумного компромисса.

В работе предлагается подход к построению про-
граммы учебного курса на основе выбора централь-
ной темы. В качестве примера центральной темы 
будет рассматриваться алгоритм AdaBoost. При этом 
материал курса логически разбивается на три части. 
В первой, вводной части излагаются фундаменталь-
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ные результаты, относящиеся к математической тео-
рии машинного обучения. Однако материал подби-
рается и структурируется таким образом, чтобы во 
второй части можно было бы максимально подробно 
и детально проработать выбранную центральную 
тему. Третья часть посвящена развитию результатов 
и идей, заложенных в центральной теме.

При таком выборе центральной темы основной ак-
цент учебного курса будет сделан на задачу классифи-
кации. Примеры, связанные с задачей восстановления 
регрессии, естественным образом возникнут в третьей 
части курса. Анализ алгоритма AdaBoost позволит рас-
смотреть проблематику вычислительной теории обуче-
ния в сравнении со статистической теорией обучения.

Предлагаемый подход к построению учебного 
курса является адаптивным. Он предполагает воз-
можность изменения центральной темы. Для этого 
в первой, вводной части учебного курса предполага-
ется выделение ядра, которое не должно изменяться 
при такой замене.

Важной частью построения учебного курса явля-
ется его позиционирование по отношению к базовым 
и смежным учебным дисциплинам. В рассматривае-
мом случае предполагается, что учащийся обладает 
знаниями в объеме университетских курсов по дей-
ствительному анализу [16, 17] и теории вероятно-
стей [18, 19]. Сразу возникает ряд взаимосвязанных 
вопросов, детальному обсуждению которых, наряду 
с задачей построения адаптивной программы учеб-
ного курса, посвящено основное содержание данной 
работы. Кратко сформулируем их.

Достаточно ли этого базового объема знаний для 
освоения материала нового учебного курса? Как по-
ступать, если ответ на этот вопрос отрицательный? 
Как обеспечить непрерывность математического 
образования? Необходимо суметь перекинуть свое-
образный мост между базовыми дисциплинами и но-
вым учебным курсом. Существует ряд тем, которые 
могут параллельно излагаться в рамках разных учеб-
ных курсов. Желательно по возможности избегать 
дублирования материала, согласуя структуру ново-
го учебного курса с образовательной программой 
учебного заведения, где предполагается его чтение.

Перейдем к более подробному рассмотрению обо-
значенных вопросов.

1. Переход от задачи оценки параметров 
к задаче прогнозирования

Перейдем к рассмотрению вопросов, связанных 
с организацией введения в предмет учебного курса. 
Как это было отмечено выше, от учащегося предпо-
лагается наличие начальной теоретической подго-
товки в области теории вероятностей и математиче-
ской статистики [18, 19]. В результате построения по-
добного введения требуется достижение двух целей.

С одной стороны, требуется показать общность 
и преемственность методов между классическими 
разделами математической статистики и статисти-
ческой теории обучения. С другой стороны, необ-
ходимо обозначить круг вопросов, характерных для 
статистической теории обучения.

Этих целей можно добиться, начав с рассмо-
трения классической задачи оценки параметров 
семейств вероятностных распределений, которая 
традиционно включается во все начальные курсы 
по математической статистике. Однако для решения 
этой задачи применить методы неасимптотической 
статистики, базирующиеся на использовании нера-
венств концентрации меры [20]. После этого можно 
перейти к рассмотрению примеров решения задачи 
прогнозирования, базирующихся на применении 
этих новых методов.

1.1. Неасимптотический подход в статистике
Рассмотрим схему испытаний Бернулли, в рам-

ках которой проводится m независимых наблюдений 
над случайной величиной, принимающей значение 
1 (успех) с вероятностью θ и значение 0 (неудача) 
с вероятностью 1 – θ. По результатам наблюдений 
x = (x1, x2, ..., xm) требуется оценить значение параметра θ. 
Для этого можно воспользоваться приближенной 
оценкой этого параметра

� ( )
1

1
.

m

i
i

x
m =

θ = ∑x

Насколько качественным является это постро-
енное приближение? Для ответа на этот вопрос за-
фиксируем два произвольно выбранных числовых 
параметра ( ), 0, 1 .ε δ ∈  Первый параметр называется 
точностью, а второй параметр называется достовер-
ностью. После этого следует оценить вероятность 
события � ( )� θ − θ εx m  и проверить, что эта вероят-
ность не меньше, чем 1 – δ.

Применяя центральную предельную теорему, 
можно получить следующую оценку убывания ве-
роятности рассматриваемого события:

� ( ){ } ( )
2

2 1:� .P �
m

m

− ε
θ −θθ − θ >εx x e�

Асимптотическое неравенство не позволяет точно 
указать число наблюдений m, при котором вероят-
ность рассматриваемого события не будет превос-
ходить заданное значение δ. Этот факт является 
существенным недостатком, который может быть 
преодолен с помощью использования неравенств 
концентрации меры.

Применяя неравенство Хёфдинга, которое более 
подробно будет рассмотрено в подразд. 2.2, получим

� ( ){ } 22P :� � 2 .m m− εθ − θ >εx x em

Ограничивая правую часть этого неравенства ве-
личиной δ, получим решение

( ) 2

1 2
, ln .

2
m m

⎡ ⎤⎛ ⎞ε δ = ⎜ ⎟⎢ ⎥δε ⎝ ⎠⎢ ⎥
l

Из описанного примера может быть выделена об-
щая схема построения решения, которая обобщается 
и на другие классы задач. В этих задачах требуется 
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построить некоторый объект. В рассмотренном при-
мере это была числовая характеристика θ. Однако 
изначально на природу такого объекта не накла-
дываются никакие ограничения. В качестве такого 
объекта может выступать, например, функция или 
граф. Объект строится приближенно с помощью 
некоторого алгоритма, на вход которому подается 
набор значений (наблюдений, примеров), имеющих 
статистическую природу. При этом учитывается раз-
мер m этого набора. В рассмотренном примере это 
была величина � ( ) .θ x  Имеется возможность оценить 
точность построенного приближения с помощью 
вещественного параметра ε. Для рассматриваемого 
алгоритма существует функция сложности m(ε, δ), 
зависящая от значений параметров точности и до-
стоверности и обладающая следующим свойством. 
Если размер набора входных значений ( ), ,m m ε δl  
то с вероятностью не меньшей, чем 1 – δ, алгоритм 
построит приближения с точностью ε.

В описанной схеме естественным образом воз-
никают два вопроса, поиск ответов на которые опре-
деляет два возможных направления исследований. 
Первый вопрос отражает статистический взгляд на 
проблемную область. В рамках этого направления 
строятся и анализируются оценки функций слож-
ности m(ε, δ). При этом конструктивные вопросы 
построения соответствующих приближенных ал-
горитмов игнорируются. Второй вопрос отражает 
вычислительный взгляд на проблемную область. 
В качестве основного предмета исследований вы-
ступает сложность рассматриваемых приближенных 
алгоритмов. При переходе от задачи оценки параме-
тров к задаче обучения функций эти два направле-
ния трансформируются, соответственно, в предмет 
исследований статистической и вычислительной 
теории обучения.

1.2. Распознавание прямоугольников

Переход к постановке задачи прогнозирования 
также можно осуществить, начав с рассмотрения не-
которых демонстрационных примеров. В качестве 
одного из таких примеров кратко разберем задачу 
распознавания прямоугольников на плоскости. Впер-
вые решение этой задачи было представлено в рабо-
те [21]. Рассмотрение этой задачи часто включается 
в учебные пособия [3, 7, 8] и лекционные курсы [22] 
по машинному обучению.

В задаче рассматриваются прямоугольники на 
плоскости, стороны которых параллельны коорди-
натным осям. Заметим, что каждый такой прямо-
угольник можно отождествить с характеристической 
функцией множества точек, лежащих внутри него. 
Предположим, что зафиксирован некоторый прямо-
угольник, о котором известна неполная информация. 
Имеется набор точек (примеров), о которых известно, 
лежат ли они внутри прямоугольника или нет. Требу-
ется по этому набору точек построить приближенный 
прямоугольник. Для этого можно воспользоваться 
следующим алгоритмом. Из набора примеров вы-
деляется множество точек, лежащих внутри неиз-
вестного прямоугольника. В качестве приближен-

ного прямоугольника выбирается минимальный от-
носительно теоретико-множественного включения 
прямоугольник, содержащий это множество точек.

Делается предположение о том, что существует 
вероятностное распределение, заданное на множе-
стве точек евклидовой плоскости. В соответствии 
с этим распределением генерируются примеры для 
построения приближенного прямоугольника. Это ве-
роятностное распределение также используется для 
определения близости между двумя прямоугольни-
ками. В качестве меры близости берется вероятность 
симметрической разности этих прямоугольников.

Для описанного алгоритма функция сложности 
имеет вид

( ) 4 4
, ln .m

⎡ ⎤⎛ ⎞ε δ = ⎜ ⎟⎢ ⎥ε δ⎝ ⎠⎢ ⎥

Следует отметить, что вид этой функции не за-
висит от вероятностного распределения.

Данный пример имеет важное методическое зна-
чение. Для закрепления практических навыков этот 
пример может быть обобщен на случай вещественно-
го евклидового пространства любой фиксированной 
размерности.

2. Полнота базовых учебных дисциплин

Выделим ряд результатов, относящихся к теории 
вероятностей и теории меры, которые играют клю-
чевую роль при изложении математической теории 
машинного обучения. При этом следует отметить, 
что эти результаты не включаются в базовые учебные 
курсы [16—18].

2.1. Задача бинарной классификации
Вначале остановимся на задаче бинарной клас-

сификации. Предположим, что задано некоторое 
непустое множество объектов x и множество меток 
y = {0, 1}. Произвольная функция вида :�f x y→  на-
зывается классификатором. Качество классификато-
ра оценивается относительно вероятностной меры P, 
заданной на xЅy. Изначально на эту вероятностную 
меру не накладываются никакие ограничения. Тре-
буется только, чтобы она была зафиксирована.

Вводится функция риска ( ) ( ){ }P .L f f x y= ≠  Чем 
меньше риск классификатора, тем более высоко оце-
нивается его качество. Оказывается, что для каждой 
вероятностной меры P существует классификатор P

*,f  
обладающий наименьшим риском. Этот классифи-
катор называется байесовским классификатором. 
Он устроен следующим образом. Можно считать, 
что P является распределением некоторого случай-
ного вектора (X, Y ). В этом случае ( )P

* 1,f x =  если 
( )| 1/2,Y X x=E l  иначе ( )P

* 0.f x =
При доказательстве этого утверждения впервые 

в учебном курсе возникает потребность в использова-
нии разложения вероятностной меры вида Р = PX Ѕ PY |X, 
где PX — это маргинальное распределение случайного 
элемента X, а PY |X — это регулярное условное рас-
пределение случайного элемента Y относительно X. 
Как правило, в курсах по теории вероятностей огра-
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ничиваются рассмотрением частных случаев суще-
ствования регулярной условной вероятности. Она 
может быть явным образом построена, если X и Y 
имеют дискретные распределения или вероятностная 
мера P является абсолютно непрерывной.

В общем случае ответ о существовании регуляр-
ного условного распределения дает теорема о дезин-
теграции [23—25]. Для его существования достаточно, 
чтобы y было бы снабжено структурой так называе-
мого стандартного измеримого пространства [26, 27]. 
В случае бинарной классификации, когда y = {0, 1}, 
это условие заведомо выполняется.

Отечественные учебники (например, [16—18]) 
этот результат не содержат. Традиционно изучает-
ся теорема Фубини, которую можно трактовать как 
частный случай теоремы о дезинтеграции. В учеб-
нике [18] содержится материал, посвященный регу-
лярному условному распределению случайного эле-
мента относительно σ-алгебры. Можно сказать, что 
в этом материале в неявном виде содержится теорема 
о дезинтеграции. Однако явным образом структура 
вероятностной меры, заданной на произведении 
вероятностных пространств, там не изучается.

2.2. Неравенства концентрации меры

В статистической теории обучения особую важ-
ную роль играют так называемые неравенства кон-
центрации меры [20]. Это прежде всего касается 
неравенства Хёфдинга. Например, в работе [7] не-
равенство Хёфдинга используется при доказатель-
стве свойства равномерной обучаемости конечного 
класса гипотез, на него опирается доказательство 
фундаментальной теоремы PAC-обучения, оно лежит 
в основе метода валидации под названием "контроль 
на отложенных данных" (hold out set). Остановимся 
более подробно на этом неравенстве.

Неравенство Хёфдинга. Пусть ξ1, ..., ξm — незави-
симые одинаково распределенные случайные величины. 
Предположим, что 1 ,ξ < ∞E  и существуют ,a b ∈ R  
такие, что { }P 1.a bξ =m m  Тогда для любого 0ε >  
справедливо

( )

2

2

2

1
1

1
P 2 .

m
m

b a
j

jm

− ε

−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪ξ − ξ > ε⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ eE m

Разберем метод контроля на отложенных данных, 
который позволит в дальнейшем сделать ряд важных 
выводов. Вначале необходимо ввести ряд базовых 
определений, которые будут использоваться в даль-
нейшем.

В задаче прогнозирования алгоритм обучения 
осуществляет построение функции, используя набор 
примеров. Каждый такой пример z представляет со-
бой пару (x, y), где y — это значение, которое должна 
принимать построенная функция на аргументе x. 
Элементы множества всех функций, которые могут 
быть построены с помощью алгоритма обучения, на-
зываются гипотезами. Для оценки того, насколько 
гипотеза h удовлетворяет примеру z, используются 
так называемые функции потерь. Функция потерь 

имеет вид l(h, z). Чем меньше значение этой функции, 
тем лучше гипотеза соответствует примеру. В задаче 
классификации функция потерь обычно задается 
формулой ( ) .h x y≠  На основе функции потерь вво-
дятся понятия истинного риска

( ) ( ),L h l h= iE
и эмпирического риска

( ) ( )1
� , � ,S

z S

L h l h z
S ∈

= ∑
где S — рассматриваемый набор примеров. Эти вели-
чины используются для оценки качества гипотезы, 
построенной алгоритмом классификации. Понятно, 
что основной интерес представляет значение истин-
ного риска L(h). Однако в большинстве случаев его 
вычисление в явном виде не представляется воз-
можным. В распоряжении имеется только значение 
эмпирического риска L(h). Возникает важный вопрос 
о том, как связаны между собой эти величины.

Метод контроля на отложенных данных дает 
следующий ответ. Все имеющиеся примеры делятся 
случайным образом на два набора S и V. Соотноше-
ние размеров этих наборов может варьироваться, но 
обычно разделение происходит пополам. На основе 
первого набора алгоритм обучения строит гипотезу 
hS. Тогда с вероятностью не меньше, чем 1 – δ, вы-
полняется оценка

( ) ( ) ( )ln 2/
.

2S V SL h L h
V

δ
+m

Этот факт является простым следствием из не-
равенства Хёфдинга, где в качестве случайных ве-

личин берутся ( ), ,j S jl h zξ =  где z j — это j-й пример 
в наборе V.

Описанная ситуация во многом является типич-
ной. Поэтому для более основательного понимания 
математических основ машинного обучения жела-
тельно иметь глубокое понимание методов и под-
ходов, лежащих в основе построения неравенств 
концентрации меры. Следовательно, актуальным 
представляется вопрос о включении данного мате-
риала в учебный курс.

Существуют две принципиальные ситуации. Воз-
можно, ранее, в рамках смежных учебных дисци-
плин, таких как, например, вероятностные методы 
в комбинаторике [28] или математические основы 
теории риска [29], этот материал уже был разобран. 
В этом случае, наверное, достаточно будет только 
напоминания основных формулировок и фактов. 
В противном случае этот материал должен составить 
важную часть вводной части курса, как это сделано 
в работах [8, 22, 29].

3. Структура учебного курса
Разберем более подробно возможную структуру 

экспериментального опробованного учебного курса, 
у которого в качестве центральной темы был выбран 
алгоритм AdaBoost. Для этого сначала приведены 
основные факты, отражающие особенности этого ал-
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горитма. После этого дано представление программы 
учебного курса с краткими комментариями к ней. 
В заключение представлен краткий обзор использо-
ванной учебно-методической литературы.

3.1. Центральная тема
Изложим основную идею, лежащую в осно-

ве алгоритма AdaBoost, не приводя при этом его 
формального описания, которое можно найти в ра-
ботах [7, 8, 10]. Как и любой алгоритм обучения, 
AdaBoost на вход получает набор примеров S и воз-
вращает итоговый классификатор hS. Кроме того, 
имеются два настраиваемых параметра, а именно 
Т — число раундов (итераций цикла) и W — слабый 
алгоритм обучения. В рамках каждого раунда вычис-
ляется промежуточный классификатор ht и его вес 
wt (t = 1, ..., T). Итоговый классификатор имеет вид

( )1 1 2 2sign .S T Th w h w h w h= + + +�

Промежуточные классификаторы вычисляют-
ся с помощью слабого учителя W. Понятие слабо-
го учителя интерпретируется следующим образом. 
Слабый учитель способен построить классификатор, 
у которого значение вычисленного риска не будет 
превосходить значение 1/2 – γ для некоторого фик-
сированного ( )0,1/2γ ∈ Точнее, вероятность такого 
события будет стремиться к единице с ростом раз-
мера набора обучающих примеров. На вход слабому 
учителю помимо обучающих примеров передаются 
также их веса. Если на предыдущем раунде работы 
алгоритма был построен промежуточный классифи-
катор, который плохо распознает некоторый пример, 
то вес этого примера будет увеличен.

В следующей теореме формулируется основной 
результат, касающийся алгоритма AdaBoost [7].

Теорема. Пусть 
1

0,
2

⎛ ⎞γ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

и S — набор примеров. 

Если на каждой итерации цикла алгоритма AdaBoost 

эмпирический риск построенной гипотезы 
1
2tε − γm  

(t = 1, ..., T), то для эмпирического риска итогового 

классификатора выполняется оценка ( ) 22 .T
S SL h − γem  

Приведенные сведения об алгоритме AdaBoost 
задают основные направления, по которым должно 
осуществляться проектирование учебного курса. 
Первое направление связано с изучением существу-
ющих моделей обучения, приводящих к понятию 
слабой обучаемости. В рамках второго направления 
необходимо получить ответ на вопрос о том, как 
связаны между собой истинный и эмпирический 
риски.

Напомним, что точность работы классификатора 
определяется значением истинного риска, которое 
в большинстве случаев не представляется возмож-
ным вычислить. Приходится использовать в качестве 
его приближения значение эмпирического риска. 
В частности, в представленной выше теореме дает-
ся оценка эмпирического риска для классификато-
ра, построенного с помощью алгоритма AdaBoost. 

Необходимо выяснить, насколько и в каких случаях 
эта оценка является содержательной с практической 
точки зрения.

3.2. Программа учебного курса
Опишем программу полугодового учебного курса. 

Будем исходить из возможности проведения 15 лек-
ционных занятий.

Лекции 1 и 2 носят вспомогательный характер. 
В этих лекциях напоминаются основные определе-
ния и факты, относящиеся к теории меры и теории 
вероятностей. Довольно подробно обсуждается во-
прос построения меры на произведении измеримых 
пространств и теорема о дезинтеграции. В виде об-
зора описывается аппарат условных математических 
ожиданий. С его помощью доказываются основные 
неравенства концентрации меры. Более подробно 
тематика этих двух лекций описана в разд. 2 на-
стоящей работы.

Лекция 3 посвящена введению в задачу распоз-
навания функций. В ней рассматривается ряд ил-
люстрирующих примеров, включая задачу распозна-
вания прямоугольников на плоскости, описанную 
в подразд. 1.2 настоящей статьи, и задачу распознава-
ния конъюнкций [3]. Дается точное решение задачи 
классификации и задачи восстановления регрессии 
для заданного распределения вероятностей, в соот-
ветствии с которым генерируются тренировочные 
примеры. Это решение для задачи классификации 
разобрано в подразд. 2.1 настоящей статьи.

Лекции 4 и 5 посвящены определению базо-
вых формальных моделей обучения. Рассматри-
ваются модели PAC-обучения, агностического 
PAC-обучения (APAC-обучения) и равномерного 
обучения. В общем виде даются определения для 
функций потерь и функций риска. Вводится по-
нятие метода минимизации эмпирического риска. 
Устанавливается, что модель PAC-обучения яв-
ляется частным случаем модели APAC-обучения. 
Полностью разбирается случай конечных классов 
гипотез. Доказывается, что конечный класс ги-
потез обладает свойствами PAC-обучения, APAC-
обучения и равномерного обучения. Анализируется 
структура ошибки обучения.

Лекции 6 и 7 посвящены установлению крите-
рия обучаемости бесконечного класса гипотез для 
задачи бинарной классификации. С этой целью 
вводится понятие размерности Вапника—Черво-
ненкиса и определяется функция роста для класса 
гипотез. Доказывается фундаментальная теорема 
PAC-обучения [7], утверждающая эквивалентность 
понятий PAC-обучаемости, APAC-обучаемости, 
равномерной обучаемости класса гипотез и нали-
чия у него конечной размерности Вапника—Черво-
ненкиса. Доказательство этой теоремы опирается на 
целый ряд промежуточных утверждений, которые 
имеют и собственную ценность. К их числу отно-
сится теорема "об отсутствии бесплатных завтра-
ков" (No-Free-Lunch theorem), комбинаторная лемма 
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Сауэра—Шелаха и теорема, в которой дается оценка 
отличия эмпирического риска от истинного, выра-
женная через функцию роста класса гипотез.

Лекция 8 посвящена численному варианту фун-
даментальной теоремы PAC-обучения, в которой да-
ются нижние и верхние оценки функций сложности 
обучения класса гипотез для каждой из рассматри-
ваемых моделей.

Лекция 9 посвящена первому обобщению базовых 
моделей обучения. Дается определение неравномер-
ного обучения. Доказывается теорема о представле-
нии неравномерно обучаемого класса гипотез в виде 
счетного объединения равномерно обучаемых клас-
сов. Вводится понятие метода структурной мини-
мизации риска. Устанавливается связь между этим 
методом и свойством неравномерной обучаемости.

Лекция 10 посвящена задачам выбора и валида-
ции моделей обучения. Рассматриваются два подхода. 
Один подход базируется на использовании метода 
структурной минимизации риска. Другой подход 
основан на использовании методов скользящего 
контроля, один из которых (метод контроля на от-
ложенных данных) был упомянут в подразд. 2.2 на-
стоящей статьи.

Лекции 11, 12 и 13 посвящены изложению цен-
тральной темы учебного курса, описанной в под-
разд. 3.1. Изложение начинается с определения моде-
ли слабой обучаемости как обобщения модели PAC-
обучения. Устанавливается важный с точки зрения 
статистической теории обучения результат о том, что 
класс гипотез, обладающий свойством слабой обуча-
емости, является также PAC-обучаемым. Описыва-
ются и анализируются два метода бустинга [10]: алго-
ритм Шапиро [3], исторически являющийся первым 
представителем этого класса методов, и алгоритм 
AdaBoost. Дается оценка размерности Вапника—Чер-
воненкиса класса линейных комбинаций гипотез.

Лекция 14 посвящена решению задач класси-
фикации и восстановления регрессии с помощью 
деревьев принятия решений. Разбираются два алго-
ритма C4.5 [30] и CART (Classification and Regression 
Trees) [31].

Лекция 15 содержит изложение метода градиент-
ного бустинга [32] применительно к решению задачи 
восстановления регрессии.

Как это уже было отмечено ранее, структура 
учебного курса делится на три логические части. 
Лекции 1—10 составляют первую вводную часть. 
Лекции 11—13 составляют вторую часть, посвя-
щенную изложению центральной темы. Лекции 
14—15 составляют третью заключительную часть. 
В ней получают свое дальнейшее развитие идеи 
и подходы из центральной темы. Большая часть 
учебного курса посвящена вопросам, связанным 
с решением задачи бинарной классификации. По 
этой причине, в качестве своеобразной компенса-
ции, в третьей части акцент делается на решение 
задачи восстановления регрессии.

Первые две лекции носят вспомогательный харак-
тер. В некоторых ситуациях материал этих лекций 
может быть опущен. Как уже было отмечено ранее, 
материал, относящийся к уравнениям концентра-
ции меры, может содержаться в других учебных кур-
сах [28, 29]. В этом случае изложение этого материала 
целесообразно пропустить.

Материал лекций 3—10 составляет своеобразное 
"ядро" учебного курса, которое скорее всего будет 
в нем оставаться при смене центральной темы. Во 
всяком случае это будет справедливым, если цен-
тральная тема относится к задаче классификации. 
Возможно в некоторых случаях придется изменить 
материал вводных лекций. Например, если в каче-
стве центральной темы выбрать метод опорных век-
торов, то целесообразно предварительно изложить 
ряд фактов, относящихся к выпуклой оптимизации.

Если новая центральная тема будет относиться 
к задаче восстановления регрессии, то в качестве 
ядра учебного курса будет выступать материал лек-
ций 4—5.

3.3. Методические материалы
Выделим пять групп учебно-методических мате-

риалов, которые были использованы при создании 
текущего варианта программы учебного курса. За-
метим, что материалы этих групп пересекаются.

Материалы по базовым учебным дисциплинам. 
В эту группу можно включить отечественные учеб-
ники по действительному анализу [16, 17] и теории 
вероятностей [18]. Однако, как это было отмечено 
ранее, ряд важных тем в них либо вовсе не затраги-
вается, либо освещается недостаточно подробно. Это 
касается в первую очередь изучения структуры меры, 
заданной на произведении измеримых пространств, 
и теоремы о дезинтеграции. Кроме того, изложение 
материала в этих учебниках базируется на разных 
подходах. Например, в работе [18] активно использу-
ется аппарат π—λ-систем, который в работах [16, 17] 
не упоминается вовсе.

Этих недостатков лишены современные зарубеж-
ные учебные пособия о теории вероятностей [23—25], 
знакомство с которыми представляется полезным.

Справочные материалы. В качестве типового 
примера справочной книги можно привести рабо-
ту [33]. Она состоит из независимых друг от друга 
глав, каждая из которых посвящена изложению од-
ного из методов машинного обучения. Каждая глава 
имеет своего автора. Это приводит к дублированию 
определений и отсутствию согласованной системы 
обозначений. Тем не менее, для человека, имеющего 
базовое представление о предмете, эта справочная 
книга позволит углубиться в интересующую его тему.

К разряду справочных пособий можно также от-
нести работу [34]. В ней автор пытается охватить 
большое число тем, относящихся к практически всем 
популярным разделам машинного обучения. Срав-
нительно небольшой объем книги приводит к тому, 
что в некоторых местах изложение становится по-
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верхностным. В то же время эта книга может быть 
полезна для первичного знакомства с интересующим 
читателя материалом.

Особый интерес представляет пособие [35]. В нем 
автор в структурированном виде приводит резуль-
таты по основным разделам математики, включая 
топологию, теорию меры и интеграла, функциональ-
ный анализ и выпуклую оптимизацию, которые не-
обходимы для глубокого изучения методов машин-
ного обучения. В конце книги достаточно подробно 
рассматриваются модели нейронных сетей, методы 
линейной регрессии и метод опорных векторов.

Материалы вводной части. Как уже было отме-
чено ранее, существует несколько подходов к орга-
низации изложения основ статистической теории 
обучения. Можно попытаться сразу охватить все раз-
делы, а можно сконцентрироваться только на одной 
задаче, например, задаче прогнозирования. При этом 
изложение можно построить как с точки зрения за-
дачи классификации, так и с точки зрения задачи 
восстановления регрессии. В этом случае полезными 
могут оказаться материалы [13—15].

Материалы для выбора центральной темы. Суще-
ствует ряд монографий, посвященных избранным 
разделам теории машинного обучения. Здесь можно 
отметить монографию [10], посвященную целиком 
методам бустинга, и монографию [36], которая со-
держит подробное введение в методы глубокого обу-
чения. Подобные монографии не включают в себя 
изложение базовых основ и поэтому требуют от чи-
тателя наличия предварительной подготовки. В то 
же время они содержат материал, который может 
использоваться для выбора и изложения центральной 
темы учебного курса.

Материалы существующих учебных курсов. 
Существует ряд учебных пособий [7, 8], которые 
часто берут в основу построения учебных курсов. 
Очень часто в этом качестве выступает работа [7]. 
Ее авторы имеют многолетний опыт чтения курса 
по статистической теории обучения. Фактически это 
пособие выросло из конспектов лекций этого курса. 
Несмотря на огромную популярность этого учебника, 
в нем содержится некоторое количество неточностей. 
Эти неточности часто некритически тиражируются 
в тех учебных курсах, которые на нем базируются.

В заключение в качестве примера современно-
го и достаточно подробного изложения статисти-
ческой теории обучения можно привести конспект 
лекций [22].

Заключение

Представленный в статье подход был апробирован 
при создании специального учебного курса по мате-
матическим основам машинного обучения, который 
читается на механико-математическом факультете 
МГУ имени М. В. Ломоносова. Целевая аудитория 
этого курса представлена двумя группами слушате-
лей. Первая группа слушателей состоит из студен-

тов четвертого курса. Ориентируясь именно на эту 
группу, автор делает предположение о составе базо-
вого учебного материала, владение которым можно 
ожидать от потенциальных слушателей.

Вторую группу слушателей составляют аспиран-
ты, обучающиеся по специальности 05.13.17 "Теорети-
ческие основы информатики". Интересы этой группы 
во многом повлияли на текущий состав программы 
курса. Присутствие таких тем, как методы бустин-
га, методы валидации и выбора моделей обучения, 
а также алгоритмы построения деревьев принятия 
решений было обусловлено следующей целью — воз-
можность использовать аспирантом этот учебный 
курс как составную часть подготовки к сдаче экза-
мена кандидатского минимума по специальности.
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Today the development of information technology is closely related to the creation and application of machine 
learning and data analysis methods. In this regard, the need for training specialists in this area is growing.

Very often, the study of machine learning methods is combined with the study of a certain programming language 
and the tools of its specialized library. This approach is undoubtedly justifi ed, because it provides the possibility of 
accelerated application of the knowledge gained in practice. At the same time, it should be noted that with this ap-
proach, it is rather not machine learning methods that are studied, but a certain set of methodological techniques for 
using the tools of the specialized library.

The presented work is devoted to the experience of creating an adaptive educational course on the mathemati-
cal foundations of machine learning. This course is aimed at undergraduate and graduate students of mathematical 
specialties. It is divided into core and variable parts. The obligatory core part is built around the PAC learning model 
and the binary classifi cation problem. Within the variable part, issues of the weak learning model and the boosting 
methods are considered. Also a methodology of changing the variable part of the course is discussed.
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Организатор форума: Ассоциация поддержки научных исследований. 
Цель форума – теоретический анализ фундаментальных и прикладных вопросов 
научно-технологического развития России, прорывных технологий и передовых 
научных исследований в области органической и неорганической химии, физики, 
энергетики, материаловедения, компьютерных, инженерных, а также смежных наук. 
Материалы форума будут опубликованы в коллективных научных монографиях, 
издаваемых в рамках книжных серий ведущего мирового издательства «Springer 
Nature». Каждая глава будет проиндексирована в наукометрических базах 
«Scopus» (Q3-Q4) и «Web of Science». Специально отобранные статьи будут 
отправлены на публикацию в высокорейтинговые научные журналы.

 ПРОБЛЕМАТИКА И СЕКЦИИ 

Новая парадигма научно-технологического развития России и мира.
Достижения в области интеллектуальных систем и вычислений.
«Умные» системы и инновации.
Фундаментальные и прикладные исследования в точных науках.
Новые материалы и технологии: проблемы, достижения, перспективы.

 станет уникальной площадкой для обсуждения актуальных вопросов 
научно-технологического развития России, прорывных технологий  и передовых 
научных исследований.

Секции 

Будущее энергетики: в поисках инновационной и устойчивой модели развития.
Сельскохозяйственные и продовольственные системы: технологические
вызовы и перспективы развития.
Современное STEM-образование для опережающего развития.
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