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Гибpидная схема pешения задачи линейного быстpодействия 
на основе фоpмализма полиэдpальной оптимизации*

В посëеäнее вpеìя в pяäе обëастей нау÷ных ис-
сëеäований (ìатеìати÷еское ìоäеëиpование, ус-
той÷ивостü äвижения, автоìати÷еское упpавëение
и äp.) все боëüøий интеpес пpоявëяется к кëассу
так называеìых ãибpиäных систеì.
Теpìин "ãибpиäные систеìы" (hybrid systems)

впеpвые ввеäен в 1966 ã. Витсенхаузеноì (H. S. Wit-
senhausen) в pаботе [1] äëя описания коìбинаöии не-
пpеpывных и äискpетных äинаìи÷еских пpоöессов.
В совpеìенной анãëоязы÷ной ëитеpатуpе понятие
ãибpиäных систеì тpактуется весüìа øиpоко —
сþäа относятся (сì., напpиìеp, [2—5]) ëоãико-äина-
ìи÷еские систеìы, событийно-упpавëяеìые систе-
ìы, систеìы с пеpеìенной стpуктуpой, ìноãоpе-
жиìные систеìы, пеpекëþ÷атеëüные систеìы и äp.
Цеëü настоящей pаботы — показатü пpоäуктив-

ностü пpиìенения ãибpиäных схеì упpавëения äëя
pеøения анаëоãовых заäа÷ ëинейноãо быстpоäей-
ствия. Pазвивается поäхоä, основу котоpоãо состав-
ëяет ìеханизì äискpетизаöии заäа÷и упpавëения в
усëовиях аìпëитуäно-иìпуëüсной ìоäуëяöии ана-
ëоãовых упpавëяþщих сиãнаëов. Гибpиäная систеìа
упpавëения вкëþ÷ает взаиìоäействуþщие анаëоãо-
вые и äискpетные коìпоненты, äинаìика котоpых
описывается соответственно äиффеpенöиаëüныìи
и pазностныìи уpавненияìи. Пеpехоä к äискpет-
ной ìоäеëи объекта позвоëяет пpиìенитü поëиэä-
pаëüнуþ ìетоäоëоãиþ оптиìизаöии äискpетных
пpоöессов упpавëения, pазвиваеìуþ в pаботах ав-
тоpов [6, 7].

Задача линейного быстpодействия

Pассìотpиì кëасс ëинейных анаëоãовых объек-
тов, äинаìика котоpых в непpеpывноì вpеìени t
описывается äиффеpенöиаëüныì уpавнениеì со-
стояния виäа

 = A0x + B0u, (1)

ãäе t ∈ R+ = [0, ∞), x = col(x1, x2, ..., xn) ∈ X = Rn — со-
стояние, u ∈ Rr — упpавëяþщий вхоä; A0 ∈ RnЅn,
B0 ∈ RnЅr.
Поëаãаеì, ÷то упpавëение оãpани÷ено:

u ∈ U, (2)

ãäе U ⊆ Rr — обëастü äопустиìых упpавëений.
Заäано целевое ìножество состояний объекта:

G ⊂ X. (3)

Пустü объект вна÷аëе нахоäится в состоянии

x(0) = x0, (4)

котоpое не явëяется öеëевыì:

x0 ∉ G.

Поставиì задачу линейного быстpодействия: тpе-
буется пеpевести объект (1) за кpатчайшее вpеìя из
на÷аëüноãо состояния (4) в öеëевое ìножество (3): 

x(tF) ∈ G, (5)

tF → min, (6)

в усëовиях pесуpсных оãpани÷ений (2). Допусти-
ìыìи с÷итаеì упpавëяþщие возäействия, явëяþ-
щиеся кусо÷но-непpеpывныìи функöияìи вpеìени.
Естественно с÷итатü, ÷то G — оäносвязное ìно-

жество. Pассìатpиваеìая заäа÷а относится к кëассу
заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения с подвижным пpавыì

Pассматpивается задача линейного быстpодействия для класса аналоговых упpавляемых объектов. Обсуждаются вопpосы
дискpетизации задачи в условиях пpименения гибpидных схем упpавления, включающих механизм амплитудно-импульсной мо-
дуляции сигналов. Излагается метод pешения дискpетной оптимизационной задачи. Его основу составляет фоpмализм поли-
эдpальной оптимизации и тpи теоpетические констpукции: пpогнозная экстpаполяция упpавляемых движений объекта, пpин-
цип погpужения исходной оптимизационной задачи в pяд алгоpитмически более пpостых вычислительных задач и механизм экс-
тpемального пpицеливания.
Ключевые слова: линейное быстpодействие, гибpидная схема упpавления, дискpетизация вpемени, многошаговый пpогноз,

полиэдpальная оптимизация, пpинцип погpужения, экстpемальное пpицеливание
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конöоì. В ней в отëи÷ие от кëасси÷еской äвухто-
÷е÷ной заäа÷и ëинейноãо быстpоäействия пpавый
конеö фазовой тpаектоpии не явëяется "жестко за-
кpепëенныì" и ìожет выбиpатüся в пpеäеëах заäан-
ноãо ìножества G.
В ÷астноì сëу÷ае G ìожет бытü оäното÷е÷ныì

ìножествоì:

G = {xF, xF ∈ X}. (7)

Обозна÷иì ÷ерез  оптиìаëüное вpеìя окон-
÷ания пpоöесса упpавëения:

x( ) ∈ G. (8)

Даëее Ω(x) ⊂ X — ìножество всех äостижиìых
из х состояний объекта. Поëаãаеì, ÷то pассìатpи-
ваеìая заäа÷а упpавëения pазpеøиìа, т. е.

G ∈ Ω(x0).

Данная общая постановка оптиìизаöионной за-
äа÷и упpавëения ìожет сëужитü теоpети÷еской ос-
новой äëя pазëи÷ных ÷астных инженеpных заäа÷.
Многоpежимное упpавление. В автоìати÷еских

систеìах с øиpокиì äиапазоноì изìенения pабо-
÷их pежиìов возникает пpобëеìа эффективноãо
пеpевоäа объекта из текущеãо состояния в заäан-
ный pабо÷ий pежиì. В этоì сëу÷ае öеëевое ìно-
жество G явëяется некотоpой зоной заäанноãо но-
воãо pежиìа, в котоpой осуществëяется еãо стаби-
ëизаöия [8].
Гомеостатическое упpавление. Заäана pабо÷ая

зона объекта упpавëения G ⊂ X, в котоpой äейст-
вуþт некотоpые øтатные pеãуëятоpы. Ситуаöия
выхоäа объекта из pабо÷ей зоны с÷итается кpити-
÷еской. В этих сëу÷аях объект äоëжен пpинуäитеëü-
но возвpащатüся в pабо÷уþ зону наискоpейøиì
обpазоì. Эту функöиþ выпоëняет автоìат оãpани-
÷ений, pеаëизуþщий пpоöессы теpìинаëüноãо
упpавëения [9].
К pассìатpиваеìой оптиìизаöионной заäа÷е в

пpинöипе пpиìениìы кëасси÷еские ìетоäы теоpии
оптиìаëüноãо упpавëения. Оäнако их аëãоpитìиза-
öия и пpоãpаììная pеаëизаöия в pеаëüноì ìасøта-
бе вpеìени весüìа пpобëеìати÷на äëя объектов
поpяäков n l 3. Поэтоìу они оказываþтся ìаëо-
пеpспективныìи äëя ìноãих инженеpных пpиëо-
жений. Аëüтеpнативный поäхоä связан с пpиìене-
ниеì схеì ãибpиäноãо упpавëения в öеëях äискpе-
тизаöии заäа÷ упpавëения и пpиìенения ìетоäов
ìатеìати÷ескоãо пpоãpаììиpования äëя pеøения
посëеäних.

Гибpидная система упpавления

Pассìатpиваеìая гибpидная система упpавления
(ГСУ) вкëþ÷ает сëеäуþщие функöионаëüные коì-
поненты: анаëоãовый объект упpавëения, äискpет-
нуþ ìоäеëü объекта, интеpфейс сопpяжения ана-
ëоãовоãо и äискpетноãо коìпонентов, äискpетный
аëãоpитì упpавëения (pис. 1).

Интеpфейс сопpяжения выпоëняет äве функöии:
во-пеpвых, пpеобpазует äискpетные упpавëяþщие
сиãнаëы в анаëоãовые и, во-втоpых, осуществëяет
äискpетизаöиþ анаëоãовых инфоpìаöионных
сиãнаëов.
Поëожиì, в ГСУ пpиìеняется ìеханизì иì-

пуëüсноãо упpавëения с аìпëитуäной ìоäуëяöией.
Пустü äискpетизаöия инфоpìаöии в систеìе пpо-
воäится в äискpетные ìоìенты вpеìени 

0 = t0 < t1 < ... < tθ <... .

Ввеäеì также øаãи äискpетизаöии вpеìени:

hθ = tθ +1 – tθ, θ ∈ Z+ = {0, 1, 2, ...}. (9)

Дискpеты пpоöесса упpавëения (т. е. отс÷еты
анаëоãовых сиãнаëов) опpеäеëяþтся pавенстваìи

u[θ] = u(tθ), x[θ] = x(tθ). (10)

Поëаãаеì, ÷то фоpìиpование иìпуëüсов осуще-
ствëяется посpеäствоì экстpапоëятоpа нуëевоãо
поpяäка.
Из (1), (9), (10) поëу÷аеì äискpетнуþ ìоäеëü

объекта:

x[θ + 1] = A(θ)x[θ] + B(θ)u[θ], (11)

ãäе

A(θ) = , B(θ) = B0dτ. (12)

Дискpетные пpоöессы упpавëения бëаãоäаpя
äискpетности вpеìени иìеþт сëеäуþщие сущест-
венные пpеиìущества пеpеä непpеpывныìи:

pеøаеìая äискpетная кpаевая заäа÷а оптиìаëü-
ноãо упpавëения иìеет сетепоäобнуþ стpуктуpу,
и к ней пpиìениìы ÷исëенные ìетоäы pеøения
заäа÷ ìатеìати÷ескоãо пpоãpаììиpования;
пpиìеняеìые вы÷исëитеëüные аëãоpитìы вы-
поëняþтся ìежäу äвуìя посëеäоватеëüныìи от-
с÷етаìи вpеìени и поэтоìу ìоãут выпоëнятüся
в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени и вкëþ÷атüся в
стpуктуpу упpавëяþщей обpатной связи.
Важное зна÷ение иìеет возìожностü упpавëения

саìиì пpоöессоì äискpетизаöии вpеìени в ГСУ,
так ÷то всëеäствие изìенения øаãа äискpетизаöии
äискpетная ìоäеëü также буäет äинаìи÷ески пеpе-
настpаиватüся.

tF*

tF* Pис. 1

e
A0hθ e

A0τ

0

hθ

∫
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Pассìатpиваеìая заäа÷а упpавëения явëяется
кpаевой, и ее pазìеpностü опpеäеëяется выбоpоì
øаãов äискpетизаöии. В связи с этиì необхоäиìо
у÷итыватü сëеäуþщие поëожения:
с уìенüøениеì øаãов äискpетизаöии возpастает
pазìеpностü pеøаеìой заäа÷и и наобоpот —
с увеëи÷ениеì øаãов она снижается;
боëüøие øаãи выãоäны с то÷ки зpения pеäукöии
pазìеpности pеøаеìой заäа÷и; 
pеøение äискpетной оптиìизаöионной заäа÷и,
по существу, явëяется некотоpой аппpоксиìа-
öией то÷ноãо pеøения исхоäной анаëоãовой за-
äа÷и ëинейноãо быстpоäействия, пpи÷еì выбоp
øаãов опpеäеëяет то÷ностü такой аппpоксиìаöии.

Экстpаполяция тpаектоpий движения

Постpоение аëãоpитìов упpавëения в ГСУ ос-
новано на äискpетной ìоäеëи объекта (11).
На÷аëüное состояние ìоäеëи в соответствии с (4)

pавно

x[0] = x0. (13)

Обозна÷иì ÷ерез θF ∈ Z+ финаëüный øаã пеpе-
воäа объекта в öеëевое ìножество:

x[θF] ∈ G. (14)

Тpебование оптимальности äискpетноãо пpо-
öесса упpавëения:

θF → min. (15)

Обозна÷иì ÷ерез  ìиниìаëüное зна÷ение
этоãо кpитеpия, а u*[θ] и х*[θ] — соответствуþщие
еìу оптиìаëüное упpавëяþщее возäействие и оп-
тиìаëüнуþ фазовуþ тpаектоpиþ.

Pеøение заäа÷и буäеì основыватü на пpоãнозной
экстpапоëяöии упpавëяеìых äвижений.
Пустü øаã äискpетизаöии вpеìени зафиксиpован:

hθ = h, θ ∈ Z+. (16)

Тоãäа в соответствии с (12) коэффиöиентные
ìатpиöы ìоäеëи постоянны:

A(θ) = A = , B(θ) = B = B0dτ,

и ìы поëу÷аеì стаöионаpнуþ äискpетнуþ систеìу

x[θ + 1] = Ax[θ] + Bu[θ]. (17)

Пу÷ок всех возìожных тpаектоpий упpавëяеìоãо
äвижения систеìы (17) из некотоpоãо состояния x
äëитеëüностüþ в P øаãов ìожно описатü äискpет-
ной фоpìуëой Коøи:

 = Aθx + Aθ –ν–1Bu[ν], θ = 1:P. (18)

Ввеäеì äопоëнитеëüные обозна÷ения пpиìени-
теëüно к äискpетной äинаìи÷еской систеìе (17):

(x) ⊂ X — ìножество состояний систеìы,
äостижиìых из состояния х не боëее ÷еì за P
øаãов;

(x) ⊂ X — ìножество всех ее состояний, äости-
жиìых из x:

(x) = (x).

Эëеìенты äанных ìножеств, о÷евиäно, пpеä-
ставëяþтся фоpìуëой (18). 
Даëее поëаãаеì, ÷то

G ⊂ (x0). 

Усëовия (14), (15) озна÷аþт, ÷то

(x0)  G = ∅ ⇒ P < θF .

Аëãоpитìизаöиþ pеøения рассìатриваеìой оп-
тиìизаöионной заäа÷и буäеì основыватü на пpин-
ципе погpужения [10], сфоpìуëиpованноì в ìето-
äоëоãии äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования äëя
ìноãоøаãовых äискpетных пpоöессов оптиìаëüно-
ãо упpавëения. Сутü äанноãо пpинöипа закëþ÷ает-
ся в поãpужении исхоäной оптиìизаöионной заäа-
÷и в pяä аëãоpитìи÷ески боëее пpостых вы÷исëи-
теëüных заäа÷.

Базовая задача
оптимального планиpования тpаектоpий

Ввеäеì некотоpуþ ìеpу pасстояния то÷ек пpо-
стpанства состояний x ∈ X äо öеëевоãо ìножества
G — dist(x, G).
Обpатиìся к сëеäуþщей вспоìоãатеëüной оп-

тиìизаöионной заäа÷е äëя систеìы (17). 
Заäаны:
1) кpитеpий бëизости состояний к öеëевоìу

ìножеству

Q(x) = dist(x, G);

2) интеpваë вpеìени упpавëения: θ = 0:P – 1;
3) некотоpая то÷ка пpостpанства состояний ξ ∈ X,

ëежащая вне öеëевоãо ìножества: ξ ∉ G.
Тpебуется найти упpавëяþщее возäействие [θ]

(θ = 0: P – 1) и поpожäаеìуþ иì фазовуþ тpаек-
тоpиþ [θ] (θ = 1:P), выпущеннуþ из этой то÷ки:

[0] = ξ, (19)

котоpая пpибëижает состояние объекта к öеëевоìу
ìножеству G на ìиниìаëüно возìожное pасстояние:

Q( [P]) → min. (20)

Даннуþ заäа÷у буäеì называтü базовой задачей
оптимального планиpования тpаектоpий, сокpа-
щенно — БЗОПТ (ξ,P), а финаëüнуþ то÷ку [P]
буäеì иìеноватü точкой пpицеливания.
Тpаектоpия äвижения объекта в соответствии

с (18) опpеäеëяется pавенстваìи

[θ] = Aθξ + Aθ –ν–1B [ν] (θ = 1:P), (21)

ãäе

[ν] ∈ U (ν = 0:P – 1). (22)

θF
*

e
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Пpедложение. Пустü в сеìействе заäа÷
БЗОПТ(x0, 1), БЗОПТ(x0, 2), ..., БЗОПТ(x0, P*)(23)

то÷ка пpиöеëивания [P*] посëеäней заäа÷и и
тоëüко она попаäает в öеëевое ìножество G:

Q( [P*]) = 0. (24)

Тоãäа pеøение заäа÷и БЗОПТ(x0, P*) äает также
pеøение исхоäной заäа÷и пpеäеëüноãо быстpоäей-
ствия (11):

u*[θ] = [θ], x*[θ] = [θ],  = P*.

Итак, зäесü пpинöип поãpужения вопëощается
сеìействоì вспоìоãатеëüных заäа÷ (19), (20), pеøе-
ниеì котоpых явëяþтся стpатегии упpеждающего
упpавления, а их основу составëяет пpоöеäуpа
ìноãоøаãовой экстpапоëяöии äинаìики систеìы и
пpинöип экстpеìаëüноãо пpиöеëивания.

Полиэдpальная фоpмализация задачи упpавления

Заäа÷и (23) относятся к кëассу заäа÷ ìатеìати-
÷ескоãо пpоãpаììиpования. Они хаpактеpизуþтся
выбоpоì öеëевой функöии Q(x), кpитеpиеì опти-
ìаëüности (20) и оãpани÷енияìи (19), (21), (22).
Даëüнейøуþ фоpìаëизаöиþ и ìетоä pеøения

БЗОПТ буäеì основыватü на конöепöии и аппаpате
поëиэäpаëüноãо пpоãpаììиpования [6, 7], кëþ÷е-
вые поëожения котоpоãо изëожены в Пpиложении
(сì. конеö статüи).
Пpиìенение поëиэäpаëüной ìетоäоëоãии тpе-

бует постуëиpования поëиэäpаëüной стpуктуpы äëя
обëасти упpавëения U, öеëевоãо ìножества со-
стояний G и öеëевой функöии Q(x).
Поëаãаеì, ÷то обëастü äопустиìых упpавëений U

явëяется r-ìеpныì паpаëëеëепипеäоì:

U = {u = соl(u1, u2, ..., ur)|ui m ui m , i = 1:r }, 

ãäе ui < 0 <  — заäанные пpеäеëüные зна÷ения
упpавëяþщеãо вхоäа ui.
С÷итаеì, ÷то öеëевое ìножество состояний также

явëяется поëиэäpоì и заäано поëиэäpаëüныì не-
pавенствоì

G = {x|V(x) m 0}, (25)

ãäе V(x) — некотоpая поëиэäpаëüная функöия.
Пpинöипиаëüное зна÷ение иìеет сëеäуþщее

свойство функöии V(x): вне ìножества G она пpи-
ниìает поëожитеëüные зна÷ения и может служить
меpой pасстояния до его гpаницы. В связи с этиì в
ка÷естве такой ìеpы pасстояния буäеì испоëüзо-
ватü сëеäуþщуþ ìоäификаöиþ функöии V(x):

Q(x) = max{V(x), 0}. (26)

Отìетиì, ÷то эта функöия неотpиöатеëüна и
вне ìножества G совпаäает с V(x).
В сëу÷ае, коãäа G явëяется оäното÷е÷ныì ìноже-

ствоì (7), в ка÷естве öеëевой функöии Q(x) ìожно
пpинятü функöиþ виäа

Q(x) = V(x – xF), 

ãäе V(x) — некотоpая поëиэäpаëüная ноpìа.

Всëеäствие описанной выøе фоpìаëизаöии pе-
øаеìые оптиìизаöионные заäа÷и БЗОПТ(ξ, h) буäут
иìетü поëиэäpаëüнуþ стpуктуpу. Важно поä÷еpк-
нутü, ÷то аëãоpитìизаöия äанных заäа÷ в коне÷ноì
итоãе основана на их свеäении к заäа÷аì ëинейно-
ãо пpоãpаììиpования (ЗЛП) [6, 7]. Обсужäение со-
ответствуþщих ìетоäоëоãи÷еских сообpажений и
ìатеìати÷ескоãо аппаpата поëиэäpаëüной оптиìи-
заöии вынесены в Пpиложение.

Пpинцип алгоpитмической обpатной связи

Итоãовыì pезуëüтатоì pеøения заäа÷и теpìи-
наëüноãо упpавëения явëяется оптиìаëüное пpо-
ãpаììное упpавëение u*[θ]. Наpяäу с этиì теоpе-
ти÷еский и пpакти÷еский интеpес пpеäставëяþт
оpãанизаöия пpоöессов теpìинаëüноãо упpавëения
по пpинöипу обpатной связи.
В этоì сëу÷ае öеëесообpазно воспоëüзоватüся

сфоpìуëиpованной Дpейфусоì (S. E. Dreyfus) кон-
öепöией пpогpаммно-позиционного упpавления
и фоpìиpоватü ãибкие, öикëи÷ески обновëяеìые
(в ÷астности, на кажäоì øаãе) пpоãpаììы.
Исхоäя из äанной конöепöии буäеì pекуppент-

но pеøатü соответствуþщуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
пëаниpования тpаектоpий на каждом øаãе пpоöесса
упpавëения. Иìенно, äëя кажäоãо текущеãо øаãа θ
поëаãаеì

ξ = x[θ]

и pеøаеì сеìейство заäа÷ {БЗОПТ(ξ,P), P = 1:P*}
äо ìоìента выпоëнения усëовия (24). Коне÷ной за-
äа÷е БЗОПТ(ξ, P*) отве÷ает упpавëяþщая пpоãpаììа

{ [0], [1], ..., [P* – 1]},

пеpвая äискpета котоpой опpеäеëяет текущее зна-
÷ение упpавëяþщеãо сиãнаëа:

u[θ] = [0].

Итак, на кажäоì øаãе упpавëения объект на-
пpавляется по вы÷исëенной экстpеìаëüной тpаек-
тоpии. Бëаãоäаpя pекуppентноìу хаpактеpу такой
пpоöеäуpы как pаз и фоpìиpуется упpавляющая об-
pатная связь.
Заìетиì, ÷то обоснование äанноãо поäхоäа äано

Н. Н. Кpасовскиì в виäе пpинöипа ëокаëüной эк-
виваëентности позиöионноãо и пpоãpаììноãо
упpавëений [11, § 28].
В изëоженноì поäхоäе пpиìеняется стpатегия

упpеждающего упpавления на основе ìноãоøаãовой
экстpапоëяöии äинаìики объекта. В конкpетных
инженеpных пpиëожениях ìожет возникнутü необ-
хоäиìостü в снижении вы÷исëитеëüной наãpузки
на упpавëяþщий контpоëëеp посpеäствоì апpиоp-
ноãо фиксиpования глубины пpогноза P ∈ Z+, P > 0,
и pеøения на кажäоì øаãе упpавëения ëиøü оäной
экстpеìаëüной заäа÷и БЗОПТ(ξ,P). Пpоãноз по-
втоpяется на кажäоì øаãе, и в итоãе ìы поëу÷аеì
äвойной эффект: во-пеpвых, pеаëизуется виpту-
альная обpатная связü; во-втоpых, ìы поëу÷аеì так

x̂

x̂

û x̂

.

θF
*

ui

ui

û û û

û
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называеìое "упpавëение со скоëüзящеì интеpва-
ëоì пpоãноза". 

Пpоблема выбоpа шага

Есëи øаã äискpетизаöии вpеìени в соответствии
с (16) зафиксиpован, а интеpваë упpавëения зани-
ìает  øаãов, то äëитеëüностü пpоöесса упpавëе-
ния буäет pавна

 = h.

Поëу÷енное pеøение äискpетной оптиìизаöи-
онной заäа÷и буäет äаватü пpиеìëеìое пpибëиже-
ние к pеøениþ исхоäной анаëоãовой заäа÷и (5),
(6), (8) пpи усëовии

 =  + Δt, 

ãäе

0 m Δt n h.

В пpотивноì сëу÷ае избыто÷ная äëина тpаекто-
pии ìожет существенно исказитü стpуктуpу постpо-
енной фазовой тpаектоpии по сpавнениþ с опти-
ìаëüныì анаëоãовыì ваpиантоì. Данный нежеëа-
теëüный эффект иëëþстpиpуется ниже в пpиìеpе.
В связи с этиì возникает пpобëеìа выбоpа pаöио-
наëüной стpатеãии äискpетизаöии непpеpывноãо
вpеìени.
В ÷астности, öеëесообpазной ìожет оказатüся

стpатеãия уìенüøения pазìеpа øаãов пpи пpибëиже-
нии фазовых тpаектоpий к öеëевоìу ìножеству G.
Пpимеp. Обpатиìся к заäа÷е упpавëения боковыì

äвижениеì суäна на возäуøной поäуøке (СВП).
Еãо ìатеìати÷еская ìоäеëü с паpаìетpаìи n = 5,
r = 1 пpивеäена в pаботе [12].
Ввеäеì вектоp состояния уãëовоãо äвижения СВП:

x = col(x1, x2, x3, x4, x5),

ãäе x1 = ϕ — уãоë pыскания; x2 = ωy — уãëовая ско-
pостü pыскания; x3 = β — уãоë äpейфа; x4 = θ — уãоë
кpена; x5 = ωx — уãëовая скоpостü кpена.
Упpавëяþщая пеpеìенная: u = δ — уãоë пеpе-

кëаäки аэpоpуëя. 
Динаìика СВП описывается уpавнениеì со-

стояния (1) с коэффиöиентныìи ìатpиöаìи

A = , B = .

Зäесü

a22 = –0,185, a23 = –0,07, a24 = 0,01, a33 = –0,085,
a34 = 0,01, a52 = 0,05, a53 = 0,05, a54 = –1,625,

a55 = –0,5; b2 = 0,313, b3 = 0,052. 

Констpуктивные оãpани÷ения на уãоë откëоне-
ния pуëя:

|u| m M = 35.

Pеаëизуеì описаннуþ выøе схеìу ãибpиäноãо
упpавëения. Цеëевое ìножество (25) заäаäиì в виäе
ìноãоìеpноãо куба:

V(x) = max{|xi|, i = 1:n} – 3.

На pис. 2, 3 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) и на
pис. 4 пpеäставëены pезуëüтаты pас÷ета и ìоäеëи-
pования пpоöессов упpавëения äëя пеpиоäа кван-
тования h = 0,5.
На pис. 2 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) пока-

заны пpоекöии äискpет фазовых тpаектоpий äви-
жения объекта x[θ] на пëоскостü (x1, x2) äëя тpех
на÷аëüных состояний:

1) x(0) = col(35, 0, 0, 0, 0);
2) x(0) = col(0, 25, 0, 0, 0);
3) x(0) = col(–20, –10, 10, 0, 0).
Таì же пpеäставëена пpоекöия öеëевоãо поëи-

эäpа G.
На pис. 3 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) пpиве-

äены соответствуþщие ãpафики äискpетных упpав-
ëяþщих сиãнаëов u[θ], а на pис. 4 — ãpафики из-
ìенения функöии (26) äëя указанных тpех на÷аëü-
ных состояний.
На pис. 5, 6 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) пpеä-

ставëены фазовые тpаектоpии упpавëяеìых äвиже-
ний из пеpвоãо на÷аëüноãо состояния äëя äвух ва-
pиантов øаãа äискpетизаöии вpеìени: h = 0,5 и h =
0,25, соответственно. Виäно, ÷то они пpакти÷ески
иäенти÷ны.

Pис. 7 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) иëëþстpи-
pует эффект стpуктуpной пеpестpойки упpавëяе-
ìых фазовых тpаектоpий пpи äвижении из пеpвоãо
на÷аëüноãо состояния пpи зна÷итеëüноì увеëи÷е-
нии øаãа äискpетизаöии. Дëя сpавнения показаны
тpаектоpии объекта пpи h = 0,5 и h = 1,5.

P̂

tF
^ P̂

tF
^ tF*

0 1 0 0 0
0 a22 a23 a24 0

0 1 a33 a34 0

0 0 0 0 1
0 a52 a53 a54 a55⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0

b2

b3

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Pис. 4
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Пpиложение

Элементы теоpии полиэдpальной оптимизации

Полиэдpальные множества. Полиэдpальное мно-
жество, иëи выпуклый полиэдp P ⊂ X = Rn, — ìно-
жество, обpазованное пеpесе÷ениеì коне÷ноãо
÷исëа заìкнутых поëупpостpанств в X, пpи÷еì пус-
тое ìножество ∅ явëяется поëиэäpаëüныì по оп-
pеäеëениþ.
Кажäый поëиэäp P ⊂ X ìожет бытü заäан сис-

теìой ëинейных неpавенств:

P = {x ∈ X: ϕi(x) m 0, i = 1:m), 

ãäе ϕi(x) — ëинейные функöии:

ϕi(x) = 〈ai, x〉 + bi,

ai ∈ X, bi ∈ R (i = 1:m).

Зäесü уãëовыìи скобкаìи 〈 , 〉 обозна÷ается скаëяp-
ное пpоизвеäение вектоpов.
Полиэдpальные функции. Полиэдpальная функ-

ция f — функöия, наäãpафик котоpой epi f явëяется
выпукëыì поëиэäpоì. Кëасс поëиэäpаëüных функ-
öий совпаäает с кëассоì выпукëых кусо÷но-ëи-
нейных функöий.
На кëассе непpеpывных функöий f1(x), f2(x), ...,

fm(x) опpеäеëиì опеpацию поточечного максимума:

max{ f1(x), f2(x), ..., fm(x)} =

= fi(x) ≡ ( f1 ∨ f2 ∨ ... ∨ fm)(x).

Теоpема 1. Функöия f (x) явëяется поëиэäpаëüной
тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа она явëяется функцией
максимума коне÷ноãо ÷исëа ëинейных функöий:

f (x) = ϕi(x), (27)

ãäе ϕi(x) — некотоpые ëинейные функöии. 
Пpеäставëение поëиэäpаëüной функöии в виäе

(27) явëяется ее дизъюнктивным pазложением.
Важнейøиì свойствоì поëиэäpаëüных функöий

явëяется сохpанение свойства поëиэäpаëüности
пpи опеpаöиях уìножения на поëожитеëüный ска-
ëяp, сëожения, а также ëинейноãо пpеобpазования
аpãуìента. Сþäа также относится опеpаöия пото-
÷е÷ноãо ìаксиìуìа.
Теоpема 2. Есëи f1(x), f2(x), ..., fm(x) — поëиэä-

pаëüные функöии, а f (x) —функöия ìаксиìуìа:

f (x) = fi(x),

тоãäа f (x) — также поëиэäpаëüная функöия. 
Посpеäствоì пеpе÷исëенных опеpаöий возìож-

но постpоение новых поëиэäpаëüных функöий из
иìеþщихся.
Наибоëее ÷асто в теоpети÷еских иссëеäованиях

испоëüзуþтся поëиэäpаëüные функöии пото÷е÷-
ноãо ìаксиìуìа и суììы ìоäуëей:

f (x) = f (x1, x2, ..., xn) = max{|x1|, |x2|, ..., |xn|},
f (x) = |x1| + |x2| + ... + |xn|.

Полиэдpальные неpавенства. Поëиэäpаëüное не-
pавенство — неpавенство виäа

g(x) m C,

в котоpоì g(x) явëяется поëиэäpаëüной функöией,
а C = const.
Полиэдpальные ноpмы и метpики. Матеìати÷е-

ская стpуктуpа ìноãих пpикëаäных заäа÷ оптиìи-
заöии опpеäеëяется выбоpоì ноpìы вектоpов в
пpостpанстве pеøений X. Ввеäение поëиэäpаëüных
ноpì ìожет äатü существенные пpеиìущества, по-
звоëяя в пpикëаäных заäа÷ах оптиìизаöии эффек-
тивно испоëüзоватü ìетоäоëоãиþ поëиэäpаëüной
оптиìизаöии.
Полиэдpальная ноpма — ноpìа, явëяþщаяся по-

ëиэäpаëüной функöией кооpäинат. Шиpокое pас-
пpостpанение нахоäят äве поëиэäpаëüные ноpìы:

||x||1 = |xi |, ||x||∞ = |xi |,

известные как октаэдpическая и кубическая (÷ебы-
øевская) ноpìы.
Поëиэäpаëüные ноpìы поpожäаþт особый кëасс

"неевкëиäовых" ìетpик — полиэдpальные метpики.
Задача полиэдpальной оптимизации. К кëассу

заäа÷ поëиэäpаëüноãо пpоãpаììиpования (ЗПП)
относятся экстpеìаëüные заäа÷и с поëиэäpаëüной
стpуктуpой, т. е. с поëиэäpаëüныìи öеëевой и оã-
pани÷иваþщей функöияìи. 
Оãpани÷иìся pассìотpениеì кëасса ЗПП на

ìиниìуì:

f (x) → min, (28)

gk(x) m 0, k = 1:K, (29)

ãäе f (x) и gi(x) — поëиэäpаëüные функöии.
Аëãоpитìи÷ескуþ особенностü таких оптиìиза-

öионных заäа÷ выpажает сëеäуþщая теоpеìа.
Теоpема 3. Лþбая ЗПП на ìиниìуì своäится к

некотоpой ЗЛП. 
Изëожиì способ pеäукöии оптиìизаöионной

заäа÷и (28), (29) к ЗЛП.
Пустü äëя функöий в (28), (29) спpавеäëивы

äизъþнктивные pазëожения:

f (x) = ϕi(x); (30)

gk(x) = ψkj(x), k = 1:K, (31)

ãäе ϕi(x), ψkj(x) — ëинейные функöии.
ЗП (28)—(31) эквиваëентна сëеäуþщей ЗЛП в

pасøиpенноì пpостpанстве  = X Ѕ R:

( ) = xn + 1 → min;

ϕi(x) – xn + 1 m 0, i = 1:L;

ψkj(x) m 0, k = 1:L, j = 1:Mk,

ãäе  = (x1, x2, ..., xn, xn + 1) ∈ .

#
m

i = 1

#
m

i = 1

#
m

i = 1

i 1=

n

∑ max
1 m i m n

#
L

i = 1

#
Mk

j = 1

X

f x

x X
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Отìетиì особенности äанноãо способа pеäук-
öии ЗПП к ЗЛП:
поëиэäpаëüные оãpани÷ения ЗПП pазбиваþтся
на ëинейные;
ввоäится äопоëнитеëüная пеpеìенная xn + 1 —
мажоpанта öеëевой функöии исхоäной заäа÷и;
исхоäная заäа÷а пpеобpазуется в pасøиpеннуþ
ЗЛП с ëинейной öеëевой функöией xn + 1.
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Hybrid Scheme of Solution to the Problems of Linear Acting
on the Basis of Polyhedral Optimization Formalism

The problems of application of hybrid control systems for solution to the problems of linear speed is discussed. Hybrid sys-
tems include analog and discrete components whose dynamics is described by differential and difference equations respectively.
In the proposed scheme of hybrid control the mechanism of amplitude-impulse modulation of analog control signals with the
purpose of discretization of control problem is used. The discretization of the model of control object makes possible to apply
methods of mathematical programming for optimization of discrete control processes.

The polyhedral methodology of formalization of discrete problems of linear speed is presented. The polyhedral formalism
covers all key elements for the statement of control problem namely: purpose of control, the optimality criterion and resource
constraints to control. The polyhedral constructions of convex analysis that is the polyhedral functions and the polyhedral
norms are in its base. Algorithmization of the problems of polyhedral programming is based on the mathematical device and
calculating methods of linear programming.

Three theoretical structures such as: the prediction extrapolation of controlled movements of the object, the principle of im-
mersion of the input optimization problem in a number of more algorithmic ally simple computing problems and mechanism
of extreme aiming compose the base of the suggested method for solving of discrete problems of linear speed.

The possibility of control by the process of discretized time in the considered hybrid system has the important applied im-
plications. Due to the dynamic change of the discretization step the discrete model of the object will be retuned itself during
control process and this fact gives the possibility of the essential reduction of the dimension of the problem being solved.

Keywords: linear speed, hybrid control scheme, the discretization of time, resource constraints, multistep prediction, pol-
yhedral optimization, principle of immersion, extreme aiming
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Аппpоксимация инфоpмационных множеств
в задаче гаpантиpованного оценивания состояния 
динамических систем в условиях неопpеделенности

Введение

Заäа÷а оöенивания вектоpа состояния äинаìи÷е-
ских систеì возникает в pазëи÷ных техни÷еских пpи-
ëожениях, таких как систеìы упpавëения ëетатеëü-
ныìи аппаpатаìи, систеìы сëежения и обнаpужения
öеëей, автоìатизиpованные систеìы упpавëения
техноëоãи÷ескиìи пpоöессаìи и пp. [5, 6, 9, 10].
Шиpокое пpиìенение в заäа÷е оöенивания состоя-
ния äинаìи÷еских систеì нахоäит фиëüтp Каëìа-
на, не тpебуþщий боëüøоãо ÷исëа вы÷исëений.
Пpи испоëüзовании фиëüтpа Каëìана пpеäпоëаãа-
ется, ÷то возìущения, поìехи и на÷аëüное состоя-
ние систеìы явëяþтся сëу÷айныìи веëи÷инаìи
с известныìи функöияìи pаспpеäеëения [2, 15].
Пpи этоì в pеаëüных усëовиях, как пpавиëо, стати-
сти÷еская инфоpìаöия о них отсутствует, но извест-
ны тоëüко ìножества их возìожных зна÷ений, ÷то
пpивоäит к необхоäиìости pеøения заäа÷ ãаpан-
тиpуþщеãо оöенивания иëи ìиниìаксной фиëüт-
pаöии вектоpа состояния äинаìи÷еской систеìы
[1, 3, 4, 11—14, 16]. Гаpантиpованное оöенивание в
pаботе [3] своäится посëе поëу÷ения pезуëüтатов
о÷еpеäноãо изìеpения к постpоениþ инфоpìаöион-
ноãо ìножества, т. е. ìножества возìожных зна÷е-
ний вектоpа состояния. Постpоение инфоpìаöион-
ных ìножеств — вы÷исëитеëüно сëожная заäа÷а.
Пpи увеëи÷ении pазìеpности вектоpа состояния
возникаþт пpобëеìы в pеаëизаöии опеpаöии суììы
ìножеств в pеаëüноì вpеìени [1, 4]. Коãäа ìноãо-
ãpанники заäаны набоpоì своих веpøин, то заäа÷а
постpоения суììы ìножеств своäится к нахожäе-
ниþ выпукëой обоëо÷ки. Известные в настоящее
вpеìя аëãоpитìы постpоения выпукëой обоëо÷ки
из N то÷ек в n-ìеpноì пpостpанстве иìеþт вpеìя
pеøения O(N ⎣n/2⎦ + 1), ÷то непpиеìëеìо äëя ìноãих
пpакти÷еских заäа÷. Неpеäко уäобно пpеäставëятü
ìноãоãpанники систеìой ëинейных неpавенств.
В этоì сëу÷ае опеpаöия суììы ìножеств своäится
к пpоектиpованиþ ìноãоãpанника в пpостpанство
ìенüøей pазìеpности ìетоäоì свеpтки систеìы

ëинейных неpавенств Фуpüе—Чеpникова [1, 4, 8].
Неäостаткоì äанноãо ìетоäа явëяется появëение в
пpоìежуто÷ных вы÷исëениях боëüøоãо ÷исëа из-
быто÷ных неpавенств [1, 4, 8]. Чтобы уìенüøитü
вы÷исëитеëüнуþ сëожностü аëãоpитìа, пpиìеняþт
pазëи÷ные аппpоксиìаöии инфоpìаöионных ìно-
жеств ãеоìетpи÷ескиìи фиãуpаìи заäанной фоpìы,
напpиìеp эëëипсоиäаìи [12, 16], поëиэäpаìи [13],
ìетоäоì сäвиãа ãpаней [4] и äp., хотя пpи этоì и
пpоисхоäит потеpя то÷ности. В äанной pаботе опи-
сана пpоöеäуpа постpоения аппpоксиìаöии инфоp-
ìаöионных ìножеств свеpху. Пpивеäен пpиìеp pас-
÷ета äëя äинаìи÷еских ìоäеëей втоpоãо поряäка и
äëя ìоäеëи истpебитеëя F-16, вектоp состояния
котоpоãо — øестоãо поpяäка. Pабота пpоäоëжает
иссëеäования, пpеäставëенные в pаботах [4, 7, 9, 10].

1. Постановка задачи

Пpоöессы в систеìе упpавëения описываþтся
уpавненияìи

xk + 1 = Axk + Buk + Gwk, (1)

yk + 1 = Gxk + 1 + Hvk+1, k = 0, 1, ..., N – 1, (2)

ãäе xk ∈ Rn, wk ∈ Rl, yk ∈ Rm, vk ∈ Rp — вектоpы со-
стояния систеìы, возìущения, изìеpения, оøибок
изìеpений на k-ì øаãе соответственно; A, G, G, H,
B — известные ìатpиöы; uk — заäанное упpавëение.
На÷аëüное состояние x0 и неопpеäеëенные воз-

äействия wk и vk на k-и øаãе ìоãут пpиниìатü ëþ-
бые зна÷ения из заäанных выпукëых ìножеств:

x0 ∈ X0, wk ∈ W, vk ∈ V, k = 0, 1, ..., N – 1. (3)

Заäа÷а ãаpантиpованноãо оöенивания текущеãо
состояния систеìы состоит в постpоении посëеäова-
теëüности инфоpìаöионных ìножеств , k = 0,
1, ..., N – 1 [3], пpи÷еì xk + 1 ∈ , k = 0, 1, ..., N:

Xk+1/k = A  + GW + Buk, (4)

X [yk + 1] = {x|Gx + Hv = yk + 1, ∀v ∈ V }, (5)

 = Xk+1/k ∩ X [yk + 1], k = 0, 1, ..., N – 1. (6)

Pассматpивается постpоение гаpантиpованных оценок состояния динамических систем в условиях неопpеделенности, когда
статистическая инфоpмация о начальном состоянии, возмущениях и помехах отсутствует, и известны только множества их
возможных значений. Описан алгоpитм постpоения аппpоксимации инфоpмационных множеств, когда множества возможных
значений возмущений, помех и начального состояния являются многогpанниками, заданными системами линейных неpавенств.
Pассмотpено постpоение аппpоксимации инфоpмационных множеств на основе текущего измеpения, а также с учетом на-
копленных за пpедыдущие шаги данных. Pабота алгоpитма пpодемонстpиpована на пpимеpе двумеpной модели и шестимеpной
модели истpебителя F-16. Пpоведено сpавнение аппpоксимаций инфоpмационных множеств и оценок фильтpа Калмана.
Ключевые слова: динамические системы, гаpантиpованные оценки, минимаксный фильтp, системы линейных неpавенств,

аппpоксимация инфоpмационных множеств

Xk 1+
Xk 1+

Xk

Xk 1+



Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2014 11

Опеpаöии в соотноøениях (4)—(6) пpовоäятся
наä ìножестваìи: суììа Минковскоãо, ëинейное
пpеобpазование и пеpесе÷ение ìножеств. Зäесü и äа-
ëее äëя pеаëизаöии опеpаöий наä ìножестваìи бу-
äеì с÷итатü, ÷то выпукëые ìножества (3) аппpокси-
ìиpованы с заäанной то÷ностüþ ìноãоãpанникаìи.

2. Аппpоксимация инфоpмационных множеств  
многогpанниками

Pассìотpиì пpоöеäуpу постpоения ìноãоãpан-
ника Хk + 1, аппpоксиìиpуþщеãо инфоpìаöионное
ìножество  свеpху, т. е.  ⊂ Xk+1, äëя
систеìы (1)—(3) без постpоения вы÷исëитеëüно
затpатных опеpаöий суììы и пеpесе÷ения ìно-
жеств, коãäа оãpани÷ения (3) заäаны систеìаìи
ëинейных неpавенств:

x0 ∈ X0: x0 m ; wk ∈ W: Awwk m bw;

vk ∈ V:Avvk m bv, k = 0, 1, ..., N – 1. (7)

Дëя постpоения аппpоксиìиpуþщеãо ìноãоãpан-
ника Xk+1 инфоpìаöионноãо ìножества  ис-
поëüзуется неявное заäание инфоpìаöионноãо ìно-
жества  систеìаìи ëинейных неpавенств, поëу-
÷енных из усëовий (7), и уpавнений ìоäеëи (1), (2).
На основе этой систеìы стpоится явное пpеäставëе-
ние аппpоксиìиpуþщеãо ìноãоãpанника Xk+1 в виäе
систеìы ëинейных неpавенств относитеëüно пеpе-
ìенной xk + 1, т. е. Xk+1 = {x| x m } ⊃ .
Дëя этоãо необхоäиìо заäатü набоp вектоpов ноpìа-
ëей ai к ãpаняì аппpоксиìиpуþщеãо ìноãоãpанника
Xk+1, ãäе ai — i-я стpока ìатpиöы , по напpав-
ëениþ котоpых оöенки зна÷ения кооpäинат вектоpа
состояния xk + 1 явëяþтся наибоëее зна÷иìыìи. Дëя
вы÷исëения зна÷ений свобоäноãо ÷ëена  тpебу-
ется pеøитü pяä заäа÷ ëинейноãо пpоãpаììиpования.

Алгоpитм 1

Шаг 1. На k-ì øаãе в систеìе (1), (2) известны
зна÷ения упpавëения uk и изìеpения yk + 1, а вектоpы
xk, xk + 1, wk, vk явëяþтся неизвестныìи. В уpавне-
ниях ìоäеëи (1), (2) неизвестные пеpенесеì в оäну
÷астü, а известные — в äpуãуþ. Поëу÷иì систеìу ëи-
нейных уpавнений, описываþщуþ ìоäеëü систеìы:

•  = . (8)

Шаг 2. Поëу÷иì систеìу ëинейных неpавенств
из оãpани÷ений (7):

•  m . (9)

Шаг 3. Систеìы (8), (9) неявно заäаþт инфоpìа-

öионное ìножество . Аппpоксиìиpуеì это ин-

фоpìаöионное ìножество  ìноãоãpанникоì
Xk+1 с набоpоì ãpаней, записанных по стpокаì ìат-

pиöы , т. е. поëу÷иì ìноãоãpанник Xk+1 ⊃ ,
описанный систеìой ëинейных неpавенств

Xk+1 = {x| x m }.

Дëя кажäоãо напpавëения ai (i-я стpока ìатpиöы
) pеøаеì заäа÷у ëинейноãо пpоãpаììиpования

〈ai, xk + 1〉 → max (10)

пpи оãpани÷ениях (8) и (9), ãäе 〈ai, xk + 1〉 — скаëяpное
пpоизвеäение вектоpов ai и xk + 1. Тоãäа i-я кооpäи-

ната вектоpа  pавна bi = 〈ai, 〉, ãäе  —

pеøение заäа÷и ëинейноãо пpоãpаììиpования (10).
В pезуëüтате пpиìенения аëãоpитìа аппpокси-

ìаöии инфоpìаöионноãо ìножества  на ос-
нове текущеãо изìеpения yk + 1 поëу÷аеì оöенку
Xk+1 инфоpìаöионноãо ìножества

 ⊂ Xk+1 = {x| x m }.

Есëи испоëüзоватü эту оöенку Xk+1 äëя нахож-
äения на сëеäуþщеì (k + 2)-ì øаãе оöенки Xk+2
инфоpìаöионноãо ìножества  ⊂ Xk+2, то не-
то÷ности, поëу÷аеìые из-за аппpоксиìаöии, ìоãут
с кажäыì øаãоì накапëиватüся. Повыситü то÷ностü
ìожно, есëи у÷итыватü инфоpìаöиþ, поëу÷еннуþ
не на оäноì пpеäыäущеì k-ì øаãе, а на нескоëüких
пpеäыäущих øаãах k, k – 1, ..., k – K. Есëи в алго-
pитме 1 систеìа (8), (9) составëена относитеëüно
неизвестных пеpеìенных xk, xk + 1, wk, vk, то тепеpü
увеëи÷иì pазìеpностü систеìы (8), (9), вкëþ÷ив в
нее пеpеìенные xk, xk–1, ..., xk–K, wk–1, ..., wk–K,
vk, ..., vk–K. С поìощüþ алгоpитма 2 ìожет бытü
поëу÷ена боëее то÷ная оöенка Xk инфоpìаöионноãо
ìножества .

Алгоpитм 2

Шаг 1. Заäаäиì K — ÷исëо пpеäыäущих øаãов,
зна÷ения изìеpений yk, yk–1, ..., yk–K и упpавëе-
ний uk–1, uk–2, ..., uk–K с котоpых буäут испоëü-
зованы äëя вы÷исëения текущей оöенки.
Шаг 2. Составиì систеìу ëинейных уpавнений,

описываþщих систеìу (1)—(3) на посëеäних K øаãах:

• = .(11)

Xk 1+

Xk 1+ Xk 1+

Ax0
bx0

Xk 1+

Xk 1+

Axk 1+
bxk 1+

Xk 1+

Axk 1+
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⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Axk
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Шаг 3. Составиì систеìу ëинейных неpавенств,
описываþщих ìножества возìущений Wi, i = k – K,
..., k – 1, поìех Vi, i = k – K, ..., k, и оöенку Xk – K:

•  m . (12)

Шаг 4. Анаëоãи÷но øаãу 3 алгоpитма 1 стpоится
аппpоксиìаöия Xk инфоpìаöионноãо ìножества 
на основе систеì (11), (12). Дëя кажäоãо напpав-
ëения ai (i-я стpока ìатpиöы ) аппpоксиìи-
pуþщеãо ìноãоãpанника pеøаеì заäа÷у ëинейноãо
пpоãpаììиpования

〈ai, хk〉 → max (13)

пpи оãpани÷ениях (11) и (12) и поëу÷аеì аппpок-
сиìаöиþ Xk инфоpìаöионноãо ìножества

 ⊂ Xk = {x| x m },

ãäе i-я кооpäината вектоpа  pавна bi = 〈ai, 〉,
ãäе  — pеøение заäа÷и ëинейноãо пpоãpаììи-
pования (13).

3. Пpимеpы pеализации алгоpитма

Пpимеp 1. Pассìотpиì пpиìенение ìиниìакс-
ноãо фиëüтpа на пpиìеpе систеìы (1)—(3). Пустü
ìатpиöы A и G иìеþт сëеäуþщие зна÷ения:

A = ,

G = (0,2289•10–3  4,639•10–3)т, yk ∈ R2.

Множества Х0, W, V заäаны сëеäуþщиì обpазоì:
X0 — пpяìоуãоëüник с öентpоì в на÷аëе кооpäинат
и стоpонаìи 1,5•10–3 и 6•10–2; W — отpезок, сиì-
ìетpи÷ный относитеëüно 0 äëиной 3; V — пpяìо-

уãоëüник с öентpоì в на÷аëе кооpäинат и стоpонаìи
2,9•10–4 и 4,56•10–2. Пpи ìоäеëиpовании пpоöесса
xk, yk + 1, k = 0, 1, ..., 8, буäеì с÷итатü, ÷то на÷аëüное
состояние x0 систеìы pавно 0, а возìущения wk и
оøибки изìеpений vk+1 пpи k = 0, 1, ..., 8 ìеня-
þтся по веpøинаì ìножеств W и V соответственно.
Постpоиì инфоpìаöионные ìножества , k =

= 1, ..., 8, выпоëняя опеpаöии наä ìножестваìи по
соотноøенияì (4)—(6), а также постpоиì аппpок-
сиìаöиþ инфоpìаöионных ìножеств Xk øести-
уãоëüникоì с ãpаняìи, ноpìаëи котоpых записаны
по стpокаì ìатpиöы

 = ,

испоëüзуя инфоpìаöиþ с пpеäыäущеãо øаãа (алго-
pитм 1) и путеì pасøиpения систеì (11), (12) на пятü
øаãов (алгоpитм 2). Поскоëüку аппpоксиìаöия
пpяìоуãоëüникоì явëяется ãpубой, äëя аппpоксиìа-
öии быëи выбpаны ãpани, паpаëëеëüные оäной из
äиаãонаëей ìножества V, котоpое непосpеäственно
испоëüзуется пpи постpоении инфоpìаöионноãо
ìножества  (6). На pис. 1 пpивеäены инфоpìаöи-
онные ìножества  äëя k = 6, 7, 8. Сеpыì öветоì
показано инфоpìаöионное ìножество , спëоø-
ныìи ëинияìи показана ãpаниöа øестиуãоëüника Xk,
поëу÷енноãо пpи аппpоксиìаöии на основе теку-
щеãо изìеpения yk, øтpиховой ëинией — пpи ап-
пpоксиìаöии с у÷етоì pасøиpения систеìы на
5 øаãов пpи заäанных напpавëениях ai, i = .
В äанноì сëу÷ае увеëи÷ение ÷исëа øаãов пpи ап-
пpоксиìаöии позвоëиëо уìенüøитü ÷ебыøевский
pаäиус и пëощаäü ìножества, аппpоксиìиpуþщеãо
инфоpìаöионное ìножество : øтpиховая ëиния
оказаëасü бëиже к истинноìу инфоpìаöионноìу
ìножеству , ÷еì спëоøная (сì. pис. 1). Оäнако
потеpя то÷ности все pавно остается. В связи с этиì
возникает заäа÷а выбоpа напpавëений ãpаней ai ап-
пpоксиìиpуþщеãо ìноãоãpанника Xk и ÷исëа пpе-
äыäущих øаãов K, инфоpìаöия с котоpых буäет ис-
поëüзоватüся äëя вы÷исëения текущей оöенки
вектоpа состояния.

Axk K–
0 ¼ 0 0 ¼ 0

0 Aw 0 0 0 ¼ 0

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼
0 0 0 Aw 0 ¼ 0

0 0 0 0 Av ¼ 0

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼
0 0 0 0 0 Av⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ xk K–

wk 1–

¼
wk K–

vk

¼
vk K–⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ bxk K–

bwk 1–

¼
bwk K–

bvk

¼
bvk K–⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xk

Axk 1+

Xk Axk
bxk

bxk
xk*

xk*

0,9976 0,04636
0,09278– 0,8584⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

Pис. 1. Инфоpмационные множества , , X6 X7 X8

Xk

Axk

1 0 1– 1– 0 1
0 1 0,04 0 1– 0,04–⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞ т

Xk
Xk

Xk

1 6,

Xk
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Пpимеp 2. Pассìотpиì постpоение аппpоксиìа-
öии инфоpìаöионноãо ìножества на пpиìеpе ìа-
теìати÷еской ìоäеëи саìоëета F-16 [15]:

 = Ax + Bu + Gw, y = Gx + Hv, (14)

ãäе x ∈ R8, u ∈ R2, w ∈ R4, у ∈ R2, v ∈ R2 — соот-
ветственно состояние, известное упpавëение, воз-
ìущения, изìеpения, оøибки изìеpений;

A = ;

B= ; G= ; 

H = I2Ѕ2; w ∼ N(0, Q);
Q = diag(0,01 0,01 0,01 0,01 0 0 1 1);

v ∼ N(0, R); R = I2Ѕ2.

Дëя äеìонстpаöии pаботы аëãоpитìа, не наpуøая
общности, искëþ÷иì из систеìы äве посëеäние ко-
оpäинаты. Пеpехоäя от непpеpывной ìоäеëи (14)
к äискpетноìу виäу (1), (2) с øаãоì 0,01 с, поëу-
÷аеì соответствуþщие ìатpиöы:

A= ;

B= ;

G — ìатpиöа 6 Ѕ 4, у котоpой эëеìенты γii = 1, ос-
таëüные эëеìенты — нуëи.
Заäаäиì на÷аëüные оãpани÷ения состояния ,

возìущений W и поìех V в соответствии с кова-
pиаöионныìи ìатpиöаìи P0, Q, R: опиøеì свеpху
эëëипсоиäы, заäанные коваpиаöионныìи ìатpи-
öаìи, паpаëëеëепипеäаìи. Множество  явëяет-
ся øестиìеpныì паpаëëеëепипеäоì с öентpоì в
на÷аëе кооpäинат и со стоpонаìи, pавныìи 0,6;
ìножество W — ÷етыpехìеpный паpаëëеëепипеä
с öентpоì в на÷аëе кооpäинат и со стоpонаìи, pав-
ныìи 0,6; ìножество V — äвуìеpный паpаëëеëе-
пипеä с öентpоì в на÷аëе кооpäинат и со стоpона-
ìи, pавныìи 6.

Pассìотpиì pеаëизаöиþ пpоöесса, коãäа возìу-
щения wk явëяþтся низко÷астотныìи, а поìехи
изìеpений vk — высоко÷астотныìи (pис. 2). Инфоp-
ìаöионные ìножества  на k-ì øаãе буäеì ап-
пpоксиìиpоватü свеpху паpаëëеëепипеäоì Xk с ãpа-
няìи, паpаëëеëüныìи кооpäинатныì пëоскостяì:

Xk = {x| xk m },  = (I  –I)т,

ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа pазìеpа 6 Ѕ 6.

Из pезуëüтатов pаботы алгоpитма 1 äëя k = 1, ..., 70
(pис. 3) сëеäует, ÷то pазìеp аппpоксиìиpуþщеãо
паpаëëеëепипеäа Xk по пеpвой и втоpой кооpäина-
таì уìенüøается, так как эти кооpäинаты изìеpя-x·

0,3220– 0,0640 0,0364 0,9917– 0,0003 0,0008 0 0
0 0 1 0,0037 0 0 0 0

30,6492– 0 3,6784– 0,6646 0,7333– 0,1315 0 0
8,5395 0 0,0254– 0,4764– 0,0319– 0,0620– 0 0

0 0 0 0 20,2– 0 0,01– 5,47–

0 0 0 0 0 20,2– 0,168– 51,71
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞ т 0 57,295800 0 0 0 0

57,295800 0 0 0 0 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0,996306 0,000639 0,000361 0,009876– 0,000003 0,000010
0,001531– 1 0,009816 0,0000701 0,000037– 0,000007
0,300078– 0,000098– 0,963836 0,008028 0,006459– 0,001155
0,085093 0,000027 0,000233– 0,994823 0,000285– 0,000556–

0 0 0 0 0,818402 0
0 0 0 0 0 0,818402⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0,0000003 0,0000023– 0,0006847– 0,000030– 0,182900 0
0,0000010 0,0000004 0,0001225 0,0000585– 0 0,182900⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞ т

X0

X0

Xk

Axk
bxk

Axk

Pис. 2. Pеализация возмущений wk (а) и помех измеpений vk (б)

Pис. 3. Длины pебеp аппpоксимиpующего паpаллелепипеда Xk,
оpиентиpованного вдоль кооpдинатных плоскостей, паpаллельных:
а — оси x1; б — оси x2; в — оси x3; г — оси x4; д — оси x5; е —
оси x6
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þтся, и соотноøение pеаëизованных возìущений
и поìех оказаëосü такиì, ÷то они как бы скоìпен-
сиpоваëи äpуã äpуãа и pазìеp паpаëëеëепипеäа по
этиì кооpäинатаì поëу÷иëся äостато÷но небоëüøиì.
Пpи этоì несìотpя на то, ÷то ìножество оøибок
изìеpений V явëяется боëüøиì по сpавнениþ с
ìножестваìи возìущений W и ìножествоì на÷аëü-
ноãо состояния X0 по соответствуþщиì кооpäина-
таì, т. е. изìеpения пpовоäятся непоëные и нето÷-
ные, ìножественная оöенка по этиì кооpäинатаì
за с÷ет ìоäеëи систеìы (1), (2) поëу÷иëасü то÷нее,
÷еì без у÷ета ìоäеëи систеìы. Дëина pебеp аппpок-
сиìиpуþщеãо паpаëëеëепипеäа по пеpвой и вто-
pой кооpäинатаì не пpевыøает 1, а pазìеp ìноже-
ства оøибок изìеpений этих кооpäинат pавен 6.

Pазìеp по пятой и øестой кооpäинатаì вектоpа xk
уìенüøается с те÷ениеì вpеìени за с÷ет тоãо, ÷то
по этиì кооpäинатаì возìущения не äействуþт,
а ìатpиöа A в уpавнении (1) äëя ìоäеëи истpебитеëя
F-16 явëяется сжиìаþщей по этиì кооpäинатаì.
Пpовеäеì оöенку вектоpа состояния äëя äанной

pеаëизаöии пpоöесса с поìощüþ фиëüтpа Каëìана
[7, 15]. Вы÷исëиì коваpиаöионные ìатpиöы оøибок
фиëüтpаöии Pk и на их основе постpоиì äовеpитеëü-
ные обëасти (xk – )т (xk – ) = 9, ãäе  —
оöенка фиëüтpа Каëìана, в котоpые истинное зна-
÷ение вектоpа состояния xk äоëжно попаäатü с ве-
pоятностüþ 0,989.
Довеpитеëüный эëëипсоиä с те÷ениеì вpеìени

уìенüøается по кажäой из осей (pис. 4). Аппpокси-
ìиpуеì инфоpìаöионные ìножества  паpаëëе-
ëепипеäоì, оpиентиpованныì по осяì эëëипсоиäа
(pис. 5). Дëины стоpон паpаëëеëепипеäа по ÷етыpеì
напpавëенияì оказаëисü боëüøе соответствуþщих
äëин осей эëëипсоиäа. Оäнако вы÷исëения пока-
заëи, ÷то на некотоpых øаãах (k = 21 – 38,57,62)
истинное зна÷ение вектоpа состояния xk не попаäает
в äовеpитеëüнуþ обëастü. Это ìожно объяснитü теì,
÷то фиëüтp Каëìана постpоен в пpеäпоëожении,
÷то возìущения wk и поìехи изìеpений vk иìеþт
ноpìаëüное pаспpеäеëение с нуëевыì ìатеìати÷е-
скиì ожиäаниеì и известной ìатpиöей коваpиаöии,
но пpи еäинственной pеаëизаöии пpоöесса возìуще-
ния и поìехи не соответствоваëи этоìу пpеäпоëо-
жениþ. Фиëüтp Каëìана позвоëяет поëу÷итü опти-
ìаëüные оöенки на ìножестве pеаëизаöий пpоöесса,
в äанноì же пpиìеpе pассìотpена еäинственная
pеаëизаöия. Пpи ìиниìаксной фиëüтpаöии истин-
ное зна÷ение вектоpа состояния систеìы xk всеãäа
пpинаäëежит инфоpìаöионноìу ìножеству .

Заключение

Пpивеäена пpоöеäуpа постpоения аппpоксиìа-
öии инфоpìаöионноãо ìножества свеpху ìноãо-
ãpанникоì ëþбой фоpìы. В пpоöеäуpе испоëüзу-
ется неявное заäание инфоpìаöионноãо ìножества
систеìаìи ëинейных неpавенств и уpавнений, поëу-
÷енных из ìоäеëи систеìы. Аëãоpитì закëþ÷ается
в pеøении pяäа пpостейøих заäа÷ ëинейноãо пpо-
ãpаììиpования (äëя n-ìеpной заäа÷и тpебуется pе-
øитü не ìенее 2n заäа÷ ëинейноãо пpоãpаììиpова-
ния), котоpые pеøаþтся независиìо äpуã от äpуãа,
÷то позвоëяет ускоpитü вы÷исëения за с÷ет их па-
pаëëеëüноãо pеøения. В некотоpых сëу÷аях ÷ебы-
øевские pаäиусы истинноãо инфоpìаöионноãо
ìножества и аппpоксиìаöии совпаäаþт, хотя фоp-
ìа и объеì у них не оäинаковы. Также pассìотpена
возìожностü уто÷нения аппpоксиìаöии бëаãоäаpя
pасøиpениþ систеìы за с÷ет вкëþ÷ения в нее äан-
ных, поëу÷енных на нескоëüких пpеäыäущих øа-
ãах. По сpавнениþ с аппpоксиìаöией на оäин øаã
аппpоксиìаöия с pасøиpенной систеìой на некото-
pых итеpаöиях позвоëяет уìенüøитü ÷ебыøевский
pаäиус и объеì аппpоксиìиpуþщеãо ìноãоãpанника.

Pис. 4. Длины осей довеpительного эллипсоида:
а — äëина пеpвой оси; б — втоpой оси; в — тpетüей оси; г —
÷етвеpтой оси; д — пятой оси; е — øестой оси

Pис. 5. Длины pебеp аппpоксимиpующего паpаллелепипеда Xk,
оpиентиpованного по напpавлению осей довеpительного эллип-
соида, пеpпендикуляpных:
а — пеpвой оси эëëипсоиäа; б — втоpой оси; в — тpетüей оси;
г — ÷етвеpтой оси; д — пятой оси; е — øестой оси

xk^ Pk
1– xk^ xk^

Xk

Xk
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Быëи поëу÷ены аппpоксиìаöии инфоpìаöионных
ìножеств äëя истpебитеëя F-16, вектоp состояния
котоpоãо явëяется øестиìеpныì. Пpовеäено сpавне-
ние ìножественных оöенок вектоpа состояния äëя
F-16, поëу÷енных с поìощüþ фиëüтpа Каëìана и
ìиниìаксноãо фиëüтpа. Довеpитеëüные обëасти,
постpоенные на основе фиëüтpа Каëìана, оказаëисü
ìенüøе аппpоксиìаöий инфоpìаöионных ìно-
жеств, но истинное зна÷ение вектоpа состояния в
pяäе сëу÷аев не попаäаëо в äовеpитеëüнуþ обëастü.
Вы÷исëения пpовоäиëи в сpеäе MATLAB на коì-
пüþтеpе с тактовой ÷астотой 2 ГГö и ОЗУ 4ГБ.
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Feasible Set Approximation in Dynamic System State Guaranteed 
Estimation Problem under Condition of Uncertainty

The article describes guaranteed estimation of dynamic system state vector under condition of uncertainty when statistic
information about disturbances, noises and initial state is unknown but sets of their possible values are available. In this case
state estimation is performed with minimax filter which consists of a construction of feasible sets. Algorithm of construction fea-
sible set approximation with polyhedron of any form is presented when disturbance, noise and initial state sets are polyhedrons
given by linear inequalities systems. The article describes the construction of feasible set approximation using current meas-
urement and saved for several previous steps information without performing intractable set operations. The algorithms are
based on implicit description of feasible set with dynamic system state equations and linear inequalities describing disturbances,
noises and initial state. Approximation construction is reduced to solving a number of linear programming problems. The al-
gorithms are demonstrated with the numerical examples for two-dimensional system and six-dimensional system of fighter air-
craft F-16. The comparison of feasible sets approximations and Kalman filter estimations is performed.
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Математическая модель и алгоpитм оптимального упpавления 
подвижным объектом в конфликтной ситуации

Введение

Заäа÷и, связанные с pазpаботкой ìатеìати÷еских
ìоäеëей и аëãоpитìов оптиìаëüноãо упpавëения в
конфëиктных ситуаöиях поäвижныìи объектаìи,
упpавëяеìыìи по канаëаì связи, в сиëу öеëоãо pяäа
объективных пpи÷ин пpиобpеëи важное нау÷ное и
пpакти÷еское зна÷ение. По-виäиìоìу, оäной из
пеpвых нау÷ных пубëикаöий, пpяìо относящихся
к пpобëеìаì оптиìаëüноãо упpавëения поäвижныìи
объектаìи в конфëиктной ситуаöии, явëяется pа-
бота [1]. В ней автоp пpеäëожиë ìетоä напpавëен-
ной оптиìизаöии вектоpа на÷аëüных кооpäинат в
оäной ÷астной ìоäеëи конфëикта поäвижных объ-
ектов, техни÷еские хаpактеpистики котоpых ухуä-
øаþтся в pезуëüтате конфëиктноãо взаиìоäействия
с объектаìи пpотивника, ÷то пpивоäит к стаpениþ
систеìы и, естественно, увеëи÷ивает веpоятностü
отказа этой систеìы. В боëее общей постановке во-
пpосы оптиìаëüноãо упpавëения конфëиктуþщи-
ìи поäвижныìи объектаìи изу÷аþтся в pаботе [2],
ãäе pассìотpены äостато÷но сëожные ìоäеëи кон-
фëикта поäвижных объектов, в котоpых на наäеж-
ностü объекта вëияет не тоëüко взаиìоäействие
пpотивостоящеãо поäвижноãо объекта, но и возäей-
ствия изìеняþщихся пpостpанственных фактоpов,
таких как физико-ãеоãpафи÷еские особенности
пpостpанства, pаäиаöионная обстановка и äpуãие.
В указанных выøе pаботах основное вниìание

уäеëено постановке заäа÷ и pазpаботке ìатеìати-
÷еских ìетоäов и ìоäеëей оптиìизаöии упpавëения

поäвижныìи конфëиктуþщиìи объектаìи. Пpи
этоì, к сожаëениþ, аëãоpитìы äëя ÷исëенноãо pе-
øения сфоpìуëиpованных заäа÷ в этих pаботах не
pассìатpиваþтся, ÷то существенно затpуäняет ис-
поëüзование поëу÷енных ìатеìати÷еских pезуëüта-
тов на пpактике. К тоìу же в pазpаботанных ìоäеëях
не уäеëено äоëжноãо вниìания упpавëяþщиì уст-
pойстваì конфëиктуþщих поäвижных объектов,
наäежностü котоpых существенно вëияет на веpо-
ятностü безотказной pаботы в öеëоì.
Боëüøая ãpуппа заäа÷, связанных с конфëикт-

ныìи ситуаöияìи поäвижных объектов типа "пpе-
сëеäование", "сбëижение", "убеãание" и äpуãие, от-
носится к кëассу äинаìи÷еских äиффеpенöиаëüных
иãp [3—5]. Обы÷но ìетоäы äиффеpенöиаëüных иãp
испоëüзуþт пpи pеøении заäа÷ пpикëаäноãо пëана,
иìеþщих иãpовой хаpактеp, котоpые не укëаäыва-
þтся (иëи пëохо укëаäываþтся) в pаìки сфоpìи-
pовавøейся теоpии оптиìаëüноãо упpавëения [6].
К ÷исëу таких äиффеpенöиаëüных иãpовых заäа÷,
наибоëее бëизких к pассìатpиваеìыì в äанной pа-
боте пpобëеìаì, явëяþтся заäа÷и упpавëения поä-
вижныìи систеìаìи с пеpеìенной стpуктуpой с
pазpывныìи тpаектоpияìи и иìпуëüсноãо упpавëе-
ния поäвижныìи систеìаìи в äискpетные ìоìен-
ты вpеìени с поìощüþ упpавëяþщеãо устpойства.
В кажäоì из pежиìов pаботы äинаìика поäвиж-
ной систеìы описывается обыкновенныìи äиф-
феpенöиаëüныìи уpавненияìи, а пеpекëþ÷ение
ìежäу pежиìаìи функöиониpования пpоисхоäит
ска÷кообpазно в äискpетные ìоìенты вpеìени [4].

Постpоена математическая модель и pазpаботан алгоpитм оптимального упpавления подвижной упpавляемой по каналам
связи pезеpвиpованной системой, участвующей в конфликтной ситуации, у котоpой интенсивность отказов компонентов за-
висит от вpемени и точки пpостpанства, в котоpом пеpемещается система.
Ключевые слова: математическая модель, алгоpитм, подвижная система, конфликтная ситуация
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Оäнако в pаботах [3—5], так же как в pаботах [1, 2],
pеøение äиффеpенöиаëüных иãpовых заäа÷ не äо-
веäено äо ÷исëенных ìетоäов pеøения с поìощüþ
сpеäств вы÷исëитеëüной техники, ÷то пpи всей на-
у÷ной зна÷иìости безусëовно снижает пpакти÷е-
скуþ öенностü поëу÷енных pезуëüтатов.
Кpоìе тоãо, в указанных выøе pаботах пpи pаз-

pаботке ìоäеëей повеäения поäвижных объектов в
конфëиктной ситуаöии пpакти÷ески не у÷итывается
физи÷еская стpуктуpа поäвижноãо объекта, вкëþ-
÷аþщая основные и pезеpвные коìпоненты, ÷то
хаpактеpно äëя совpеìенных поäвижных объектов,
и ìетоäы саìозащиты объекта в пpоöессе кон-
фëикта.
В äанной статüе сäеëана попытка в какой-то ìеpе

воспоëнитü указанный выøе пpобеë и äатü пpак-
ти÷ески pеаëизуеìый на коìпüþтеpе ÷исëенный
аëãоpитì оптиìаëüноãо упpавëения саìозащищаþ-
щиìся поäвижныì объектоì в конфëиктной си-
туаöии, обеспе÷иваþщий ìаксиìизаöиþ веpоят-
ности безотказной pаботы объекта.
Достато÷но сëожныìи в этоì отноøении явëя-

þтся заäа÷и, в котоpых поäвижный объект, у÷аст-
вуþщий в конфëиктной ситуаöии, в те÷ение вpеìе-
ни конфëикта äоëжен защищатüся за с÷ет собст-
венных pесуpсов — сpеäств защиты (как пpавиëо,
избыто÷ности) — от возäействия äpуãой конфëик-
туþщей стоpоны, стpеìящейся своиìи сpеäстваìи
напаäения увеëи÷итü веpоятностü отказа поäвиж-
ноãо объекта в те÷ение конфëикта в пpостpанстве
взаиìоäействия, т. е. уìенüøитü наäежностü кана-
ëов связи поäвижноãо объекта с систеìой еãо
упpавëения и наäежностü аппаpатных коìпонен-
тов поäвижноãо объекта (поäвижной систеìы).
Такиì обpазоì, пpи÷инаìи отказов у÷аствуþ-

щеãо в конфëиктной ситуаöии упpавëяеìоãо поä-
вижноãо объекта явëяþтся отказы еãо аппаpатных
коìпонентов, отказы канаëов связи систеìы упpав-
ëения и особенности свойств пpостpанства, в ко-
тоpоì пеpеìещается упpавëяеìый объект, на ко-
тоpые ìожет оказыватü вëияние пpотивопоëожная
конфëиктуþщая стоpона.
В общеì виäе pассìатpиваеìая в äанной pаботе

заäа÷а ìожет бытü описана на соäеpжатеëüноì
уpовне сëеäуþщиì обpазоì.
В конфëиктной ситуаöии у÷аствует пеpеìещаþ-

щаяся в пpостpанстве в заäаннуþ то÷ку аппаpатно-
pезеpвиpованная стpуктуpно-пеpестpаиваеìая сис-
теìа, упpавëяеìая по канаëаì связи. Интенсивно-
сти отказов коìпонентов систеìы и канаëов связи
явëяþтся функöияìи вpеìени и то÷ки пpостpан-
ства, в котоpоì нахоäится поäвижная систеìа.
Тpебуется опpеäеëитü оптиìаëüные тpаектоpии

äвижения систеìы, вектоp ìоìентов настpойки
систеìы äëя саìозащиты и вектоpы pезеpвиpова-
ния, обеспе÷иваþщие ìаксиìизаöиþ веpоятности
безотказной pаботы конфëиктуþщей поäвижной
систеìы в заäанной то÷ке пpостpанства.

Фоpмализация объекта исследования
и постановка задачи

Буäеì с÷итатü, ÷то у÷аствуþщий в конфëиктной
ситуаöии поäвижный объект (поäвижная систеìа)
пpеäставëяет собой упpавëяеìуþ по канаëаì связи
пеpеìещаþщуþся в тpехìеpноì евкëиäовоì пpо-
стpанстве R3 избыто÷нуþ A(n, m, s, q, λ(t, r), t) сис-
теìу, состоящуþ из n основных ìоäуëей, pазбитых
на q ãpупп по n1, n2, ..., nq (ni l 1) ìоäуëей в кажäой.
Интенсивности отказов ìоäуëей, вхоäящих в соот-
ветствуþщуþ ãpуппу λ1(t, r), λ2(t, r), ..., λq(t, r), яв-
ëяþтся функöияìи вpеìени и то÷ки пpостpанства,
в котоpой нахоäится систеìа. В состав поäвижной
систеìы вхоäят также по ÷исëу основных q ãpупп
pезеpвных ìоäуëей по s1, s2, ..., sq (si l 0) ìоäуëей
в кажäой ãpуппе (s1 + s2 + ... + sq = m), интенсив-
ностü отказов кажäоãо из котоpых λ0(t, r) также яв-
ëяется функöией вpеìени и то÷ки пpостpанства.
В кажäой q-й ãpуппе основные ìоäуëи пpи их от-
казе ìãновенно заìещаþтся pезеpвныìи из этой же
ãpуппы. Как тоëüко pезеpвный ìоäуëü поäкëþ÷а-
ется вìесто отказавøеãо основноãо в своей ãpуппе,
он на÷инает функöиониpоватü с интенсивностüþ
отказов λi(t, r), 1 m i m q.
С÷итаеì, ÷то вектоp pезеpвиpования s = (s1, s2,

..., sq) явëяется пеpеìенныì во вpеìени, т. е. в ìо-
ìенты вpеìени τ1, τ2, ..., τl по коìанäаì ìожет
пpоисхоäитü пеpеpаспpеäеëение pезеpвных ìоäу-
ëей ìежäу ãpуппаìи, котоpое назовеì настpойкой
систеìы, а соответствуþщие ìоìенты вpеìени τσ
(1 m σ m L) — ìоìентаìи настpойки и, соответст-
венно, t = (τ1, τ2, ..., τL) — вектоpоì настpойки.
Кажäоìу ìоìенту настpойки τσ соответствует век-
тоp pезеpвиpования sσ = (sσ1, sσ2, ..., sσq). Чисëо на-
стpоек за вpеìя äвижения систеìы tf оãpани÷ено
÷исëоì L(L l 0).
В pассìатpиваеìой поäвижной систеìе кажäая

i-я ãpуппа ìоäуëей (1 m i m q) поëу÷ает упpавëяþ-
щие сиãнаëы из öентpа упpавëения, pазìещенноãо,
напpиìеp, в на÷аëе кооpäинат пpостpанства, в кото-
pоì äвижется систеìа, по Ni канаëаì связи, пpи÷еì
отказ в кажäой ãpуппе Qi канаëов связи из Ni(Qi < Ni)
еще не пpивоäит к отказу систеìы упpавëения i-й
ãpуппы ìоäуëей поäвижноãо объекта A, а отказ
Qi + 1 канаëов связи пpивоäит к ее отказу.
Пустü Λi(t, t) — интенсивностü отказов на еäи-

ниöу äëины оäноãо канаëа связи i-й ãpуппы ìоäу-
ëей систеìы A, котоpуþ назовеì удельной интенсив-
ностью отказов i-й ãpуппы канаëов связи и буäеì
испоëüзоватü пpи pазpаботке аëãоpитìов оптиìаëü-
ноãо упpавëения поäвижныì объектоì в кон-
фëиктной ситуаöии.

Pеøаеìая заäа÷а ìожет бытü сфоpìуëиpована
сëеäуþщиì обpазоì. Пpи заäанных λi = λi(t, r),
0 m i m q, и Λi = Λi(t, r), 1 m i m q, äëя систеìы
A(n, m, s, q, λ(t, r), t, Λ(t, r), Ni, Qi), у÷аствуþщей
в конфëиктной ситуаöии, pазpаботатü аëãоpитì
оптиìаëüноãо упpавëения, вкëþ÷аþщий аëãоpитìы
вы÷исëения тpаектоpии ее äвижения r = r(t), век-
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тоpа настpойки t = (τ1, τ2, ..., τL) и вектоpов pезеp-
виpования sσ = (sσ1, sσ2, ..., sσq), 0 m σ m L, отве-
÷аþщих ìоìентаì настpойки τσ, ìаксиìизиpуþщий
веpоятностü безотказной pаботы P(tf) поäвижной
конфëиктуþщей систеìы в ìоìент tf пpибытия ее
в заäаннуþ то÷ку rf пpостpанства. Иныìи сëоваìи,
тpебуется pеøитü заäа÷у оптиìизаöии выбоpа тpа-
ектоpии äвижения и пpостpанственно-вpеìенной
стpатеãии pезеpвиpования избыто÷ной поäвижной
систеìы, у÷аствуþщей в конфëикте, в öеëях ìак-
сиìизаöии веpоятности ее безотказной pаботы P(tf)
пpи äвижении по выбpанной тpаектоpии, вкëþ÷ая
коне÷нуþ то÷ку äвижения [7].
В пpивеäенной выøе постановке pассìатpивае-

ìая заäа÷а своäится к заäа÷е оптиìаëüноãо упpавëе-
ния поäвижной систеìой A, ãäе (в теpìинах теоpии
оптиìаëüноãо упpавëения [6]) в ка÷естве ìаксиìи-
зиpуеìоãо функöионаëа ка÷ества упpавëения пpи-
ниìается P(tf), в ка÷естве упpавëения испоëüзуþтся
r, t, sσ, в ка÷естве внеøнеãо возäействия на систеìу
испоëüзуþтся λi = λi(t, r), Λi = Λi(t, r) пpи оãpани-
÷ениях 1 m i m q, 0 m σ m L и естественных оãpани-
÷ениях на паpаìетpы äвижения поäвижной систе-
ìы A, котоpые пpивеäены ниже.

Pешение поставленной задачи

Поëожиì, ÷то систеìа A из на÷аëа кооpäинат
äоëжна попастü в заäаннуþ коне÷нуþ то÷ку rf пpо-
стpанства R3. Вpеìя äвижения систеìы tf зависит
от тpаектоpии и иìеет естественное оãpани÷ение
tf m T, указываþщее на то, ÷то вpеìя äвижения
(поëета) оãpани÷ено.
Ввеäеì сëеäуþщие оãpани÷ения äëя поäвижной

систеìы.
В связи с теì, ÷то пpо÷ностные хаpактеpистики

аппаpатной ÷асти поäвижной систеìы всеãäа оãpа-
ни÷ены, äоëжно собëþäатüся усëовие

| (t)| m M äëя ëþбоãо t ∈ [0, tf ]. (1)

Из неpавенства (1) сëеäует, ÷то äëя ëþбоãо
t ∈ [0, tf ]

| (t)| m Mt + v0; |r(t)| m  + v0t, (2)

ãäе v0 — на÷аëüная скоpостü поäвижной систеìы.
Посëеäнее оãpани÷ение на тpаектоpиþ äвиже-

ния поäвижной систеìы:

|r(t)| ∈ V äëя ëþбоãо t ∈ [0, tf ], (3)

ãäе V — заäанная обëастü коне÷ной связности в R3

(ясно, ÷то 0 ∈ V и rf ∈ V ). Это оãpани÷ение "запpе-
щает" äëя тpаектоpии некотоpые оäносвязные об-
ëасти пpостpанства.
Чтобы завеpøитü постpоение ìатеìати÷еской

ìоäеëи упpавëяеìой поäвижной систеìы A, вос-
поëüзуеìся сëеäуþщиì пpиеìоì. Вìесто канаëов
связи поäвижной систеìы с öентpоì упpавëения
ввеäеì в кажäый i-й аппаpатный основной ìоäуëü
ni систеìы пеpеìенное ÷исëо фиктивных эëеìен-

тов (t, r) и в кажäуþ i-þ ãpуппу pезеpвных ìоäу-
ëей — Qi фиктивных эëеìентов.
С поìощüþ такой заìены уäаëосü избавитüся

от канаëов связи и поëу÷итü новуþ систеìу
A*(n1(t, r), m1, s) с пеpеìенныì ÷исëоì эëеìентов
в основноì и pезеpвноì ìоäуëях, ãäе

n1(t, r) = n + (t, r) + (t, r) + ... + (t, r),

m1 = m + Q1 + Q2 + ... + Qq.

Чисëо фиктивных эëеìентов (t, r) опpеäеëя-
ется из уpавнения

NiΛi(t, r)|r | = (t, r)λi(t, r) + Qi(t, r)λ0(t, r). (4)

Отсþäа, у÷итывая, ÷то (t, r) — натуpаëüное
÷исëо (опуская пpи записи аpãуìенты), поëу÷иì

 =  + 1, 1 m i m q, (5)

ãäе [X] — бëижайøее натуpаëüное ÷исëо, ìенüøее X.
Леãко понятü, ÷то физи÷еский сìысë уpавнения

(4) состоит в тоì, ÷то суììаpная интенсивностü
отказов канаëов связи i-ãо ìоäуëя "пеpекëаäыва-
ется" на i-й ìоäуëü аппаpатной ÷асти поäвижной
систеìы.
Буäеì поëаãатü, ÷то повеäение у÷аствуþщей в

конфëикте поäвижной систеìы A*(n1(t, r), m1, s)
ìожет бытü аппpоксиìиpовано ìаpковскиì сëу÷ай-
ныì пpоöессоì с коне÷ныì ÷исëоì состояний, со-
ответствуþщих ÷исëу отказов в систеìе. Тоãäа сис-
теìа äиффеpенöиаëüных уpавнений, описываþщих
оäноpоäный ìаpковский пpоöесс, соответствуþ-
щий функöиониpованиþ поäвижной систеìы A*,
иìеет виä [8]

(6)

с на÷аëüныìи усëовияìи

p0(0) = 1, p1(0) = p2(0) = ... = (0) = 0, (7)

ãäе pk(t, r) — веpоятностü пpебывания поäвижной
систеìы A* в ìоìент вpеìени t в состояниях с k от-
казаìи. 
Пpи этоì

Dk = Ak + Bk, 1 m k m m1,

 = .

Коэффиöиенты систеìы уpавнений (6) вы÷ис-
ëяþтся по фоpìуëаì

(8)

r··

r· Mt2

2
-------

ni~

n1~ n2~ nq~

ni~

ni~

ni~

ni~
NiΛi r Qiλ0–

λi
---------------------------

(t, r) = –D1p0(t, r);

(t, r) = Аkpk – 1(t, r) – Dk + 1pk(t, r),

1 m k m m1

p0′

pk′

p
m1

D
m1 1+

B
m1 1+

Ak = αi(k)λi(t, r), 1 m k m m1;

Dk = βi(k)λi(t, r), 1 m k m m1 + 1,

i 0=

q

∑

i 0=

q

∑
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ãäе äëя 0 m k m m1 иìеет ìесто

αi(k) = (9)

βi(k) = (10)

βi(m
1 + 1) = δini, 1 m i m q;

 = Rk.

Коэффиöиенты δi и Θi(k), явëяþщиеся эëеìен-
таìи вектоpов d = (δ1, δ2, ..., δq) и Q(k) = (Θ1(k),
Θ2(k), ..., Θq(k)), опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì:

δi = (11)

Θi(k) = (12)

О÷евиäно, ÷то Θi(1) = 1 – δi.
Пеpеìенная Rk опpеäеëяет ÷исëо возìожных

попаäаний конфëиктуþщей поäвижной систеìы
A*(n1(t, r), m

1, s) в состояние с k отказаìи и вы÷ис-
ëяется [8] по фоpìуëе

Rk = , (13)

ãäе Ω(k, s) = {v[v1 + v2 + ... + vk = k; ∀i 0 m vi m si + Qi};
v = (v1, v2, ..., vq) — öеëо÷исëенный вектоp, пpеä-
ставëяþщий суììу öеëо÷исëенных вектоpов x =
= (x1, x2, ..., xq) и z = (z1, z2, ..., zq): v = x + z.
Выpажение (13) поëу÷ено в пpеäпоëожении, ÷то

k отказов в pассìатpиваеìой поäвижной систеìе
pаспpеäеëены сëеäуþщиì обpазоì: в i-й ãpуппе
основных ìоäуëей n1 – xi отказов, в i-й ãpуппе pе-
зеpвных ìоäуëей m1 – zi отказов (1 m i m q). Есëи
xi = 0 иëи zi = 0, то в соответствуþщей ãpуппе от-
казов не быëо.
О÷евиäно, ÷то анаëити÷еское pеøение постав-

ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения у÷аствуþ-
щей в конфëиктной ситуаöии поäвижной систеìой
A*(n1(t, r), m1, s) не пpеäставëяется возìожныì,
поэтоìу воспоëüзуеìся пpибëиженныì ÷исëенныì
ìетоäоì äëя pеøения äанной заäа÷и, основанноì
на ìетоäе äискpетизаöии [8, 9].
Сутü этоãо ìетоäа пpиìенитеëüно к pассìатpи-

ваеìой заäа÷е состоит в тоì, ÷то систеìу äиффе-
pенöиаëüных уpавнений (6), коэффиöиенты котоpой
явëяþтся функöияìи вpеìени и то÷ки пpостpанства,
в котоpой нахоäится поäвижная систеìа, необхоäиìо
заìенитü систеìой äискpетных анаëоãов, у котоpых
коэффиöиенты ìожно pассìатpиватü как постоян-
ные (с заpанее установëенной степенüþ то÷ности)
на äискpетных интеpваëах вpеìени и пpостpанства, в
котоpоì äвижется конфëиктуþщая систеìа A*. 

Дëя ÷исëенноãо pеøения заäа÷и, пpежäе всеãо,
поëу÷иì оöенку tf. 
Из втоpоãо неpавенства (2) сëеäует

|r(tf)| = |rf | m M /2 + v0tf .

Отсþäа иìееì

tf l (–v0 + ). (14)

Обозна÷иì пpавуþ ÷астü неpавенства (14) ÷е-
pез . Ясно, ÷то  m T.
На вектоp настpойки t = (τ1, τ2, ..., τL) из физи-

÷еских сообpажений естественно наëожитü сëеäуþ-
щее оãpани÷ение:

(τδ + 1 – τδ) l α,

сìысë котоpоãо закëþ÷ается в тоì, ÷то äве посëе-
äоватеëüные настpойки поäвижной систеìы
A*(n1(t, r), m1, s) неëüзя выпоëнятü сëиøкоì быстpо,
ìежäу ниìи äоëжно пpойти некотоpое вpеìя, не
ìенüøе α.
Обозна÷иì тепеpü e то÷ностü изìеpения тpаек-

тоpии r(t) äвижения систеìы A*, пpи котоpой ста-
новится заìетно, коãäа в какой-ëибо окpестности
ëþбой то÷ки t0 ∈ [0, tf ] тpаектоpия на÷инает откëо-
нятüся от касатеëüной, пpохоäящей ÷еpез то÷ку r(t0).
Испоëüзуя веëи÷ину e, нетpуäно вы÷исëитü вpе-
ìенной интеpваë äискpетизаöии Δt.
Дëя этоãо pазëожиì вектоp-функöиþ r = r(t)

в pяä Тейëоpа в окpестности то÷ки t0 ∈ [0, tf] и оãpа-
ни÷иìся äвуìя ÷ëенаìи:

r(t) = r(t0) + (t0)(t – t0) + (t0)(t – t0)
2.

Отсþäа ясно, ÷то тpаектоpия r(t) в окpестности
то÷ки t0 не буäет отëи÷атüся от касатеëüной с то÷-
ностüþ e, есëи

| (t0)|(t – t0)
2/2 m e.

Из выpажения (1) сëеäует, ÷то это неpавенство
выпоëняется навеpное, есëи выпоëняется неpа-
венство

M(t – t0)
2/2 m e.

Отсþäа сëеäует, ÷то за вpеìенной интеpваë äис-
кpетизаöии ìожно пpинятü

Δt = . (15)

Пpи этоì из физи÷еских сообpажений ясно, ÷то
Δt < α, так как в ìаëой окpестности ëþбой то÷ки
r ∈ R3 пpостpанство ìожно с÷итатü изотpопныì,
а настpойка поäвижной систеì A* необхоäиìа тоëüко
тоãäа, коãäа изотpопностü существенно наpуøается.
Тепеpü, на основании (15), tf ìожет пpиниìатü

äискpетные зна÷ения

tf =  + lΔt,

ãäе 0 m l m , а  = [(T – )/Δ].

(m1 – k + 1) ,есëи i = 0;

δini , есëи 0 m i m q;

Rk
~

Rk
~

(m1 – k + 1) , есëи i = 0;

δini  – Θi(k), есëи 1 m i m q;

Rk
~

Rk
~ ni

1

Rk
~ n1 m1

+

k⎝ ⎠
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0, есëи k m si;
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Кооpäинаты вектоpа настpойки t = (τ0 = 0, τ1,
τ2, ..., τL) систеìы A* ìоãут пpиниìатü зна÷ения из
äискpетноãо ìножества χ = {0, α, 2α, ..., α}, ãäе

 = [tf/α].
Ясно, ÷то τ0 < τ1 < τ2 < ... < τL < τf . Кажäоìу ìо-

ìенту настpойки τσ отве÷ает вектоp pезеpвиpования
sσ = (sσ1, sσ2, ..., sσq), 0 m σ m L. Обозна÷иì tω = ωα,
0 m ω m . Тоãäа вектоp настpойки t буäет описы-
ватüся вектоpоì натуpаëüных ÷исеë w = (ω(0), ω(1),
..., ω(L)) ÷еpез отобpажение τσ → ω(σ), пpи этоì
ω(0) = 0.
Обозна÷иì Δσ = [ω(σ)α, ω(σ + 1)α[, 0 m σ m L – 1,

и  = tω(σ) + vΔt, ãäе 0 m v m (σ), a (σ) =

= (ω(σ + 1) – ω(σ))[α/Δt], и ввеäеì ìножество

Δvσ = [ , [, 1 m v m (σ).

О÷евиäно, ÷то

Δσ = Δvσ;

[0, tf ] =  U [ω(L)α, tf ],

пpи÷еì äëя ëþбых σ ≠ σ′   Δσ  Δσ′ = ∅, и äëя ëþбых
v ≠ v ′ и ëþбоãо   σ Δvσ  Δv ′σ = ∅.
Тепеpü систеìа уpавнений (6) с на÷аëüныìи ус-

ëовияìи (7), описываþщая повеäение поäвижной
систеìы A*(n1(t, r), m1, s), pазобüется на K(tf) сис-
теì уpавнений с постоянныìи коэффиöиентаìи

 и  по ÷исëу ìножеств Δvσ, ãäе

K(tf) = v(σ),

котоpые явëяþтся äискpетныì анаëоãоì систеìы
уpавнений (6):

( )′ = – ,

( )′ =  – , 1 m k m m1, (16)

с на÷аëüныìи усëовияìи [8]

( ) = (17)

äëя 2 m σ m l, и

( ) = (18)

äëя σ = 1, ãäе d(σ) — натуpаëüное ÷исëо.
Коэффиöиенты  и  опpеäеëяþтся по

фоpìуëаì (8)—(13) с соответствуþщиìи изìене-
нияìи, о котоpых ãовоpиëосü выøе. В ÷астности,
вìесто ni буäет ni + ( , r) а вìесто λi буäет λiv.
Тепеpü пpовеäеì опеpаöиþ äискpетизаöии пpо-

стpанства, в котоpоì пеpеìещается у÷аствуþщая в
конфëиктной ситуаöии систеìа A*.

Допустиì, ÷то äвижущаяся систеìа A* в ìоìент
вpеìени t = t0 попаëа в то÷ку пpостpанства r0 = r.
Тpебуется опpеäеëитü pаäиус ρ = ρ(Δt) ìаксиìаëü-
ноãо øаpа U(r0, Δt) с öентpоì в то÷ке r0, за котоpый
поäвижная систеìа не выйäет за вpеìя (Δt). Этот
øаp явëяется пpостpанственныì анаëоãоì эëеìента
вpеìенной äискpетизаöии.
Дëя этоãо pеøиì äиффеpенöиаëüное неpавен-

ство | (t)| m M с на÷аëüныìи усëовияì r(t0) = r0,
(t0) = .
Поëу÷иì 

|r(t)| – |r0| m | |(t – t0) + M(t – t0)
2/2 – Mt0(t – t0). 

Отсþäа, у÷итывая пеpвое из неpавенств (2),
иìееì

||r(t)| – |r0|| m v0 + (t – t0) (t – t0).

Сëеäоватеëüно,

ρ(Δt) = v0 + Δt Δt. (19)

Дискpетизаöиþ λi = λi(t, r), 0 m i m q, и Λi = Λi(t, r),
1 m i m q, пpовеäеì, pуковоäствуясü сëеäуþщиìи
сообpаженияìи.
Из постpоения ìножества Δvσ ясно, ÷то äëя ëþ-

боãо t ∈ [0, tf ] всеãäа ìожно найти такие σ и v, ÷то
t ∈ Δvσ. Выøе быëо показано, ÷то äëя ëþбоãо r ∈ R3

øаp U(r, Δt) = {r′ |r′ – r | m ρ(Δt)} явëяется пpостpан-
ственныì интеpваëоì äискpетизаöии.
Функöии λi и Λi отобpажаþт ÷етыpехìеpное евк-

ëиäово пpостpанство R4 =  ⊗ R3 на R1, ãäе =

= {t |t ∈ [0, ∞[}, а R3 — физи÷еское безpазìеpное тpех-
ìеpное пpостpанство, в котоpоì пеpеìещается сис-
теìа A*. Эëеìентоì äискpетизаöии в пpостpанстве R4

явëяется ÷етыpехìеpный øаp |r′ – r |2 + t2 m ρ2 + (Δt)2,
объеì котоpоãо u(γ), ãäе γ = U(r, Δt) ⊗ Δvσ, вы÷исëя-

ется по фоpìуëе u(γ) = π2(ρ2 + (Δt)2)2/2.
Тепеpü интенсивности отказов на эëеìенте äис-

кpетизаöии γ ìожно опpеäеëитü как сpеäние инте-
ãpаëüные:

 = (u(γ))–1 dt λi(t, r′)du ′, (20)

 = (u(γ))–1 dt Λi(t, r′)du ′, (21)

ãäе r = (x1, x2, x3), du = dx1dx2dx3.
Буäеì pассìатpиватü R3 как я÷еистуþ стpуктуpу

с узëаìи в то÷ках r(i) = (x1, x2, x3), ãäе x1 = ei1, x2 = ei2,
x3 = ei3, a i = (i1, i2, i3) — öеëо÷исëенный вектоp.
Буäеì также с÷итатü, ÷то поäвижная систеìа A*
набëþäается и коppектиpуется тоëüко в то÷ках r(i),
÷то не пpотивоpе÷ит pеаëüности.
Установиì, äëя каких вектоpов i pассìатpивае-

ìая систеìа не выйäет за пpеäеëы øаpа U(r0, Δt).
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Пустü вектоpу r0 отве÷ает öеëо÷исëенный век-
тоp i0 = ( , , ). Тоãäа, о÷евиäно, ÷то äëя всех
i = (i1, i2, i3), уäовëетвоpяþщих неpавенству

(i1 – )2 + (i2 – )2 + (i3 – )2 m , (22)

то÷ка r(i) ∈ U(r0, Δt).
Тепеpü, посëе пpовеäенной äискpетизаöии с

у÷етоì (20) и (21), фоpìуëа (5) пpиниìает виä

 =  + 1 (23)

äëя t ∈ Δvσ.
Выпоëнив äискpетизаöиþ коìпонентов pас-

сìатpиваеìой заäа÷и, пеpейäеì к вы÷исëениþ
упpавëений, ìаксиìизиpуþщих веpоятностü без-
отказной pаботы P(tf) поäвижной конфëиктуþщей
систеìы A*(n1(t, r), m1, s) в ìоìент tf äостижения
систеìой заäанной то÷ки rf пpостpанства. 
Дëя этоãо необхоäиìо вы÷исëитü упpавëения

r = r(t), t = (τ0, τ1, ..., τL) и ìатpиöу 

S = ,

стpоки котоpой составëены из посëеäоватеëüности
кооpäинат вектоpов pезеpвиpования s, ìаксиìизи-
pуþщих P(tf). Пpи этоì заäа÷а ìаксиìизаöии P(tf)
äëя фиксиpованных t и S, т. е. выбоp оптиìаëüной
тpаектоpии r(t), эквиваëентна заäа÷е ìаксиìиза-
öии P(t) в ëþбой то÷ке t ∈ [0, tf ]. Этот факт äоказан
в pаботе [8].
В pассìатpиваеìой заäа÷е P(t) пpеäставëяет

функöионаë ка÷ества упpавëения поäвижной систе-
ìой A*. Обозна÷иì еãо P[t, S, r(t); t], ãäе t, S, r(t) —
упpавëения. Тоãäа аëãоpитì ÷исëенноãо pеøения
äанной заäа÷и, в котоpоì испоëüзован пpинöип по-
сëеäоватеëüной оптиìизаöии (пpоöеäуpа пп. 20—29
аëãоpитìа), ìожно описатü сëеäуþщиì обpазоì.

Алгоpитм

1. Заäатü n, m, q, {n1, n2, ..., nq}, {λ0(t, r), λ1(t, r), ...,
λq(t, r)}, {Λ1(t, r), Λ2(t, r), ..., Λq(t, r)}, {N1, N2, ..., Nq},
{Q1, Q2, ..., Qq}, L, T, M, v0, a, e, rf, ìножество V.

2. Вы÷исëитü  = (–v0 + ).

3. Вы÷исëитü Δt = .

4. Вы÷исëитü  = [(T – )/Δt].
5. Вы÷исëитü ρ = (v0 + MΔt/2)Δt.
6. Поëожитü j = 0.
7. Вы÷исëитü tf =  + jΔt.
8. Вы÷исëитü  = [tf/a].
9. Дëя всех вектоpов t = (τ0, τ1, ..., τL), ãäе τσ ∈ χ,

выпоëнитü пpоöеäуpу пп. 10—25.

10. Поëожитü σ = 0.
11. Поëожитü i0 = 0.
12. Поëожитü v = 1.
13. Вы÷исëитü z = ω(σ) + v.
14. Вы÷исëитü ,  äëя всех 0 m i m q (  = 0)

по фоpìуëаì (20) и (21) соответственно.
15. Вы÷исëитü , 1 m i m q, по фоpìуëе (23).
16. Дëя всех натуpаëüных pеøений sσ = (sσ1, sσ2,

..., sσq) äиафантова уpавнения 

sσ1 + sσ2 + ... + sσq =

= m + Qi – , 

ãäе (t) — pеøение систеìы уpавнений (16) с на-
÷аëüныìи усëовияìи (17), (18), выпоëнитü пpоöе-
äуpу пп. 17—20.

17. Дëя всех öеëо÷исëенных вектоpов i =

= (i1, i2, i3) ∈ Iz, ãäе Iz =     , а ìножества

, ,  опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì:

 = {i |i – iz – 1| m ρ/e};

 = {i |if – i| m (Mtf + v0)(tf – )};

 = {i ei ∈ V }, а rf = eif,

выпоëнитü пpоöеäуpу пп. 18—19.
18. Есëи Iz = ∅, пеpехоä к п. 27.
19. Вы÷исëитü

Pj[rσ, { , , ..., , sσ}, r( ); ] =

= ( ), 

ãäе r( ) = ei, τσ = (τ0, τ1, ..., τσ), а пpинöип вы-

÷исëения вектоpов , 0 m μ m σ – 1 описывается

в п. 21 этоãо аëãоpитìа (ясно, ÷то äëя σ = 0 { , ,

..., , sσ} = {s0}).

20. Вы÷исëитü вектоp iz ∈ Iz, äëя котоpоãо

Pj[tσ, { , , ..., , sσ}, r
0( ); ] =

= Pj[tσ, { , , ..., , sσ}, r( ); ],

ãäе r0( ) = eiz.

21. Вы÷исëитü вектоp , äëя котоpоãо

Pj[tσ, { , , ..., , sσ}, r
0( ); ] =

= Pj[tσ, { , , ..., , sσ), r
0( ); ].

22. Поëожитü v = v + 1.
23. Есëи v m (σ), пеpехоä к п. 13.
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24. Поëожитü σ = σ + 1.
25. Есëи σ m L, пеpехоä к п. 11.
26. Вы÷исëитü вектоp , äëя котоpоãо

Pj[ , S 0, r0(tf); tf ] = Pj[tL, S 0, r0(tf); tf ],

ãäе S 0 — ìатpиöа, стpоки котоpой составëены из

посëеäоватеëüных кооpäинат вектоpов , , ..., . 

27. Поëожитü j = j + 1.
28. Есëи j < , пеpехоä к п. 7.
29. Вы÷исëитü , äëя котоpоãо

Pj[ , S 0, r0(tf); tf ] = Pj[ , S 0, r0(tf); tf ].

30. Конеö (упpавëение {t, S, r(t)}, ãäе веëи÷ины
t = , S = S 0, r(t) = eiz äëя t ∈ Δvσ соответствуþт
инäексу , явëяется оптиìаëüныì).
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Mathematical Model and Algorithm of Optimal Control Movable 
Object in Conflict Situation

Mathematical model and the algorithm of the numerical solution of optimal control, involved in conflict situations mobile
controllable via the communication channels redundant system has been involved which a failure rate of components depending
on the time and space to which you are moving the system is moving.

In the structure of the mathematical model of a moving object (system) there is a mathematical model of communication
channels to control the object and mathematical model of the moving object moving in three-dimensional Euclidean space.
Movable object consists of the main and reserve units, divided by the number of groups, each of which may be replaced failed
during conflict core modules redundant in this group. This replacement is done with commands transmitted via communication
channels, which are just able to refuse. The concept of the failure intensity per unit length of a single communication channel.
Failure rate of primary and backup modules are functions of time and space in which the mobile system is moving.

Vector reservation is variable in time. At appropriate points of time called points system configuration commands can be
spliced modules between groups (system setup). Each time from the vector configuration corresponds to the vector of system
redundancy. Number of settings during the motion of a system at a given point in space is limited.

The behavior is involved in a conflict situation the moving system approximated by a Markov random process with a finite
number of states corresponding to the number of failures in the system, and is described by differential equations with variable
coefficients.

In the work the task of optimization of the choice and the trajectory of motion and spetial interim strategy reservation of
the mobile system participating in the conflict in order to maximize its probability of faultless work at movement on the selected
path including end point of the movement.

The problem is reduced to the problem of optimal control of a mobile system, where maximized functional quality management
is the probability of failure-free operation and quality control are used, the trajectory of system and vectors configuration and re-
dundancy when the relevant restrictions on control and motion parameters of the moving system in used as control.

The problem is solved by approximate numerical method based on the method of sampling and integer programming. The
algorithm of numerical solution is used for the principle of consistent optimization.

Keywords: mathematical model, algorithm, movable system, conflict situation
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Упpавление космическим pоботом
с использованием неустойчивой точки либpации

Введение

Оäниì из наибоëее пpивëекатеëüных напpавëе-
ний pазвития совpеìенной косìонавтики явëяется
косìи÷еская pобототехника, основной öеëüþ кото-
pой явëяется созäание и pазвитие сëожных ìеханиз-
ìов, способных функöиониpоватü в суpовых усëови-
ях косìи÷еской сpеäы. Пpежäе всеãо, такие систеìы
ìоãут бытü пpиìенены пpи пpовеäении набëþäений,
ìонтаже и стpоитеëüстве, экспëуатаöии и обсëужи-
вании, а также и äëя pеøения äpуãих заäа÷, котоpые,
как сëеäует отìетитü, не всеãäа уäается поëностüþ
понятü пpи пpоектиpовании pобота на Зеìëе.
Косìи÷еская pобототехника иìеет важное зна-

÷ение äëя общей способности, а, сëеäоватеëüно, и
эффективности, pаботы в косìосе, она уже суще-
ственно pасøиpяет функöионаëüные возìожности
косìи÷еских аппаpатов (КА), позвоëяет поìо÷ü
косìонавтаì в откpытоì косìосе иëи поëностüþ
освобоäитü от pаботы в опасных усëовиях. В öеëоì
косìи÷еская pобототехника откpывает новые воз-
ìожности äëя pазвития тpаäиöионной косìонав-
тики в напpавëении созäания пpинöипиаëüно новых
типов КА, напpиìеp, констpуиpования в косìосе
боëüøих косìи÷еских станöий, котоpые совеpøа-
þт упpавëяеìые ìаневpы в окоëозеìноì пpостpан-
стве. Особенно актуаëüно это буäет пpи иссëеäо-
вании äpуãих небесных теë.
О÷евиäно, ÷то пpоектиpование пpоектов, пpеä-

поëаãаþщих испоëüзование систеì косìи÷еской

pобототехники, äоëжно вкëþ÷атü оöенку возìож-
ности их осуществëения на пpактике, ÷то вëе÷ет
необхоäиìостü пpиìенения весüìа сëожных уpав-
нений небесной ìеханики.
Известно, ÷то косìи÷еское пpостpанство в окpе-

стности то÷ек ëибpаöии Зеìëя—Соëнöе иëи Зеì-
ëя—Луна обëаäает заìе÷атеëüныì свойствоì. Это
свойство позвоëяет КА осуществëятü в этой окpест-
ности pазëи÷ные ìаневpы, в тоì ÷исëе о÷енü боëü-
øой пpотяженности, без существенных затpат энеp-
ãии pеактивных äвиãатеëей, испоëüзуя äëя пеpеìе-
щения в основноì ãpавитаöионные сиëы иëи в
буäущеì, возìожно, äавëение света. Это откpывает
путü äëя созäания и испоëüзования спеöиаëüных КА,
пpеäназна÷енных äëя о÷енü äëитеëüноãо функöио-
ниpования в окpестности то÷ек ëибpаöии в öеëях
выпоëнения таì боëüøоãо ÷исëа pазнообpазных
заäа÷, в тоì ÷исëе pобототехни÷еских, напpиìеp,
опеpаöий сбоpки КА, поäобных себе. Такие КА
ìожно назватü автоноìныìи косìи÷ескиìи pобо-
таìи (АКP). Упpавëение АКP pаöионаëüно осуще-
ствëятü в так называеìоì супеpвизоpноì pежиìе
[1, 2], коãäа ÷еëовек выпоëняет pоëü супеpвизоpа.
Дëя этой öеëи пpеäпоëаãается испоëüзование äвух
контуpов упpавëения — ãëобаëüноãо, заìкнутоãо
÷еpез ÷еëовека-опеpатоpа, нахоäящеãося в назеìноì
öентpе упpавëения, и ëокаëüноãо, заìкнутоãо ÷е-
pез автоноìный инфоpìаöионно упpавëяþщий
коìпëекс, pаспоëоженный на саìоì АКP.

Pассмотpены навигационные задачи упpавления космическим pоботом, котоpый функциониpует как в окpестности неус-
тойчивой точки либpации системы Земля—Солнце, так и в околоземном космическом пpостpанстве. Движение космического
pобота pассматpивается в pамках хилловского пpиближения кpуговой огpаниченной задачи тpех тел. На основании линеаpи-
зованной системы уpавнений движения анализиpуется понятие специальной функции фазовых пеpеменных, называемой в pа-
боте функцией опасности. Пpоводится численный анализ упpавляемых тpаектоpий в зависимости от значения функции опас-
ности. Показана возможность маневpиpования в околоземном космическом пpостpанстве с возвpащением в окpестность кол-
линеаpной точки либpации и стабилизации оpбитального движения в pамках pассматpиваемой математической модели.
Pезультаты численного моделиpования пpоиллюстpиpованы гpафически.
Ключевые слова: космический pобот, кpуговая огpаниченная задача тpех тел, коллинеаpная точка либpации, околоземное

космическое пpостpанство, монитоpинг, оpбитальное движение
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Заäа÷и обоих упpавëяþщих контуpов äеëятся на
äва кëасса: пеpвый — навиãаöионные заäа÷и, вто-
pой — заäа÷и, pеаëизуþщие pабо÷ие функöии, äëя
осуществëения котоpых АКP быë созäан, напpиìеp
заäа÷и сбоpки [3]. Навиãаöионные заäа÷и ãëобаëüноãо
контуpа вкëþ÷аþт выпоëнение сëеäуþщих функöий:
фоpìиpование пpоãpаììной тpаектоpии АКP на
основе испоëüзования инфоpìаöии о текущеì и
öеëевоì вектоpе еãо состояния;
фоpìиpование вектоpа упpавëения, котоpый
äоëжен бытü пеpеäан на АКP и pеаëизован с по-
ìощüþ еãо äвиãатеëей;
набëþäение за пpоöессоì pеаëизаöии пpоãpаìì-
ной тpаектоpии АКP, осуществëяеìоì ÷еëове-
коì-опеpатоpоì, и вìеøатеëüство в сëу÷ае не-
обхоäиìости.
Заäа÷и по pеаëизаöии pабо÷их функöий вкëþ-

÷аþт:
фоpìиpование äиpектив, составëенных из опеpа-
тоpов пpобëеìно-оpиентиpованноãо языка. В сëу-
÷ае, есëи АКP явëяется сбоpо÷ныì pоботоì, то
это äиpектива выпоëнения и сбоpо÷ной опеpаöии;
набëþäение за хоäоì выпоëнения äиpектив и
вìеøатеëüство в сëу÷ае оøибки.
Навиãаöионная заäа÷а ëокаëüноãо контуpа

упpавëения вкëþ÷ает
уäеpжание АКP на пpоãpаììной тpаектоpии.
С этой öеëüþ автоноìный инфоpìаöионно-упpав-

ëяþщий коìпëекс АКP опеpативно фоpìиpует упpав-
ëения äëя äвиãатеëей АКP, испоëüзуя äëя этой öеëи
текущуþ инфоpìаöиþ о вектоpе состояния АКP и
коìанäнуþ инфоpìаöиþ о еãо öеëевоì состоянии.
Заäа÷а по pеаëизаöии АКP pабо÷их функöий

вкëþ÷ает фоpìиpование упpавëений пpивоäаìи
pабо÷их оpãанов АКP, напpиìеp, еãо ìехани÷ески-
ìи pукаìи-ìанипуëятоpаìи.
Данная статüя посвящена pассìотpениþ нави-

ãаöионных заäа÷ ãëобаëüноãо контуpа упpавëения
АКP, функöиониpуþщеãо в окpестности неустой-
÷ивой то÷ки ëибpаöии систеìы Соëнöе—Зеìëя.

1. Область пpименения

Заäа÷а иссëеäования оpбитаëüноãо äвижения в
окpестности коëëинеаpной то÷ки ëибpаöии систеìы
Соëнöе—Зеìëя уже äавно иìеет пpакти÷еское зна-
÷ение в связи с пpоектаìи (SOHO, WIND и т. ä.),
pеаëизуеìыìи Наöионаëüныì упpавëениеì по
возäухопëаваниþ и иссëеäованиþ косìи÷ескоãо
пpостpанства (NASA) и Евpопейскиì косìи÷е-
скиì аãентствоì (ESA).
Пpи косìи÷ескоì ìаневpиpовании, напpиìеp,

иìеþщеì öеëü ìонитоpинãа иëи сбëижения и пеpе-
хвата заäанноãо косìи÷ескоãо объекта в окоëозеìноì
пpостpанстве, существеннуþ pоëü ìоãут сыãpатü коë-
ëинеаpные то÷ки ëибpаöии систеìы Соëнöе—Зеìëя.
Движение АКP поä äействиеì сиë тяãотения äвух

пpитяãиваþщих теë, таких как Зеìëя и Соëнöе, ìо-

жет бытü описано ìоäеëüþ кpуãовой оãpани÷енной
заäа÷и тpех теë. В pаìках этой ìоäеëи иссëеäуется
äвижение теëа ìаëой ìассы P поä äействиеì ãpави-
таöионных поëей пpитяжения äвух ìассивных теë E
и S, обpащаþщихся вокpуã их общеãо öентpа инеp-
öии. Теëа pассìатpиваþтся как ìатеpиаëüные то÷ки,
с÷итается также, ÷то теëо бесконе÷но ìаëой ìассы P
не вëияет на äвижение пpитяãиваþщих öентpов E и S.
Известно, ÷то уpавнения заäа÷и тpех теë иìеþт

пятü стаöионаpных pеøений — эти pеøения в не-
бесной ìеханике называþт точками либpации иëи
точками Лагpанжа. Тpи из них (L1, L2, L3) — коë-
ëинеаpные то÷ки ëибpаöии — явëяþтся неустой÷и-
выìи поëоженияìи pавновесия во вpащаþщейся
систеìе кооpäинат, L4 и L5 — устой÷ивы, и в сиëу
pаспоëожения в пpостpанстве конфиãуpаöий их
называþт тpеуãоëüныìи [4] (pис. 1).
То÷ки ëибpаöии явëяþтся абстpактныìи поня-

тияìи кpуãовой оãpани÷енной заäа÷и тpех теë, оä-
нако их свойства опpеäеëяþт ка÷ественный хаpактеp
äвижения АКP, котоpое в pеаëüности пpоисхоäит
поä äействиеì ìноãих возìущаþщих фактоpов.

2. Уpавнения движения

Pазвитие косìонавтики с неäавнеãо вpеìени
позвоëяет pеаëизовыватü пpоекты, связанные с ис-
поëüзованиеì окpестностей коëëинеаpных то÷ек
ëибpаöии L1 и L2. С у÷етоì их свойств становится
о÷евиäной актуаëüностü заäа÷и стабиëизаöии АКP
в их окpестности [5—12], но неустой÷ивостü коë-
ëинеаpных то÷ек ëибpаöии ìожет явëятüся и по-
ëожитеëüныì фактоpоì, способствуþщиì косìи-
÷ескоìу ìаневpиpованиþ с относитеëüно небоëü-
øиìи энеpãети÷ескиìи затpатаìи [11, 12].
Уpавнения äвижения АКP во вpащаþщейся сис-

теìе кооpäинат пpи испоëüзовании хиëëовскоãо

Pис. 1. Точки либpации
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пpибëижения äëя соëне÷ноãо потенöиаëа [9] ìоãут
бытü пpеäставëены в виäе [5] 

(1)

ãäе x = (x1; x2; x3) — вектоp кооpäинат АКP; y =
= (y1; y2; y3) — вектоp иìпуëüсов; öентp инеpöии
Зеìëи совпаäает с на÷аëоì систеìы кооpäинат, а осü
Ox1 напpавëена вäоëü оси, соеäиняþщей öентpы
ìасс Зеìëи и Соëнöа; ||*|| — евкëиäова ноpìа век-
тоpа. В пpинятой ìоäеëи еäиниöы вpеìени и pас-
стояния выбpаны такиì обpазоì, ÷то еäиниöа pас-
стояния пpибëизитеëüно pавна 10–2 а. е. ≈ 1,5•106 кì,
а еäиниöа вpеìени — 58,0916 суток (ãоä, äеëенный
на 2π). То÷ки ëибpаöии L1, L2 во вpащаþщейся сис-
теìе непоäвижны и иìеþт кооpäинаты x* = (1; 0; 0),
y* = (0; 1; 0) и x** = (–1; 0; 0), y** = (0; –1; 0), со-
ответственно.
Систеìа (1) — ãаìиëüтонова, ãäе функöия Га-

ìиëüтона

H =  –  –  +  + x2y1 – x1y2. (2)

Известно, ÷то ãаìиëüтониан (2) на тpаектоpиях
äвижения сохpаняет свое зна÷ение, т. е. явëяется
интеãpаëоì äëя систеìы (1). Этот факт ìожет бытü
испоëüзован äëя оöенки то÷ности пpивоäиìых
пpиìеpов ÷исëенноãо интеãpиpования.
Систеìа ëинеаpизованных уpавнений (1) в ок-

pестности коëëинеаpной то÷ки ëибpаöии L1 иìеет
виä [5, 6] 

(3)

Матpиöа ëинеаpизованной систеìы (3) иìеет
набоp собственных зна÷ений [5]

λ1, 2 = ± , λ3, 4 = ±i , λ5, 6 = ± 2i.

Замечание. Из поëожитеëüности собственноãо

зна÷ения λ1 =  сëеäует неустой÷ивостü
то÷ки ëибpаöии L1.

Так как посëеäние äва уpавнения, соответст-
вуþщие пpостpанственныì пеpеìенныì (x3, y3),
отäеëяþтся от остаëüных, уäобно pассìотpетü за-
äа÷у нахожäения законов упpавëения отäеëüно äëя
систеìы пëоскоãо äвижения:

(4)

и систеìы пpостpанственных пеpеìенных:

(5)

Замечание. Дëя неупpавëяеìой систеìы (5)
(u3 = 0) в сиëу интеãpаëа энеpãии иìеет ìесто ус-
той÷ивостü по Ляпунову стаöионаpноãо pеøения.
Из пpовеäенноãо анаëиза систеìы уpавнений

оpбитаëüноãо äвижения АКP ìожно сäеëатü вывоä,
÷то неустой÷ивостü коëëинеаpной то÷ки ëибpаöии,
с оäной стоpоны, тpебует стабиëизиpуþщеãо упpав-
ëения, а с äpуãой стоpоны, ìожет бытü испоëüзо-
вана как поëожитеëüный фактоp в заäа÷ах ìанев-
pиpования [11, 12].
Выøе быëо показано, ÷то стаöионаpное pеøе-

ние уpавнений неупpавëяеìоãо äвижения, соответ-
ствуþщее коëëинеаpной то÷ке ëибpаöии, явëяется
неустой÷ивыì поëожениеì pавновесия. Поэтоìу
весüìа актуаëüной буäет заäа÷а стабиëизаöии АКP
в окpестности то÷ки ëибpаöии.

Пустü bi = ( ; ; ; ) — собственный век-

тоp, соответствуþщий собственноìу зна÷ениþ λi
ëинеаpизованной упpавëяеìой систеìы (4), а z =
= (x1 – 1; x2; y1; y2 – 1).

Опpеäеëиì ëинейные фоpìы di  bi z, i = 1, ..., 4,
тоãäа в сиëу неупpавëяеìой систеìы (4) спpавеä-
ëивы pавенства

 = λidi. (6)

Есëи в (6) поëожитü i = 1, то

 = λ1d1. (7)

Диффеpенöиаëüное уpавнение (7) иìеет pеøение

d1 = c1exp(λ1t), (8)

ãäе c1 — некотоpая постоянная интеãpиpования.

Леãко виäетü, ÷то pеøение |d1| → ∞ пpи t → ∞,
коãäа c1 ≠ 0. 
Отсþäа сëеäует, ÷то опpеäеëенная функöия d1

экспоненöиаëüно возpастает (коãäа c1 ≠ 0), и ее
pост опpеäеëяется pавенствоì (8). 

 = x2 + y1;

 = –x1 + y2;
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Анаëоãи÷но äëя i = 2, 3, 4:

ãäе c2, c3, c4 — некотоpые постоянные интеãpи-
pования.
Функöия d2 экспоненöиаëüно стpеìится к ну-

ëþ, коãäа c2 ≠ 0. Функöии d3 и d4 описываþт ко-
ëебатеëüный пpоöесс.
Линейная фоpìа d1 = b1z иãpает важнуþ pоëü в

заäа÷е стабиëизаöии и называется функцией опас-
ности [10—12].
Тоãäа, есëи наì уäастся некотоpыì обpазоì

обеспе÷итü выпоëнение усëовия оãpани÷енности
функöии d1 в окpестности коëëинеаpной то÷ки
ëибpаöии, т. е. выпоëнение неpавенства

|d1| m δ, (9)

ãäе δ — äостато÷но ìаëая веëи÷ина, то АКP буäет
нахоäитüся в некотоpой окpестности коëëинеаp-
ной то÷ки ëибpаöии äостато÷но äëитеëüное вpеìя
(быстpоãо ухоäа по экспоненте, по кpайней ìеpе,
в ëинейноì пpибëижении, не буäет).

3. Тpаектоpии с возвpащением

Сìоäеëиpуеì пpиìенение упpавëяþщеãо воз-
äействия в виäе ìаëоãо изìенения скоpости АКP,
нахоäящеãося в окpестности коëëинеаpной то÷ки
ëибpаöии L1. Pезуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëиpова-
ния äвижения АКP в пëоскости экëиптики (есëи в
на÷аëüный ìоìент поëожитü x3 = 0, y3 = 0) пpиве-
äены на pис. 2 и pис. 3.
На pис. 2 виäно, ÷то с поìощüþ весüìа ìаëоãо

возäействия АКP совеpøает пpотяженный ìаневp
в окоëозеìноì пpостpанстве, вpеìя äвижения по
тpаектоpияì — поpяäка нескоëüких ìесяöев. На
pис. 3 АКP совеpøает ìаневp с возвpащениеì в ок-

pестностü то÷ки ëибpаöии L1, котоpоìу соответст-
вует боëüøий пpоìежуток вpеìени. На÷аëüный
ìоìент вpеìени и способ пpиìенения упpавëяþ-
щеãо возäействия поäбиpаþтся так, ÷тобы обеспе-
÷итü сбëижение с изу÷аеìыì небесныì теëоì, тpа-
ектоpия котоpоãо на pисунках обозна÷ена øтpихо-
вой ëинией. 

4. Оpбитальное движение в окpестности 
коллинеаpной точки либpации

Уpавнения управëяеìоãо äвижения косìи÷еско-
ãо pобота во вpащаþщейся систеìе кооpäинат ìо-
ãут бытü пpеäставëены в виäе [5]

(10)

ãäе u = (u1; u2; u3) — вектоp ускоpения.
Пpи этоì еäиниöа ускоpения буäет pавна

5,93844•10–5 ì/с2 ≈ 6,05552•10–6g, ãäе g — стан-
äаpтное ускоpение свобоäноãо паäения äëя Зеìëи.
Еäиниöа скоpости в пpинятой ìоäеëи pавна
298,057 ì/с ≈ 9,94211•10–7с, ãäе c — скоpостü света
в вакууìе.
Дëя обеспе÷ения скоëü уãоäно äëитеëüноãо пpе-

бывания косìи÷ескоãо pобота в окpестности коë-
ëинеаpной то÷ки ëибpаöии L1 в pаìках систеìы
(10), как быëо показано в pаботах [5—8, 10], необ-
хоäиìо, ÷тобы äëя еãо фазовых кооpäинат выпоë-
няëосü соотноøение (9).

 = λ2d2, d2 = c2exp(λ2t),

 = λ3d3, d3 = c3exp(λ3t),

 = λ4d4, d4 = c4exp(λ4t),

d·2

d·3
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Pис. 2. Тpаектоpия с возвpащением в окpестность коллинеаp-
ной точки либpации L1 на пpомежутке вpемени около 5 месяцев

Pис. 3. Тpаектоpия с возвpащением в окpестность коллинеаp-
ной точки либpации L1 на пpомежутке вpемени около 8 месяцев
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5. Численные пpимеpы упpавляемого движения

Пустü в на÷аëüный ìоìент вpеìени АКP иìеет
в фазовоì пpостpанстве кооpäинаты: x = (0,99; 0; 0),
y = (0; 1; 0). Оpбитаëüное äвижение АКP в зависи-
ìости от зна÷ения ввеäенной функöии d1 пpеä-
ставëено на pис. 4—7. 

Заключение

Пустü в на÷аëüный ìоìент вpеìени АКP нахо-
äится в окpестности фазовоãо пpостpанства коëëи-
неаpной то÷ки ëибpаöии, а затеì совеpøает ìаневp,
обеспе÷иваþщий набëþäение за окоëозеìныì пpо-
стpанствоì. Зäесü ìожно испоëüзоватü ìаëое упpав-
ëяþщее возäействие, котоpое становится эффек-
тивныì в сиëу неустой÷ивости коëëинеаpной то÷ки
ëибpаöии. Иìенно в этоì сëу÷ае неустой÷ивостü
явëяется поëожитеëüныì фактоpоì, позвоëяþщиì
пpи ìаëых энеpãети÷еских затpатах существенно
изìенитü тpаектоpиþ äвижения.
Спpавеäëивостü äанноãо утвеpжäения виäна из

пpиìеpов, пpивеäенных в п. 3. О÷евиäно, ÷то такоãо
типа АКP ìожет бытü ìноãокpатно испоëüзован
äëя иссëеäования окоëозеìноãо косìи÷ескоãо пpо-

стpанства. Сëеäует отìетитü, ÷то пpи совеpøении
такоãо ìаневpа и возникает заäа÷а постpоения
"тpаектоpии возвpащения" [12], коãäа АКP в ко-
не÷ной то÷ке тpаектоpии попаäает в окpестностü
устой÷ивоãо ìноãообpазия вбëизи коëëинеаpной
то÷ки ëибpаöии.
На основании выøесказанноãо ìожно ãовоpитü

об осуществëении необхоäиìоãо упpавëения пpи
испоëüзовании таких экзоти÷еских систеì, как
соëне÷ный паpус [5—8, 10—12]. Еãо пpиìенение
оказывается возìожныì в сиëу äостато÷но ìаëых
зна÷ений упpавëяþщеãо возäействия.
Коне÷но, боëее то÷ная оöенка возìожности осу-

ществëения необхоäиìоãо ìаневpа АКP ìожет бытü
поëу÷ена пpи у÷ете, в тоì ÷исëе, и äpуãих возìу-
щений (вëияния эксöентpиситета оpбиты Зеìëи,
Луны, äpуãих пëанет и т. ä.). В то же вpеìя это вëе-
÷ет pассìотpение АКP как твеpäоãо теëа (не ìате-
pиаëüной то÷ки), пеpеìещение котоpоãо описыва-
ется сëожныìи ìатеìати÷ескиìи уpавненияìи,
у÷итываþщиìи как поступатеëüное, так и вpаща-
теëüное äвижение. Pеøение таких заäа÷ пëаниpу-
ется пpи пpовеäении äаëüнейøих иссëеäований.

Pис. 4. Тpаектоpия оpбитального движения в окpестности коллинеаpной точки либ-
pации L1 на интеpвале вpемени около 3 лет (а), гpафик функции d1 (б)

Pис. 5. Гpафик компоненты упpавления u1 на
тpаектоpии, пpиведенной на pис. 4 (u2 = 0)

Pис. 6 Тpаектоpия оpбитального движения в окpестности коллинеаpной точки либpа-
ции L1 на интеpвале вpемени около 3 лет (а), гpафик функции d1 (б)

Pис. 7 Гpафик компоненты упpавления u1 на
тpаектоpии, пpиведенной на pис. 6 (u2 = 0)
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This article considers the navigation control problems of robotic spacecraft that is functioning both in the neighborhood of
an unstable libration point of the Earth-Sun system and in the near-Earth space. The robotic spacecraft motion is considered
under Hill’s circular restricted three-body problem approximation. The concept of special function of phase variables referred
to as "hazard function " in this article is analyzed on the basis of a linearized system of equations of motion. Numerical analysis
of controlled trajectories is carried out subject to the value of the "hazard function". Under the mathematical model being con-
sidered, it was shown that it is possible to maneuver in the near-Earth space with a return to the neighborhood of the collinear
libration point and stabilize the orbital motion. It is thus proposed to use the property of the instability of the collinear libration
point as a positive factor allowing to change the trajectory of motion significantly at the influence of a small control influence.
Investigation results obtained in this work may be useful in developing projects related to solving the problems of asteroid and
comet impact hazard. The numerical simulation results obtained are illustrated graphically.
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Система автоматической стабилизации подводного аппаpата 
в pежиме зависания пpи pаботающем многозвенном манипулятоpе1.

Часть 22

4. Особенности фоpмиpования сил тяги
движителей подводного аппаpата
с учетом его кинематической схемы

Схеìа pаспоëожения äвижитеëей поäвоäноãо
аппаpата (ПА), обеспе÷иваþщая еãо äвижение по
øести степеняì поäвижности, показана на pис. 1.
Пpеäпоëаãается, ÷то пеpвый повоpотный øаpниp
поäвоäноãо ìанипуëятоpа (ПМ) установëен в то÷-
ке O, котоpая явëяется на÷аëоì пpавой систеìы
кооpäинат (СК) X1Y1Z1. В этой СК с поìощüþ аëãо-
pитìа pеøения обpатной заäа÷и äинаìики (ОЗД),
пpеäëоженноãо в пеpвой ÷асти статüи, вы÷исëяþт-
ся вектоpы сиëы F1 и ìоìента M1, äействуþщих на
ПА со стоpоны ПМ.
На pис. 1 ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения: Pi

(i = ) — тяãи äвижитеëей ПА, напpавëения ко-
тоpых совпаäаþт с пpоäоëüныìи осяìи соответст-
вуþщих äвижитеëей; l, h, k, d — ãеоìетpи÷еские
паpаìетpы ПА и коìпоновки äвижитеëей. Пpо-
стpанственные пеpеìещения ПА пpоисхоäят в аб-
соëþтной СК XYZ.

Pас÷ет тяã, котоpые äоëжен созäаватü кажäый
äвижитеëü ПА äëя коìпенсаöии сиëовых и ìоìент-
ных возäействий со стоpоны pаботаþщеãо ПМ,
уäобно выпоëнятü в связанной с ПА пpавой СК
XcYcZc, öентp котоpой pаспоëаãается в то÷ке C,
совпаäаþщей с öентpоì тяжести (то÷кой сиììет-
pии) аппаpата, а оси этой СК, паpаëëеëüные осяì
СК XcYcZc, явëяþтся осяìи еãо сиììетpии. Пpи
этоì оси Xc и X1 совпаäаþт.
Из pис. 1 виäно, ÷то äëя пpяìоëинейноãо äви-

жения ПА необхоäиìо вpащение кажäоãо äвижи-
теëя соответствуþщей паpы в оäну стоpону, а äëя
вpащатеëüноãо äвижения ПА относитеëüно осей
СК XcYcZc вpащение äвижитеëей соответствуþщей

паpы äоëжно пpоисхоäитü в pазные стоpоны. Ука-
занныì на pис. 1 pаспоëожениеì äвижитеëей ìож-
но äобитüся ëþбой оpиентаöии в пpостpанстве
ãëавноãо вектоpа и ãëавноãо ìоìента pезуëüтиpуþ-
щей сиëы тяãи ПА.
У÷итывая ãеоìетpи÷еские паpаìетpы ПА (pис. 1),

несëожно поëу÷итü тpебуеìое зна÷ение тяã äëя каж-
äоãо (из øести) äвижитеëя ПА, необхоäиìое äëя
коìпенсаöии сиëовых и ìоìентных возäействий
со стоpоны pаботаþщеãо ПМ:

(1)

Во втоpой части статьи pассматpивается pешение задачи синтеза замкнутой автоматической системы стабилизации по-
ложения и оpиентации подводного аппаpата в pежиме его зависания в водной сpеде над объектом pабот с учетом уже опpеде-
ленных силовых и моментных воздействий на этот аппаpат со стоpоны pаботающего многозвенного подводного манипулятоpа.
Ключевые слова: подводный аппаpат, многозвенный манипулятоp, навигационная система, пpостpанственная тpаекто-

pия, система стабилизации

 1 Выпоëнение этой pаботы поääеpжано ãpантаìи PФФИ
13-07-00741_а, 13-08-01344_а, а также пpоãpаììаìи ДВФУ (со-
ãëаøение 13-06-0112-ì и пpоект 12-08-13004-04).

 2 Частü 1 опубëикована в жуpнаëе "Мехатpоника, автоìа-
тизаöия, упpавëение" №6, 2014.

1 6,

Pис. 1. Схема pасположения движителей и манипулятоp на ПА
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ãäе Fx1, Fy1 и Fz1 — пpоекöии сиëы F1, a Mx1, My1
и Mz1 — пpоекöии ìоìента M1 на соответствуþщие
оси СК X1Y1Z1. Выpажения (1) опpеäеëяþт все тяãи,
котоpые необхоäиìо созäаватü соответствуþщиìи
äвижитеëяìи ПА.

5. Pазpаботка замкнутой автоматической системы 
стабилизации линейных и угловых пеpемещений ПА

Pеаëüное поëожение и оpиентаöия ПА в абсоëþт-
ной СК XYZ заäается вектоpоì η = [x, y, z, γ, α, β]т ∈
∈ R6, ãäе x, y, z — кооpäинаты поëожения то÷ки С
ПА; γ, α, β — еãо уãëы кpена, äиффеpента и pыс-
канüя; x0, y0, z0, γ0, α0, β0 — зна÷ения эëеìентов
вектоpа η, котоpые необхоäиìо стабиëизиpоватü.
Дëя пpинятой схеìы установки äвижитеëей ПА

(pис. 1) упpавëение ëинейной х и уãëовой β кооp-
äинатаìи вектоpа η обеспе÷ивается тяãаìи P1 и P2,
упpавëение кооpäинатаìи z и α — тяãаìи P3 и P4,
а кооpäинатаìи y и γ — тяãаìи P5 и P6. В связи с этиì
заìкнутая автоìати÷еская систеìа стабиëизаöии ПА
äоëжна состоятü из тpех анаëоãи÷ных оäновpеìенно
pаботаþщих поäсистеì, кажäая из котоpых упpав-
ëяет оäной из тpех паp соответствуþщих äвижите-
ëей. В СК XcYcZc со стоpоны äвижитеëей на ПА äей-
ствуþт pезуëüтиpуþщая сиëа Tc = [Txc, Tyc, Tzc]

т ∈ R3,
ãäе Txc = P1 + P2, Tyc = P5 + P6, Tzc = P3 + P4, и ìо-
ìент Mc = [Mxc, Myc, Mzc]

т ∈ R3, ãäе Mxc = (P6 – P5)h;
Myc = (P3 – P4)k; Mzc = (P1 – P2)l, с поìощüþ ко-
тоpых и буäет осуществëятüся стабиëизаöия поëо-
жения и оpиентаöии ПА в заäанной то÷ке пpо-
стpанства.
На pис. 2 показана схеìа поäсистеìы, стабиëизи-

pуþщей ПА по ëинейной x и уãëовой β кооpäина-
таì вектоpа η с поìощüþ паpы äвижитеëей Д1 и Д2,
созäаþщих тяãи P1 и P2, соответственно. На этоì
pисунке Rx и Rβ — pеãуëятоpы в öепях стабиëиза-
öии ëинейноãо и уãëовоãо пеpеìещений ПА, соот-
ветственно; P0x и P0β — жеëаеìые зна÷ения тяã, не-
обхоäиìых äëя упpавëения ëинейной х и уãëовой β
кооpäинатаìи пеpеìещения ПА, соответственно.
Эта поäсистеìа pаботает сëеäуþщиì обpазоì.

Поскоëüку äëя пpяìоëинейноãо äвижения ПА по

оси X СК XYZ необхоäиìо вpащение äвижитеëей
Д1 и Д2 в оäну стоpону, то на эти äвижитеëи по-
äается сиãнаë P0x. Дëя вpащатеëüноãо äвижения
ПА относитеëüно оси Y абсоëþтной СК вpащение
этих äвижитеëей äоëжно пpоисхоäитü в pазные
стоpоны, поэтоìу на äвижитеëи Д1 и Д2 необхо-
äиìо поäаватü сиãнаëы P0β и –P0β, соответственно.
Так как ëинейные и уãëовые пеpеìещения ПА осу-
ществëяþтся оäновpеìенно с поìощüþ оäной па-
pы äвижитеëей, то на äвижитеëи Д1 и Д2 поäаþтся
сиãнаëы P0x + P0β и P0x – P0β, соответственно. Эти
сиãнаëы фоpìиpуþт тяãи P1 и P2 äвижитеëей (pис. 2),
котоpые оказываþт на ПА сиëовое Txc и ìоìент-
ное Mzc возäействия, бëаãоäаpя котоpыì и осуще-
ствëяется стабиëизаöия еãо поëожения и оpиента-
öии в пpостpанстве. Схеìы постpоения остаëüных
äвух поäсистеì анаëоãи÷ны.

6. Описание математических моделей ПА 
и установленного на нем ПМ

Дëя иссëеäования особенностей функöиониpо-
вания и эффективности синтезиpованной äвухкон-
туpной систеìы стабиëизаöии ПА с pаботаþщиì
ПМ испоëüзована ìатеìати÷еская ìоäеëü, пpеä-
ставëенная систеìой äвенаäöати неëинейных äиф-
феpенöиаëüных уpавнений [2]

M  + (C(υ) + D(υ))υ + g(η) = τc; 

 = J(η)υ,

ãäе M ∈ R6Ѕ6 — ìатpиöа инеpöии (вкëþ÷аþщая
пpисоеäиненные ìассы и ìоìенты инеpöии жиä-
кости); τc = [Txc, Tyc, Tzc, Mxc, Myc, Mzc]

т ∈ R6 — вектоp
пpоекöий тяã и ìоìентов, созäаваеìых äвижитеëя-
ìи ПА, на оси связанной СК XcYcZc; C(υ) ∈ R6Ѕ6 —
ìатpиöа коpиоëисовых и öентpобежных сиë;
D(υ) ∈ R6Ѕ6 — ìатpиöа ãиäpоäинаìи÷еских сиë и
ìоìентов; g(η) ∈ R6 — вектоp ãиäpостати÷еских сиë
и ìоìентов; υ = [υx, υy, υz, ωx, ωy, ωz]

т ∈ R6 — вектоp
пpоекöий ëинейной и уãëовой скоpостей äвижения
ПА на оси связанной СК; J(η) — ìатpиöа пеpехоäа
из связанной в абсоëþтнуþ СК.
Эëеìенты указанной ìоäеëи ПА, поäpобно опи-

санные в pаботе [3], иìеþт сëеäуþщие паpаìетpы:
mа = 300 кã — ìасса ПА; λ11 = 80 кã, λ22 = 140 кã,

λ33 = 140 кã, λ44 = 5 кã•ì2, λ55 = 30 кã•ì2, λ66 =

= 30 кã•ì2 (λij = 0, i ≠ j, i, j = ) — соответствуþ-
щие пpисоеäиненные ìассы и пpисоеäиненные ìо-
ìенты инеpöии жиäкости; Yc = 0,02 ì — ìетаöен-

тpи÷еская высота ПА; Jxx = 9 кã•ì2, Jуу = 30 кã•ì2,

Jzz = 30 кã•ì2 — ìоìенты инеpöии ПА относи-

теëüно еãо ãëавных осей инеpöии; d1x = 30 кã•с–1,

d2x = 10 кã•ì–1, d1y = 60 кã•с–1, d2y = 30 кã•ì–1,

d1z = 60 кã•с–1, d2z = 30 кã•ì–1,  = 20 Н•ì•с,
Pис. 2. Схема типовой подсистемы автоматической системы
стабилизации ПА по двум кооpдинатам

υ·

η·

1 6,

d1x′



Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2014 31

 = 10 Н•ì•с2,  = 40 Н•ì•с,  = 20 Н•ì•с2,

 = 40 Н•ì•с,  = 20 Н•ì•с2 — коэффиöи-

енты вязкоãо тpения, соответствуþщие ëинейной
и кваäpати÷ной зависиìостяì ãиäpоäинаìи÷еских
сиë (ìоìентов) от скоpости äвижения ПА по еãо
отäеëüныì степеняì свобоäы; d = 0,7 ì; l = h = k =
= 0,5 ì. Пpи испоëüзовании спеöиаëüных сpеäств
аäаптивной коppекöии [4] все äвижитеëи ПА пpеä-
ставëены в виäе апеpиоäи÷еских звенüев пеpвоãо
поpяäка с постоянной вpеìени Td = 0,1 с и коэф-
фиöиентоì усиëения Kd = 2, а в ìоäеëях описаны
соответствуþщиìи äиффеpенöиаëüныìи уpавне-
нияìи пеpвоãо поpяäка.
Все pеãуëятоpы, вкëþ÷ая Rx и Rβ (pис. 2), äëя сëе-

äящих САУ, обеспе÷иваþщих стабиëизаöиþ всех ëи-
нейных и уãëовых пеpеìещений ПА, синтезиpованы
с поìощüþ пpоãpаììноãо пакета Matlab Simulink
Response Optimization. Все эти pеãуëятоpы иìеþт
стpуктуpу ПИД pеãуëятоpов и описываþтся пеpеäа-

то÷ныìи функöияìи виäа Rι(s) = kpι +  + ,

(ι = (x, y, z, γ, α, β)). Поскоëüку испоëüзуеìый па-
кет не позвоëяет оäновpеìенно синтезиpоватü äва
pеãуëятоpа поäсистеìы (pис. 2), то äëя кажäой из
тpех поäсистеì ПА вна÷аëе синтезиpоваëся pеãуëя-
тоp указанноãо виäа в сëеäящей систеìе стабиëи-
заöии уãëовой кооpäинаты, а затеì с у÷етоì этоãо
синтезиpованноãо pеãуëятоpа выпоëняëся синтез
pеãуëятоpа в сëеäящей систеìе стабиëизаöии ëи-
нейной кооpäинаты. Затеì снова синтезиpоваëся
pеãуëятоp в öепи стабиëизаöии уãëовой кооpäина-
ты с у÷етоì синтезиpованноãо pеãуëятоpа в öепи
стабиëизаöии соответствуþщей ëинейной кооpäи-
наты, а потоì — и pеãуëятоp в öепи стабиëизаöии
ëинейной кооpäинаты пpи новых зна÷ениях паpа-
ìетpов pеãуëятоpа, пpеäназна÷енноãо äëя стабиëиза-
öии соответствуþщей уãëовой кооpäинаты. Указан-
ная пpоöеäуpа соäеpжаëа äве итеpаöии, посëе кото-
pых паpаìетpы всех pеãуëятоpов в pассìатpиваеìых
öепях всех поäсистеì ПА стабиëизиpоваëисü. В pе-
зуëüтате äëя этих поäсистеì быëи поëу÷ены сëеäуþ-
щие паpаìетpы всех pеãуëятоpов: kpx = 41, kix = 25,
kdx = 568; kpy = 4, kiy = 1, kdy = 686; kpz = 35, kiz = 2,
kdz = 539; kpγ = 153, kiγ = 24, kdγ = 237; kpα = 78,
kiα = 13, kdα = 380; kpβ = 35, kiβ = 1, kdβ = 878, обес-
пе÷иваþщие устой÷ивостü и заäанное ка÷ество pа-
боты pассìатpиваеìых сëеäящих систеì äаже с
у÷етоì взаиìовëияний во всех канаëах стабиëиза-
öии поëожения и оpиентаöии ПА.
В пpоöессе ìоäеëиpования у÷итываëисü тоëüко

тpи пеpвые пеpеносные степени поäвижности ПМ
типа PUMA (кооpäинаты qi), кинеìати÷еская схеìа
котоpоãо пpеäставëена на pис. 3, а паpаìетpы иìеþт
сëеäуþщие зна÷ения: l1 = l2 = 0,5 ì — äëины звенüев
ПМ; m1 = m2 = 3,9 кã — ìассы звенüев, пpи÷еì
öентpы воäоизìещения звенüев ПМ совпаäаþт с их

öентpаìи ìасс, звенüя иìеþт фоpìу öиëинäpа с
pаäиусоì основания r1 = r2 = 0,05 ì и нейтpаëüнуþ
пëаву÷естü. Тензоpы инеpöии этих звенüев относи-
теëüно их öентpов ìасс иìеþт äиаãонаëüный виä,
пpи÷еì  =  = 5•10–3,  =  =  =

=  = 8,4•10–2 — эëеìенты тензоpов инеpöии

пеpвоãо τ1 и втоpоãо τ2 звенüев, соответственно.
Кpоìе тоãо, Π1 = Π2 = 1,075 кã — ìассы жиäкости,

пpисоеäиненные к соответствуþщиì звенüяì ПМ;
| | = | | = 0,25 ì — ìоäуëи вектоpов, заäаþщих

поëожения öентpов ìасс звенüев относитеëüно их
øаpниpов; η = 1,3•10–3 Па•с — вязкостü воäы;
ρ = 1•103 кã/ì3 — пëотностü воäы;  =  = 0,89 —

коэффиöиенты вязкоãо тpения, возникаþщие пpи
äвижении звенüев ПМ пеpпенäикуëяpно набеãаþщеìу
потоку жиäкости; kL1 = kL2 = 0,012 — коэффиöиенты
вязкоãо тpения, возникаþщие пpи äвижении этих
звенüев паpаëëеëüно набеãаþщеìу потоку жиäкости;

 =  = 1,4•10–3,  =  =  =  =

= 2,6•10–2 — äиаãонаëüные эëеìенты тензоpов
инеpöии ìасс жиäкости, пpисоеäиненной к соот-

ветствуþщиì звенüяì ПМ;  = ,

 =  — ìатpиöы напpавëяþщих

косинусов äëя pассìатpиваеìой кинеìати÷еской
схеìы ПМ; J = 10–4 кã•ì2 — ìоìенты инеpöии
pотоpов эëектpоäвиãатеëей и вpащаþщихся ÷астей
pеäуктоpов; ip = 100 — пеpеäато÷ные отноøения
pеäуктоpов в кажäой степени поäвижности ìани-
пуëятоpа.
Буäеì поëаãатü, ÷то в систеìы упpавëения эëек-

тpопpивоäаìи кажäой степени поäвижности ПМ
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kiι
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0,01s 1+
-----------------
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1

cosq1 sinq1 0

0 0 1
sinq1 cosq1– 0
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2

cosq2 sinq2 0

sinq2– cosq2 0
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Pис. 3. Кинематическая схема ПМ
(β(t) = scale pаä; y(t) = scale ì; x(t) = scale ì)
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уже вкëþ÷ены описанные в pаботе [5] аäаптивные
коppектиpуþщие устpойства, обеспе÷иваþщие тpе-
буеìуþ äинаìи÷ескуþ то÷ностü и инваpиантностü
äpуãих показатеëей ка÷ества их pаботы к эффектаì
взаиìовëияния ìежäу всеìи степеняìи поäвижно-
сти этоãо ПМ, пеpеìещаþщеãося в вязкой сpеäе.
В pезуëüтате пеpеäато÷ные функöии скоppектиpо-
ванных эëектpопpивоäов кажäой степени поäвиж-
ности ПМ пpи ëþбых законах изìенения обоб-
щенных кооpäинат в пpоöессе еãо äвижения буäут
иìетü виä 

Wn(s) =  = , 

ãäе kn = , T1 = , Ra = 0,2 Оì — активное

сопpотивëение якоpной öепи; kω = 0,02 В•с — ко-
эффиöиент пpотивоЭДС; km = 0,02 Н•ì/А — ìо-
ìентный коэффиöиент.

7. Исследование синтезиpованной комбиниpованной 
системы стабилизации ПА

Дëя иссëеäования pаботы синтезиpованной
систеìы вна÷аëе быëо выпоëнено ìатеìати÷еское
ìоäеëиpование pежиìа стабиëизаöии ПА в заäанной
то÷ке пpостpанства пpи äвижении ПМ в ãоpизон-
таëüной пëоскости. Пpи этоì поëаãаëосü, ÷то q1(t)

изìеняется по закону q1(t) = 0,5sin(2t), a q2(t) =
= q3(t) = 0, пpи÷еì зäесü и äаëее буäеì поëаãатü,
÷то в на÷аëüный ìоìент вpеìени оси абсоëþтной
XYZ и связанной с ПА СК XcYcZc совпаäаþт, а век-
тоp P*(t) = [x*, y*, z*] ∈ R3 заäает текущее жеëаеìое
поëожение хаpактеpной то÷ки схвата ПМ в абсо-
ëþтной СК XYZ.
Пpоöессы изìенения кооpäинат β(t), x(t) и y(t) ПА

пpи указанноì äвижении ПМ показаны на pис. 4.
На pис. 4, а показаны äвижения ПА, не оснащен-

ноãо никакой систеìой стабиëизаöии, на pис. 4, б —
еãо äвижения пpи испоëüзовании тоëüко заìкну-
той автоìати÷еской систеìы стабиëизаöии ëиней-
ных и уãëовых пеpеìещений ПА, на pис. 4, в —
äвижения с испоëüзованиеì тоëüко pазоìкнутой
систеìы стабиëизаöии, обеспе÷иваþщей отpаботку
äвижитеëяìи pасс÷итанных сиëовых и ìоìентных
возäействий на ПА со стоpоны pаботаþщеãо ПМ,
а на pис. 4, г — äвижения ПА с испоëüзованиеì
поëной коìбиниpованной систеìы стабиëизаöии.
Во всех пеpе÷исëенных сëу÷аях в на÷аëüный ìо-
ìент вpеìени z(t0) = α(t0) = γ(t0) = 0, а пpи äвиже-
нии ПМ скоpостü пеpеìещения еãо схвата äости-
ãаëа 1 ì/с.
Из пpеäставëенных pисунков виäно, ÷то испоëü-

зование тоëüко заìкнутой систеìы стабиëизаöии
позвоëяет в 8 pаз уìенüøитü ëинейные и в 1,2 pаза —
уãëовые сìещения ПА. Испоëüзование тоëüко pа-
зоìкнутой систеìы стабиëизаöии в 20 pаз снижает
ëинейные и в 3,2 pаза — уãëовые сìещения ПА.

qi s( )

qi
 s( )

---------
*

kn

T1s 1+( )s
-------------------

1
ipkω
--------

RaJ

kmkω
----------

Pис. 4. Pезультаты моделиpования pаботы синтезиpованной системы пpи движении ПМ в го-
pизонтальной плоскости

Оäнако то÷ности указанных
систеì, pаботаþщих по от-
äеëüности, все pавно неäоста-
то÷но äëя выпоëнения ответст-
венных ìанипуëяöионных опе-
pаöий в pежиìе зависания ПА
наä объектоì pабот. Испоëü-
зование же pазpаботанной
коìбиниpованной систеìы
стабиëизаöии (pис. 4, г) пpи-
воäит к снижениþ в 37 pаз ëи-
нейных и в 9 pаз уãëовых сìе-
щений ПА. Эта то÷ностü ста-
биëизаöии уже позвоëяет
ка÷ественно выпоëнятü тpе-
буеìые ìанипуëяöионные
опеpаöии.
Пpоöессы изìенения всех

ëинейных и уãëовых кооpäи-
нат ПА пpи ëинейноì äвиже-
нии pабо÷еãо оpãана ПМ, опи-
сываеìоì уpавненияìи  =
= 0,5/ , y* = x* – 1, z* = x*,
в пpостpанстве с постоянной
скоpостüþ 0,5 ì/с показаны на
pис. 5. На÷аëüная то÷ка тpаек-
тоpии äвижения pабо÷еãо оp-
ãана ПМ иìеëа кооpäинаты:

 = 0,7;  = –1;  = 0. На
этих же pисунках поìиìо сìе-

x·*
3

x0* y0* z0*
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щений ПА показана также евкëиäова ноpìа ||ε(t)||
вектоpа äинаìи÷еской оøибки отсëеживания pа-
бо÷иì оpãаноì ПМ пpоãpаììной то÷ки, äвижу-
щейся в абсоëþтной СК XYZ с заäанной скоpостüþ
по указанной выøе пpостpанственной тpаектоpии.
На pис. 5, а и 5, б показаны ||ε(t)|| и откëонения

ПА, не оснащенноãо какой-ëибо систеìой стабиëи-
заöии, на pис. 5, в — те же откëонения, но пpи ис-
поëüзовании тоëüко заìкнутой автоìати÷еской
систеìы стабиëизаöии ПА, на pис. 5, г — äвижения
с испоëüзованиеì тоëüко еãо pазоìкнутой систеìы
стабиëизаöии с то÷но pасс÷итываеìыìи паpаìет-
pаìи, а на pис. 5, д и 5, е — äвижения ПА с ис-
поëüзованиеì pазpаботанной коìбиниpованной
систеìы стабиëизаöии.
Из pис. 5, а и 5, б виäно, ÷то вообще без систеì

стабиëизаöии в пpоöессе pаботы ПМ всеãо за 0,6 с
уãëовые сìещения ПА äостиãаþт
2 pаä, а зна÷ение ||ε(t)|| äостиãает
1 ì, т. е. ПА опpокиäывается, и
выпоëнение ìанипуëяöионных
опеpаöий становится невозìож-
ныì. Испоëüзование тоëüко
заìкнутой автоìати÷еской сис-
теìы стабиëизаöии (pис. 5, в) не
äает опpокинутüся ПА, но то÷-
ностü еãо стабиëизаöии ввиäу
pеаëüных äинаìи÷еских запаз-
äываний в систеìе все pавно ос-
тается непpиеìëеìой äëя pабо-
ты ПМ. Стабиëизаöия ПА тоëüко
с поìощüþ отpаботки еãо äви-
житеëяìи непpеpывно и то÷но
pасс÷итываеìых сиëовых и ìо-
ìентных возäействий со стоpо-
ны pаботаþщеãо ПМ (pис. 5, г)
позвоëяет стабиëизиpоватü ëи-
нейные и уãëовые сìещения ПА
в пpеäеëах 0,05 ì и 0,33 pаä, со-
ответственно, но пpи этоì зна-
÷ение ||ε(t)|| все pавно äостиãает
0,37 ì. Испоëüзование же син-
тезиpованной коìбиниpован-
ной систеìы стабиëизаöии
(pис. 5, д и 5, е) в сpавнении с
pазоìкнутой систеìой стабиëи-
заöии (pис. 5, г) пpивоäит к
снижениþ в 1,6 pаза ëинейных
и в 3 pаза — уãëовых сìещений
ПА, а также в 2,4 pаза снижает
зна÷ение ||ε(t)||. Пpи этоì то÷но-
сти стабиëизаöии ПА становится
уже äостато÷но äëя выпоëнения
ìанипуëяöионных опеpаöий,
поскоëüку небоëüøое зна÷ение
оøибки ||ε(t)|| ìожно коìпенси-
pоватü с поìощüþ систеìы ав-
тоìати÷еской коppекöии пpо-
ãpаììой тpаектоpии äвижения
pабо÷еãо оpãана ПМ [7], кото-

pая за с÷ет äопоëнитеëüных äвижений ПМ позво-
ëяет то÷но коìпенсиpоватü появëяþщиеся оøибки.
Пpи этоì необхоäиìая коppекöия тpаектоpии äви-
жения pабо÷еãо оpãана пpоисхоäит на основе ин-
фоpìаöии о текущей конфиãуpаöии ПМ, а также о
ëинейных и уãëовых сìещениях ПА поä возäейст-
виеì внеøних возìущений.
Сëеäует отìетитü, ÷то испоëüзование коìбини-

pованной систеìы стабиëизаöии ПА кpайне жеëа-
теëüно еще и потоìу, ÷то невозìожно обеспе÷итü
то÷ное вы÷исëение сиëовых и ìоìентных возäей-
ствий на этот ПА со стоpоны äвижущеãося ПМ в
сиëу пpибëиженности опpеäеëения паpаìетpов еãо
взаиìоäействий с окpужаþщей вязкой сpеäой и
ìехани÷еских паpаìетpов саìой констpукöии ПМ.
Pезуëüтаты ìоäеëиpования показаëи, ÷то пpи ста-
биëизаöии ПА с поìощüþ коìбиниpованной сис-

Pис. 5. Pезультаты моделиpования pаботы синтезиpованной системы пpи движении ПМ
по пpостpанственной тpаектоpии
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теìы в пpоöессе äвижения ПМ по указанной выøе
пpяìоëинейной тpаектоpии с той же скоpостüþ и
поãpеøностях pас÷ета сиëовых и ìоìентных воз-
äействий ПМ на ПА, не пpевыøаþщих 10%, зна-
÷ение ||ε(t)|| увеëи÷ивается всеãо äо 0,17 ì, а пpи по-
ãpеøностях 15% — äо 0,18 ì. Пpи испоëüзовании
pазоìкнутой систеìы стабиëизаöии ПА, тех же за-
конах äвижения ПМ и 10 %-х поãpеøностях вы-
÷исëения еãо сиëовых и ìоìентных возäействий
на ПА зна÷ение ||ε(t)|| äостиãает 0,5 ì, а пpи 15%
поãpеøностях — 0,58 ì.

Заключение

В äанной pаботе пpеäëожен ìетоä синтеза коì-
биниpованной заìкнутой автоìати÷еской систеìы
стабиëизаöии поëожения и оpиентаöии ПА в pе-
жиìе еãо зависания в воäной сpеäе вбëизи объекта
выпоëнения pабот. Пpи этоì инваpиантностü ПА к
внеøниì сиëовыì возäействияì, созäаваеìыì pа-
ботаþщиì с высокой скоpостüþ ПМ, обеспе÷ива-
ется с поìощüþ тяã еãо винтов, пpопоpöионаëüных
указанныì внеøниì возäействияì, вы÷исëяеìыì
в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования поëностüþ поäтвеp-
äиëи эффективностü pаботы синтезиpованной коì-
биниpованной систеìы стабиëизаöии, вкëþ÷аþщей

пpяìой канаë упpавëения äвижитеëяìи, стpоящийся
на основе вы÷исëения сиëовых и ìоìентных воз-
äействий ìанипуëятоpа на ПА, и заìкнутуþ сис-
теìу, "äоpабатываþщуþ" нето÷ности вы÷исëений.
Испоëüзование указанной систеìы стабиëизаöии
позвоëяет зна÷итеëüно pасøиpитü кpуã pабот, ка-
÷ественно выпоëняеìых поäвоäныìи ìанипуëя-
öионныì коìпëексаìи на высоких скоpостях.
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System of Automatic Stabilization of Underwater Vehicle
in Stationkeeping Regime with Working Multilink Manipulator. 

Part 2

In this paper the synthesis method of combined closed-loop automatic system of underwater vehicle position and orientation
stabilization in stationkeeping regime is described. Underwater vehicle invariance to external influences created by working
underwater manipulator is provided by thrusts of its screws. These thrusts are proportional to said external influences calculated
in real time scale. For precise calculation of these effects modification of recursive algorithm for solving inverse problem of un-
derwater manipulator dynamics was developed. Presented modification allows take into account all features of viscous envi-
ronment influences on manipulator links committing random movements at high speed. To increase accuracy of stabilization
of underwater vehicle additional automatic systems closed-loop at all linear and angular movement of this vehicle was syn-
thesized. Said systems may use data obtained from high-precision navigation onboard sensors and devices.

Results of performed numerical simulations have confirmed high efficiency of developed approach to underwater vehicle
stabilization in stationkeeping regime while high speed movement of underwater manipulator on complex spatial trajectories.

Keywords: underwater vehicle, multilink manipulator, navigation system, spatial trajectory, stabilization system
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Исследование точности позициониpования выходного звена 
манипулятоpа автоматизированного электронно-лучевого 

технологического комплекса

Введение

Эëектpонно-ëу÷евая сваpка (ЭЛС) поëу÷иëа øи-
pокое pаспpостpанение в отpасëях ìаøиностpое-
ния, связанных с пpоизвоäствоì авиаöионной и
аэpокосìи÷еской техники. ЭЛС относится к ìетоäаì
сваpки высококонöентpиpованныìи исто÷никаìи
энеpãии, позвоëяя соеäинятü за оäин пpохоä ìетаë-
ëы и спëавы тоëщиной от 0,1 äо 400 ìì, и обëаäает
øиpокиìи техноëоãи÷ескиìи возìожностяìи.
В настоящее вpеìя боëüøое вниìание уäеëяется

повыøениþ ка÷ества ответственных и сиëüно на-
ãpужаеìых изäеëий, поëу÷аеìых с поìощüþ ЭЛС.
Это связано с повыøенныìи тpебованияìи к сpоку
сëужбы таких изäеëий, их наäежности пpи экспëуа-
таöии, а также к уìенüøениþ изäеpжек пpоизвоä-
ства и стоиìости техни÷ескоãо оснащения автоìа-
тизиpованных эëектpонно-ëу÷евых техноëоãи÷еских
коìпëексов (АЭЛТК). Эти тpебования тесно связаны
с то÷ностüþ позиöиониpования выхоäных звенüев
ìанипуëятоpов, вхоäящих в состав АЭЛТК.
Поä пpоöессоì позиöиониpования в äанной pа-

боте пониìаеì навеäение выхоäноãо звена испоë-
нитеëüноãо устpойства и еãо пеpеìещение по за-
äанной тpаектоpии. Ка÷ество сваpных соеäинений
во ìноãоì зависит от то÷ности позиöиониpования
эëектpонноãо ëу÷а (ЭЛ) по стыку в пpоöессе сваp-
ки, ÷то пpеäпоëаãает непpеpывное сëежение за
стыкоì в пpоöессе ЭЛС. Отсутствие то÷ноãо пози-
öиониpования ЭЛ по стыку пpивоäит к появëениþ
pазëи÷ных äефектов сваpноãо øва, ÷то существен-
но отpажается на ка÷естве поëу÷аеìых сваpных из-
äеëий [3].
Зна÷итеëüные äостижения техноëоãии ЭЛС äо-

стиãнуты бëаãоäаpя pазpаботке пpинöипов автоìа-
ти÷ескоãо pеãуëиpования pежиìов ЭЛС и созäа-
ниþ систеì автоìати÷ескоãо напpавëения ëу÷а по
стыку. Некотоpые вопpосы автоìати÷ескоãо на-
пpавëения ëу÷а по стыку, в ÷астности, позиöиони-
pования ЭЛ, pассìотpены в pаботах [1, 3, 5].

Сëеäует отìетитü, ÷то существуþщие автоìати-
÷еские устpойства позиöиониpования ëу÷а по стыку
не в поëной ìеpе уäовëетвоpяþт совpеìенныì тpе-
бованияì то÷ности и наäежности навеäения ëу÷а
на стык. Пpи÷иной этоãо явëяþтся пpобëеìы, свя-
занные с коìпенсаöией pазëи÷ных возìущений,
вызванные физи÷ескиìи пpоöессаìи, сопpовожäаþ-
щиìи ЭЛС, низкая поìехозащищенностü äат÷иков
изìеpитеëüных устpойств, а также поãpеøности
эëектpоìехани÷ескоãо коìпëекса. Поэтоìу акту-
аëüной явëяется заäа÷а иссëеäования и pазpаботки
новых ìоäеëей позиöиониpования ЭЛ по стыку и
созäание на их основе новых сpеäств автоìатиза-
öии контpоëя и систеì сëежения за стыкоì.

Особенности электpонно-лучевой сваpки

Маëая øиpина сваpноãо øва и боëüøое отноøе-
ние ãëубины к øиpине øва тpебуþт высокото÷ноãо
совìещения эëектpонноãо пу÷ка с пëоскостüþ
стыка [3]. На pис. 1 изобpажены паpаìетpы сваp-
ноãо стыка, вëияþщие на обеспе÷ение то÷ноãо по-
зиöиониpования ЭЛ пpи ЭЛС.
В äанной pаботе pассìатpивается заäа÷а обеспе-

÷ения то÷ноãо пеpеìещения пятна наãpева ЭЛ по
стыку в пpоöессе сваpки. Изìенение поëожения
ЭЛ ìожет осуществëятüся фокусиpуþщей систеìой,
откëоняþщей систеìой и эëектpоìехани÷ескиì
коìпëексоì АЭЛТК. Эëектpоìехани÷еский коì-
пëекс АЭЛТК вкëþ÷ает в себя совокупностü ìани-
пуëятоpов, на котоpых жестко закpепëены оäна иëи
нескоëüко сваpо÷ных эëектpонно-ëу÷евых пуøек,
и устpойство пеpеìещения сваpиваеìоãо изäеëия
(pис. 2, сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Все боëüøее вниìание уäеëяется выпоëнениþ

ìанипуëятоpоì pабо÷ей функöии, такой как отpа-
ботка pабо÷иì оpãаноì ìанипуëятоpа некотоpой
тpаектоpии с заäанной то÷ностüþ позиöиониpова-
ния. Поãpеøностü отpаботки тpаектоpии — это от-
кëонение факти÷еской тpаектоpии pабо÷еãо оpãа-

Пpедложена математическая модель позициониpования электpонного луча пpи электpонно-лучевой сваpке (ЭЛС). Особен-
ностью модели является учет отклонений (угол отклонения от пеpпендикуляpности, отклонение от сеpедины стыка, полная
погpешность мехатpонных модулей) электpонного луча от идеального положения. Введение pезультатов моделиpования в мо-
дель упpавления пpоцессом ЭЛС позволит повысить качество сваpных соединений.
Ключевые слова: позициониpование, точность, манипулятоp, мехатpонный модуль движения, кинематическая погpеш-

ность, динамическая погpешность
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на от тpаектоpии, заäанной пpоãpаììой äвижения.
Пpи отpаботке тpаектоpии выхоäныì звеноì ìани-
пуëятоpа по заpанее заäанной пpоãpаììе без каких-
ëибо коppектиpуþщих возäействии не всеãäа уäа-
ется äостиãнутü необхоäиìой то÷ности. Пpиìенение
систеìы контpоëя за поëожениеì выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа явëяется необхоäиìыì пpи сущест-
венных теpìи÷еских иëи иных äефоpìаöиях изäеëия
в пpоöессе сваpки [3] иëи в сëу÷ае, коãäа тpебуется
поëу÷итü высокуþ то÷ностü позиöиониpования.
Оäнако сëеäует отìетитü, ÷то пpиìенение со-

вpеìенных контpоëиpуþщих систеì не всеãäа по-
звоëяет осуществëятü пpоöесс позиöиониpования
выхоäноãо звена pобота с заäанной степенüþ то÷-
ности и в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени. Пpи боëü-
øих откëонениях pабо÷еãо оpãана от жеëаеìой
тpаектоpии всëеäствие pазноãо pоäа поãpеøностей
систеìа упpавëения позиöиониpованиеì "не успе-
вает" обpабатыватü сиãнаëы pассоãëасования и
осуществëятü соответствуþщие возäействия äëя
коppекöии поëожения pабо÷еãо оpãана.
В настоящее вpеìя пpи pеøении заäа÷ сëеже-

ния за стыкоì и то÷ноãо позиöиониpования ëу÷а
во вpеìя сваpки пpиìеняется поäхоä, котоpый со-

стоит в сканиpовании обëасти сваpо÷ной ванны
пу÷коì эëектpонов с некотоpой ÷астотой, а иско-
ìые кооpäинаты поëожения стыка pассìатpиваþт-
ся как функöии пpостpанственных кооpäинат в ка-
жäый фиксиpованный ìоìент вpеìени. Оäнако
пpи такоì поäхоäе сpеäи пpо÷их не у÷итываþтся
кинеìати÷еские и äинаìи÷еские хаpактеpистики
испоëнитеëüных устpойств АЭЛТК.
В связи с этиì основной заäа÷ей становится

уìенüøение вpеìени pеакöии систеìы позиöио-
ниpования пpи отpаботке заäанной тpаектоpии вы-
хоäныì звеноì с у÷етоì кинеìати÷еских и инеp-
öионных хаpактеpистик ìанипуëятоpов в составе
АЭЛТК. Пpеäëаãается опpеäеëятü необхоäиìуþ
коìпенсаöиþ по поëожениþ пpи позиöиониpова-
нии pабо÷еãо оpãана ìанипуëятоpа пpи отpаботке
тpаектоpии на основании вы÷исëения поëной по-
ãpеøности с у÷етоì pежиìов сваpки [3, 7].
Особенностüþ ЭЛС явëяется тот факт, ÷то ви-

зуаëüное набëþäение за пpоöессоì сваpки и, соот-
ветственно, пpоöессоì позиöиониpования ЭЛ по
стыку затpуäнено [3]. Поэтоìу актуаëüной явëяет-
ся заäа÷а контpоëя за поëожениеì выхоäноãо зве-
на сваpо÷ноãо ìанипуëятоpа и ìанипуëятоpа заãо-
товки в пpоöессе ЭЛС. Это становится особенно
важныì, коãäа визуаëизаöия стыка пpакти÷ески
невозìожна, напpиìеp, пpи выпоëнении сваpки
внутpи ãëубокоãо стакана иëи с внутpенней по-
веpхности сваpиваеìоãо изäеëия с пpиìенениеì
внутpикаìеpных эëектpонно-ëу÷евых пуøек (ЭЛП).
Высокая скоpостü сваpки (äо 30 ìì/с), пpеöи-

зионностü пpоöесса ЭЛС и оãpани÷енные возìож-
ности визуаëüноãо набëþäения созäаþт опеpатоpу
тpуäности в упpавëении как пpоöессоì сваpки, так
и пpоöессоì позиöиониpования ЭЛ. В öеëях
уìенüøения "pысканüя" пpи сëежении за стыкоì
пpеäëаãается испоëüзоватü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü
пpоöесса позиöиониpования, основаннуþ на у÷ете
поãpеøностей эëектpоìехани÷еской ÷асти АЭЛТК.

Анализ погpешностей пpоцесса позициониpования 
выходного звена манипулятоpа АЭЛТК

То÷ностü pаботы ìанипуëятоpа оöениваþт еãо
поãpеøностüþ, т. е. pазностüþ ìежäу äействитеëü-
ныì и pас÷етныì поëоженияìи еãо выхоäноãо звена.
Основныìи пpи÷инаìи возникновения поãpеøно-
сти ìанипуëятоpа явëяþтся поãpеøности систеìы
упpавëения и äвиãатеëя, кинеìати÷еские поãpеø-
ности, ìеpтвый хоä и упpуãие äефоpìаöии эëеìен-
тов пpеобpазоватеëей äвижения, äинаìи÷еские по-
ãpеøности [4].
Поëнуþ поãpеøностü выхоäноãо звена ìанипу-

ëятоpа опpеäеëяþт в виäе

Δ = Δq + δΣ + JΣ + Δq ′, (1)

ãäе Δq — поãpеøностü систеìы упpавëения и äви-
ãатеëя; δΣ — кинеìати÷еская поãpеøностü пpеоб-
pазоватеëя äвижения; JΣ — ìеpтвый хоä пpеобpа-
зоватеëей äвижения; Δq ′ — поãpеøностü, вызван-
ная поäатëивостüþ пpеобpазоватеëя äвижения.

Pис. 1. Положение фокального пятна нагpева ЭЛ на повеpхно-
сти стыка с учетом констpуктивных хаpактеpистик стыкового
соединения:
dп — äиаìетp эëектpонноãо пу÷ка; h — pасстояние от сpеза
сваpо÷ной пуøки äо пëоскости сваpноãо øва — äëина эëек-
тpонноãо пу÷ка; h′ — äëина откëоненноãо на уãоë θ эëектpон-
ноãо пу÷ка; H — тоëщина сваpиваеìых изäеëий; l — сìещение
öентpа пятна наãpева М пpи откëонении оси эëектpонноãо ëу-
÷а от пеpпенäикуëяpности; θ — уãоë паäения откëоненноãо
пу÷ка на повеpхностü сваpиваеìоãо изäеëия; M — öентp пятна
наãpева эëектpонноãо ëу÷а; h1 — ãëубина пpопëавëения; L —
äëина сваpноãо øва; B — øиpина зазоpа в стыке; 1 — сваpо÷-
ная пуøка; 2 — сваpиваеìое изäеëие
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Допустиìая поãpеøностü отpаботки тpаектоpии
опpеäеëяет усëовие обеспе÷ения заäанной то÷ности
позиöиониpования выхоäноãо звена ìанипуëятоpа:

Δ0 m Δrзаäан, (2)

ãäе Δ0 — äопускаеìая поãpеøностü ìанипуëятоpа;
Δrзаäан — ìаксиìаëüная поãpеøностü отpаботки
тpаектоpии.
Анаëиз ëитеpатуpы и ноpìативно-техни÷еской

äокуìентаöии по обеспе÷ениþ пpоöесса позиöио-
ниpования ЭЛ по стыку пpи ЭЛС показаë, ÷то pас-
÷еты по опpеäеëениþ поëной поãpеøности ìани-
пуëяöионных ìеханизìов äостато÷но øиpоко ис-
поëüзуþтся в теоpети÷еских иссëеäованиях [3—5, 7].
Оäнако на пpактике ìноãие хаpактеpистики, вëияþ-
щие на зна÷ение поãpеøности, не у÷итываþтся ëибо
с÷итаþтся постоянныìи в те÷ение всеãо пpоöесса
ЭЛС. Дëя ìноãокооpäинатных ìанипуëятоpов сва-
pо÷ной пуøки и изäеëия поãpеøностü явëяется
зна÷иìой веëи÷иной, поскоëüку необхоäиìо у÷и-
тыватü также их взаиìное pаспоëожение и кине-
ìати÷еские особенности пpи выпоëнении pабо÷их
функöий (pис. 3).
То÷ностü поëожения фокаëüноãо пятна наãpева

ЭЛ на стыке сваpиваеìых изäеëий опpеäеëяется
pаäиус-вектоpоì r, котоpый явëяется pаäиусоì
øаpа то÷ности выхоäноãо звена ìанипуëятоpа [4].
Необхоäиìо обеспе÷итü совìещение то÷ек M1 и M2
в соответствии с усëовиеì (2). Поëожение общей
то÷ки M описывается pаäиус-вектоpоì, зависящиì
от вpеìени:

ΔΓ = (x(t), y(t), z(t)). (3)

Тоãäа ìоäуëü ëинейной оøибки pавен

Δrп = , (4)

ãäе Δxп, Δуп, Δzп — оøибки позиöиониpования по
осяì x, y, z непоäвижной систеìы кооpäинат, за-
висящие от оøибок обобщенных кооpäинат. 
Дëя поëу÷ения заäанной то÷ности позиöиониpо-

вания ЭЛ по стыку опpеäеëена öеëевая функöия F
пpоöесса позиöиониpования [6]:

F = f (Δф, θ, Δr, Δтехн), (5)

ãäе Δф — то÷ностü фокусиpовки эëектpонноãо ëу÷а;
θ — уãоë паäения откëоненноãо пу÷ка на повеpх-
ностü сваpноãо стыка; Δr — поëная поãpеøностü
ìанипуëятоpа; Δтехн — кpитеpии, у÷итываþщие
техноëоãи÷еские паpаìетpы ЭЛС.
Пpоöесс позиöиониpования вкëþ÷ает в себя

также у÷ет техноëоãи÷еских паpаìетpов пpоöесса
ЭЛС: обеспе÷ение пеpпенäикуëяpности оси ЭЛ к
пëоскости сиììетpии стыка (K1); обеспе÷ение со-
хpанения неизìенныì äиаìетpа фокаëüноãо пятна
наãpева dп на повеpхности стыка сваpиваеìых äе-
таëей (K2); собëþäение pасстояния h от сpеза сва-
pо÷ной пуøки äо сваpиваеìой повеpхности (K3);
обеспе÷ение сохpанения постоянной ãëубины пpо-
пëавëения h1 (K4).

Действуþщие в ìанипуëятоpе АЭЛТК скоpости,
ускоpения, сиëы и ìоìенты оказываþт непосpеä-
ственное вëияние на то÷ностü позиöиониpования
выхоäноãо звена пpи пpохожäении тpаектоpии.
Pасс÷итываеìые в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени па-
pаìетpы кинеìатики и äинаìики систеìы, а иìенно
зна÷ения соответствуþщих поãpеøностей, позво-
ëяþт коppектиpоватü поëожение pабо÷еãо оpãана в
соответствии с ãеоìетpией тpаектоpии и с тpебова-
нияìи то÷ности ее отpаботки.
В pезуëüтате пpовеäенноãо то÷ностноãо анаëиза

установëены виäы поãpеøностей, вëияþщих на то÷-
ностü позиöиониpования пpи навеäении ЭЛ на стык.
Анаëиз поëной поãpеøности ìанипуëятоpа в со-
ставе АЭЛТК позвоëяет опpеäеëитü, на скоëüко
необхоäиìо скоppектиpоватü поëожение ЭЛ.

Особенности учета точности позициониpования 
выходного звена манипулятоpа пpи ЭЛС

Анаëизиpуя фоpìуëу (1), ìожно сäеëатü вывоä
о тоì, ÷то сpеäи пpо÷их паpаìетpов ìанипуëятоpов
не у÷итываþтся еãо äинаìи÷еские хаpактеpистики.
Такиì обpазоì, на основе пpовеäенноãо анаëиза
фактоpов, вëияþщих на то÷ностü отpаботки тpаек-
тоpии выхоäныì звеноì ìанипуëятоpа, пpеäëоже-
на сëеäуþщая обобщенная ìатеìати÷еская ìоäеëü
пpоöесса позиöиониpования еãо выхоäноãо звена:

FΔ = (6)

Δxп( )2 Δyп( )2 Δzп( )2+ +

Pис. 3. Кинематическая схема технологического обоpудования
АЭЛТК:
1 — ìанипуëятоp сваpо÷ной пуøки; 2 — устpойство пеpеìеще-
ния заãотовки; 3 — обëастü то÷ности; M1 — öентp пятна наãpе-
ва ЭЛ; M2 — öентp сваpноãо øва в некотоpой то÷ке

Δr(Δq, δΣ, JΣ, Δq ′, ID, v, m);
fТП(K1, K2, K3, K4),
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ãäе Δr — поëная поãpеøностü ìанипуëятоpа; Δq —
поãpеøностü систеìы упpавëения и äвиãатеëя; δΣ и
JΣ — кинеìати÷еская поãpеøностü и ìеpтвый хоä
пpеобpазоватеëя äвижения соответственно; Δq ′ —
поãpеøностü, вызванная поäатëивостüþ ìеханизìа;
ID — äинаìи÷еский инваpиант; v — скоpостü вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа; m — ìасса pабо÷еãо оp-
ãана ìанипуëятоpа; fТП — паpаìетpы техноëоãи÷е-
скоãо пpоöесса (ТП); K1, ..., K4 — кpитеpии обеспе-
÷ения то÷ности позиöиониpования ЭЛ по стыку
пpи ЭЛС [7]. Степенü вëияния этих фактоpов на то÷-
ностü позиöиониpования выхоäноãо звена pазëи÷на и
зависит от хаpактеpистик обоpуäования АЭЛТК,
pежиìов еãо pаботы и паpаìетpов пpоöесса ЭЛС.
Вхоäныìи паpаìетpаìи ìоäеëи явëяþтся ско-

pостü v и ìасса m pабо÷еãо оpãана выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа. Выхоäныì паpаìетpоì ìоäеëи яв-
ëяется пеpеìещение выхоäноãо звена по оäной
иëи нескоëüкиì кооpäинатаì.
В ка÷естве äопущений в пpеäëоженной ìоäеëи

пpиниìаеì:
1) упpуãие свойства ìанипуëятоpа у÷итываеì

поäатëивостüþ эëеìентов констpукöии;
2) зна÷ение ìеpтвоãо хоäа пpеобpазоватеëей

äвижения ìанипуëятоpа с÷итаеì постоянныì äëя
конкpетноãо виäа техноëоãи÷ескоãо обоpуäования
АЭЛТК;

3) поãpеøностü систеìы упpавëения и äвиãате-
ëей с÷итаеì постоянной äетеpìиниpованной ве-
ëи÷иной. 
Бëаãоäаpя пpинятыì äопущенияì упpощаеì

pас÷ет поëной поãpеøности, ÷то позвоëяет уìенü-
øитü pас÷етное вpеìя ìоäеëи.
Оãpани÷енияìи в äанной ìоäеëи явëяþтся: ÷ис-

ëо звенüев ìанипуëятоpа сваpо÷ной пуøки, у÷аст-
вуþщих в äвижении, ìаксиìаëüная скоpостü пеpе-
ìещения и ìасса сваpо÷ной пуøки и заãотовки.
На÷аëüные усëовия пpоöесса позиöиониpова-

ния ЭЛ по стыку и усëовия еãо пpотекания: хаpак-
теpисти÷еские то÷ки устанавëиваþтся пpи пpеäва-
pитеëüноì пpохоäе, известны абсоëþтные кооpäи-
наты контpоëüных то÷ек тpаектоpии.
Особенностüþ пpеäëоженной ìоäеëи явëяется

анаëиз пpоöесса позиöиониpования выхоäноãо зве-
на пpи еãо äвижении по некотоpой пpостpанствен-
ной тpаектоpии с у÷етоì кинеìати÷еских свойств
систеìы и выбоp соответствуþщеãо коppектиpуþ-
щеãо возäействия.

Алгоpитм анализа точности пpи позициониpовании 
электpонного луча по стыку пpи ЭЛС

Анаëиз то÷ности позиöиониpования ЭЛ по стыку
с у÷етоì pазpаботанной ìоäеëи вкëþ÷ает в себя
сëеäуþщие этапы:

1. Обеспе÷ение кpитеpиев позиöиониpования
ЭЛ по стыку.
Кpитеpий K1: пеpпенäикуëяpностü оси ЭЛ к пëос-

кости сиììетpии стыка äостиãается откëонениеì
ЭЛ на уãоë θ, зна÷ение котоpоãо θ m ± (6...7)° и за-

висит от констpуктивных паpаìетpов сваpноãо
стыка (сì. pис. 1). Есëи äаëüнейøее откëонение
ЭЛ с поìощüþ откëоняþщей систеìы невозìожно,
то в пpоöесс позиöиониpования ëу÷а по стыку вкëþ-
÷ается эëектpоìехани÷еский коìпëекс АЭЛТК.
Кpитеpий K2: стабиëизаöиþ äиаìетpа фокуса ЭЛ

осуществëяþт высокото÷ныì щеëевыì äат÷икоì
äëя обеспе÷ения то÷ноãо навеäения фокаëüноãо
пятна наãpева на стык пpи øиpине зазоpа в стыке
B = const по всей äëине сваpноãо стыка [3]. Пpи
этоì äëя обеспе÷ения поëноãо пpопëавëения äоëжно
выпоëнятüся усëовие

B m dп m 2B. (7)

Кpитеpий K3: äëя позиöиониpования ЭЛ по
стыку необхоäиìо обеспе÷иватü постоянство pас-
стояния от сpеза сваpо÷ной пуøки äо повеpхности
сваpиваеìоãо изäеëия h, оно заäается в соответст-
вии с ãеоìетpией сваpноãо стыка:

h = (8)

и ìожет бытü опpеäеëено по ìетоäу "äвойноãо
кpая" [3].
Кpитеpий K4: äëя сохpанения постоянной ãëуби-

ны пpопëавëения h1 необхоäиìо обеспе÷иватü ëибо
стабиëüностü фокусноãо pасстояния, изìеняя пpи
этоì äиаìетp пятна наãpева (h = const, dп = var), ëибо
неизìенностü äиаìетpа фокуса (h = var, dп = const),
пpи этоì фокусное pасстояние ваpüиpуется пеpе-
ìещениеì сваpо÷ной пуøки и/иëи заãотовки.

2. Опpеäеëение кинеìати÷еской поãpеøности
ìанипуëятоpов сваpо÷ной пуøки и/иëи изäеëия.
Кинеìати÷еская поãpеøностü испоëнитеëüных

устpойств ìанипуëятоpа пpивеäена к выхоäноìу
звену и опpеäеëяется как суììаpная кинеìати÷е-
ская поãpеøностü ìноãоступен÷атых пpеобpазовате-
ëей äвижения по ìетоäу ìаксиìуìа-ìиниìуìа [7]:

δΣ = εi δi, (9)

ãäе δi — кинеìати÷еская поãpеøностü i-й пеpеäа÷и;
εi — пеpеäато÷ный коэффиöиент поãpеøности i-й
пеpеäа÷и, у÷итываþщий изìенение кинеìати÷е-
ской поãpеøности пеpеäа÷и пpи пpивеäении ее к
выхоäноìу звену кинеìати÷еской öепи.

3. Особенности у÷ета äинаìи÷еской поãpеøности
испоëнитеëüных устpойств ìанипуëятоpов АЭЛТК.
Дëя анаëиза äинаìи÷еских хаpактеpистик ìа-

нипуëятоpов испоëüзуþт поëнуþ кинети÷ескуþ
энеpãиþ ìноãозвенных ìеханизìов. Иссëеäование
и анаëиз кинети÷еской энеpãии ìанипуëятоpов ëе-
жат в основе pяäа pанее pазpаботанных äинаìи÷е-
ских ìоäеëей. Оäнако с у÷етоì сëожности постpое-
ния äинаìи÷еских ìоäеëей ìноãозвенных ìанипу-
ëятоpов сваpо÷ной пуøки и устpойства пеpеìещения
заãотовки быëа пpеäпpинята попытка поëу÷итü
эìпиpи÷еские зависиìости изìенения пеpеìеще-

l
tgθ
------

 
i 1=

n

∑
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ния выхоäноãо звена ìанипуëятоpа от поëу÷енных
зна÷ений кинети÷еской энеpãии в виäе

Δäин = f (Ti), (10)

ãäе Δäин — поãpеøностü ìанипуëятоpа, связанная
с еãо äинаìи÷ескиìи хаpактеpистикаìи в иссëе-
äуеìых то÷ках i.
Поëная кинети÷еская энеpãия ìехани÷еской

систеìы:

T = Ta + Tp, (11)

ãäе Ta, Tp — кинети÷еская энеpãия ìанипуëятоpа и
pабо÷еãо оpãана, соответственно.
Поëная кинети÷еская энеpãия систеìы зависит

от ìассы, ëинейных и уãëовых скоpостей, ìоìен-
тов инеpöии и ãеоìетpи÷еских паpаìетpов звенüев
ìанипуëятоpов.
На основе найäенных соãëасно (10), (11) зна÷е-

ний кинети÷еской энеpãии Ti в контpоëüных то÷ках
тpаектоpии и с у÷етоì экспеpиìентаëüных äанных
поëу÷ены эìпиpи÷еские зависиìости изìенения
äинаìи÷еской то÷ности ìанипуëятоpа в иссëеäуеìых
то÷ках, у÷итываþщие инеpöионные хаpактеpисти-
ки испоëнитеëüных устpойств в составе АЭЛТК.

4. Испоëüзуя øаp то÷ности с pаäиусоì Δrзаäан и
öентpоì в то÷ке М (pис. 3), ìожно опpеäеëитü ãео-
ìетpи÷еское ìесто то÷ек, уäовëетвоpяþщих усëо-
виþ (2). Пpи "непопаäании" конöевых то÷ек М вы-
хоäных звенüев всех ìанипуëятоpов в поëу÷еннуþ
обëастü øаpа то÷ности, котоpая опpеäеëяется ки-
неìати÷ескиìи и инеpöионныìи хаpактеpистикаìи
ìанипуëятоpов, пpовоäится коppектиpовка поëо-
жения выхоäноãо звена с у÷етоì поëной поãpеø-
ности эëектpоìехани÷ескоãо коìпëекса АЭЛТК.
Анаëиз поëу÷енных pезуëüтатов иссëеäований ки-
неìати÷еской и äинаìи÷еской составëяþщих по-
ãpеøностей ìанипуëятоpов позвоëяет уто÷нитü
возникаþщие откëонения конöевых то÷ек pабо÷их
оpãанов от заäанноãо поëожения пpи позиöиони-
pовании выхоäных звенüев ìанипуëятоpов с у÷е-
тоì äействуþщих сиë, скоpостей и ускоpений.

Экспеpиментальная пpовеpка pазpаботанной модели

Натуpные экспеpиìенты по иссëеäованиþ то÷-
ности позиöиониpования выхоäноãо звена ìанипу-

ëятоpа пpовеäены на обоpуäовании Отäеëа высоких
техноëоãий и кафеäpы "Мехатpонные систеìы"
(ФГБОУ ВПО "ИжГТУ иìени М. Т. Каëаøникова").
Пpовеpку pазpаботанных ìоäеëей пpовоäиëи на
pоботе-ìанипуëятоpе с напоëüныì закpепëениеì
фиpìы KUKA. В ка÷естве внеøнеãо изìеpитеëüно-
ãо устpойства быë выбpан ëазеpный äат÷ик ëиней-
ных пеpеìещений ZX-LD100 (фиpìа OMRON) с
то÷ностüþ изìеpений 0,01 ìì.
Цель исследования: экспеpиìентаëüная оöенка

вëияния поëной поãpеøности ìехатpонной систе-
ìы на то÷ностü отpаботки тpаектоpии выхоäныì
звеноì ìанипуëятоpа. Объектоì иссëеäования яв-
ëяëосü поëожение выхоäноãо звена ìанипуëятоpа
пpи отpаботке заäанной тpаектоpии, т. е. сваpноãо
стыка. Поä тpаектоpией пониìаëасü пpостpанст-
венная кpивая сëожной фоpìы, оäнозна÷но äетеp-
ìиниpованная в пpостpанстве ãëобаëüных кооpäи-
нат. Геоìетpи÷еские хаpактеpистики сваpноãо стыка
заìеняëисü кооpäинатаìи опоpных то÷ек T1 – T5,
контpоëü котоpых пpовоäиëся.
Быëа pазpаботана ìетоäика пpовеäения экспе-

pиìентаëüноãо иссëеäования, вкëþ÷ая пëаниpова-
ние экспеpиìента [2]. В äанноì иссëеäовании
ваpüиpуеìыìи фактоpаìи явëяþтся ëинейная ско-
pостü конöевой то÷ки pабо÷еãо оpãана ìанипуëя-
тоpа vmax (в тестовоì и автоìати÷ескоì pежиìах) и
ìасса наãpузки mн (ìасса pабо÷еãо оpãана). Такиì
обpазоì, пpовеäен äвухфактоpный äвухуpовневый
экспеpиìент: vmax = 10... 150 ìì/с, mн = 0...40 кã.
С у÷етоì тоãо, ÷то констpукöия pобота известна

и тpаектоpия äвижения выхоäноãо звена стpоãо äе-
теpìиниpована, быëи поëу÷ены кинеìати÷еская и
äинаìи÷еская ìоäеëи систеìы. Анаëиз поëу÷енной
ìоäеëи позвоëиë опpеäеëитü оøибку позиöиониpо-
вания выхоäноãо звена pобота в кажäой иссëеäуе-
ìой то÷ке. Оøибка позиöиониpования выхоäноãо
звена в то÷ке опpеäеëяëасü на основании pазpабо-
танной ìетоäики вы÷исëения поëной поãpеøности
с у÷етоì кинеìати÷еской схеìы pобота [7]. Схеìа
экспеpиìентаëüной установки и поpяäок пpовеäе-
ния иссëеäования пpеäставëены в pаботах [2, 8].
Данные по опpеäеëениþ то÷ности позиöиони-

pования выхоäноãо звена pобота свеäены в табëи-
öу, ãäе пpеäставëены зна÷ения контpоëüных то÷ек

Результаты экспериментальных измерений

№ опорной то÷ки

Реаëüная траектория
(экспериìент 1)

Траектория с у÷етоì кинеìати÷ес-
кой поãреøности (экспериìент 2)

Траектория с у÷етоì äинаìи÷еской 
поãреøности (экспериìент 3)

Среäнее
зна÷ение

Zср.реаë, ìì

Среäне-
кваäрати÷еское
откëонение Sреаë

Среäнее
зна÷ение

Zср.кин, ìì

Среäне-
кваäрати÷еское
откëонение Sкин

Среäнее
зна÷ение

Zср.äин, ìì

Среäне-
кваäрати÷еское
откëонение Säин

Т1 0,122 0,0066 –0,103 0,0066 –0,003 0,0062
Т2 0,138 0,0070 –0,088 0,0070 0,006 0,0066
Т3 0,188 0,00625 –0,038 0,00625 0,058 0,00623
Т4 0,238 0,0055 0,01 0,0055 0,099 0,00523
Т5 0,181 0,0064 –0,04 0,0064 0,054 0,00616
Среäнее зна÷ение 0,173 0,0064 –0,052 0,0064 0,043 0,0061
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по оси Z с у÷етоì äанных от внеøнеãо изìеpитеëü-
ноãо устpойства (экспеpиìент 1), с у÷етоì кинеìа-
ти÷еской поãpеøности (экспеpиìент 2) и с у÷етоì
äинаìи÷еской поãpеøности ìанипуëятоpа (экспе-
pиìент 3). Экспеpиìентаëüные äанные (экспеpи-
ìенты 2 и 3) поëу÷ены на основании pазpаботан-
ной ìоäеëи пpоöесса позиöиониpования выхоäноãо
звена ìанипуëятоpа.
Соãëасно пëану экспеpиìента быëо пpеäусìот-

pено ÷етыpе коìбинаöии со÷етаний паpаìетpов.
Дëя кажäой коìбинаöии фактоpов быëо пpовеäено
по äваäöатü изìеpений (заìеpов). Pезуëüтаты экс-
пеpиìентов (vmax = 10 ìì/с и mн = 40 кã) пpеä-
ставëены в табëиöе.
На pис. 4 пpеäставëены ãpафики, наãëяäно ото-

бpажаþщие зна÷ения контpоëüных то÷ек по оси Z
с у÷етоì испоëüзуеìой ìоäеëи (pяä 2, pяä 3) и без
нее (pяä 1).
На основе статисти÷ескоãо анаëиза экспеpиìен-

таëüных äанных опpеäеëены сpеäние зна÷ения от-
кëонений от ноìинаëüноãо зна÷ения поëожения äëя
кажäой контpоëüной то÷ки тpаектоpии, поëу÷енных
с поìощüþ внеøнеãо äат÷ика поëожения. Сpеäнее
зна÷ение откëонения äëя всех то÷ек pеаëüной тpа-
ектоpии составиëо 0,173 ìì, с у÷етоì кинеìати÷е-
ской поãpеøности ìанипуëятоpа 0,052 ìì, с у÷етоì
также äинаìи÷еской поãpеøности 0,043 ìì. Такиì
обpазоì, поãpеøностü позиöиониpования уìенüøи-
ëасü боëее ÷еì в 2,5 pаза. Кpоìе тоãо, быëо опpеäе-
ëено сpеäнее кваäpати÷еское откëонение от заäан-
ноãо поëожения äëя äваäöати изìеpений. Нужно
отìетитü, ÷то пpиìенение pазpаботанной ìоäеëи
позвоëиëо уìенüøитü (хотя и незна÷итеëüно) сpеä-
некваäpати÷еское откëонение с 0,00635 äо 0,00608. 

Выводы

1. В pезуëüтате пpовеäен-
ноãо теоpети÷ескоãо и экспе-
pиìентаëüноãо иссëеäования
то÷ности позиöиониpования
выхоäноãо звена сваpо÷ноãо
ìанипуëятоpа быëо установ-
ëено, ÷то пpиìенение пpеä-
ëоженной ìоäеëи, у÷итываþ-
щей вëияние кинеìати÷еской
и äинаìи÷еской поãpеøно-
стей, пpи отpаботке тpаекто-
pии явëяется эффективныì
сpеäствоì повыøения то÷но-
сти позиöиониpования ìани-
пуëятоpа.

2. Анаëиз то÷ности пози-
öиониpования выхоäноãо
звена ìанипуëятоpа с у÷етоì
пpеäëоженноãо поäхоäа äает

боëее поëнуþ каpтину пpоöесса позиöиониpова-
ния эëектpонноãо ëу÷а пpи ЭЛС пpи заäанных pе-
жиìах в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени
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The Positioning Accuracy Research of Manipulator Output 
Member of Automated Electron Beam Production Complex 

The paper presents the mathematical model of electron beam positioning during electron-beam welding. The model spe-
cialty is an electron beam deviations account (the deviation of perpendicularity, the joint centre beam deviation, the error of
mechatronic modules) from an ideal position.

The developed mathematical model consists of: the positioning criterion assurance of electron beam on the joint; the con-
jugate error calculation of welding gun and/or workpiece manipulators; the dynamic characteristics analysis of welding gun
and/or workpiece manipulators; the definition of accuracy solid sphere with radius Δr and centerpoint M with allowance for
manipulators kinematic and dynamic properties of automated electron beam production complex (AEBPC). In case of ’miss-
ing’ end points of output members of all complex manipulators in the obtained area of accuracy sphere, output member position
is corrected taking into account total error of electromechanical complex AEBPC by inverse kinematics solving.

The analysis of research results is allowed to consider the gripper tips deviation of the real path in the process of manipulators
positioning by forces, velocities and accelerations changing. The simulation results inclusion into control model of EBW process
will enables to assure the program settings accuracy of EBW main parameters and thereby to improve the joints quality.

Keywords: positioning, precision, manipulator, motion mechatronic module, conjugate error, dynamic error
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Кинетический метод контpоля и диагностики технических сpедств

Введение

Нау÷но-техни÷еский пpоãpесс поpоäиë техно-
сфеpу — совокупностü созäанных ÷еëове÷ествоì
техни÷еских сpеäств äëя обеспе÷ения жизнеäея-
теëüности ëþäей на пëанете. Соãëасно существуþ-
щиì пpоãнозаì в бëижайøеì буäущеì наpяäу с
инфоpìатикой и биоинженеpией pевоëþöионизи-
pуþщее вëияние на pазвитие техносфеpы окажет
ìехатpоника, пpеäставëяþщая собой обëастü нау÷-
но-техни÷ескоãо знания и инженеpной äеятеëüно-
сти, интеãpиpуþщая ìеханику, эëектpонику, авто-
ìатику и инфоpìатику в öеëях совеpøенствования
существуþщеãо и созäания новоãо покоëения тех-
ники и техноëоãий [1].
Техни÷еское сpеäство (ТС) пpеäставëяет собой

äостато÷но сëожный объект и соäеpжит, как пpа-
виëо, не ìенее тыся÷и пpостейøих неäеëиìых äе-
таëей [2]. Даже пpи пpостейøеì потоке отказов ТС
÷исëо возìожных pазëи÷ных неиспpавностей в
неì не ìенüøе, ÷еì ÷исëо пpостейøих äетаëей.
Есëи у÷естü, ÷то ìноãие äетаëи саìи по себе ìоãут
иìетü существенно pазëи÷аþщиеся неиспpавно-
сти, то общее ÷исëо pазных неиспpавностей воз-
pастает в нескоëüко pаз по сpавнениþ с ÷исëоì
пpостейøих äетаëей в ТС [3, 4].
Усëожнение схеìноãо постpоения и функöио-

наëüных связей в ТС поpожäает зна÷итеëüные
тpуäности äëя обеспе÷ения необхоäиìой наäежно-
сти. В pезуëüтате возникает öеëый pяä спеöифи÷е-
ских пpобëеì, связанных с оpãанизаöией обсëужи-
вания и обеспе÷ениеì высокой эффективности
экспëуатаöии обсëуживаеìоãо ТС.
Сущностü этих пpобëеì опpеäеëяется теì, ÷то

pазвитие ТС в указанноì напpавëении сопpовож-
äается pезкиì увеëи÷ениеì вpеìенных, ìатеpи-
аëüных и тpуäовых затpат на обсëуживание, всëеä-

ствие ÷еãо возpосøие потенöиаëüные возìожно-
сти ТС не ìоãут бытü поëностüþ pеаëизованы.
Известно [2, 5, 6], ÷то основныì напpавëениеì

pазpеøения возникøеãо пpотивоpе÷ия, наpяäу с
повыøениеì наäежности ТС, явëяется совеpøен-
ствование оpãанизаöии обсëуживания в со÷етании
с коìпëексной автоìатизаöией всех пpоöессов
экспëуатаöии ТС. В связи с этиì вопpосы всесто-
pоннеãо совеpøенствования систеìы техни÷ескоãо
обсëуживания пpиобpеëи важное пpакти÷еское зна-
÷ение и объективно становятся все боëее актуаëü-
ныìи по ìеpе pазвития ТС.
Пpи пpовеäении техни÷ескоãо обсëуживания пpо-

öесс изìеpения паpаìетpов ТС составëяет 80...90 %
от общей тpуäоеìкости. Необхоäиìостü сокpаще-
ния этих затpат естественныì обpазоì пpивоäит к
иäее автоìатизаöии пpоöесса контpоëя [5].
Высокая степенü автоìатизаöии контpоëя опpе-

äеëяет высокое быстpоäействие сpеäств изìеpе-
ния, обpаботки и анаëиза pезуëüтатов изìеpения,
котоpое, в своþ о÷еpеäü, вëияет на эффективностü
обсëуживаеìых объектов.
Автоìатизаöия контpоëя ТС позвоëит повыситü

эффективностü пpиìенения изìеpитеëüно-вы÷ис-
ëитеëüноãо коìпëекса (ИВК). ИВК — это устpой-
ство, äиаãностиpуþщее ТС. Совpеìенные ИВК
пpеäставëяþт собой сëожные коìпëексы техни÷е-
ских устpойств, вкëþ÷аþщих в себя саìые pазëи÷-
ные узëы и эëеìенты.
Контpоëü техни÷ескоãо состояния систеì pаз-

ëи÷ноãо назна÷ения явëяется неотъеìëеìой ÷астüþ
пpоöесса их pазpаботки, испытаний и экспëуата-
öии [7]. Основной заäа÷ей контpоëя явëяется по-
ëу÷ение инфоpìаöии äëя выpаботки необхоäиìых
возäействий на контpоëиpуеìуþ систеìу иëи ус-
ëовия ее пpоизвоäства и экспëуатаöии в öеëях
обеспе÷ения ìаксиìаëüноãо эффекта от испоëüзо-
вания ее по назна÷ениþ.

Pассматpиваются основные подходы, связанные с pазpаботкой кинетического метода контpоля и диагностики техниче-
ских сpедств. Пpоведен анализ существующего научно-методического аппаpата диагностиpования технических сpедств, сфоp-
мулиpованы основные недостатки и пpотивоpечия в pассматpиваемой области. Опpеделены пути их pешения, на основании ко-
тоpых пpедложен кинетический метод контpоля и диагностики технических сpедств. Сфоpмулиpовано основное напpавление
pазвития систем бесконтактного контpоля и диагностики технических сpедств.
Ключевые слова: техническое сpедство, контpоль и диагностика, техническое состояние, кинетика, идентификация,

электpообоpудование

КОНТРОЛЬ И ДИАГНОСТИКА ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ
И ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ
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В зависиìости от öеëевоãо соäеpжания оöенки
техни÷ескоãо состояния указанных объектов и ус-
ëовий ее pеаëизаöии ìожно выäеëитü нескоëüко
катеãоpий, котоpые хаpактеpизуþтся соответствиеì
ка÷ества ТС опpеäеëенныì тpебованияì, — виäы и
кëассы техни÷ескоãо состояния [8]. Пpиìенитеëü-
но к ТС они (виäы, кëассы) ìоãут опpеäеëятüся
pазëи÷ныìи паpаìетpаìи иëи некотоpыìи функ-
öияìи от них, вкëþ÷ая выхоäные сиãнаëы ТС иëи
отäеëüных еãо составных ÷астей.
Анаëиз пеpспектив pазвития ТС и существуþ-

щих ìетоäов паpаìетpи÷ескоãо контpоëя и äиаãно-
стиpования, в тоì ÷исëе и с поìощüþ автоìатизи-
pованных сpеäств изìеpений, позвоëяет выäеëитü
основное пpотивоpе÷ие в пpактике оöенки состоя-
ния ТС ìежäу тенäенöией pоста ноìенкëатуpы па-
pаìетpов ТС, обусëовëенной усëожнениеì схеì-
ноãо постpоения и функöионаëüных связей в еãо
бëоках, и тpаäиöионныìи ìетоäаìи оöенки их тех-
ни÷ескоãо состояния, ÷то сопpовожäается pезкиì
увеëи÷ениеì вpеìенных и ìатеpиаëüных затpат на
обсëуживание таких объектов.

Pезуëüтаты и pеøения нау÷ных иссëеäований,
пpовоäиìых в pаìках нау÷но-ìетоäи÷ескоãо аппа-
pата (НМА) техни÷еской äиаãностики, ìожно ус-
ëовно pазäеëитü на äве ãpуппы:
в пеpвой ãpуппе нау÷ных pезуëüтатов, опубëи-
кованных в pаботах [9—14], pассìатpивается па-
pаìетpи÷еский поäхоä, в основу котоpоãо вхо-
äят тpи выpаботанные пpактикой способа поис-
ка: пpобных заìен, физи÷ескоãо искëþ÷ения,
пpоìежуто÷ных изìеpений;
во втоpой ãpуппе нау÷ных pезуëüтатов, опубëи-
кованных в pаботах [15—21], иссëеäуется функ-
öионаëüный поäхоä, в основу котоpоãо вхоäит
иäентификаöия техни÷ескоãо состояния объек-
та контpоëя по выхоäноìу сиãнаëу.
Несìотpя на несоìненные пpеиìущества паpа-

ìетpи÷ескоãо ìетоäа, связанные, в пеpвуþ о÷еpеäü,
с ка÷ествоì (ãëубиной) äиаãностиpования, он об-
ëаäает и pяäоì неäостатков: пpи боëüøоì ÷исëе
сpеäств изìеpений кажäое из них äопоëнитеëüно
вносит поãpеøности пpи изìеpении; пpи боëüøоì
÷исëе контpоëиpуеìых паpаìетpи÷еских то÷ек из-
ìеpение кажäой тpебует опpеäеëенноãо коëи÷ества
вpеìени.
Втоpая ãpуппа нау÷ных pезуëüтатов [17—21], ос-

нованная на функöионаëüноì äиаãностиpовании
[15, 16], вкëþ÷ает в себя иäентификаöиþ техни÷е-
скоãо состояния по выхоäноìу сиãнаëу ТС. Основ-
ной заäа÷ей пpи этоì явëяется выбоp такоãо
ìетоäа кëассификаöии непpеpывных во
вpеìени сиãнаëов, котоpый позвоëиë бы
поëу÷атü наäежные pезуëüтаты за ìаëый
пpоìежуток вpеìени.
Неäостаткоì äанных ìетоäов явëяется тот

факт, ÷то изìеpение осуществëяется в оäно-
ìеpноì ìетpи÷ескоì пpостpанстве, в кото-
pоì сиãнаëы pазëи÷ных кëассов во ìноãих
то÷ках ìоãут пеpесекатüся. Это, в своþ о÷е-

pеäü, веäет к снижениþ äостовеpности и повыøе-
ниþ вpеìени иссëеäования в то÷ках пеpесе÷ения
pазëи÷ных кëассов.
Неäостаткоì существуþщеãо НМА явëяется еãо

низкая пpоизвоäитеëüностü. Кëасси÷еские ìетоäы
паpаìетpи÷ескоãо контpоëя и äиаãностиpования
äëя оöенки техни÷ескоãо состояния объектов не
уäовëетвоpяþт тpебованияì систеì упpавëения по
вpеìенныì показатеëяì. Существуþщий НМА
оöенки техни÷ескоãо состояния объектов, котоpый
основывается на испоëüзовании ìетоäов паpаìет-
pи÷ескоãо äиаãностиpования, не позвоëяет pеøитü
заäа÷у сокpащения ÷исëа äиаãности÷еских пpизна-
ков пpи сохpанении ãëубины поиска отказов и поë-
ноты äиаãностиpования и поэтоìу не ìожет бытü
пpиìенен äëя äостижения поставëенной öеëи.
В äанной статüе pассìотpена заäа÷а повыøения

быстpоäействия оöенки состояния ТС пpи собëþ-
äении оãpани÷ений на äpуãие показатеëи эффек-
тивности контpоëя и äиаãностиpования.

Особенности контpоля и диагностики состояния 
технических сpедств по функциональному пpизнаку

Анаëиз существуþщеãо НМА позвоëиë выäеëитü
напpавëение повыøения пpоизвоäитеëüности ИВК
пpи äиаãностике ТС по функöионаëüноìу пpизна-
ку, в основу котоpоãо вхоäит иäентификаöия тех-
ни÷еских состояний объекта иссëеäования по вы-
хоäноìу сиãнаëу. На этой основе pассìотpен но-
вый поäхоä к оöенке техни÷еских состояний
объекта иссëеäования.
Схеìа изìеpений и обpаботки выхоäных сиãна-

ëов пpеäставëена на pис. 1.
ТС вкëþ÷ает в себя опpеäеëенное ÷исëо бëоков,

кажäый из котоpых фоpìиpует соответствуþщие
зна÷ения паpаìетpов {θm} (m = 1, 2, ..., Λ), изìе-
pяеìые pазнотипныìи пpибоpаìи (Λ — ÷исëо
кëассов техни÷еских состояний). Зна÷итеëüно со-
кpатитü вpеìя äиаãностиpования ìожно пpи ис-
поëüзовании коìпëексных хаpактеpистик сиãнаëа
ТС S(t | θ), ãäе t — вpеìя, котоpоìу соответствует
вектоp паpаìетpов θ, хаpактеpизуþщий состояние
ТС. Иссëеäуеìый сиãнаë S(t | θ) pеãистpиpуется
сpеäствоì изìеpения и пpеобpазуется в коэффиöи-
ент взаиìной коppеëяöии этаëонноãо и иссëеäуе-
ìоãо сиãнаëов ϕ(θ) с поãpеøностüþ изìеpения σ.
На выхоäе устpойства обpаботки фоpìиpуется вы-
хоäной сиãнаë Za(θa), пpи заäанноì зна÷ении паpа-
ìетpов θa соответствуþщий опpеäеëенноìу кëассу

Pис. 1. Схема измеpений и обpаботки сигналов
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техни÷еских состояний Za ∈ Z, ãäе Z — ìножество
заäанных кëассов техни÷еских состояний объекта.
Матеìати÷еская схеìа с у÷етоì ввеäенных обо-

зна÷ений пpеäставëена на pис. 2.
Иссëеäуеìый сиãнаë S(t | θ) посëе опеpатоpа из-

ìеpитеëüноãо пpеобpазования иìеет зна÷ение
BS(θ) + σ, ãäе B — опеpатоp изìеpитеëüноãо пpеоб-
pазования иссëеäуеìоãо сиãнаëа, S(θ) — зна÷ение
иссëеäуеìоãо сиãнаëа, σ — поãpеøностü изìеpения;
B–1 — опеpатоp обpаботки коэффиöиента взаиì-
ной коppеëяöии этаëонноãо Zi(θm) и иссëеäуеìоãо
S(t | θ) сиãнаëа; ϕ — зна÷ение коэффиöиента взаиì-
ной коppеëяöии этаëонноãо Zi(θm) и иссëеäуеìоãо
S(t | θ) сиãнаëов; Za(θa) — сиãнаë, соответствуþщий
опpеäеëенноìу кëассу техни÷еских состояний {Za}
(a = 1, 2, ..., Λ).
Диаãности÷еская ìоäеëü ТС вкëþ÷ает этаëоны

кëассов техни÷еских состояний, котоpыì соответ-
ствуþт этаëоны пpеобpазованных сиãнаëов Zi(θm),
(i = 1, 2, ..., Λ). С поìощüþ обpатноãо опеpатоpа B–1

вы÷исëяется пpибëиженное pеøение Za(θa) = B–1(ϕ),
ìаксиìаëüно соответствуþщее заäанноìу кëассу
техни÷еских состояний.
Основныìи показатеëяìи пpоизвоäитеëüности

систеì контpоëя и äиаãностики явëяþтся опеpа-
тивностü и äостовеpностü (сì. табëиöу).
Опеpативностü повыøается за с÷ет уìенüøения

÷исëа сpеäств изìеpений äо оäноãо, а сëеäоватеëü-

но и вpеìенных затpат (TΣ = T(θj) → ), в pе-

зуëüтате испоëüзования коìпëексной хаpактеpи-
стики выхоäноãо сиãнаëа ТС.
Достовеpностü äостиãается уìенüøениеì веpо-

ятности пpинятия оøибо÷ных pеøений о со-
стоянии зна÷ений äиаãности÷еских пpизнаков ТС
(|Z – B–1(ϕ)| → ), ÷то, в своþ о÷еpеäü, эквива-

ëентно уìенüøениþ оøибки иäентификаöии в pе-
зуëüтате устой÷ивой обpаботки изìеpений.

Кинетический метод контpоля 
и диагностики технических сpедств

Дëя повыøения пpоизвоäитеëüности
созäаваеìых и экспëуатиpуеìых ТС пpеä-
ëаãается пpеäваpитеëüная обpаботка их вы-
хоäных сиãнаëов, хаpактеpизуþщихся pя-
äоì паpаìетpов, пpи изìенении ноìи-
наëüных зна÷ений котоpых изìеняется
фоpìа выхоäноãо сиãнаëа. Дëя повыøения
быстpоäействия äиаãностиpования ТС ис-
сëеäуеìый выхоäной сиãнаë с объекта кон-
тpоëя pазäеëяется на äва сиãнаëа, котоpые
отëи÷аþтся äpуã от äpуãа на зна÷ение, ìенü-
øее пеpиоäа [22, 23]. Эти äва иссëеäуеìых
сиãнаëа обpазуþт заìкнутуþ фиãуpу в äе-
каpтовой систеìе кооpäинат. Итоãоì пpеä-
ваpитеëüной обpаботки явëяется ãеоìетpи-
÷еская фиãуpа, обpазованная путеì соеäи-
нения то÷ек, кооpäинатаìи котоpых по
оси абсöисс явëяþтся зна÷ения аìпëитуä
сиãнаëа Sy(t), а по оси оpäинат — зна÷ения

аìпëитуä сиãнаëа Sx(t) в соответствуþщие отс÷еты
вpеìени. Данная фиãуpа называется äиаãpаììой
состояний (ДС) (pис. 3).
В функöионаëüной äиаãностике оöенку ТС ìож-

но пpовоäитü, не изìеpяя откëонения паpаìетpов
от ноìинаëüных зна÷ений с испоëüзованиеì öеëо-
ãо паpка pазнотипных сpеäств изìеpений, а анаëи-
зиpуя ëиøü фоpìу ДС.
Синтезиpованная фиãуpа ìожет иìетü фоpìу

äостато÷но сëожнуþ и весüìа ÷увствитеëüнуþ к
изìенениþ паpаìетpов pежиìов pаботы и техни÷е-
скоãо состояния ТС. Диаãpаììа состояния созäается
непpеpывно и обновëяется ÷еpез кажäый пеpиоä
питаþщеãо напpяжения, бëаãоäаpя ÷еìу оказыва-
ется возìожныì pеãистpиpоватü кpатковpеìенные
откëонения в паpаìетpах ТС и выявëятü "пpеäвест-
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Pис. 3. Пpоцесс получения диагpаммы состояний
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Pис. 2. Математическая схема измеpений и обpаботки сигналов
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ники" аваpийных ситуаöий, ÷то существенно повы-
øает эффективностü пpоãнозиpуþщеãо контpоëя и
äиаãностики состояния ТС. Такиì обpазоì, по по-
ëу÷енной ДС ìожно суäитü о наëи÷ии иëи отсут-
ствии äефектов в ТС, ÷то существенно сокpащает
вpеìя äиаãностиpования. 
По äвуì поëу÷енныì сиãнаëаì

Sy(t) = fy(t, θ) = Akcos[(k•ω0t + ψk), θ],

Sx(t) = fx(t, θ, t) = Akcos[(k•ω0t + ψk), θ, τ],

ãäе k — ÷исëо ãаpìони÷еских составëяþщих вы-
хоäноãо сиãнаëа; τ — эëеìент заäеpжки; Ak — аì-
пëитуäа k-й ãаpìоники; ω0 — уãëовая ÷астота; ψk —
на÷аëüная фаза, пpеобpазованныì в фоpìу фиãуpы
Sy(t) = fy{θ, [Sx(t)]}, необхоäиìо опpеäеëитü
кëасс состояния ТС S = {θa} (a = 1, 2, ..., Λ). Зäесü

(•)— функöия, обpатная fx(•); θ — вектоp па-
pаìетpов; τ — эëеìент заäеpжки; Λ — ÷исëо кëассов
техни÷еских состояний [22].
Пpеäставиì объект äиаãностиpования D, иìеþ-

щий заäанное ÷исëо паpаìетpов Θ и выpабатываþ-
щий выхоäной сиãнаë Y, сëеäуþщиì обpазоì:

D  Y.

Изìенение ноìинаëüных зна÷ений Θ в объекте
äиаãностиpования D пpивоäит к искажениþ вы-
хоäноãо сиãнаëа.
Пpи пpеäъявëении к систеìе тpебований по

техни÷ескоìу состояниþ необхоäиìо, ÷тобы быëи
созäаны äpуãие этаëонные пpеобpазованные вы-
хоäные сиãнаëы Y, кажäый из котоpых хаpактеpи-
зоваë бы опpеäеëенный äефект в объекте äиаãно-
стиpования:

D  Ya.

Зäесü Θa — изìенение опpеäеëенноãо a-ãо па-
pаìетpа, пpивоäящее к искажениþ выхоäноãо сиã-
наëа, т. е. к поëу÷ениþ сиãнаëа Ya, (a = 1, 2, ..., Λ).
Сpавнение иссëеäуеìоãо выхоäноãо сиãнаëа Y с
этаëонныìи Ya схеìати÷но показано на pис. 4 и за-
кëþ÷ается в сëеäуþщеì: на выхоäе объекта äиаã-
ностиpования D фоpìиpуется пpеäваpитеëüно пpе-

обpазованный выхоäной сиãнаë Y пpи заäанноì
зна÷ении паpаìетpов Θ. Сфоpìиpованный сиãнаë Y
соотносится с этаëонныìи сиãнаëаìи Y1, Y2, ..., Ya,
котоpые поëу÷ены пpи pазëи÷ных зна÷ениях от-
кëонения паpаìетpов Θ1, Θ2, ..., Θa. Наиëу÷øее
совпаäение выхоäноãо сиãнаëа Y и оäноãо из эта-
ëонных сиãнаëов Ya, (a = 1, 2, ..., Λ) ãовоpит о ìесте
äефекта в иссëеäуеìоì объекте äиаãностиpования D.

Пpименение кинетического метода
на пpимеpе контpоля и диагностики 

электpообоpудования системы электpоснабжения

Pеøение заäа÷и автоìатизиpованной pеãистpа-
öии и анаëиза ìаëых изìенений кинетики (фоpìы)
изìеpитеëüноãо сиãнаëа с выхоäа объекта äиаãно-
стиpования ìожет бытü поëу÷ено путеì бескон-
тактноãо контpоëя техни÷ескоãо состояния эëек-
тpообоpуäования (ЭО) систеì эëектpоснабжения
(СЭС). Сущностü пpеäëаãаеìоãо поäхоäа состоит в
изìеpении äиаãности÷еской инфоpìаöии о техни-
÷ескоì состоянии ЭО бесконтактныì ìетоäоì и
посëеäуþщеì фоpìиpовании ДС, соäеpжащей ин-
фоpìаöионные пpизнаки отказов ЭО, пpеäстав-
ëенной в виäе вектоpов öифpовой посëеäоватеëü-
ности, из котоpых фоpìиpуþт ìатpиöу техни÷е-
скоãо состояния.
Иäентификаöия техни÷ескоãо состояния и ìеста

отказа в ЭО выпоëняется на основании анаëиза из-
ìенений в öифpовых посëеäоватеëüностях сфоp-
ìиpованных ìатpиö техни÷ескоãо состояния. Пpи
этоì пpеäëаãается контpоëü техни÷ескоãо состоя-
ния ЭО осуществëятü в äва этапа: на пеpвоì этапе
(анаëиза) фоpìиpуþт бибëиотеку этаëонных описа-
ний возìожных техни÷еских состояний ЭО (инфоp-
ìаöионных пpизнаков отказов) и запоìинаþт их
в виäе этаëонных ìатpиö техни÷ескоãо состояния,
а изìеpенный с объекта äиаãностиpования сиãнаë,
пpеобpазованный в ìатpиöу техни÷ескоãо состояния,
также запоìинаþт; на втоpоì этапе (иäентифика-
öии) поэëеìентно сpавниваþт поëу÷еннуþ ìатpи-
öу техни÷ескоãо состояния с этаëонныìи ìатpи-
öаìи техни÷ескоãо состояния и иäентифиöиpуþт
техни÷еское состояние ЭО по наибоëüøеìу ÷исëу
совпаäений эëеìентов сpавниваеìых ìатpиö.
На pис. 5 пpивеäены pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо

ìоäеëиpования, выпоëненноãо с испоëüзованиеì
коìпüþтеpных техноëоãий (MathCAD 14, Work-
bench 9 и Proteus 7).
В хоäе иссëеäований быëи синтезиpованы äва

неãаpìони÷еских сиãнаëа u1(t) и u2(t) (pис. 5, а и б,
соответственно), отëи÷ие котоpых äpуã от äpуãа за-
кëþ÷аëосü в наëи÷ии в спектpе втоpоãо из них 9-й
ãаpìони÷еской составëяþщей (pис. 5, в и г), аìпëи-
туäа котоpой составëяëа 2...3 % от аìпëитуäы пеp-
вой ãаpìони÷еской составëяþщей. Техни÷ески такая
ситуаöия соответствует, напpиìеp, испpавноìу
тpансфоpìатоpу и тpансфоpìатоpу, иìеþщеìу
äва-тpи коpоткозаìкнутых витка оäной из обìоток.
Матpиöы техни÷еских состояний, сфоpìиpованные
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Pис. 4. Схема сpавнения выходного сигнала с эталонами
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с испоëüзованиеì pассìатpиваеìоãо ìетоäа, пpеä-
ставëены на pис. 5, д и е. Поëу÷енные pезуëüтаты
показываþт, ÷то ни в фоpìе сиãнаëа, ни в еãо спек-
тpе хаpактеpных анаëизиpуеìых отëи÷ий нет, тоãäа
как öифpовые посëеäоватеëüности ìатpиö техни-
÷ескоãо состояния pазëи÷аþтся существенно.
Пpовеäенное ìатеìати÷еское ìоäеëиpование по-

казаëо, ÷то ДС, пpеобpазованная к виäу вектоpов
öифpовой посëеäоватеëüности, из котоpых фоpìи-
pуþт ìатpиöу техни÷ескоãо состояния, инфоpìа-
тивна и ÷увствитеëüна к изìенениþ техни÷ескоãо
состояния äиаãностиpуеìоãо объекта.
Такиì обpазоì, в ка÷естве исто÷ника äиаãно-

сти÷еской инфоpìаöии в систеìах бесконтактноãо
контpоëя и äиаãностики ТС ìоãут бытü эффектив-
но испоëüзованы законоìеpности изìенения ки-
нетики выхоäных сиãнаëов, сопpовожäаþщих пpо-
öессы функöиониpования äанных объектов.

Заключение

В боëüøинстве ТС испоëüзуþтся встpоенные сис-
теìы контpоëя, котоpые в усëовиях усëожнения их
схеìноãо постpоения и увеëи÷иваþщеãося потока
отказов тpебуþт äоpаботки, ÷то эконоìи÷ески за-
тpуäнено. В связи с этиì äëя повыøения эффек-
тивности пpоöесса экспëуатаöии созäаваеìых и
унасëеäуеìых ТС пpеäставëяется öеëесообpазныì
пpиìенение ìетоäов и устpойств бесконтактноãо
контpоëя и äиаãностики, основанных на анаëизе и

pаспознавании фоpìы кинетики выхоäно-
ãо сиãнаëа, pаботаþщих совìестно со
øтатныìи систеìаìи контpоëя.

Pеаëизаöия pазpаботанноãо ìетоäа по-
звоëит:

pеøитü вопpосы унификаöии фоpìы
пpеäставëения ìатеìати÷еской ìоäеëи
ТС;
повыситü опеpативностü и äостовеp-
ностü äиаãности÷еских вывоäов;
обеспе÷итü äиспет÷еpов техни÷еских
систеì объективной инфоpìаöией;
снизитü веpоятностü аваpийных ситуа-
öий, внепëановых откëþ÷ений и пpо-
стоев ТС.
В öеëоì, пpеäëаãаеìый в статüе кине-

ти÷еский ìетоä контpоëя и äиаãностики
ТС созäает основу äëя pеаëизаöии стpате-
ãий экспëуатаöии техни÷еских систеì по
состояниþ.
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Kinetic Method of Control and Diagnostics of Technical Means

The main approaches connected with development of a kinetic method of control and diagnostics of technical means are
considered in the article. Are mentioned the main restrictions and shortcomings of operating monitoring systems and diagnostics
connected by that in process of increase of complexity of controlled systems of function of control also considerably become
complicated. Thus there are problems of a choice of rational set of controlled parameters and the organization of procedures
of control according to real-life problems. The essence of these problems is defined by development of technical means in the
direction of complication of circuit construction and functional communications technical means generates considerable dif-
ficulties for ensuring necessary reliability, and also is accompanied by sharp increase in time, material and labor expenditure
at service owing to what the increased potential opportunities of technical means can’t be completely realized. The analysis
of existing scientific means of diagnosing, the main shortcomings and contradictions of considered area are formulated. Definite
solutions, based on which the proposed kinetic method-sky monitoring and diagnostic technology is offered. The main direction
of development of systems of contactless control and diagnostics of technical means is formulated.

Keywords: technical tool, control and diagnostics, technical condition, kinetics, identification, electric equipment.
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Подход к пpогнозиpованию значений
фактоpов пожаpоопасных ситуаций

Введение

Пожаpоопасные и взpывоопасные пpоизвоäст-
ва — это пpеäпpиятия, на котоpых пpоизвоäятся,
хpанятся и тpанспоpтиpуþтся взpывоопасные пpо-
äукты иëи пpоäукты, пpиобpетаþщие пpи опpеäе-
ëенных усëовиях способностü к возãоpаниþ иëи
взpыву [1].
Совpеìенные систеìы пожаpотуøения на этих

пpоизвоäствах хаpактеpизуþтся äостато÷но высо-
киìи показатеëяìи по обнаpужениþ и туøениþ
пожаpов. Теì не ìенее, за пpоìежуток вpеìени
ìежäу обнаpужениеì и устpанениеì пожаpа ìожет
бытü нанесен существенный ìатеpиаëüный ущеpб
пpоизвоäству. К тоìу же посëе устpанения пожаpа
необхоäиìо пpовеäение боëüøоãо объеìа pабот по
ëиквиäаöии еãо посëеäствий.
Пpовеäенный пpи÷инно-сëеäственный анаëиз

[2, 3] показаë, ÷то пpеäпосыëкой к возникновениþ
пожаpов явëяется совокупностü со÷етаний таких
фактоpов, как теìпеpатуpа в поìещении, опти÷е-
ская пëотностü возäуха, сопpотивëение пpовоäки,
сопpотивëение изоëяöии пpовоäки и пëотностü
возäуха в поìещении.
Возникновение пожаpов во ìноãоì обусëовëено

также изъянаìи взаиìоäействия на уpовне ÷еëовек —

систеìа — cpеäа [3], связанныìи с неäостато÷ной
инфоpìиpованностüþ ëиöа, пpиниìаþщеãо pеøе-
ния, и оãpани÷енностüþ вpеìени äëя пpинятия иì
pеøений по пpеäотвpащениþ пожаpа и взpыва.
В связи с этиì необхоäиìо пpоãнозиpование

зна÷ений фактоpов пожаpоопасных ситуаöий, ко-
тоpое позвоëит увеëи÷итü вpеìя äëя пpинятия pе-
øений по пpеäотвpащениþ пожаpа.

Взаимосвязь фактоpов и условий возникновения 
пожаpоопасных ситуаций

К необхоäиìыì усëовияì возникновения по-
жаpа относятся: наëи÷ие ãоpþ÷еãо вещества, ис-
то÷ника зажиãания и окисëитеëя (pис. 1).
Дëя наступëения пожаpа тpебуþтся äостато÷-

ные усëовия, котоpые закëþ÷аþтся в оäновpеìен-
ноì совìещении необхоäиìых усëовий.
В pаботе [4] пpеäëаãается фоpìаëизаöия усëо-

вий возникновения пожаpа на основе испоëüзова-
ния не÷етких зна÷ений фактоpов пожаpоопасных
ситуаöий, связанных ìежäу собой пpоäукöионныìи
пpавиëаìи, обpазуþщиìи базу знаний. Функöии
пpинаäëежности не÷етких пеpеìенных и пpавиëа
базы знаний фоpìиpуþтся на основе соãëасован-
ных ìнений экспеpтов — коìпетентных в äанной

обëасти спеöиаëистов пожаpо- и взpы-
воопасных пpоизвоäств. Виä функ-
öий пpинаäëежности пpи этоì выби-
pается исхоäя из пpостоты их пpеä-
ставëения и вы÷исëения пpи усëовии
обеспе÷ения аäекватности соответст-
вуþщей не÷еткой пеpеìенной опи-
сываеìоìу пpоöессу.
Дëя своевpеìенноãо устpанения

пожаpоопасных ситуаöий выпоëня-
ется пpоãнозиpование зна÷ений фак-
тоpов таких ситуаöий и поиск по базе
пpоäукöионных пpавиë, соäеpжащих
их со÷етания, пpивоäящие к пожаpу.
Пpоãнозиpование осуществëяется на
интеpваëы вpеìени, äостато÷ные äëя
пpинятия и pеаëизаöии pеøений по
пpеäотвpащениþ пожаpоопасных си-
туаöий.

Пpедложен подход к пpогнозиpованию значений фактоpов, вызывающих пожаpоопасные и взpывоопасные ситуации, осно-
ванный на использовании искусственной нейpонной сети. Данный подход может быть использован для своевpеменного опpе-
деления пожаpоопасных ситуаций на пожаpо- и взpывоопасных пpоизводствах и устpанения их в pежиме pеального вpемени.
Ключевые слова: пожаpная безопасность, пожаpоопасная ситуация, пpогнозиpование, искусственная нейpонная сеть

Pис. 1. Взаимосвязь фактоpов и условий возникновения пожаpоопасных ситуации
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Пpогнозиpование значений фактоpов 
пожаpоопасных ситуаций

Дëя пpинятия pеøений по пpеäотвpащениþ по-
жаpа необхоäиìо вpеìя, котоpое обеспе÷ивается за
с÷ет пpоãнозиpования зна÷ений фактоpов, вызы-
ваþщих еãо возникновение. Пpоãноз выпоëняется
на основе испоëüзования искусственной нейpон-
ной сети (ИНС).
Общая схеìа пpоãнозиpования зна÷ений факто-

pов пожаpоопасных ситуаöий пpеäставëена на pис. 2.
Пpоãнозиpование своäится к сëеäуþщеìу.

1. Опpеäеëение зна÷ений фактоpов xkl, k, l = ,
ãäе k — ноìеp фактоpа: k = 1 — теìпеpатуpа в по-
ìещении, °C; k = 2 — опти÷еская
пëотностü возäуха; k = 3 — сопpотив-
ëение пpовоäки, кОì; k = 4 — сопpо-
тивëение изоëяöии пpовоäки, МОì;
k = 5 — пëотностü возäуха в поìеще-
нии, кã/ë; l — ноìеp ìоìента вpеìе-
ни, в котоpый изìеpяется зна÷ение
фактоpа.
Зна÷ения фактоpов изìеpяþтся с

äискpетностüþ 4 ìинуты.
2. Опpеäеëение аpхитектуpы ИНС.
В ка÷естве ИНС выбpан тpехсëой-

ный пеpсептpон с аpхитектуpой,
пpеäставëенной на pис. 3.
Выбоp пеpсептpона äанной аpхи-

тектуpы обусëовëен ìноãо÷исëенны-
ìи ìаøинныìи экспеpиìентаìи,
пpовеäенныìи на тестовых äанных,
поëу÷енных со взpыво- и пожаpо-
опасных пpоизвоäств.
Дëя уëу÷øения pезуëüтатов пpо-

ãноза зна÷ения фактоpов ноpìиpу-
þтся в äиапазоне [0, 1]. Пpивеäение
зна÷ений фактоpов к оäноìу äиапа-
зону необхоäиìо äëя тоãо, ÷тобы ни
оäин из них не иìеë боë́üøий вес,
÷еì äpуãие.
Ноpìиpование выпоëняется по

фоpìуëе

 = ,

ãäе minxk и maxxk — соответственно
ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное зна÷е-
ния k-ãо фактоpа.
На вхоäы пеpсептpона поäается

по пятü pетpоспективных ноpìиpо-
ванных зна÷ений по кажäоìу факто-
pу (вхоäных пеpеìенных), т. е. вхоä-
ной сëой соäеpжит 25 нейpонов.
С выхоäов пеpсептpона сниìаþтся
пятü пpоãнозных зна÷ений по этиì
фактоpаì (выхоäных пеpеìенных),
т. е. выхоäной сëой вкëþ÷ает пятü
нейpонов.

Пpи пpовеäении сеpии ìаøинных экспеpиìен-
тов установëено, ÷то äëя поëу÷ения аäекватных pе-
зуëüтатов пpоãноза äостато÷но оäноãо скpытоãо
сëоя с ÷исëоì нейpонов, pавныì поëусуììе ней-
pонов вхоäноãо и выхоäноãо сëоев (15 нейpонов).
Нейpоны пеpвоãо сëоя пеpсептpона никаких

функöий не pеаëизуþт. На еãо вхоäы поступаþт
зна÷ения вхоäных пеpеìенных, котоpые ÷еpез то÷ки
ветвëения пеpеäаþтся на вхоäы нейpонов втоpоãо
сëоя. В ка÷естве активаöионной функöии нейpо-
нов втоpоãо и тpетüеãо сëоев пpинята сиãìоиäаëü-
ная функöия

f (s) = 1/[1 + ехp(–as)],
1 5,

xkl
норì xkl minxk–

maxxk minxk–
-----------------------------

Pис. 2. Общая схема пpогнозиpования значений фактоpов пожаpоопасных ситуаций

Pис. 3. Аpхитектуpа искусственной нейpонной сети для пpогнозиpования значений
фактоpов пожаpоопасных ситуаций:

 — ноpìиpованные зна÷ения фактоpов (вхоäных пеpеìенных), обусëовëи-

ваþщих возìожностü возникновения пожаpа;  — весовые коэффиöиенты си-

напти÷еских связей; i — нейpон сëоя n; j — нейpон сëоя n + 1; yk — пpоãнозные
зна÷ения фактоpов (выхоäных пеpеìенных); f — активаöионная функöия

xkl
норì

wij
n( )
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ãäе а — некотоpый хаpактеpный паpаìетp, пpини-
ìаþщий зна÷ения на отpезке [0, 1], зна÷ение ко-
тоpоãо в äанноì сëу÷ае пpиниìается pавныì 1; s —
взвеøенная суììа вхоäных пеpеìенных нейpона.

3. Обу÷ение пеpсептpона.
Несìотpя на øиpокое пpиìенение äëя обу÷ения

аëãоpитìа обpатноãо pаспpостpанения оøибки, он
обëаäает существенныì неäостаткоì — не спpавëя-
ется с ëокаëüныìи ìиниìуìаìи функöии оøибки.
Это ÷асто пpивоäит к нестабиëüности в pаботе

пеpсептpона. Поэтоìу äëя еãо обу÷ения пpиìенен
коìбиниpованный ìетоä, объеäиняþщий äанный
аëãоpитì со статисти÷ескиì аëãоpитìоì — аëãо-
pитìоì Коøи. Коppекöия весов нейpонов в пpоöес-
се обу÷ения вкëþ÷ает напpавëеннуþ коìпоненту,
вы÷исëяеìуþ на основе аëãоpитìа обpатноãо pас-
пpостpанения оøибки, и сëу÷айнуþ, опpеäеëяе-
ìуþ с поìощüþ pаспpеäеëения Коøи [6].
Коppекöия весов нейpонов выпоëняется по со-

отноøениþ

(m) = (m – 1) + ηΔ (m) + (1 – η)xс,

ãäе m — ноìеp øаãа итеpативноãо пpоöесса обу÷ения;
(m) — зна÷ение весовоãо коэффиöиента синап-

ти÷еской связи, соеäиняþщей i-й нейpон сëоя n
с j-ì нейpоноì сëоя n + 1 на m-ì øаãе обу÷ения;

(m – 1) — зна÷ение весовоãо коэффиöиента на
пpеäыäущеì (m – 1)-ì øаãе обу÷ения; Δ (m) —
коppекöия весовоãо коэффиöиента, вы÷исëенная
по аëãоpитìу обpатноãо pаспpостpанения оøибки;
xс — сëу÷айное изìенение веса нейpона, опpеäе-
ëяеìое в соответствии с pаспpеäеëениеì Коøи; η,
0 < η < 1, — коэффиöиент скоpости обу÷ения пеp-
септpона, зна÷ение котоpоãо в пpоöессе обу÷ения
уìенüøается по ëинейноìу закону от 1 äо 0.
Сëу÷айное изìенение веса опpеäеëяется в соот-

ветствии с pаспpеäеëениеì Коøи:

xс = ηT(t)tgP; T(t) = T0/(1 + t),

ãäе P — веpоятностü изìенения веса нейpона; T(t) —
"искусственная" теìпеpатуpа; t — "искусственное"
вpеìя; T0 — äостато÷но боëüøое апpиоpно заäа-
ваеìое ÷исëо.
По квазиpавноìеpноìу pаспpеäеëениþ, заäан-

ноìу на интеpваëе (–π/2; π/2), ãенеpиpуется псевäо-
сëу÷айное ÷исëо, котоpое поäставëяется вìесто P,
и äëя текущих зна÷ений "искусственной" теìпеpа-
туpы T(t) и скоpости обу÷ения η вы÷исëяется зна-
÷ение xс.
Оöенка ка÷ества обу÷ения пеpсептpона выпоë-

няется по соотноøениþ

E = er,

ãäе E — суììаpная оøибка обу÷ения пеpсептpона;
er — оøибка обу÷ения äëя r-ãо эëеìента обу÷аþ-
щей посëеäоватеëüности; R — объеì обу÷аþщей
посëеäоватеëüности.

Пpоöесс обу÷ения завеpøается, коãäа оøибка E
äëя всеãо ìножества выхоäных пеpеìенных äости-
ãает пpеäеëа заäанноãо оãpани÷ения иëи выпоëняется
заpанее установëенное ÷исëо итеpаöий обу÷ения.
Как показаëи ìаøинные экспеpиìенты, äëя äо-

стижения высокой стабиëüной то÷ности пpоãнозиpо-
вания обу÷аþщая посëеäоватеëüностü äоëжна со-
äеpжатü 360...540 эëеìентов. Выхоä за эти пpеäеëы
пpивоäит к ухуäøениþ аппpоксиìаöионных свойств
пеpсептpона.
В связи с изìенениеì усëовий экспëуатаöии

пожаpоопасных пpоизвоäств необхоäиìа аäаптаöия
пеpсептpона к новыì усëовияì. По этой пpи÷ине
осуществëяется pеãуëяpное пеpеобу÷ение пеpсеп-
тpона на новых pетpоспективных äанных.

4. Пpоãнозиpование на базе обу÷енноãо пеpсеп-
тpона.

Pезультаты пpогнозиpования значений фактоpов 
пожаpоопасных ситуаций

Пpовеäено пpоãнозиpование зна÷ений фактоpов
пожаpоопасных ситуаöий äëя оäноãо из взpыво- и
пожаpоопасных поìещений — скëаäа ëакокpасо÷ных
ìатеpиаëов Саpатовскоãо ваãонноãо äепо — в сpеäе
пpоãpаììиpования MATLAB 7.11.0.584 (R2010b). 
Дëя обу÷ения пеpсептpона быëа испоëüзована

обу÷аþщая посëеäоватеëüностü из 360 эëеìентов.
Пpи 300 итеpаöиях обу÷ение составëяет окоëо 20 с
(пpоöессоp AMD Ahtlon X2 6000+).

Pезуëüтаты пpоãнозиpования пpеäставëены на
pис. 4 (сì. третüþ сторону обëожки). 
В ãpафах 1—5 табëиöы указаны пpоãнозные,

в ãpафах 6—10 — факти÷еские зна÷ения, соответ-
ственно, теìпеpатуpы в поìещении, опти÷еской
пëотности возäуха, сопpотивëения пpовоäки, сопpо-
тивëения изоëяöии пpовоäки и пëотности возäуха
в поìещении, в ãpафах 11—15 — соответствуþщие
иì зна÷ения относитеëüной, а в ãpафах 16—20 —
абсоëþтной оøибок пpоãноза.
Пpовеäенные ìаøинные экспеpиìенты показа-

ëи, ÷то ìаксиìаëüная относитеëüная оøибка пpо-
ãноза составëяет поpяäка 10 %.

Заключение

Данный поäхоä к пpоãнозиpованиþ зна÷ений
фактоpов, вызываþщих пожаpоопасные и взpыво-
опасные ситуаöии, позвоëяет уìенüøитü ÷исëо сëу-
÷аев возникновения пожаpа и взpыва на пpоизвоä-
ственных объектах и пpиëеãаþщих к ниì теppито-
pий, теì саìыì, снизитü наносиìый иì ущеpб,
сохpанитü зäоpовüе и жизни ëþäей.
Испоëüзование в ка÷естве искусственной ней-

pонной сети пеpсептpона пpеäëоженной аpхитек-
туpы позвоëяет осуществëятü пpоãнозиpование
зна÷ений фактоpов пожаpоопасных ситуаöий на
интеpваëы вpеìени, äостато÷ные äëя пpинятия ìеp
по их устpанениþ в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.
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Как показаëи pезуëüтаты ìаøинных экспеpи-
ìентов, коìбиниpованный аëãоpитì обу÷ения пеp-
септpона äанной аpхитектуpы на пpинятоì объеìе
pетpоспективных äанных обеспе÷ивает быстpое
обу÷ение и äостато÷но высокуþ стабиëüнуþ то÷-
ностü пpоãнозиpования.
Пpеäëоженный поäхоä к пpоãнозиpованиþ зна-

÷ений фактоpов пожаpоопасных ситуаöий ìожет
найти пpиìенение в систеìах автоìати÷ескоãо оп-
pеäеëения пожаpоопасных ситуаöий äëя pазëи÷ных
пожаpо- и взpывоопасных пpоизвоäств. Еãо ис-
поëüзование позвоëяет обеспе÷итü коìпüþтеpнуþ
поääеpжку пpинятия pеøений по устpанениþ по-
жаpоопасных ситуаöий в pежиìе pеаëüноãо вpеìе-
ни, ÷то о÷енü важно äëя экстpеìаëüных пpоизвоä-
ственных усëовий.
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The Approach to Predict Values of Factors of Fire-Risk

The approach to forecasting of values of the factors causing fire-dangerous situations in fire and explosive productions is
offered in the paper. As such factors are considered: indoors temperature, optical density of air, conducting resistance, re-
sistance of isolation of conducting and air density of indoors. The forecast of values of these factors is based on use of an ar-
tificial neural network, as which it is accepted multilayered perceptron. The architecture, activation function and algorithm
perceptron learning, which in total enable not only to distinguish of input data from learning sequence, but also to predict ten-
dencies of their change with an admissible accuracy on time intervals, sufficient for adoption of reasonable decisions and measures
for prevention of fire-dangerous situations are also offered. At essential change of operating conditions of productions is pro-
vided adaptation of perceptron to these conditions by its retraining on new retrospective data in real time.

The offered approach to values forecasting of factors of fire-dangerous situations can be used as a part of automated mana-
gement systems on explosive and fire-dangerous productions. It will allow to significantly improve of operating conditions of
these productions due to decision-making on timely elimination of possible fire-dangerous situations, and, as a result, to reduce
damage, which they suffer in the case of fire emergence.

Keywords: fire safety, situation of fire danger, automatic control, artificial neural network, prediction
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Pешение задачи инеpциальной наземной навигации 
с использованием инфоpмации электpонных каpт

Введение

То÷ностü pеøения заäа÷и инеpöиаëüной нави-
ãаöии поäвижных объектов, äвижущихся по заpа-
нее известныì с высокой то÷ностüþ пpостpанст-
венныì тpаектоpияì — автоìобиëüныì, жеëез-
ныì и пpо÷иì äоpоãаì, — отобpажаеìыì на
эëектpонных каpтах (ЭК), ìожет бытü существенно
повыøена за с÷ет у÷ета оãpани÷ений, накëаäывае-
ìых поëожениеì äанных тpаектоpий. В этоì сëу÷ае
тpаектоpия äвижения объекта заäается анаëити÷ески
по известныì то÷каì на ЭК (то÷каì коëëокаöии)
путеì ее кусо÷но-постоянной аппpоксиìаöии по
высоте и кусо÷но-оpтоäpоìи÷еской (наикpат÷ай-
øей) — на сфеpе Зеìëи. Пpи этоì важно отìетитü,
÷то äанные ìоäеëи тpаектоpий äвижения фоpìи-
pуþтся тоëüко на основе каpтоãpафи÷еской инфоp-
ìаöии [1, 2] и инваpиантны к хаpактеpу äвижения
объекта и виäу еãо физи÷еской ìоäеëи. Как пока-
зано äаëее, поäобное испоëüзование ЭК позвоëяет,
во-пеpвых, существенно сокpатитü вы÷исëитеëü-
ные затpаты на pеøение навиãаöионной заäа÷и,
а во-втоpых, повыситü устой÷ивостü и то÷ностü пpо-
öесса оöенки навиãаöионных паpаìетpов объекта.
В связи с этиì оказывается актуаëüныì иссëе-

äование возìожности испоëüзования оpтоäpоìи÷е-
ских ìоäеëей пути äëя повыøения общей то÷ности
pеøения заäа÷и навиãаöии объекта и снижения за-
тpат пpи ее вы÷исëитеëüной pеаëизаöии.

Модель навигационной системы
в гpинвичской системе кооpдинат 

Посëеäуþщее pеøение навиãаöионной заäа÷и
буäеì осуществëятü с испоëüзованиеì кëасси÷еской
беспëатфоpìенной инеpöиаëüной навиãаöионной
систеìы (БИНС), äëя ÷еãо поëу÷иì пpеäваpитеëüно
уpавнения ее вектоpа состояния. Пpи этоì буäеì
испоëüзоватü описание äвижения БИНС в ãpинви÷-
ской систеìе кооpäинат (ГСК) с на÷аëоì в öентpе
Зеìëи, осüþ Oη, напpавëенной по оси вpащения
Зеìëи, осüþ Oζ, явëяþщейся ëинией пеpесе÷ения
пëоскостей нуëевоãо ìеpиäиана и экватоpа, осüþ Oξ,

äопоëняþщей систеìу äо пpавой. Поìиìо ГСК äëя
синтеза уpавнений вектоpа состояния интеãpиpо-
ванной навиãаöионной систеìы (НС) буäеì ис-
поëüзоватü сëеäуþщие пpавые систеìы кооpäинат
(СК) [3—5]:
пpибоpнуþ СК (ПСК) J 0xyz с на÷аëоì в öентpе
ìасс (ЦМ) объекта и осяìи, напpавëенныìи по
оpтоãонаëüныì осяì ÷увствитеëüности пpибоpов,
составëяþщих изìеpитеëüный коìпëекс объекта;
невpащаþщуþся инеpöиаëüнуþ СК (ИСК) I
Oξ1η1ζ1 с на÷аëоì в öентpе Зеìëи;
ãеоãpафи÷ескуþ (иëи сопpовожäаþщуþ) СК S
OXYZ с на÷аëоì в ЦМ объекта, осüþ Y, ëежащей
в пëоскости ìестноãо ìеpиäиана; осüþ Z, на-
пpавëенной от öентpа Зеìëи; осüþ X, äопоëняþ-
щей СК äо пpавой.
Поëаãаеì также, ÷то в изìеpитеëüный коìпëекс

БИНС вхоäят тpи äат÷ика уãëовой скоpости (ДУС)
и тpи аксеëеpоìетpа, оси ÷увствитеëüности кото-
pых напpавëены по осяì ПСК. Моäеëи поìех из-
ìеpений ÷увствитеëüных эëеìентов (ЧЭ) НС ап-
пpоксиìиpуеì äаëее беëыì ãауссовскиì øуìоì
(БГШ). Поäобная аппpоксиìаöия не созäает ни-
каких пpинöипиаëüных оãpани÷ений пpи pеøении
сфоpìуëиpованных выøе заäа÷ в сиëу тоãо, ÷то
pасøиpениеì вектоpа состояния путеì испоëüзо-
вания фоpìиpуþщих фиëüтpов оказывается возìож-
ныì поëу÷итü ìоäеëü поìехи ЧЭ как с тpебуеìыìи
вpеìенныìи статисти÷ескиìи хаpактеpистикаìи
(коppеëяöионной функöией, ìатеìати÷ескиì ожи-
äаниеì и т. ä.), так и с заäанной пëотностüþ pас-
пpеäеëения [6].
Дëя pеøения заäа÷и синтеза поëноãо вектоpа

состояния БИНС необхоäиìо пpеäваpитеëüно опи-
сатü äинаìику изìенения паpаìетpов оpиентаöии
ПСК. Текущая оpиентаöия тpехãpанника ПСК J
относитеëüно ИСК I ìожет бытü описана извест-
ныìи уpавненияìи Пуассона [3, 5]:

 = D Θ(ωJ), D(0) = D0, (1)

Пpедложен подход к pешению задачи навигации, основанный на аппpоксимации тpаектоpии движения объекта с помощью элек-
тpонных каpт (ЭК) совокупностью оpтодpомических тpаектоpий. Показано, что оценка навигационных паpаметpов, pеализуемая
гауссовским фильтpом на оpтодpомической тpаектоpии, во-пеpвых, имеет минимально возможную pазмеpность, а во-втоpых,
пpинципиально обеспечивает точную пpивязку оценок кооpдинат к истинной тpаектоpии движения, соответствующей ЭК.
Ключевые слова: инеpциальная наземная навигация, электpонные каpты, оpтодpомическая тpаектоpия, гауссовский фильтp
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ãäе D =  — ìатpиöа напpавëяþщих ко-

синусов dij, i, j = 1, 2, 3, опpеäеëяþщая оpиентаöиþ
ПСК относитеëüно ИСК;

Θ(ωJ) = , ωJ = |ωx ωy ωz|
т — вектоp аб-

соëþтной уãëовой скоpости вpащения ПСК, фоp-
ìиpуеìый по изìеpенияì Zd = |Zx Zy Zz|

т тpех оp-
тоãонаëüных ДУС, pаспоëоженных на объекте:

ωJ = Zd – Wd, (2)

Wd = |Wx Wy Wz|
т — аääитивный вектоp øуìов из-

ìеpения ДУС, аппpоксиìиpуеìый äаëее БГШ с ну-
ëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и ìатpиöей ин-
тенсивностей Dd.
Дëя уäобства äаëüнейøеãо постpоения уpавне-

ний оöенки вектоpа навиãаöионных паpаìетpов
заìениì ìатpи÷нуþ фоpìу пpеäставëения пpавых
÷астей уpавнений (1) на вектоpнуþ. Ввоäя опеpа-
öиþ ν пpеобpазования ìатpиöы A (dimA = m Ѕ n)
в вектоp [5]:

A(ν) = |a11 a21 ... am1 a12 a22 ... am2 ... a1n a2n ... amn|
т,

поëу÷иì

 = DΘωJ, D
(ν)(0) = , (3)

ãäе DΘ = ;

dij — ij-й эëеìент ìатpиöы D, i, j = .

В своþ о÷еpеäü, пpеäставëение вектоpа абсоëþт-
ной уãëовой скоpости (2) в стохасти÷еской фоpìе
позвоëяет записатü пpивеäенные кинеìати÷еские
уpавнения (3) в фоpìе Ланжевена, исхоäной äëя
посëеäуþщеãо синтеза уpавнений оöенивания:

 = DΘ(Zd – Wd). (4)

Дëя окон÷атеëüноãо синтеза вектоpа состояния
БИНС необхоäиìо äаëее в заìкнутой äиффеpен-
öиаëüной фоpìе пpеäставитü изìенение паpаìет-
pов ëинейноãо äвижения ЦМ в ГСК.

Изìенение кооpäинат ЦМ объекта в ГСК ξ, η, ζ
описывается пpостой систеìой äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений:

 = Vξ,  = Vη,  = Vζ, (5)

ãäе пpоекöии еãо ëинейной скоpости Vξ, Vη, Vζ поä-
ëежат äаëüнейøеìу опpеäеëениþ как функöии всех
навиãаöионных паpаìетpов объекта.
Дëя опpеäеëения этих функöионаëüных зависи-

ìостей запиøеì пpеäваpитеëüно основное уpавне-
ние инеpöиаëüной навиãаöии [3, 4] в пpоекöиях на
оси ãpинви÷ской СК:

(6)

ãäе Ωη = Ω, Ωξ = Ωζ = 0 — пpоекöии скоpости вpа-

щения Зеìëи на оси ГСК; gξ = g , gζ =

= g , gη = g  — пpоекöии

ускоpения зеìноãо тяãотения g; V = |Vξ Vη Vζ|
т —

вектоp ëинейной скоpости объекта относитеëüно
Зеìëи в пpоекöиях на оси ГСК; AG = |Aξ Aη Aζ|

т —
вектоp ускоpений, изìеpяеìых аксеëеpоìетpаìи,
в ГСК; ωG = |ωξ ωη ωζ|

т — вектоp уãëовой скоpости
объекта за с÷ет äвижения относитеëüно Зеìëи в ГСК.
Вектоp уãëовой скоpости объекта за с÷ет äвижения

относитеëüно Зеìëи ωG = |ωξ ωη ωζ|
т найäеì сëеäуþ-

щиì обpазоì. В пpоекöиях на оси ãеоãpафи÷еской
СК S OXYZ äанный вектоp опpеäеëяется как [3, 5]

ωS = (r + h)–1|–VY  VX  VX tgϕ|т =

= (r + h)–1 ,

ãäе VX, VY, VZ — пpоекöии ëинейной скоpости объ-
екта на соответствуþщие оси ãеоãpафи÷еской СК;
r — pаäиус Зеìëи; h — текущая высота; ϕ — øиpота
объекта.
Выpажая в ãpинви÷ских кооpäинатах вхоäящие

в äанное выpажение пеpеìенные, иìееì 

(r + h)–1 = ( )–1; tgϕ = ;

 = B(ξ, η, ζ) ,

ãäе ìатpиöа повоpота ãеоãpафи÷еской СК относи-
теëüно ГСК в ãpинви÷ских кооpäинатах выpажает-
ся как

d11 d12 d13

d21 d22 d23

d31 d32 d33

0 ωz– ωy

ωz 0 ωx–

ωy– ωx 0

D·
ν( )

D0
ν( )

0 d13– d12

0 d23– d22

0 d33– d32

d13 0 d11–

d23 0 d21–

d33 0 d31–

d12– d11 0

d22– d21 0

d32– d31 0

1 3,

D·
ν( )

ξ· η· ζ·

Aξ =  + (2Ωη + ωη)Vζ – (2Ωζ + ωζ)Vη – gξ;

Aη =  + (2Ωζ + ωζ)Vξ – (2Ωξ + ωξ)Vζ – gη;

Aζ =  + (2Ωξ + ωξ)Vη – (2Ωη + ωη)Vξ – gζ;
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V· ζ

ξ
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+ +

-------------------------

ζ
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+ +

------------------------- η
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+ +
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B(ξ, η, ζ) = .

Тоãäа выpажение äëя вектоpа ωS тpансфоpìи-
pуется сëеäуþщиì обpазоì:

ωS = ( )–1 B(ξ, η, ζ) .

В то же вpеìя вектоp ωG = |ωξ ωη ωζ|
т связан с

вектоpоì ωS о÷евиäныì соотноøениеì

ωG = Bт(ξ, η, ζ)ωS,

из котоpоãо сpазу сëеäует искоìое выpажение äëя
вектоpа ωG в ãpинви÷ских кооpäинатах:

ωG = ( )–1Bт(ξ, η, ζ) Ѕ

Ѕ B(ξ, η, ζ)  =

= ( )–1Bт(ξ, η, ζ)ℜ(ξ, η, ζ)B(ξ, η, ζ) V,

ãäе

ℜ(ξ, η, ζ) = .

С у÷етоì пpоäеëанных пpеобpазований основные
уpавнения инеpöиаëüной навиãаöии (6) в пpоекöиях
на оси ГСК в вектоpной фоpìе пpиниìаþт виä

AG =  + 2  + ( )–1Bт(ξ, η, ζ) Ѕ

Ѕ ℜ(ξ, η, ζ)B(ξ, η, ζ)V V + g( )–1 .(7)

Дëя окон÷атеëüноãо синтеза äиффеpенöиаëü-
ной ìоäеëи вектоpа скоpости V в функöии остаëü-
ных паpаìетpов состояния объекта выpазиì пpеä-

ваpитеëüно вектоp ускоpений, изìеpяеìых аксеëе-
pоìетpаìи, в ГСК AG ÷еpез вектоp ускоpений в
ПСК AJ. Поскоëüку текущая оpиентаöия ГСК от-
носитеëüно ИСК описывается известной ìатpиöей
повоpота 

G(Ωt) = ,

а текущая оpиентаöия ПСК относитеëüно ИСК —
ìатpиöей повоpота D, описываеìой уpавнениеì (1),
то, сëеäоватеëüно, текущая оpиентаöия ГСК отно-
ситеëüно ПСК опpеäеëяется ìатpиöей G(Ωt)Dт:

AG = G(Ωt)DтAJ.

В своþ о÷еpеäü, вектоp ускоpений в ПСК AJ ìо-
жет бытü поëу÷ен по показанияì Za = |Zax Zay Zaz|

т

тpех оpтоãонаëüных аксеëеpоìетpов, pаспоëожен-
ных в ЦМ: 

AJ = Za – Wa,

ãäе Wa = |   |т — вектоp øуìов изìеpе-

ния аксеëеpоìетpов, аппpоксиìиpуеìый БГШ с
нуëевыì сpеäниì и ìатpиöей интенсивностей Da.

Такиì обpазоì, вектоp ускоpений, изìеpяеìых
аксеëеpоìетpаìи, в ГСК AG ìожет бытü пpеäстав-
ëен в стохасти÷еской фоpìе ÷еpез вектоp их вы-
хоäных сиãнаëов как

AG = G(Ωt)Dт(Za – Wa),

а вектоpное выpажение основноãо уpавнения инеp-
öиаëüной навиãаöии (7), соответственно в виäе

G(Ωt)Dт(Za – Wa) =  + 2 + ( )–1 Ѕ

Ѕ Bт(ξ, η, ζ)ℜ(ξ, η, ζ) B(ξ, η, ζ) V V +

+ g( )–1 . (8)
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Из (8) непосpеäственно вытекает искоìое век-
тоpное стохасти÷еское äиффеpенöиаëüное уpавне-
ние вектоpа скоpости V объекта в ГСК (пpи÷еì
сpазу в фоpìе Ланжевена):

 = G(Ωt)DтZa – 2  + ( )–1 Ѕ

Ѕ Bт(ξ, η, ζ)ℜ(ξ, η, ζ) B(ξ, η, ζ) V V –

– g( )–1  – G(Ωt)DтWa. (9)

Объеäиняя уpавнения (4), (5), (9) в еäинуþ сис-
теìу, окон÷атеëüно поëу÷аеì искоìые уpавнения
поëноãо стохасти÷ескоãо вектоpа состояния БИНС
в ГСК в саìоì общеì сëу÷ае äвижения объекта:

 = DΘ(Zd – Wd),  = V,

 = G(Ωt)DтZa – 2  + ( )–1 Ѕ

Ѕ Bт(ξ, η, ζ)ℜ(ξ, η, ζ) B(ξ, η, ζ) V) Ѕ

Ѕ V – g( )–1  – G(Ωt)DтWa. (10)

Уpавнения состояния БИНС
пpи движении по оpтодpомии 

Ввеäение оãpани÷ения на äвижение объекта в
виäе äвижения еãо по оpтоäpоìи÷еской тpаекто-
pии позвоëяет существенно сокpатитü pазìеpностü
пpеäставëенноãо навиãаöионноãо вектоpа (10). Дей-
ствитеëüно, в pаботе [7] показано, ÷то на оpтоäpо-
ìии существует сëеäуþщая функöионаëüная зави-
сиìостü ìежäу ãpинви÷скиìи кооpäинатаìи ЦМ
объекта:

(11)

ãäе P0, P, a0, a1 — известные паpаìетpы, опpеäе-
ëяеìые конöевыìи усëовияìи оpтоäpоìии (то÷каìи
коëëокаöии пpи аппpоксиìаöии тpаектоpии по ЭК).
Поäобная зависиìостü ãpинви÷ских кооpäинат

(11) позвоëяет искëþ÷итü из пpоöесса интеãpиpо-
вания систеìы (10), во-пеpвых, äиффеpенöиаëü-
ные уpавнения зависиìых пеpеìенных, а во-вто-

pых, äиффеpенöиаëüные уpавнения äëя их пpоек-
öий скоpости, ÷то pеаëизует пеpвуþ заявëеннуþ
выøе возìожностü повыøения эффективности pе-
øения заäа÷и навиãаöии — сокpащение вы÷исëи-
теëüных затpат. Покажеì это.
Диффеpенöиpуя соотноøения (11), поëу÷аеì

зависиìости пpоекöий скоpости зависиìых пеpе-
ìенных (в äанноì сëу÷ае Vξ, Vζ) от пpоекöии ско-
pости базовой пеpеìенной (в äанноì сëу÷ае Vη):

(12)

Это позвоëяет оставитü в систеìе интеãpиpуе-
ìых уpавнений (10) тоëüко уpавнения äëя пеpе-
ìенных η, Vη, а пеpеìенные ξ, ζ, Vξ, Vζ вы÷исëятü
с поìощüþ соотноøений (11), (12).
Уpавнение äëя пpоекöии скоpости базовой пеpе-

ìенной Vη опpеäеëиì äаëее из втоpоãо уpавнения
(6), котоpое с у÷етоì (12) и äвижения по повеpх-

ности Зеìëи (т. е.  = r) пpиниìает виä

Aη =  + ωζ(cosP0•P + 2sinP0•a0( )–1η) Ѕ

Ѕ Vη – ωξ(sinP0•P – 2cosP0•a0( )–1 –

– g  =  + Vη|f1(η) 0 f2(η)|ωG – g , (13)

ãäе

f1(η) = –(sinP0•P – 2cosP0•a0( )–1η),

f2(η) = (cosP0•P + 2sinP0•a0( )–1η).

Доопpеäеëяя с у÷етоì этих же соотноøений
вхоäящие в (13) 

pанее ввеäенный вектоp
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= Bт(η) B(η) ,

V·

⎝
⎜
⎜
⎜
⎛ 0

Ω
0

ξ2 ζ2 η2
+ +

⎠
⎟
⎟
⎟
⎞

ξ2 ζ2 η2
+ +

ξ
η
ζ

D·
ν( ) ξ·

η·

ζ·

V·

⎝
⎜
⎜
⎜
⎛ 0

Ω
0

ξ2 ζ2 η2
+ +

ξ2 ζ2 η2
+ +

ξ
η
ζ

ξ = cosP0•Pη – sinP0•a0 ;

ζ = sinP0•Pη + cosP0•a0 ,

a1 η2
–

a1 η2
–

Vξ = (cosP0•P + 2sinP0•a0( )–1η)Vη;

Vζ = (sinP0•P – 2cosP0•a0( )–1η)Vη.

a1 η2
–

a1 η2
–

ξ2 ζ2 η2
+ +

V· η a1 η2
–

a1 η2
–

η
r
-- V· η

η
r
--

a1 η2
–

a1 η2
–

Vη
r

-----

0 1– 0
1 0 0
η

r2 η2
–

---------------- 0 0

cosP0•P 2sinP0•a0 a1 η2
–⎝ ⎠

⎛ ⎞
1–
η+

1

sinP0•P 2cosP0•a0 a1 η2
–⎝ ⎠

⎛ ⎞
1–
η–

Vη
r

-----

0 1– 0
1 0 0
η

r2 η2
–

---------------- 0 0

f2 η( )

0
f1 η( )–



Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2014 57

ãäе ìатpиöа B(ξ, η, ζ) тpансфоpìиpована в ìатpиöу 

B(η) = , 

и пpоекöиþ ускоpения Aη, выpаженнуþ ÷еpез
показания аксеëеpоìетpов:

Aη = {G(Ωt)Dт}(2)(Za – Wa),

ãäе {G(Ωt)Dт}(2) — втоpая стpока ìатpиöы G(Ωt)Dт,
окон÷атеëüно поëу÷аеì из (13) искоìое уpавнение
äëя пpоекöии скоpости базовой пеpеìенной Vη:

 = {G(Ωt)Dт}(2)(Za – Wa) –

– | f1(η) 0 f2(η)|Bт(η) B(η) +g . 

Такиì обpазоì, систеìа уpавнений вектоpа со-
стояния стохасти÷еской БИНС пpи äвижении объ-
екта по оpтоäpоìии пpиобpетает сëеäуþщий виä:

 = DΘ(Zd – md – Wd);  = Vη;

 = {G(Ωt)Dт}(2)(Za – Wa) –

– | f1(η) 0 f2(η)|Bт(η) Ѕ

Ѕ B(η)  + g . (14)

Пpи этоì остаëüные навиãаöионные паpаìетpы —
паpаìетpы ëинейноãо äвижения ξ, ζ, Vξ, Vζ — оп-
pеäеëяþтся с поìощüþ соотноøений (11), (12).
О÷евиäно, ÷то по сpавнениþ с (10) pазìеpностü

систеìы (14) уìенüøена на 4, ÷то пpи посëеäуþщей
pеаëизаöии оöенок навиãаöионных паpаìетpов с
поìощüþ обобщенноãо фиëüтpа Каëìана сокpа-
щает pазìеpностü посëеäнеãо со 135 äо 77. В фоpìе
Ланжевена уpавнения (14) ìоãут бытü пpеäставëе-
ны сëеäуþщиì обpазоì:

 = Fopm(Yopm, t) + Fopm 1(Yopm, t)μ, (15)

ãäе Yopm = |d11 d21 ... d33 η Vη|
т; Yopm(0) = Y0 opm;

μ = |  ]т;

Fopm(Yopm, t) =

= ;

Fopm 1(Yopm, t) = .

Нелинейная фильтpация навигационных паpаметpов 
на оpтодpомической тpаектоpии 

Важной пpинöипиаëüной особенностüþ уpав-
нений (15) явëяется возìожностü испоëüзования
ìетоäов стохасти÷еской неëинейной фиëüтpаöии,
обеспе÷иваþщих оптиìаëüностü оöенок навиãаöи-
онных пеpеìенных по соответствуþщиì кpитеpияì.
Но äëя испоëüзования этой возìожности тpебует-
ся поëу÷итü [6] уpавнение набëþäения вектоpа Y
(т. е. инфоpìаöионнуþ ìоäеëü сиãнаëа, анаëити-
÷ески зависящуþ от коìпонент вектоpа Y). В ка÷е-
стве сиãнаëа набëþäения äаëее pассìотpиì изìеpе-
ния äиффеpенöиаëüноãо оäоìетpа (ДО) (хpоноìет-
pи÷ескоãо спиäоìетpа), øиpоко пpиìеняеìоãо в
систеìах назеìной навиãаöии, выхоäной сиãнаë ко-
тоpоãо пpопоpöионаëен ìоäуëþ скоpости объекта:

ZДО = k  + WДО =

= H(Y, t) + WДО, (16)

ãäе k — коэффиöиент пpопоpöионаëüности; WДО —
поìеха изìеpения, описываеìая в общеì сëу÷ае
БГШ с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и ин-
тенсивностüþ Dä.
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Пpи äвижении по оpтоäpоìии функöия набëþ-
äения оäоìетpа H(Yopm, t) с у÷етоì соотноøений
(12) пpиниìает виä

H(Yopm, t) = k  =

= kVη = 

= k•Vη

и явно зависит уже не тоëüко от скоpости, но и от
кооpäинаты объекта, т. е. от всех в äанноì сëу÷ае
паpаìетpов ëинейноãо äвижения, ÷то существенно
уëу÷øает набëþäаеìостü вектоpа навиãаöионных
паpаìетpов объекта.
Уpавнения (15), (16), поëу÷енные в станäаpтной

фоpìе "объект—набëþäатеëü", позвоëяþт постpоитü
оöенку навиãаöионноãо вектоpа в фоpìе обобщен-
ноãо ãауссовскоãо фиëüтpа, наибоëее эффективноãо
на сеãоäняøний äенü по кpитеpиþ "то÷ностü —
вы÷исëитеëüные затpаты" [6]:

 =

= Fopm( , t) + K( , t) [ZДО – H(Yopm, t);(17)

k( , t) = r( , t) ,

( , t) = R( , t) +

+ R( , t)  + Fopm 1( , t) Ѕ

Ѕ Dμ ( , t) – K( , t)DДK т( , t),

ãäе  — вектоp текущей оöенки вектоpа состоя-

ния БИНС Yopm(t), Dμ = , R( , t) —

апостеpиоpная коваpиаöионная ìатpиöа,

 = M(Y0), R0 = M{(Y0 – )(Y0 – )т}.

Пpеиìуществаìи аëãоpитìа оöенки (17) явëя-
þтся, во-пеpвых, еãо ìиниìаëüно возìожная pаз-
ìеpностü, а во-втоpых, пpинöипиаëüно обеспе÷и-
ваеìая иì то÷ная пpивязка оöенок кооpäинат и
пpоекöий ëинейной скоpости объекта к истинной

тpаектоpии äвижения, соответствуþщей ЭК: кооp-
äинаты äвижения объекта всеãäа пpинаäëежат тpа-
ектоpии, постpоенной по ЭК (так как оöенки па-
pаìетpов ëинейноãо äвижения ξ, ζ, Vξ, Vζ автоìа-
ти÷ески опpеäеëяþтся с поìощüþ соотноøений
(11),(12)), ÷то не тpебует äопоëнитеëüных аëãоpит-
ìов опpеäеëения на истинной тpаектоpии кооpäинат
объекта, наиìенее отëи÷аþщихся от кооpäинат,
pеаëüно выpабатываеìых навиãаöионной систеìой.
Дëя иëëþстpаöии возìожности эффективноãо

испоëüзования пpеäëоженноãо навиãаöионноãо
аëãоpитìа быëо пpовеäено ÷исëенное ìоäеëиpова-
ние уpавнений оöенивания (17).
Пpимеp. Моäеëиpование осуществëяëосü на вpе-

ìенноì интеpваëе t ∈ [0; 1000] c с øаãоì Δt = 0,01 с
ìетоäоì Pунãе—Кутты 4-ãо поpяäка. Во избежание
увеëи÷ения pазìеpности уpавнений фиëüтpа пpи
ìоäеëиpовании в ка÷естве ìоäеëи поìех быë ис-
поëüзован аääитивный ãауссовский вектоp—øуì
с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и интен-
сивностüþ äëя: äат÷иков уãëовой скоpости —
(10–3 pаä/с)2 с, аксеëеpоìетpов — (10–5 ì/с2)2 с,
оäоìетpа — (10–2 ì/с)2 с. По окон÷ании вpеìен-
ноãо интеpваëа ìоäеëиpования ìаксиìаëüные оøиб-
ки коìпонент вектоpа Y составиëи: по пpоекöияì
ëинейной скоpости — 0,25 ì/с, по уãëаì оpиента-
öии — 1,5′, по øиpоте — 7 ì, по äоëãоте — 4 ì, по
высоте — 1 ì (посëе пеpес÷ета напpавëяþщих ко-
синусов в уãëы Эйëеpа—Кpыëова и ãpинви÷ских
кооpäинат в ãеоãpафи÷еские), ÷то сопоставиìо с
то÷ностüþ оöенивания паpаìетpов ëинейноãо äви-
жения спутниковыìи сpеäстваìи в äиффеpенöи-
аëüноì pежиìе изìеpений.

Заключение

Поëу÷енные pезуëüтаты и ÷исëовые оöенки по-
звоëяþт сäеëатü вывоä как о теоpети÷ескоì pеøе-
нии заäа÷и навиãаöии БИНС с испоëüзованиеì
ЭК, так и о возìожности эффективноãо пpакти÷е-
скоãо испоëüзования пpеäëоженноãо поäхоäа.
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Solution of the Problem of Inertial Earth Navigation Using 
Information of Electronic Maps

An approach to solving the problem of navigation, based on the approximation of the movement trajectory of the object by
means of electronic maps by set of great circle trajectories is considered.

For all objects moving from the known spatial trajectories, — air, land, maritime transport, the use of electronic maps allows
to describe analytically the trajectory of an object by its piecewise constant approximation of height and piecewise Great Circle —
on the sphere of the Earth. Because these models trajectories are formed on the base of cartographic information, they are in-
variant to the nature of an object’s motion and its physical model, making it all-purpose for any application to aerospace objects.

The paper analyzes the possibility of using great circle path model for solving the problem of navigation in order to reduce
the computational cost with a stochastic estimation of the navigation parameters, as well as improve the accuracy of object po-
sitioning.

Navigation solution is seen in the Greenwich coordinate system using analytic relations arising between the Greenwich coor-
dinates on the great circle path. Applying these ratios significantly simplifies the equation of the state vector of the navigation
system while reducing the dimension of the observed parameters.

It is shown that the estimation of navigation parameters Gaussian filter implemented by great circle trajectory, first, has
the lowest possible dimension, and secondly, in principle provides accurate snap count coordinates to the true trajectory of
movement corresponding to the electronic map.

Keywords: inertial Earth navigation, electronic maps, great circle trajectory, Gaussian filter
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ФГУП ГосНИИАС

Аналитическое pешение задачи оптимальной pеконфигуpации 
системы упpавления летательного аппаpата
пpи отказе нескольких оpганов упpавления1

Введение

Систеìы упpавëения (СУ) пеpспективных ëета-
теëüных аппаpатов отëи÷аþтся высокой наäежно-
стüþ и отказоустой÷ивостüþ. Pеаëизаöия вы÷ис-

ëитеëüной ÷асти СУ пpеäпоëаãает 3—4-кpатное pе-
зеpвиpование канаëов упpавëения. Теì не ìенее,
тоëüко аппаpатноãо pезеpвиpования неäостато÷но
äëя обеспе÷ения отказоустой÷ивости СУ. В аëãоpит-
ìы СУ пеpспективных саìоëетов ввеäена возìож-
ностü pеконфиãуpаöии стpуктуpы в сëу÷ае отказов
оpãанов упpавëения, испоëüзуþщая функöионаëü-
нуþ избыто÷ностü pуëевых повеpхностей.

Pассматpивается алгоpитм оптимальной аппpоксимации pешения задачи pеконфигуpации упpавления летательным аппа-
pатом аналитическими зависимостями. Вводится понятие пpиближенного условия pазpешимости, котоpое позволяет оцени-
вать точность получаемого pешения заpанее, до непосpедственного pешения задачи pеконфигуpации. Показывается, что в слу-
чае удовлетвоpения этого условия pешение задачи pеконфигуpации упpавления может быть аналитически оптимизиpовано в
смысле ноpмы невязки pезультиpующей матpицы эффективности упpавления. Это позволяет сохpанить все достоинства ана-
литического pешения с сохpанением его заданной точности.
Ключевые слова: оптимальная аналитическая pеконфигуpация, пpиближенное pешение линейных матpичных уpавнений,

пpиближенное условие pазpешимости

 1 Раббота выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãранты № 09-08-767, № 14-08-01099).
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Отказы оpãанов упpавëения относятся к ãpуппе
кpити÷еских отказов, возникновение котоpых ÷асто
пpивоäит к авиаöионноìу пpоисøествиþ и ìоãут
бытü вызваны отказаìи пpивоäов, повpежäенияìи
ëиний связи пpивоäов с вы÷исëитеëяìи, отказаìи
вы÷исëитеëей и т. ä. Независиìо от пpи÷ины отказ
оpãана упpавëения пpоявëяется в закëинивании
упpавëяþщей повеpхности в баëансиpово÷ноì ëибо
пpоизвоëüноì поëожении.
В pаботе [1] pеøена заäа÷а описания всех воз-

ìожных законов упpавëения ëетатеëüныì аппаpа-
тоì пpи оäновpеìенноì отказе нескоëüких упpав-
ëяþщих повеpхностей путеì пеpеpаспpеäеëения
упpавëяþщих возäействий на испpавные оpãаны
упpавëения. Поëу÷енное pеøение записывается в
анаëити÷ескоì виäе в пpеäпоëожении поëной pаз-
pеøиìости заäа÷и pеконфиãуpаöии.
Оäнако пpи возникновении отказов, пpивоäя-

щих к неpазpеøиìости заäа÷и pеконфиãуpаöии, не
все законы из описываеìоãо ìножества способны
ãаpантиpованно пpеäотвpатитü потеpþ устой÷иво-
сти и упpавëяеìости ЛА. Необхоäиìостü же пpо-
äоëжения поëета äаже в усëовиях сеpüезных отка-
зов явëяется обязатеëüныì тpебованиеì к систеìе
упpавëения ëþбоãо саìоëета.

1. Математическая основа

Сутü анаëити÷ескоãо поäхоäа к pеконфиãуpаöии
систеìы упpавëения пpи отказах состоит в тоì, ÷то
заäа÷а своäится к pеøениþ уpавнения виäа [1]

AX = B, (1)

ãäе A и B — ÷исëовые иëи сиìвоëüные заäанные
ìатpиöы паpаìетpов (коэффиöиентов); X — ìат-
pиöа с неизвестныìи äействитеëüныìи ÷исëовыìи
иëи сиìвоëüныìи эëеìентаìи. 
В pаботе [2] сфоpìуëиpована и äоказана сëе-

äуþщая теоpеìа о то÷ноì анаëити÷ескоì pеøении
ëинейноãо уpавнения. 
Теоpема 1. 
Левостоpоннее линейное матpичное уpавнение

AX = B (2)

pазpешимо тогда и только тогда, когда выполняется
условие pазpешимости 

B = 0, (3)

пpи этом все множество pешений описывается фоp-
мулой

X = [  ]  = B + Θ, (4)

где Θ — матpица с пpоизвольными элементами,
а каноническое pазложение матpицы A имеет вид

A = [  ]–1. (5)

Зäесü и äаëее канони÷ескиì pазëожениеì ìат-
pиöы A называþт pазëожение виäа

A = [  ]–1,

ãäе ,  — ëевый и пpавый ìатpи÷ные äеëитеëи
нуëя ìаксиìаëüноãо pанãа, уäовëетвоpяþщие тожäе-

стваì A = 0, A  = 0, соответственно; ,  —
левый и пpавый канонизатоpы (делители единицы)
ìаксиìаëüноãо pанãа, уäовëетвоpяþщие тожäеству

 A  = I.
Канони÷еское pазëожение (5) факти÷ески фоp-

ìаëизует пpяìые и обpатные эквиваëентные пpе-
обpазования ìатpиöы A, котоpые ëеãко ìоãут бытü
опpеäеëены анаëити÷ески.
Кëþ÷евыì ìоìентоì поëу÷ения pеøения (4)

явëяется выпоëнение усëовия pазpеøиìости (3),
хаpактеpизуþщеãо совìестностü уpавнения (2). Теì
не ìенее, неpеäко встpе÷аþтся сëу÷аи, пpи котоpых
усëовие pазpеøиìости (3) не выпоëняется, а уpав-
нение (2) не иìеет то÷ноãо pеøения. 
В этоì сëу÷ае, как пpавиëо, поëу÷аþт pеøение

с испоëüзованиеì псевäообpатной ìатpиöы. Пpи
этоì pеøение существует всеãäа, но появëяется pяä
существенных оãpани÷ений, пpисущих заäа÷аì син-
теза систеì упpавëения [3]. Оäниì из оãpани÷ений
испоëüзования псевäообpащения явëяется ÷pезìеp-
ное ужесто÷ение тpебования к поëу÷аеìоìу pеøе-
ниþ — накëаäывается усëовие ìиниìизаöии суì-
ìы кваäpатов еãо синãуëяpных ÷исеë, ÷то не всеãäа
тpебуется в пpакти÷еских заäа÷ах. Кpоìе тоãо, еäин-
ственностü pеøения устpаняет пpинöипиаëüнуþ
возìожностü испоëüзования анаëити÷ескоãо pеøе-
ния äëя настpойки коэффиöиентов усиëения по pе-
жиìаì поëета, пpоäеìонстpиpованнуþ в pаботе [1].
В связи с этиì pассìотpиì возìожностü аппpок-

сиìаöии pеøения заäа÷и синтеза ìноãосвязных
систеì упpавëения, пpивоäиìой к ëинейныì уpав-
ненияì виäа (2), анаëити÷ескиìи зависиìостяìи.
Пеpейäеì от то÷ноãо анаëити÷ескоãо pеøения

(4), уäовëетвоpяþщеãо усëовияì pазpеøиìости (3),
к некотоpоìу пpибëиженноìу pеøениþ, котоpое
ìожет бытü оöенено некотоpой ноpìой невязки
E = AX – B:

||E ||p = , (6)

ãäе σi — синãуëяpные ÷исëа поëу÷аеìой невязки.
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В ка÷естве ноpìы ìоãут бытü испоëüзованы
сëеäовая ноpìа (p = 1), ноpìа Фpобениуса (p = 2),
спектpаëüная ноpìа (p = ∞) и т. ä., по сути, не ìе-
няþщие ãëавное — оöенку степени бëизости не-
вязки (6) к нуëþ.
Даëее буäеì испоëüзоватü ноpìу Фpобениуса,

äëя котоpой спpавеäëиво сëеäуþщее pавенство:

||E ||2 =  = , (7)

а вывоä фоpìуë буäеì пpовоäитü с испоëüзованиеì
тоëüко оpтоãонаëüных пpеобpазований, ÷то позво-
ëит pаспpостpанитü поëу÷енные pезуëüтаты на ëþ-
бые ноpìы виäа (6) всëеäствие их инваpиантности
к такиì пpеобpазованияì.
Сфоpìуëиpуеì и äокажеì сëеäуþщуþ теоpеìу

об оптиìаëüноì pеøении ëинейноãо ëевостоpон-
неãо ìатpи÷ноãо уpавнения.
Теоpема 2. 
Левостоpоннее линейное матpичное уpавнение

AX = B + E, (8)

где матpичная ноpма невязки ||E ||p m ε, pазpешимо тогда
и только тогда, когда выполняется пpиближенное ус-
ловие pазpешимости

|| B ||p m ε, (9)

пpи этом все множество оптимальных pешений, ми-
нимизиpующих ноpму невязки ||E ||p = min, описыва-
ется фоpмулой

X = [  ]  =

= B + Θ = A+B + Θ, (10)

где Θ — матpица с пpоизвольными элементами, а син-
гуляpное pазложение матpицы A имеет вид 

A = U тΣV т = [  ] ; (11)

[  ] = ; [  ] = . (12)

Доказательство. Поäставиì (11) в исхоäное
уpавнение (8) и уìножиì обе ÷асти уpавнения сëе-
ва на ìатpиöу ëевых синãуëяpных вектоpов U:

X = B + E. (13)

Из (13) сëеäует усëовие на невязку E = – B,
откуäа по фоpìуëе pеøения ëевостоpоннеãо уpав-

нения (4) всëеäствие еãо тожäественной pазpеøи-
ìости ìожно записатü выpажение

E = |[  ] ,

котоpое с у÷етоì свойств оpтоãонаëüных ìатpиö
(12) пpеобpазуется в фоpìуëу всеãо ìножества воз-
ìожных невязок виäа

E = [  ] . (14)

Из (14) и (7) сëеäует, ÷то ноpìа невязки не ìо-
жет бытü ìенüøе ноpìы || B ||, а усëовиеì ее ìи-
ниìаëüности явëяется pавенство нуëþ свобоäных
пеpеìенных Ψ = 0:

E = – B. (15)

Поäставиì (15) в (13) и запиøеì эквиваëентное
уpавнение сокpащенной pазìеpности X = B,
котоpое всеãäа pазpеøиìо и иìеет ìножество pе-
øений, соответствуþщее выpажениþ (10). Теоpема
доказана.
Заìетиì, ÷то пpи Θ = 0 фоpìуëа (10) соответст-

вует ÷астноìу pеøениþ, в то÷ности совпаäаþщеìу
с псевäообpатныì, обеспе÷иваþщеìу поìиìо ìи-
ниìаëüности ноpìы невязки ìиниìаëüностü ноp-
ìы искоìой пеpеìенной.
В настоящее вpеìя автоpаì не известны аëãо-

pитìы вы÷исëения синãуëяpноãо pазëожения в
анаëити÷ескоì виäе, поэтоìу фоpìуëы (10) äëя
поëу÷ения анаëити÷ескоãо pеøения в явноì виäе
не пpиìениìы.
Оäнако заìетиì, ÷то вы÷исëение ëевых синãу-

ëяpных вектоpов, соответствуþщих нуëевыì син-
ãуëяpныì ÷исëаì, äëя пpовеpки усëовия pазpеøи-
ìости (9) ìожно пpовоäитü по сëеäуþщей анаëи-
ти÷еской фоpìуëе: 

 = ( ( )т)–1/2 .

Матpиöа пpавых синãуëяpных вектоpов  в (10)
ìожет бытü вы÷исëена по анаëоãи÷ной äуаëüной
фоpìуëе, оäнако по постановке заäа÷и всëеäствие

pавенства по опpеäеëениþ A  = 0 ìожет бытü без

потеpи общности заìенена на .

Посëеäниì øаãоì поëу÷ения анаëити÷ескоãо
pеøения явëяется опpеäеëение псевäообpатной

ìатpиöы A+ =  в выpажении (10). Сущест-
вуþт нескоëüко ваpиантов анаëити÷ескоãо вы÷ис-
ëения псевäообpатной ìатpиöы. Зäесü пpивеäеì
теоpеìу об анаëити÷еской фоpìуëе псевäообpат-
ной ìатpиöы, сфоpìуëиpованнуþ и äоказаннуþ в
pаботе [4].
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Теоpема 3. 
Пусть матpица A имеет следующее скелетное

pазложение:

A = LR,

тогда ее псевдообpатная матpица опpеделяется фоp-
мулой

A+ = ( BA )–1 .

Заìетиì, ÷то ìатpиöы скеëетноãо pазëожения
ìожно поëу÷итü в анаëити÷ескоì виäе из канони-
÷ескоãо pазëожения (5) по сëеäуþщиì фоpìуëаì:

LA =  [I 0]; RA = [  ]–1.

В итоãе ìожет бытü сфоpìуëиpована сëеäуþщая
теоpеìа об оптиìаëüноì анаëити÷ескоì pеøении
ëинейноãо уpавнения. 
Теоpема 4.
Левостоpоннее матpичное уpавнение

AX = B + E,

где матpичная ноpма невязки ||E ||p m ε, pазpешимо то-
гда и только тогда, когда выполняется пpиближенное
условие pазpешимости

||( )–1/2 B||p m ε,

пpи этом все множество оптимальных pешений, ми-
нимизиpующих ноpму невязки ||E ||p = min, описыва-
ется фоpмулой

X = ( BA )–1 B + Θ,

где Θ — матpица с пpоизвольными элементами;

LA = [I 0]; RA = [  ]–1, 

а каноническое pазложение матpицы A имеет вид

A = [  ]–1.

Pассìотpиì äаëее возìожностü пpиìенения по-
ëу÷енноãо pезуëüтата äëя pеøения заäа÷и опти-
ìаëüной pеконфиãуpаöии систеìы упpавëения са-
ìоëетоì в сëу÷ае возникновения отказов оpãанов
упpавëения.

2. Основной pезультат

Пустü объект упpавëения пpеäставëен в виäе

 = Ax + Вu, (16)

ãäе A — ìатpиöа собственной äинаìики; B — ìат-
pиöа эффективности упpавëения; x — вектоp со-
стояния; u — вектоp упpавëения.
В сëу÷ае отказа оpãанов упpавëения ìоäеëü объ-

екта пpиìет виä

 = Axf + BFu = Axf + Bfuf, (17)

ãäе ìатpиöа F пpеäставиìа в виäе äиаãонаëüной
ìатpиöы с еäиниöаìи на ãëавной äиаãонаëи и ну-
ëяìи в ìестах, соответствуþщих отказавøеìу оp-
ãану упpавëения.
Буäеì искатü упpавëение uf в виäе суììы øтат-

ноãо u и коìпенсиpуþщеãо up, котоpое опpеäеëя-
ется ìатpиöей pеконфиãуpаöии Gp и также зависит
от øтатноãо:

uf = u + up = u + Gpu = (I + Gp)u. 

Тоãäа систеìа с pеконфиãуpаöией упpавëения
буäет иìеет виä 

 = Axf + Bf (I + Gp)u = Axf + Bpu.

С÷итая, ÷то ìоìент коìпенсаöии отказа совпа-
äает с ìоìентоì еãо обнаpужения, ÷то соответст-
вует совпаäениþ на÷аëüных усëовий x(t0) = xf (t0),
pавенство вектоpов состояния äо и посëе отказа
x = xf äостиãается пpи выпоëнении тожäества
Bf (I + Gp) = B, записанноãо в виäе ëинейноãо ìат-
pи÷ноãо уpавнения [1]

 = . (18)

В pезуëüтате заäа÷а pеконфиãуpаöии своäится к
pазpеøениþ ìатpи÷ноãо уpавнения (18) относи-
теëüно неизвестной ìатpиöы Gp.
Анаëити÷еское pеøение заäа÷и pеконфиãуpа-

öии виäа (4), в сëу÷ае выпоëнения усëовия ее то÷-

ной pазpеøиìости виäа (3) (B – Bf) = B = 0

пpивоäящее к поëноìу совпаäениþ ìатpиö эф-
фективности упpавëения äо и посëе отказа Bp = B,
pассìотpено в pаботе [1]:

Gp = (B – Bf) + Θ.

В сëу÷ае невозìожности поëу÷ения то÷ноãо pе-
øения заäа÷а pеконфиãуpаöии закëþ÷ается в äо-
стижении пpибëиженноãо pавенства Bp = B + E,
ãäе невязка E уäовëетвоpяет усëовиþ ìиниìаëüно-
сти некотоpой ноpìы виäа (6). В pаботах [5, 6] по-
казано, ÷то такая постановка заäа÷и соответствует
ìаксиìаëüноìу сохpанениþ стеpеотипа упpавëе-
ния ëет÷ика и ìиниìаëüноìу откëонениþ собст-
венных зна÷ений заìкнутой систеìы.
Воспоëüзуеìся pезуëüтатаìи теоpеìы 4 и сфоp-

ìуëиpуеì ее äëя pеøения заäа÷и pеконфиãуpаöии
систеìы упpавëения.
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Теоpема 5. 
Задача pеконфигуpации упpавления вида

BfGp = B – Bf + E, (19)

где матpичная ноpма невязки ||E ||p m ε, pазpешима то-
гда и только тогда, когда выполняется пpиближенное
условие pазpешимости

||( )–1/2 (B – Bf)||p m ε, (20)

пpи этом все множество оптимальных pешений, ми-
нимизиpующих ноpму невязки ||E ||p = min, описыва-
ется фоpмулой

Gp = ( )–1 (B – Bf) + Θ, (21)

где Θ — матpица с пpоизвольными элементами;

 = [I 0];  = [  ]–1, (22)

а каноническое pазложение матpицы Bf имеет вид

Bf = [  ]–1. (23)

Пpаãìати÷еский сìысë поëу÷енноãо pезуëüтата
закëþ÷ается в сëеäуþщеì. Пpи выпоëнении пpи-
бëиженноãо усëовия pазpеøиìости (20) ãаpанти-
pуется, ÷то заäа÷а pеконфиãуpаöии упpавëения на
основе соотноøений (21) буäет pеøена с апpиоpно
заäанной то÷ностüþ, не пpевыøаþщей ε. Это по-
звоëяет сохpанитü все äостоинства анаëити÷ескоãо
pеøения и испоëüзоватü поëу÷енное ìножество
оптиìаëüных законов упpавëения äëя pеøения äо-
поëнитеëüных заäа÷ (настpойки коэффиöиентов
усиëения по pежиìаì поëета, упpощения pеаëиза-
öии в СУ ЛА и т. ä.).

3. Пpимеp

Дëя иссëеäования pаботы аëãоpитìов pеконфи-
ãуpаöии испоëüзоваëи ëинеаpизованнуþ систеìу
äиффеpенöиаëüных уpавнений äвижения сpеäнеìа-
ãистpаëüноãо пассажиpскоãо саìоëета виäа (16), ãäе

x = [ΔV Δα Δθ Δωz Δβ Δωx Δωy Δγ]т,
u = [δв ëев δв пp ϕ δн δэ ëев δэ пp δи ëев δи пp],

ωx, ωy, ωz — уãëовые скоpости кpена, pыскания и
танãажа; α, Θ, γ, β — уãëы атаки, накëона тpаекто-
pии, кpена и скоëüжения; V — скоpостü поëета;
δв ëев/пp — уãоë откëонения ëевоãо/пpавоãо pуëя
высоты; ϕ — уãоë откëонения стабиëизатоpа; δн —
уãоë откëонения pуëя напpавëения; δэ ëев/пp — уãоë

откëонения ëевоãо/пpавоãо эëеpона; δи ëев/пp — уãоë
откëонения ëевой/пpавой секöии интеpöептоpов.
В общеì виäе ìатpиöа эффективности упpавëе-

ния иìеет виä

B = .

Сìоäеëиpуеì отказ äвух секöий интеpöептоpов,
пpи котоpоì ìатpиöа отказов соответствует
F = diag([1 1 1 1 1 1 0 0]), а ìатpиöа эффективности
упpавëения с отказаìи иìеет виä

Bf = BF = . (24)

Опpеäеëиì ìатpиöы канони÷ескоãо pазëоже-
ния Bf виäа (23):

 =  = ;

 = ;
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 =

= ;

 = , 

ãäе

r1 = b25b61b74 – b25b64b71, r2 = b21b64b75 – b21b65b74,
r3 = b61b75 – b65b71, r4 = b21b45 – b25b41,

r5 = b61b74 – b64b71.

Запиøеì пpибëиженное усëовие pазpеøиìости

B = , (25)

из котоpоãо с у÷етоì (20) сëеäует, ÷то заäа÷а pе-
конфиãуpаöии упpавëения pазpеøиìа с то÷ностüþ

äо ε = || B ||2 = |b17|.

Опpеäеëиì äаëее ìатpиöы скеëетноãо pазëоже-
ния (22):

 = ;

 = 

и вы÷исëиì псевäообpатнуþ ìатpиöу в анаëити÷е-
скоì виäе:

 = ( Bf )–1  =

= , 

ãäе

p1 = b43 ,

p2 = 2b61b75 – 2b65b71, p3 = , 

p4 = , p5 = , 

p6 = , p7 = –b25 , p8 = b61b75 – b65b71, 

p9 =  + 2  – 4b21b25b41b45 + 2  + 

+ , p10 = b21b45 – b25b41.

Тоãäа все ìножество оптиìаëüных pеøений за-
äа÷и pеконфиãуpаöии в соответствии с (21) пpиìет
сëеäуþщий анаëити÷еский виä:

Gp =  + Ω, 

ãäе Ω — ìатpиöа с пpоизвоëüныìи эëеìентаìи;
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 = (B – Bf) =

= ;

g1 = 2(b61b75 – b65b71),

g2 = b27 ,

g3 = b27 ,

g4 = , g5 = , g6 =b43b47 –

– ,

g7 = b57 , g8 = b57 ,

g9= , g10 = , g11= , g12 = , 

g13 = b21b45 – b25b41, g14 =  + 2  –

– 4b21b25b41b45 + 2  + ,

g15 = b61b75 – b65b71.

Поäставиì поëу÷енное ìножество pеøений в
(19) и поëу÷иì сëеäуþщуþ невязку pезуëüтиpуþ-
щей ìатpиöы эффективности упpавëения:

E = ,

ноpìа котоpой в то÷ности соответствует ноpìе
пpибëиженноãо усëовия pазpеøиìости (25)

||E ||2 = |b17|.

На оäноì из pежиìов поëета (H = 3000 ì, V =
= 135 ì/с) ìатpиöа эффективности оpãанов упpав-
ëения иìеет сëеäуþщее ÷исëовое зна÷ение:

B = .

Тоãäа все ìножество оптиìаëüных pеøений за-

äа÷и pеконфиãуpаöии с то÷ностüþ ε = || B||2 =

= |b17| = 0,0448 иìеет виä Gp =  + Ω, ãäе

 = ,

 = .

Пpи Ω = 0 пpихоäиì к псевäообpатноìу pеøе-
ниþ, обеспе÷иваþщеìу ìиниìизаöиþ ноpìы
Фpобениуса ||Gp||2 = 67,4482.
Поëу÷енное ìножество pеøений ìожет бытü

испоëüзовано и äëя уäовëетвоpения äpуãих тpебо-
ваний. Миниìизиpуеì, напpиìеp, L0-ноpìу pеøе-
ния, обеспе÷ив ìиниìаëüное ÷исëо ненуëевых
эëеìентов в ìатpиöе pеконфиãуpаöии Gp, пpиняв в
ìатpиöе свобоäных пеpеìенных Ω все эëеìенты
pавныìи нуëþ, кpоìе ω17 = ω18 = 1,5194. Тоãäа по-
ëу÷иì сëеäуþщее pеøение заäа÷и pеконфиãуpаöии:
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Данное pеøение соäеpжит всеãо 10 нетpивиаëü-
ных пеpеìенных с ÷етыpüìя уникаëüныìи зна÷е-
нияìи и также обеспе÷ивает оптиìаëüное pеøение
заäа÷и pеконфиãуpаöии в сìысëе ìиниìуìа ноpìы
невязки виäа (6). Пpи этоì пpоизоøëо незна÷итеëü-

ное увеëи÷ение ноpìы Фpобениуса || ||2 = 67,5362

с относитеëüной поãpеøностüþ (|| ||2 – Gp||2)/||Gp||2 =

= 0,0013, т. е. всеãо на 0,13%. Пpи этоì упpощение
оптиìаëüноãо закона упpавëения не изìениëо еãо

L2-ноpìу, совпаäаþщуþ с ìаксиìаëüныì синãу-
ëяpныì ÷исëоì pеøения

|| ||  = ||Gp||  = 67,4367.

Заключение

Аппpоксиìаöия pеøения заäа÷и pеконфиãуpа-
öии ìноãосвязных систеì упpавëения анаëити÷е-
скиìи зависиìостяìи позвоëяет в сëу÷ае неpазpе-
øиìости заäа÷и по кpитеpиþ поëу÷ения то÷ноãо
pеøения ãаpантиpоватü пpибëижение pеøения с
заpанее заäанной то÷ностüþ, опpеäеëяеìой с поìо-

щüþ пpибëиженноãо усëовия pазpеøиìости. Пpи
этоì анаëити÷еское пpеäставëение всеãо ìножества
pеøений позвоëяет в äаëüнейøеì уäовëетвоpятü
äpуãиì тpебованияì, выпоëнятü настpойки коэф-
фиöиентов pеконфиãуpаöии в усëовиях нестаöио-
наpности и поëу÷атü пpостые в pеаëизаöии схеìы,
позвоëяþщие паpиpоватü посëеäствия отказа.
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Analytical Solution of the Optimal Aircraft Control System 
Reconfiguration Problem in Case of Actuators Failures

The article discusses the optimal approximation by analytical functions algorithm for solving the problem of aircraft control
reconfiguration in case of different actuators failures. The algorithm is based on optimal analytical solution of linear matrix
equation, where the analytical form of pseudoinverse matrix is formed with the help of skeleton matrix decomposition. The no-
tion of approximate solvability conditions is introduced, which allows evaluating the accuracy of the solution in advance, before
reconfiguration problem solving. Solvability and accuracy conditions are both based on Frobenius norms. However, the results
can be generalized for any type of Schatten p- norms due to their invariantness to orthogonal transformations. It is shown that
in the case of satisfaction of the solvability conditions the control reconfiguration problem can be analytically optimized in terms
of the residual norm of the resulting control effectiveness matrix. This allows keeping all the advantages of analytical solutions
while maintaining its specified accuracy. The results are successfully applied to aircraft control reconfiguration problem with
deriving the whole set of analytical solutions with the best accuracy available.
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Алгоpитм оптимального в смысле комбиниpованного функционала 
pазвоpота космического аппаpата в классе конических движений*

Введение

Постpоение упpавëения уãëовыì äвижениеì
косìи÷ескоãо аппаpата (КА) как твеpäоãо теëа в
тpаäиöионной постановке вкëþ÷ает постpоение пpо-
ãpаììноãо уãëовоãо äвижения (pазвоpота), пpо-
ãpаììноãо упpавëения и упpавëения, стабиëизи-
pуþщеãо пpоãpаììу уãëовоãо äвижения в ìаëоì.
Заäа÷а постpоения пpоãpаììноãо уãëовоãо äвиже-
ния и пpоãpаììноãо упpавëения во ìноãих сëу÷аях
pеøается с поìощüþ ìетоäов теоpии оптиìаëüноãо
упpавëения. То÷ное анаëити÷еское pеøение этой
заäа÷и äëя наибоëее ÷асто испоëüзуеìых функöио-
наëов оптиìизаöии пpи пpоизвоëüных ãpани÷ных
усëовиях по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой ско-
pости КА не найäено äаже в сëу÷ае сфеpи÷еской
сиììетpии КА, не ãовоpя уже о еãо пpоизвоëüной
äинаìи÷еской конфиãуpаöии. Известны ëиøü не-
котоpые ÷астные сëу÷аи pеøения заäа÷и (сì. на-
пpиìеp, pаботы [1—8]), пpи этоì äëя сфеpи÷ески
сиììетpи÷ных КА эти pеøения поëу÷ены в кëассе
пëоских эйëеpовых pазвоpотов. Поэтоìу pасøиpе-
ние кëассов анаëити÷еских pеøений заäа÷и опти-
ìаëüноãо pазвоpота КА (твеpäоãо теëа) в заìкну-
той фоpìе иìеет не тоëüко теоpети÷еский, но и
боëüøой пpакти÷еский интеpес, так как позвоëяет
испоëüзоватü на боpту КА ãотовые законы пpо-
ãpаììноãо упpавëения и изìенения оптиìаëüной
тpаектоpии.
В äанной статüе в кватеpнионной постановке

pассìатpивается заäа÷а оптиìаëüноãо pазвоpота
сфеpи÷ески-сиììетpи÷ноãо КА пpи пpоизвоëüных
ãpани÷ных усëовиях по уãëовоìу поëожениþ КА и
пpоизвоëüноì по напpавëениþ вектоpе на÷аëüных
усëовий по уãëовой скоpости КА без оãpани÷ения
на функöиþ упpавëения. В ка÷естве кpитеpия оп-
тиìаëüности испоëüзуется коìбиниpованный функ-
öионаë, котоpый объеäиняет вpеìя и энеpãиþ, за-
тpа÷енные на pазвоpот КА. С поìощüþ пpинöипа
ìаксиìуìа Л. С. Понтpяãина поëу÷ено новое ана-

ëити÷еское pеøение этой заäа÷и в кëассе кони÷е-
ских äвижений. Пpеäставëено явное выpажение
äëя постоянноãо по ìоäуëþ оптиìаëüноãо вектоpа
уãëовой скоpости КА. Тpаектоpия äвижения сфеpи-
÷ески-сиììетpи÷ноãо КА пpеäставëяет собой pе-
ãуëяpнуþ пpеöессиþ, вектоp оптиìаëüноãо упpав-
ëения КА пеpпенäикуëяpен вектоpу уãëовой ско-
pости и постоянен по ìоäуëþ. Сфоpìуëиpованы
усëовия, накëаäываеìые на ìоäуëü на÷аëüноãо и
виä коне÷ноãо зна÷ений вектоpа уãëовой скоpости
КА, пpи котоpых äопустиìо анаëити÷еское pеøе-
ние заäа÷и в кëассе кони÷еских äвижений. Вектоp
коне÷ноãо зна÷ения уãëовой скоpости КА äоëжен
пpинаäëежатü кони÷еской повеpхности, поpож-
äаеìой пpоизвоëüно заäанныìи постоянныìи ус-
ëовияìи заäа÷и. Пpивоäится ÷исëовой пpиìеp.
Статüя пpоäоëжает иссëеäования, на÷атые в pа-

ботах [9, 10].

1. Постановка задачи

Уpавнения, описываþщие кинеìатику и äина-
ìику уãëовоãо äвижения КА (твеpäоãо теëа) вокpуã
öентpа ìасс, иìеþт виä [1]

2  = L0 é w; (1.1)

I  = M, (1.2)

ãäе L(t) = λ0(t) + λ1(t)(i1 + λ2(t)i2 + λ3(t)i3 — кватеp-
нион повоpота КА; w(t) = ω1(t)i1 + ω2(t)i2 + ω3(t)i3 —
вектоp уãëовой скоpости (фазовые кооpäинаты);
M(t) = [M1(t), M2(t), M3(t)]

т — упpавëение. Они
поä÷инены известныì тpебованияì (L(t), w(t) —
непpеpывные функöии, M(t) — кусо÷но-непpеpыв-
ная функöия); кватеpнион L(t) ноpìиpован, т. е.

||L|| =  +  +  +  = 1; i1, i2, i3 — оpты ãи-

пеpкоìпëексноãо пpостpанства (ìниìые еäиниöы
Гаìиëüтона); сиìвоë é озна÷ает кватеpнионное уì-
ножение. В äинаìи÷еских уpавнениях Эйëеpа äëя
сфеpи÷ески-сиììетpи÷ноãо КА (твеpäоãо теëа) (1.2)
I — осевой ìоìент инеpöии КА. 

Pассматpивается задача оптимального pазвоpота космического аппаpата как твеpдого тела со сфеpическим pаспpеде-
лением масс в кватеpнионной постановке. В качестве кpитеpия оптимальности используется комбиниpованный функционал,
котоpый объединяет вpемя и энеpгию, затpаченные на pазвоpот космического аппаpата. Для этой задачи получено новое ана-
литическое pешение в классе конических движений. Дается алгоpитм оптимального pазвоpота космического аппаpата. Пpи-
водится числовой пpимеp.
Ключевые слова: оптимальное упpавление, космический аппаpат, сфеpически симметpичное твеpдое тело, pегуляpная пpецессия

 * Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(пpоект № 12-01-00165).
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Заäаны пpоизвоëüные ãpани÷ные усëовия по уã-
ëовоìу поëожениþ 

L(0) = L0, L(T) = LT (1.3)

и уãëовой скоpости твеpäоãо теëа

w(0) = w0, w(T) = wT. (1.4)

Необхоäиìо опpеäеëитü оптиìаëüное упpавëе-
ние Mopt(t) систеìой (1.1), (1.2) пpи ãpани÷ных ус-
ëовиях (1.3), (1.4), äоставëяþщее ìиниìуì функ-
öионаëу

J = (1 + aM2)dt, (1.5)

ãäе a = const > 0, вpеìя T не заäано. Функöионаë
(1.5) пpеäставëяет собой коìбинаöиþ äвух кpите-
pиев с pазìеpныì весовыì ìножитеëеì a — вpе-
ìени и энеpãии, затpа÷енных на pазвоpот КА.

2. Пеpеход к безpазмеpным пеpеменным

Пеpейäеì от pазìеpных пеpеìенных в заäа÷е к
безpазìеpныì по фоpìуëаì 

 = Ma–1/2;  = wI –1/2a–1/4;  = tI1/2a1/4;

 = JI 1/2a1/4, 

пpи этоì виä выpажений (1.1), (1.3), (1.4) не изìе-
нится, а вектоpное уpавнение (1.2) и функöионаë
(1.5) пpиìут виä

 = M; (2.1)

J = (1 + M2)dt. (2.2)

Даëее буäеì иìетü в виäу постановку заäа÷и в
безpазìеpных пеpеìенных, и веpхняя ÷еpта у них
буäет опущена.

3. Пpименение пpинципа максимума

Выпоëниì пpоöеäуpу пpинöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтpяãина [1, 11]. Ввеäеì вспоìоãатеëüные
функöии Y(t) (кватеpнион) и ϕ(t) (вектоp), соот-
ветствуþщие фазовыì кооpäинатаì L(t) и w(t).
Составиì функöиþ Гаìиëüтона—Понтpяãина

H = –ψ*(1 + M2) + (Y, L é w)/2 + (ϕ, M), (3.1)

ãäе постоянная ψ* l 0, a (., .) озна÷ает скаëяpное
пpоизвеäение вектоpов.
Буäеì pассìатpиватü невыpожäенные pеøения

кpаевой заäа÷и пpинöипа ìаксиìуìа, äëя котоpых
ψ* > 0. В сиëу оäноpоäности функöии Гаìиëüтона—
Понтpяãина Н [11] в фоpìуëе (3.1) поëожиì ψ* = 1. 
Сопpяженная систеìа иìеет виä

(3.2)

ãäе vect(.) обозна÷ает вектоpнуþ ÷астü кватеpнио-
на, a — сопpяжение кватеpниона.
Как виäно, уpавнения äëя пеpеìенных Y и L

совпаäаþт, а их pеøения pазëи÷аþтся на кватеp-
нионнуþ ìуëüтипëикативнуþ константу C:

Y = C é L. (3.3)

Усëовие тpансвеpсаëüности на пpавоì конöе
тpаектоpии иìеет виä

scal(Y(T) é (T)) = 0, (3.4)

ãäе scal(.) обозна÷ает скаëяpнуþ ÷астü кватеpниона.
Заìетиì, ÷то выpажение Y é  = C явëяется пеp-
выì интеãpаëоì äëя систеìы уpавнений (3.2). То-
ãäа соãëасно (3.4)

scal(Y(t) é (t)) ≡ 0. (3.5)

Из (3.3), (3.5) сëеäует, ÷то скаëяpная ÷астü C
pавна нуëþ и C = cv, ãäе cv — постоянный вектоp.
Пpи этоì (3.3) пpиниìает виä

Y = cv é L. (3.6)

С испоëüзованиеì вpажения (3.6) и ввеäя обо-
зна÷ение [1]

p = vect(  é Y) =  é cv é L, (3.7)

сопpяженнуþ систеìу (2.2) запиøеì в виäе

(3.8)

Сëеäует отìетитü, ÷то пpиìенение этоãо пpиеìа
[1], основанноãо на саìосопpяженности äиффеpен-
öиаëüной кватеpнионной систеìы уpавнений (1.1)
(заìена кватеpнионной сопpяженной пеpеìенной Y
на вектоpнуþ пеpеìеннуþ p (3.7)) позвоëяет пони-
зитü pазìеpностü кpаевой заäа÷и, поëу÷аеìой по-
сëе пpиìенения пpинöипа ìаксиìуìа, на ÷етыpе.
Усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона—

Понтpяãина (3.1) äает сëеäуþщуþ стpуктуpу опти-
ìаëüноãо упpавëения:

Mopt = ϕ/2. (3.9)

Как виäно, вектоp-функöия упpавëения в заäа÷е
носит непpеpывный хаpактеp.
Из соотноøений (1.1), (2.1), (3.8), (3.9) иìееì:

 = [p, w]; (3.10)

p = –4 , (3.11)

ãäе [., .] озна÷ает вектоpное пpоизвеäение.
Поäставëяя (3.11) в (3.10), поëу÷иì

 = [ , w]. (3.12)

Такиì обpазоì, оптиìаëüная уãëовая скоpостü КА
на всеì интеpваëе вpеìени äвижения уäовëетвоpяет
вектоpноìу äиффеpенöиаëüноìу уpавнениþ тpетüе-
ãо поpяäка (3.12). Pеøение поставëенной заäа÷и
оптиìаëüноãо упpавëения своäится, теì саìыì,
к pеøениþ кpаевой заäа÷и (1.1), (3.12), (1.3), (1.4).
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Отìетиì, ÷то функöия Гаìиëüтона—Понтpяãи-
на (3.1) äëя оптиìаëüноãо пpоöесса упpавëения
ìожет бытü пpеäставëена в виäе

H = –1 +  – 2(w, ) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.13)

4. Аналитическое pешение задачи 
оптимального pазвоpота твеpдого тела 

в классе конических движений

Буäеì искатü pеøение уpавнений (1.1), (3.12) в
кëассе кони÷еских äвижений. Дëя этоãо оптиìаëü-
нуþ уãëовуþ скоpостü КА пpеäставиì в виäе

w =  é (i1αsinΩt + i2αcosΩt + i3Ω) é K, (4.1)

ãäе K — кватеpнион и α, Ω — неопpеäеëенные по-
стоянные; пpи этоì

||K|| =  +  +  +  = 1. (4.2)

Отìетиì, ÷то кватеpнион K позвоëяет повоpа-
÷иватü вектоp в кpуãëой скобке в фоpìуëе (4.1) во-
кpуã некотоpой постоянной оси, пpохоäящей ÷еpез
непоäвижнуþ то÷ку твеpäоãо теëа.
Посëеäоватеëüно äиффеpенöиpуя (4.1) тpи pаза

по пеpеìенной t, поëу÷иì:

 = αΩ  é (i1cosΩt – i2sinΩt) é K; (4.3)

 = –αΩ2  é (i1sinΩt + i2cosΩt) é K; (4.4)

 = αΩ3  é (–i1cosΩt + i2sinΩt) é K. (4.5)

Поäставëяя (4.1), (4.4), (4.5) в (3.12), ìожно убе-
äитüся в выпоëнении pавенства. Пpи этоì отìе-
тиì, ÷то

 = [ , w] = (  é w – w é )/2.

Тpаектоpия äвижения КА пpи уãëовой скоpости
(4.1) из (1.1), (1.4) нахоäится явно и иìеет виä pе-
ãуëяpной пpеöессии

L(t) = L0 é  é exp{i2αt/2} é exp{i3Ωt/2} é K, (4.6)

ãäе exp{.} обозна÷ает кватеpнионнуþ экспоненту [1].
Поäставëяя в выpажение äëя функöии Гаìиëü-

тона—Понтpяãина (3.13) фоpìуëы (4.1), (4.3), (4.4),
поëу÷иì усëовие

α2Ω2 = 1/3. (4.7)

В выpажения (4.1)—(4.6) вхоäят пятü пpоиз-
воëüных постоянных K0, K1, K2, α, Ω. Уäовëетво-
pиì ãpани÷ные усëовия заäа÷и (1.3), (1.4). Из-за
неäостато÷ноãо ÷исëа пpоизвоëüных постоянных в
pеøении (4.1) на веëи÷ины |w0| и wT буäут наëоже-
ны тpебования в хоäе äаëüнейøеãо pеøения заäа÷и.
Напpавëение еäини÷ноãо вектоpа на÷аëüной уãëо-

вой скоpости  = w0/|w0| пpоизвоëüно и заäано.
Пpи t = 0 из (4.1) иìееì

w0 = |w0|  =  é (i2α + i3Ω) é K; (4.8)

||w0|| = ||  é (i2α + i3Ω) é K|| = 

= || ||•||i2α + i3Ω||•||K|| = α2 + Ω2; (4.9)

пpи t = T из (4.6) иìееì 

LT = L0 é  é exp{i2αT/2} é exp{i3ΩT/2} é K, (4.10)

пpи этоì

scal(  é LT) = scal(exp{i2αT/2} é exp{i3ΩT/2}).(4.11)

Из соотноøений (4.2), (4.7)—(4.10) найäеì веëи-
÷ины T, |w0|, α, Ω, K. Пpеäставиì (4.8), (4.10) в виäе

(i2α + i3Ω) é K – K é w0 = 0;

exp{i2αT/2} é exp{i3ΩT/2} é K – K é  é LT = 0

иëи в вектоpно-ìатpи÷ной фоpìе с испоëüзовани-
еì кватеpнионных ìатpиö m- и n-типов [12]:

 = , (4.12)

 = , (4.13)

ãäе эëеìенты ìатpиöы коэффиöиентов систеìы
ëинейных аëãебpаи÷еских уpавнений (СЛАУ) (4.13)
опpеäеëяþтся коìпонентаìи кватеpнионов:

(4.14)

и

n =  é LT. (4.15)

Пpи этоì

||m|| = 1; (4.16)

||n|| = 1. (4.17)

Отìетиì, ÷то pанãи ìатpиö коэффиöиентов
систеì (4.12), (4.13) pавны äвуì.
Выбиpая из соотноøений (4.12), (4.13) по äва

ëинейно независиìых уpавнения, поëу÷иì СЛАУ

 = . (4.18)
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Дëя существования ненуëевых pеøений этой
оäноpоäной СЛАУ опpеäеëитеëü ìатpиöы коэф-
фиöиентов СЛАУ äоëжен бытü pавен нуëþ. Отсþ-
äа с у÷етоì (4.9), (4.10), (4.13), (4.14) поëу÷иì

|w0| = (m2α + m3Ω)/(n1  + n2  + n3 ). (4.19)

Из соотноøений (4.7), (4.9), (4.11), (4.19) с у÷е-
тоì (4.14) сëеäует систеìа тpех уpавнений äëя оп-
pеäеëения веëи÷ин α, Ω T:

(4.20)

Веëи÷ина |w0| нахоäится по фоpìуëе (4.19) посëе
pеøения систеìы (4.20). Веëи÷ины K3, K0, K1, K2
опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì:

K3 = ±[1 + (A0/D)2 + (A1/D)2 + (A2/D)2]–1/2, (4.21)

K0 = A0K3/D, K1 = A1K3/D, K2 = A2K3/D, (4.22)

ãäе

A0 = –(m2 + n2)(ω03 + Ω) + (m3 + n3)(ω02 + α),(4.23)

A1 = (m1 – n1)ω01 + (m3 + n3)(Ω – ω03) +
+ (m2 + n2)(α – ω02), (4.24)

A2 = (m1 – n1)(ω02 + α) + (m2 + n2)ω01, (4.25)

D = (m1 – n1)(ω03 + Ω) + (m3 + n3)ω01. (4.26)

Гpани÷ное усëовие по уãëовой скоpости КА в
коне÷ный ìоìент вpеìени T äоëжно иìетü виä

w(T) = wT =

=  é (i1αsinΩT + i2αcosΩT + i3Ω) é K. (4.27)

Такиì обpазоì, в сëу÷аях, коãäа на ãpани÷ные
усëовия по уãëовой скоpости КА наëожены оãpани-
÷ения виäа (4.19), (4.27) (это озна÷ает, ÷то вектоp w
на всеì интеpваëе вpеìени äвижения пpинаäëежит
некотоpой кони÷еской повеpхности, опpеäеëяеìой
в пpостpанстве пpоизвоëüныìи заäанныìи ãpа-
ни÷ныìи усëовияìи по уãëовоìу поëожениþ КА
L0, LT и пpоизвоëüныì заäанныì напpавëениеì
вектоpа на÷аëüноãо зна÷ения уãëовой скоpости КА

), тpаектоpия уãëовоãо äвижения сфеpи÷ески-
сиììетpи÷ноãо КА нахоäится в кëассе кони÷еских
äвижений и вы÷исëяется по явныì анаëити÷ескиì
выpаженияì (4.1), (4.6).
Оптиìаëüный упpавëяþщий ìоìент из (3.1),

(4.1), (4.3), (4.7)

M =  = αΩ  é (i1cosΩt – i2sinΩt) é K, (4.28)

M2 = α2Ω2 = 1/3. (4.29)

Оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа ка÷ества в
безpазìеpных пеpеìенных (2.2) составëяет веëи÷ину

J = (1 + M2)dt = (1 + α2Ω2)T = 4T/3. (4.30)

Из выpажений (4.28), (3.9) и (3.11) ìожно найти
сопpяженные пеpеìенные ϕ и p. Теì саìыì, заäа÷а
пpи существуþщих оãpани÷ениях pеøена поëностüþ.
Пpивеäеì аëãоpитì pеøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо pазвоpота сфеpи÷ески-сиììетpи÷ноãо КА в
кëассе кони÷еских äвижений в безpазìеpных пе-
pеìенных.
Ша ã 1. По заäанныì кватеpнионаì L0, LT (1.3),

еäини÷ноìу вектоpу  из (1.4), фоpìуëаì (4.20),
(4.19) (с у÷етоì (4.14), (4.15)) опpеäеëяþтся веëи-
÷ины α, Ω, T, |w0|.
Ша ã  2. Испоëüзуя L0, LT, α, Ω, T, |w0|, по фоp-

ìуëаì (4.21)—(4.26) нахоäиì коìпоненты кватеp-
ниона K.
Ша ã  3. По фоpìуëе

 = |w0|

и фоpìуëе (4.27)

 =  é (i1αsinΩT + i2αcosΩT + i3Ω) é K 

вы÷исëяþтся зна÷ения вектоpов , .

Ша ã  4. Поëу÷енные зна÷ения , 
сpавниваþтся с заäанныìи в фоpìуëе (1.4) веëи-
÷инаìи w0, wT.
Ша ã  5. Есëи pавенство на øаãе 4 аëãоpитìа

выпоëняется, то оптиìаëüное pеøение заäа÷и на-
хоäится в кëассе кони÷еских äвижений; пpи этоì
уãëовая скоpостü КА, тpаектоpия еãо уãëовоãо äви-
жения, вектоp упpавëяþщеãо ìоìента и зна÷ение
функöионаëа оптиìизаöии вы÷исëяþтся по фоp-
ìуëаì (4.1), (4.6), (4.28), (4.30) и øаãу 1 аëãоpитìа.
Ша ã  6. Сопpяженные пеpеìенные заäа÷и ϕ, p

вы÷исëяþтся по фоpìуëаì (4.28), (3.9) и (3.11).

5. Числовой пpимеp

В äанноì pазäеëе пpивоäится пpиìеp pеøения
заäа÷и оптиìаëüноãо pазвоpота сфеpи÷ески-сиì-
ìетpи÷ноãо КА в кëассе кони÷еских äвижений по
фоpìуëаì pазäеëа 3. Ниже на pисунке пpеäставëены
ãpафики изìенения во вpеìени коìпонент уãëо-
вой скоpости КА ωi(t), z = , вектоpной ÷асти
кватеpниона оpиентаöии КА Λi(t), i =  и коì-
понент вектоpа упpавëяþщеãо ìоìента Mi(t), i = .

Pас÷еты пpовоäиëи äëя зна÷ений 

L0 = (0,9975; 0,0504; 0,0504; 0),
LT = (0,5498; 0,4582; 0,2291; 0,6598),

w0 = (0,8975; 0,4487; 0,5609),
wT = (0,0754; 0,5212; 1,0218), 

котоpые уäовëетвоpяþт оãpани÷енияì pазäеëа 4.

ω01
e ω02

e ω03
e

α2Ω2 – 1/3 = 0;

(α2 + Ω2)(n1  + n2  + n3 )2 –

– (m2α + m3Ω)2 = 0;

scal(  é LT) – cos(αT/2)cos(ΩT/2) = 0.

ω01
e ω02

e ω03
e

L0
~

K~

w0
e

w· K~

 
0

T

∫

w0
e

w0
calcul w0

e

wT
calcul K~

w0
calcul wT

calcul

w0
calcul wT

calcul

1 3,
1 3,

1 3,
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Вна÷аëе, по фоpìуëаì (4.20), (4.19)
(с у÷етоì (4.14), (4.15)), (3.20)—
(3.25) нахоäиëи веëи÷ины α, Ω, T,
|w0|, K0, K1, K2, K3 (α = 0,9909, Ω =
= –0,5826, T = 1,7065, |w0| = 1,1495,
K0 = 0,5810, K1 = –0,6561, K2 =
= –0,3122, K3 = 0,3669), затеì по
фоpìуëаì (4.1), (4.28), (4.6) опpеäеëя-
ëи вектоpы w, M и кватеpнион L. Зна-
÷ение коìбиниpованноãо функöио-
наëа (2.2) в pассìатpиваеìоì пpиìе-
pе составëяет 2.275.
Отìетиì, ÷то кватеpнион оpиен-

таöии КА L(t) ìожет бытü äвузна÷-
ныì [1], т. е. L и –L соответствуþт
оäноìу и тоìу же уãëовоìу поëоже-
ниþ твеpäоãо теëа в пpостpанстве.

Заключение

Пpеäставëенный в статüе анаëи-
ти÷еский аëãоpитì оптиìаëüноãо pаз-
воpота сфеpи÷ески-сиììетpи÷ноãо
КА (твеpäоãо теëа) в кëассе кони÷е-
ских äвижений ìожет найти свое
пpиìенение пpи постpоении систеì
упpавëения КА, как и известное ана-
ëити÷еское pеøение заäа÷и в кëассе
пëоских эйëеpовых pазвоpотов.
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Algorithm of the Optimal in the Sense of Combined Functional 
Turn of a Spacecraft in the Class of Conical Motion

The optimal slew problem for a spherically symmetric spacecraft as a rigid body with arbitrary attitude boundary conditions
and arbitrary direction of the initial angular velocity with no restrictions on the control is considered in the quaternion for-
mulation. The combined functional which combines the time and energy spent on turning of a spacecraft is used as optimality
criterion. Using the Pontryagin maximum principle, a new analytical solution of this problem in the class of conical motions
is obtained. An explicit expression for the constant in magnitude optimal angular velocity vector of the spacecraft is found. The
motion trajectory of the spherically symmetric spacecraft is regular precession. The vector of the spacecraft optimal control is
perpendicular to the angular velocity and is constant in magnitude. The conditions for the modulus of the initial and the form
of the terminal values of the spacecraft angular velocity vector are formulated, which make it possible to solve the problem
analytically in the class of conical motions. The terminal vector of the spacecraft angular velocity must be on the conical surface
generated by arbitrarily given constant conditions of the problem. Algorithm of the optimal turn of a spacecraft is given. The
numerical example is presented.

Keywords: optimal control, spacecraft, spherically symmetric rigid body, regular precession
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