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Анализ устойчивости гиpоскопических систем с запаздыванием
на основе пpямого метода Ляпунова1

A. Yu. Aleksandrov, E. B. Aleksandrova, A. P. Zhabko

Stability Analysis of Gyroscopic Systems
with Delay Via the Lyapunov Direct Method

Введение

В øиpокоì кëассе сëу÷аев коëебания ãиpоско-
пи÷еских систеì описываþтся ëинейныìи äиффе-
pенöиаëüныìи уpавненияìи втоpоãо поpяäка высо-
кой pазìеpности, соäеpжащиìи боëüøой поëожи-
теëüный паpаìетp, котоpый ìожно pассìатpиватü
как кинети÷еский ìоìент быстpо вpащаþщихся
pотоpов, вхоäящих в состав этих систеì [1, 2]. Вы-
сокая pазìеpностü указанных систеì существенно
затpуäняет иссëеäование их устой÷ивости. Эффек-
тивныì способоì pеøения äанной пpобëеìы явëя-
ется пpиìенение пpеöессионной теоpии [1], осно-
ванной на äекоìпозиöии исхоäной систеìы вто-
pоãо поpяäка на äве поäсистеìы (пpеöессионнуþ и
нутаöионнуþ) пеpвоãо поpяäка.
В pаботах [1, 2] с поìощüþ пеpвоãо ìетоäа Ля-

пунова и pазëожения коpней хаpактеpисти÷ескоãо

уpавнения в pяäы по отpиöатеëüныì степеняì па-
pаìетpа быëо показано, ÷то пpи äостато÷но боëüøих
зна÷ениях паpаìетpа асиìптоти÷еская устой÷ивостü
пpеöессионной и нутаöионной систеì ãаpантиpует
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü поëной систеìы.
Дpуãой поäхоä äëя обоснования äекоìпозиöии

ãиpоскопи÷еских систеì быë пpеäëожен в статüях
[3—5]. Он базиpуется на пpяìоì ìетоäе Ляпунова,
пpи÷еì с испоëüзованиеì как скаëяpных, так и
вектоpных функöий Ляпунова. Сëеäует отìетитü,
÷то, в отëи÷ие от пеpвоãо поäхоäа, с поìощüþ вто-
pоãо поäхоäа ìоãут бытü поëу÷ены усëовия устой-
÷ивости и äëя нестаöионаpных систеì. В ÷астно-
сти, в pаботе [4] на еãо основе пpовоäиëся анаëиз
устой÷ивости некотоpых кëассов ãибpиäных систеì
с пеpекëþ÷аþщиìися сиëовыìи поëяìи.
Во ìноãих пpикëаäных заäа÷ах äействуþщие на

ìехани÷ескуþ систеìу сиëы зависят не тоëüко от
текущих зна÷ений обобщенных кооpäинат и ско-
pостей, но и от пpеäыстоpии пpоöесса [6]. Такие сис-
теìы описываþтся äиффеpенöиаëüныìи уpавне-

Изучаются механические системы, описываемые линейными диффеpенциальными уpавнениями втоpого поpядка с запаздыванием
в позиционных силах и большим паpаметpом пpи гиpоскопических силах. Пpедполагается, что запаздывание является непpеpывной ог-
pаниченной и неотpицательной функцией вpемени. С помощью пpямого метода Ляпунова и подхода Pазумихина доказано, что пpи до-
статочно больших значениях паpаметpа из асимптотической устойчивости соответствующих пpецессионной и нутационной сис-
тем без запаздывания следует асимптотическая устойчивость исходной системы. Показано, что pазpаботанный подход может
пpименяться для анализа устойчивости гибpидных механических систем с пеpеключающимися позиционными силами.
Ключевые слова: гиpоскопические системы, устойчивость, запаздывание, системы с пеpеключениями, функции Ляпунова

Mechanical systems described by linear differential equations of the second order with delay in the positional forces and a large pa-
rameter at the gyroscopic forces are studied. It is assumed that the delay is continuous bounded and nonnegative function of time. By the
use of the Lyapunov direct method and the Razumikhin approach, it is proved that, for sufficiently large values of the parameter, the asym-
ptotic stability of the corresponding delay-free precession and nutation systems implies that one for the initial system. It is shown that the
developed approach can be used for the stability analysis of hybrid mechanical systems with switched positional fields.

Keywords: gyroscopic systems, stability, delay, switched systems, Lyapunov functions
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нияìи с запазäываþщиì аpãуìентоì. Пpи их иссëе-
äовании тpебуется у÷итыватü вëияние запазäывания
на устой÷ивостü pеøений. Известно, ÷то ввеäение
äаже ìаëоãо запазäывания ìожет пpивести к потеpе
устой÷ивости [7].
Сëеäует также отìетитü, ÷то стабиëизиpуþщие

упpавëения фоpìиpуþтся по пpинöипу обpатной
связи на основе äоступной изìеpениþ инфоpìа-
öии. Поскоëüку изìеpитеëüное устpойство на объ-
екте упpавëения и упpавëяþщее устpойство, ãäе
фоpìиpуется упpавëяþщий сиãнаë, ìоãут бытü pаз-
несены в пpостpанстве на зна÷итеëüное pасстоя-
ние, то возникает запазäывание в канаëе обpатной
связи, котоpое ìожет бытü не ìаëыì и ìожет ìе-
нятüся в пpоöессе функöиониpования систеìы.
Поэтоìу актуаëüной явëяется заäа÷а нахожäения
пpеäеëüных зна÷ений запазäываний, пpи котоpых
сохpаняется асиìптоти÷еская устой÷ивостü пpо-
ãpаììных äвижений.
В äанной статüе pассìатpиваþтся ìехани÷еские

систеìы, описываеìые ëинейныìи äиффеpенöи-
аëüныìи уpавненияìи втоpоãо поpяäка с запазäы-
ваниеì в позиöионных сиëах и боëüøиì паpаìетpоì
пpи ãиpоскопи÷еских сиëах. Пpеäпоëаãается, ÷то
запазäывание явëяется непpеpывной оãpани÷ен-
ной и неотpиöатеëüной функöией вpеìени. С по-
ìощüþ пpяìоãо ìетоäа Ляпунова и поäхоäа Pазу-
ìихина [8] äоказано, ÷то пpи äостато÷но боëüøих
зна÷ениях паpаìетpа из асиìптоти÷еской устой÷и-
вости соответствуþщих пpеöессионной и нутаöи-
онной систеì без запазäывания сëеäует асиìпто-
ти÷еская устой÷ивостü исхоäной систеìы. Кpоìе
тоãо, pазpаботанный поäхоä пpиìеняется äëя ана-
ëиза устой÷ивости ãибpиäных ìехани÷еских сис-
теì с пеpекëþ÷аþщиìися позиöионныìи сиëаìи.

1. Постановка задачи

Pассìотpиì систеìу

A (t) + (B + hG) (t) + C1x(t) + C2x(t – τ(t)) = 0.(1)

Зäесü x(t), (t) ∈ Rn; A — постоянная сиììетpи-
÷еская поëожитеëüно опpеäеëенная ìатpиöа инеp-
öиаëüных хаpактеpистик систеìы; B — постоянная
сиììетpи÷еская поëожитеëüно опpеäеëенная ìат-
pиöа äиссипативных сиë; G — постоянная кососиì-
ìетpи÷еская ìатpиöа ãиpоскопи÷еских сиë; C1 и
C2 — постоянные ìатpиöы позиöионных сиë; h —
поëожитеëüный паpаìетp; запазäывание τ(t) явëя-
ется непpеpывной неотpиöатеëüной и оãpани÷енной
пpи t ∈ [0, +∞) функöией.

Пустü τ0 = τ(t). Буäеì с÷итатü, ÷то на÷аëüные

функöии ϕ(ξ) äëя pеøений систеìы (1) пpинаäëежат

пpостpанству C1[–τ0, 0] непpеpывно äифферен-

öируеìых вектоpных функöий с ноpìой ||ϕ||  =

= (||ϕ(ξ)|| + || (ξ)||), а поä ||•|| буäеì пони-

ìатü евкëиäову ноpìу вектоpа.
В теоpии ãиpоскопи÷еских систеì [1, 2] паpаìетp h

ìожно интеpпpетиpоватü как ÷астоту вpащения
pотоpа ãиpоскопа, а выpажение –C2x(t – τ(t)) —
как упpавëяþщее внеøнее возäействие, запазäы-
вание в котоpоì обусëовëено заäеpжкой в канаëе
обpатной связи.
Буäеì пpеäпоëаãатü, ÷то ìатpиöа G явëяется не-

особой. Pассìотpиì соответствуþщие уpавненияì
(1) пpеöессионнуþ

G (t) = –(C1 + C2)y(t) (2)

и нутаöионнуþ

A (t) = –(B + hG)z(t) (3)

поäсистеìы без запазäывания. Тpебуется опpеäеëитü
усëовия, пpи выпоëнении котоpых из асиìптоти÷е-
ской устой÷ивости поäсистеì (2) и (3) сëеäует асиì-
птоти÷еская устой÷ивостü исхоäной систеìы (1).
Дëя сëу÷ая, коãäа τ(t) ≡ 0, такие усëовия быëи

поëу÷ены в ìоноãpафии [2]. Есëи запазäывание
явëяется постоянныì, то äëя pеøения поставëенной
заäа÷и ìожно испоëüзоватü поäхоäы, пpеäëожен-
ные в статüях [9, 10]. Отìетиì, ÷то пеpвый из них
основан на пpиìенении функöионаëов Ляпуно-
ва—Кpасовскоãо, а втоpой — на анаëизе коpней ха-
pактеpисти÷ескоãо квазипоëиноìа pассìатpивае-
ìой систеìы. Оäнако указанные поäхоäы непpи-
ìениìы в сëу÷ае пеpеìенноãо запазäывания.

2. Достаточные условия асимптотической 
устойчивости

В äанной pаботе обоснование äекоìпозиöии
систеìы (1) буäеì пpовоäитü с поìощüþ ìетоäа
функöий Ляпунова и поäхоäа Pазуìихина. Заìетиì,
÷то поëожитеëüная опpеäеëенностü ìатpиö A и B
ãаpантиpует асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü нута-
öионной поäсистеìы (3) пpи ëþбоì зна÷ении па-
pаìетpа h.
Теоpема 1. Пустü пpеöессионная поäсистеìа (2)

асиìптоти÷ески устой÷ива. Тоãäа äëя ëþбоãо не-
пpеpывноãо неотpиöатеëüноãо и оãpани÷енноãо
пpи t ∈ [0, +∞) запазäывания τ(t) существует ÷исëо
h0 > 0 такое, ÷то пpи всех h l h0 систеìа (1) буäет
асиìптоти÷ески устой÷ива.
Доказательство. Ввеäеì новые пеpеìенные

z = , y = x + (B + hG)–1Az

x·· x·

x·

sup
t l 0

τ0

max
ξ ∈ [–τ0, 0]

ϕ·

y·

z·

x·
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и пpеäставиì уpавнения (1) в эквиваëентноì виäе

A (t) = –(B + hG)z(t) – C1y(t) – C2y(t – τ(t)) +

+ C1(B + hG)–1Az(t) + C2(B + hG)–1Az(t – τ(t)),

G (t) = – (C1 + C2)y(t) + G(B + hG)–1BG–1 Ѕ

Ѕ (C1 + C2)y(t) + G(B + hG)–1C2(y(t) – y(t – τ(t))) + 

+ G(B + hG)–1C1(B + hG)–1Az(t) +

+ G(B + hG)–1C2(B + hG)–1Az(t – τ(t))). (4)

Из асиìптоти÷еской устой÷ивости пpеöессион-
ной поäсистеìы сëеäует существование непpеpыв-
но äиффеpенöиpуеìой пpи y ∈ Rn функöии Ляпу-
нова V1(y), äëя котоpой пpи всех y ∈ Rn спpавеä-
ëивы оöенки

a1||y||
2 m V1(y) m a2||y||

2, |(2) m –a3||y||
2.

Зäесü a1, a2, a3 — поëожитеëüные постоянные.
Дëя нутаöионной поäсистеìы в ка÷естве функ-

öии Ляпунова, уäовëетвоpяþщей тpебованияì тео-
pеìы Ляпунова об асиìптоти÷еской устой÷ивости,
ìожно выбpатü кваäpати÷нуþ фоpìу V2(z) = zтAz.
Даëее стpоиì функöиþ

V(y, z) = V1(y) + V2(z), (5)

ãäе λ = const > 0. Функöия V(y, z) поëожитеëüно
опpеäеëена. Пpоäиффеpенöиpуеì ее в сиëу сис-
теìы (4). Пустü  — некотоpое поëожитеëüное
÷исëо. Тоãäа пpи всех h l  иìееì

|(4)m– a3||y(t)||
2 – b1||z(t)||

2 + b2 ||y(t)||•||z(t)|| +

+ ||z(t)||2 + ||y(t – τ(t))||•||z(t)|| + ||z(t)||•||z(t – τ))||  +

+ b3 ||y(t)||2 + ||y(t)||•||y(t) – y(t – τ(t))|| +

+ ||y(t)||•||z(t)|| + ||y(t)||•||z(t – τ(t))|| ,

ãäе b1, b2, b3 — поëожитеëüные постоянные, зави-
сящие, вообще ãовоpя, от выбpанноãо зна÷ения .
Покажеì, ÷то есëи λ äостато÷но ìаëо, а h äоста-

то÷но веëико, то функöия (5) уäовëетвоpяет тpебова-
нияì теоpеìы 31.4 об асиìптоти÷еской устой÷ивости
pеøений систеì с запазäываниеì из pаботы [11].
Пpеäпоëожиì, ÷то äëя pеøения (yт(t), zт(t))т

систеìы (4) пpи ξ ∈ [t – 2τ0, t] выпоëнено усëовие

Pазуìихина V(y(ξ), z(ξ)) < 2V(y(t), z(t)). Тоãäа пpи
ξ ∈ [t – 2τ0, t] иìееì

(6)

Зäесü c1 > 0, c2 > 0.
Испоëüзуя оöенки (6) и фоpìуëу коне÷ных пpи-

pащений Лаãpанжа, поëу÷аеì

||y(t) – y(t – τ(t))|| m

m τ0 ||y(t)|| + ||z(t)|| ,

ãäе  = const > 0. Сëеäоватеëüно, есëи сна÷аëа вы-
бpатü паpаìетp λ äостато÷но ìаëыì, а затеì пpи
фиксиpованноì λ взятü äостато÷но боëüøое h, то
буäет спpавеäëиво неpавенство

(y(t), z(t)) m – a3||y(t)||
2 – b1||z(t)||

2.

Зна÷ит (сì. [11, с. 184—186]), систеìа (4) асиì-
птоти÷ески устой÷ива. Но тоãäа асиìптоти÷ески
устой÷ивой буäет и систеìа (1). Теоpеìа äоказана.
Замечание 1. Пpеäëоженный в настоящей статüе

способ обоснования äекоìпозиöии систеìы (1)
соäеpжит констpуктивнуþ пpоöеäуpу нахожäения
нижней оöенки äопустиìых зна÷ений паpаìетpа h.
Замечание 2. Из пpивеäенноãо äоказатеëüства

теоpеìы 1 сëеäует, ÷то ее утвеpжäение спpавеäëиво
и в сëу÷ае, коãäа веëи÷ина τ0 зависит от h, пpи÷еì
функöия τ0(h) ìожет бытü неоãpани÷енной пpи
h ∈ (0, +∞). Тpебуется тоëüко, ÷тобы выпоëняëосü
усëовие τ0(h)/h → 0 пpи h → +∞.

3. Анализ устойчивости
гибpидных механических систем

Покажеì тепеpü, ÷то пpеäëоженный в äанной
pаботе способ иссëеäования устой÷ивости ìехани-
÷еских систеì с запазäываниеì ìожно испоëüзо-
ватü äëя поëу÷ения усëовий асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости систеì с пеpекëþ÷аþщиìися позиöи-
онныìи сиëаìи.
Пустü заäано коне÷ное сеìейство ëинейных ìе-

хани÷еских систеì

A (t) + (B + hG) (t) + x(t) + x(t – τ(t) = 0, 

s = 1, ..., N. (7)

z·

y· 1
h
-- 1

h
--

V·1

λ
h
--

h
h

V· 1
h
-- λ

h
-- λ

h
-- ⎝

⎛

1
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1
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||y(ξ)|| m c1 ||y(t)|| + ||z(t)|| ,
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Зäесü , ..., , , ...,  — постоянные

ìатpиöы, а остаëüные обозна÷ения — те же, ÷то и
в систеìе (1).
Допустиìыì законоì пеpекëþ÷ения буäеì назы-

ватü кусо÷но-постояннуþ пpавостоpонне непpеpыв-
нуþ функöиþ вpеìени σ(t), σ(t):[0, +∞) → {1, ..., N},
иìеþщуþ на кажäоì оãpани÷енноì пpоìежутке
тоëüко коне÷ное ÷исëо то÷ек pазpыва.

Pассìотpиì поpожäаеìуþ сеìействоì (7) ãиб-
pиäнуþ ìехани÷ескуþ систеìу с пpоизвоëüныì
äопустиìыì законоì пеpекëþ÷ения позиöионных
сиë, описываеìуþ уpавненияìи

A (t) + (B + hG) (t) + x(t) + x(t – τ(t)) = 0.(8)

Заìетиì, ÷то систеìы с пеpекëþ÷енияìи сиëо-
вых поëей øиpоко испоëüзуþтся пpи ìоäеëиpовании
упpавëяеìых ìехани÷еских объектов со стpуктуpной
pеконфиãуpаöией, отказаìи и восстановëенияìи
äат÷иков иëи испоëнитеëüных оpãанов [12, 13].
Опpеäеëиì усëовия, выпоëнение котоpых ãа-

pантиpует, ÷то систеìа (8) буäет асиìптоти÷ески
устой÷ивой äëя ëþбоãо äопустиìоãо закона пеpе-
кëþ÷ения. Поäобная заäа÷а естественныì обpазоì
возникает в сëу÷аях, коãäа закон пеpекëþ÷ения
иëи неизвестен, иëи сëиøкоì сëожен äëя тоãо,
÷тобы еãо ìожно быëо у÷итыватü пpи анаëизе ус-
той÷ивости [13].
Дëя ãибpиäных систеì с пpоизвоëüныì pежиìоì

пеpекëþ÷ения эффективныì ìетоäоì иссëеäова-
ния устой÷ивости явëяется испоëüзование общих
функöий Ляпунова, ìонотонно изìеняþщихся
вäоëü pеøений [13, 14]. Оäнако пpобëеìа сущест-
вования общей функöии Ляпунова не pеøена в
поëноì объеìе äаже äëя сеìейства ëинейных ав-
тоноìных поäсистеì. Данная пpобëеìа явëяется
особенно тpуäной äëя ìехани÷еских систеì. Дви-
жение ìехани÷еских систеì описывается äиффе-
pенöиаëüныìи уpавненияìи втоpоãо поpяäка, ÷то
пpивоäит к появëениþ опpеäеëенных спеöифи÷е-
ских свойств. В ÷астности, в pаботе [15] показано,
÷то некотоpые известные äëя ãибpиäных систеì
общеãо виäа усëовия устой÷ивости непpиìениìы
к ìехани÷ескиì систеìаì.
Стpоиì вспоìоãатеëüное сеìейство поäсистеì

G (t) = –(  + )y(t), s = 1, ..., N. (9)

Теоpема 2. Пустü все поäсистеìы сеìейства (9)
асиìптоти÷ески устой÷ивы и äëя них существует не-
пpеpывно äиффеpенöиpуеìая пpи y ∈ Rn оäноpоäная
втоpоãо поpяäка общая функöия Ляпунова V1(y),
уäовëетвоpяþщая тpебованияì теоpеìы Ляпунова
об асиìптоти÷еской устой÷ивости. Тоãäа äëя ëþбоãо

непpеpывноãо неотpиöатеëüноãо и оãpани÷енноãо
пpи t ∈ [0, +∞) запазäывания τ(t) существует ÷исëо
h0 > 0 такое, ÷то пpи всех h l h0 и пpи ëþбоì äо-
пустиìоì законе пеpекëþ÷ения систеìа (8) буäет
асиìптоти÷ески устой÷ива.
Дëя äоказатеëüства теоpеìы сëеäует сна÷аëа пе-

pейти от сеìейства (7) к эквиваëентноìу сеìейству

A (t) = –(B + hG)z(t) – y(t) – y(t – τ(t)) +

+ (B + hG)–1Az(t) + (B + hG)–1Az(t – τ(t)),

G (t) = – ( + )y(t) + G(B + hG)–1BG–1 Ѕ

Ѕ ( + )y(t) + G(B + hG)–1 (y(t) –

– y(t – τ(t))) + G(B + hG)–1 (B + hG)–1Az(t) +

+ G(B + hG)–1 (B + hG)–1Az(t – τ(t))),

s = 1, ..., N. (10)

Даëее стpоиì äëя систеì (10) общуþ функöиþ
Ляпунова по фоpìуëе (5), ãäе V1(y) — указанная в
фоpìуëиpовке теоpеìы функöия, а в ка÷естве V2(z)
снова выбиpаеì кваäpати÷нуþ фоpìу zтAz. Как и в
пpеäыäущеì pазäеëе статüи, нетpуäно показатü, ÷то
есëи ÷исëо λ äостато÷но ìаëо, то пpи äостато÷но
боëüøих зна÷ениях паpаìетpа h äëя постpоенной
функöии Ляпунова и ее пpоизвоäной, вы÷исëен-
ной в сиëу ëþбой систеìы из сеìейства (10), буäут
выпоëнены усëовия теоpеìы 31.4 из pаботы [11].
Замечание 3. Теоpеìа 2 позвоëяет своäитü заäа÷у

нахожäения общей функöии Ляпунова äëя сеìейства
систеì pазìеpности 2n со спеöиаëüной стpуктуpой
и запазäываниеì в позиöионных сиëах к анаëоãи÷-
ной заäа÷е äëя вспоìоãатеëüноãо сеìейства поä-
систеì (9), иìеþщих вäвое ìенüøуþ pазìеpностü,
не соäеpжащих запазäывания и не обëаäаþщих,
вообще ãовоpя, спеöиаëüной стpуктуpой. Такиì об-
pазоì, äëя pеøения новой заäа÷и ìожно испоëüзо-
ватü известные усëовия существования общей функ-
öии Ляпунова äëя сеìейства ëинейных стаöионаp-
ных систеì, напpиìеp, усëовие коììутативности их
ìатpиö [14], котоpое, как показано в pаботе [15],
непpиìениìо äëя исхоäноãо сеìейства (7) äаже в
сëу÷ае отсутствия запазäывания.

4. Пpимеp

Пустü заäано сеìейство, состоящее из äвух систеì

J (t) + b (t) + h (t) + C(s)x(t – τ(t)) = 0,

s = 1, 2. (11)

C1
1( ) C1

N( ) C2
1( ) C2

N( )

x·· x· C1
σ( ) C2

σ( )

y· C1
s( ) C2

s( )

z· C1
s( ) C2

s( )

C1
s( ) C2

s( )

y· 1
h
-- C1

s( ) C2
s( ) 1

h
--

C1
s( ) C2

s( ) C2
s( )

C1
s( )

C2
s( )

x·· x· 0 1–

1 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·
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Зäесü x(t), (t) ∈ R2; J, b, h — поëожитеëüные
паpаìетpы; ìатpиöы C(s) иìеþт виä

C(s) = ,

ãäе α(s), γ(s), η(s) — некотоpые постоянные, s = 1, 2;
запазäывание τ(t) явëяется непpеpывной неотpиöа-
теëüной и оãpани÷енной пpи t ∈ [0, +∞) функöией.
Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа τ(t) ≡ 0, α(s) = η(s) = 0,

s = 1, 2, систеìы такоãо pоäа испоëüзуþтся äëя опи-
сания ãиpовеpтикаëи с pаäиаëüной коppекöией [2].

Pассìотpиì соответствуþщуþ сеìейству (11)
ãибpиäнуþ систеìу

J (t) + b (t) + h (t) + C(σ)x(t – τ(t)) = 0.(12)

Дëя анаëиза устой÷ивости этой систеìы вос-
поëüзуеìся теоpеìой 2. По фоpìуëаì (9) стpоиì
пpеöессионные поäсистеìы

(t) = y(t), s = 1, 2. (13)

Данные поäсистеìы асиìптоти÷ески устой÷и-
вы тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа спpавеäëивы не-
pавенства

γ(s) > 0, γ(s)2 + α(s)η(s) > 0, s = 1, 2. (14)

Даëее пpиìеняеì усëовие коììутативности ìат-
pиö поäсистеì (13), выпоëнение котоpоãо ãаpанти-
pует существование äëя них общей функöии Ляпу-
нова в виäе кваäpати÷ной фоpìы [13]. Пpихоäиì к
соотноøениþ

α(1)η(2) = α(2)η(1). (15)

Такиì обpазоì, есëи эëеìенты ìатpиö C(1) и
C(2) уäовëетвоpяþт оãpани÷енияì (14) и (15), то äëя
ëþбоãо непpеpывноãо неотpиöатеëüноãо и оãpани-
÷енноãо пpи t ∈ [0, +∞) запазäывания τ(t) сущест-
вует ÷исëо h0 > 0 такое, ÷то пpи всех h l h0 и пpи
ëþбоì äопустиìоì законе пеpекëþ÷ения систеìа
(12) буäет асиìптоти÷ески устой÷ива.

Сëеäует отìетитü, ÷то äëя исхоäноãо сеìейства
(11) усëовие коììутативности завеäоìо не выпоë-
нено [15].
Заìетиì также, ÷то усëовия существования об-

щей кваäpати÷ной функöии Ляпунова äëя поäсис-
теì (13) ìожно поëу÷итü с поìощüþ кpитеpия, ус-
тановëенноãо в pаботе [16] äëя сеìейства äвуìеpных
ëинейных систеì. Пpяìое пpиìенение указанноãо
кpитеpия к сеìейству (11) невозìожно, так как pаз-
ìеpностü вхоäящих в неãо систеì pавна ÷етыpеì.
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Алгоpитм минимаксной фильтpации
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Введение

Моäеëи äетеpìиниpованноãо хаоса и ìетоäы не-
ëинейной äинаìики в настоящее вpеìя нахоäят пpи-
ìенение в пpикëаäных заäа÷ах, связанных с обpабот-
кой изìеpений в техни÷еских систеìах [1], защитой
инфоpìаöии [2, 3], äиаãностикой в ìеäиöине [4],
анаëизоì вpеìенных pяäов в эконоìике [5]. В связи
с этиì становится актуаëüной pазpаботка соответст-
вуþщих аëãоpитìов фиëüтpаöии, оöенивания паpа-
ìетpов ìоäеëей и пpоãнозиpования äëя хаоти÷еских
пpоöессов (сì. напpиìеp, [5—8]). Сëеäует pазëи-
÷атü äва напpавëения иссëеäований в этой обëасти:

1. Моäеëиpование "ìеäëенных" коëебаний с по-
ìощüþ систеì неëинейных äиффеpенöиаëüных
уpавнений

 = f (x, l), x ∈ n. (1)

2. Моäеëиpование "быстpых" коëебаний с поìо-
щüþ оäноìеpных хаоти÷еских отобpажений

xk+1 = f (xk, l), xk ∈ . (2)

За посëеäнее äесятиëетие боëüøинство ка÷ест-
венно новых pезуëüтатов быëо поëу÷ено в пеpвоì
напpавëении (сì., напpиìеp, [8—10]). Пpежäе все-
ãо, это связано с теì, ÷то ìоäеëи виäа (2) описы-
ваþт вpеìенные пpоöессы, котоpые по своиì ха-
pактеpистикаì бëизки к øуìовыì составëяþщиì
изìеpений. Такие ìоäеëи также ÷асто испоëüзуþт-
ся как ãенеpатоpы øуìовых сиãнаëов [3]. Из-за
этоãо заäа÷и фиëüтpаöии, оöенивания паpаìетpов

и пpоãнозиpования äëя ìоäеëей виäа (2) явëяþтся
боëее сëожныìи.
В äанной pаботе pассìатpивается заäа÷а фиëüт-

pаöии в сëеäуþщей постановке: найти оöенки пеpе-
ìенной состояния xk в ìоäеëи (2) по еäинственной
заøуìëенной pеаëизаöии изìеpений

yk = xk + ηk, (3)

ãäе ηk — оøибки изìеpений; вектоp паpаìетpов l
с÷итается известныì. Дëя pеøения поставëенной
заäа÷и ìоãут бытü испоëüзованы pазëи÷ные ìоäи-
фикаöии фиëüтpа Каëìана äëя неëинейных ìоäе-
ëей [11, 12]. Несìотpя на неäостатки этих аëãоpит-
ìов [13], связанные с веpоятностныì описаниеì
оøибок изìеpений и оöенок, они øиpоко испоëüзу-
þтся на пpактике и позвоëяþт поëу÷атü пpиеìëеìые
pезуëüтаты, в тоì ÷исëе äëя ìоäеëей виäа (1) [10].
Оäнако пpиìенение стохасти÷еских аëãоpитìов в
pассìатpиваеìой заäа÷е фиëüтpаöии ìожет пpивести
к некоppектныì pезуëüтатаì: истинное зна÷ение
пеpеìенной состояния xk ìожет нахоäитüся за пpе-
äеëаìи äовеpитеëüноãо ìножества, поëу÷енноãо в
pезуëüтате обpаботки еäинственной pеаëизаöии из-
ìеpений (3). Пpи испоëüзовании же ìиниìаксноãо
поäхоäа [13—15] ãаpантиpуется, ÷то истинное зна-
÷ение пеpеìенной состояния xk буäет пpинаäëе-
жатü некотоpоìу инфоpìаöионноìу ìножеству Xk.
Кpоìе тоãо, в этоì сëу÷ае не тpебуется выäвиãатü
пpеäпоëожений о ìоäеëи оøибок изìеpений ηk.
Данная работа пpоäоëжает иссëеäования [5, 7, 14].

Pассматpивается задача оценивания пеpеменной состояния в модели одномеpного хаотического пpоцесса по единственной
зашумленной pеализации измеpений. Исследуется пpименение минимаксного подхода, что подpазумевает получение оценок в ви-
де инфоpмационных множеств. Пpи этом гаpантиpуется, что истинное значение пеpеменной состояния на каждом вpеменном
шаге будет пpинадлежать инфоpмационному множеству. Пpедложен ваpиант нахождения точечных оценок, основанный на
аналогии с уpавнениями фильтpа Калмана.
Ключевые слова: детеpминиpованный хаос, хаотическое отобpажение, минимаксная фильтpация

In this article we consider the state estimation problem for one-dimensional chaotic signal in the presence of noise. An algorithm based
on the minimax approach is derived. The result of minimax filtering at every time step is an interval estimate (an information set) that
always contains the true value of the state variable. We propose a way to find the point estimates of the state variable based on an analogy
with the Kalman filter.

Keywords: deterministic chaos, chaotic map, minimax filtering
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Описание алгоpитма фильтpации

Исхоäныìи äанныìи äëя аëãоpитìа явëяþтся
ìножественные оöенки äëя на÷аëüноãо зна÷ения
x0 пеpеìенной состояния и оøибок изìеpений ηk:

x0 ∈ X0, ηk ∈ Vk. (4)

Множественная оöенка пеpеìенной состояния xk
на øаãе k äëя систеìы уpавнений (2), (3) и апpиоp-
ных исхоäных äанных (4) опpеäеëяется сëеäуþщиì
обpазоì (сì., напpиìеp, [14]):

xk ∈ Xk = Xk/k–1 ∩ Yk, (5)

ãäе Xk — инфоpìаöионное ìножество; Xk/k–1 —
ìножество пpоãнозов; Yk — ìножество, совìестное
с изìеpенияìи. Дëя постpоения ìножества пpо-
ãнозов испоëüзуется инфоpìаöионное ìножество
Xk–1, найäенное на пpеäыäущеì øаãе:

Xk/k–1 = {x|x = f (t, l), t ∈ Xk–1}. (6)

Множество, совìестное с изìеpенияìи, нахо-
äится исхоäя из ìножественных оöенок (4) äëя
оøибок изìеpений:

Yk = {x|yk – x ∈ Vk}. (7)

Есëи оøибки ηk явëяþтся pеаëизаöией беëоãо
ãауссовскоãо øуìа с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожи-
äаниеì иëи бëизки к поäобныì пpоöессаì, то ìно-
жественнуþ оöенку äëя них ìожно заäатü в виäе
постоянноãо и сиììетpи÷ноãо ìножества:

ηk ∈ V = [–v; v].

В этоì сëу÷ае ìножество, совìестное с изìеpе-
нияìи, иìеет виä

Yk = [yk – v; yk + v].

Отìетиì, ÷то есëи ìножество V заäано невеpно
(напpиìеp, на какоì-то øаãе ηk ∉ V), то, как пpа-
виëо, это пpивоäит к тоìу, ÷то в pезуëüтате опеpаöии
пеpесе÷ения (5) инфоpìаöионное ìножество Xk
становится пустыì. Это же хаpактеpно äëя сëу÷ая,
есëи невеpно заäано ìножество X0. Возìожна и
äpуãая ситуаöия, коãäа ìножество V заäано сëиøкоì
боëüøиì. Это пpивоäит к тоìу, ÷то ìножество пpо-
ãнозов pеãуëяpно оказывается внутpи ìножества,
совìестноãо с изìеpенияìи (Xk/k–1 ∈ Yk).
Такиì обpазоì, выpажения (5)—(7) испоëüзу-

þтся äëя поëу÷ения ìножественной оöенки пеpе-
ìенной состояния xk в виäе инфоpìаöионноãо ìно-

жества Xk (5). Pассìотpиì оäин из ваpиантов на-

хожäения то÷е÷ной оöенки . Пустü  —

на÷аëüная оöенка,  ∈ X0. Оöенка  на øаãе k

нахоäится из уpавнений

 =  + lk(yk – ), (8)

 = f ( , l), (9)

lk = , (10)

ãäе  — апpиоpная оöенка; lk — коэффиöиент

усиëения; сиìвоë Δ обозна÷ает pазìеp ìножества

(äëину отpезка). Есëи на некотоpоì øаãе оöенка ,

вы÷исëенная в уpавнении (8), выхоäит за пpеäеëы
инфоpìаöионноãо ìножества Xk, то в ка÷естве оöен-

ки  необхоäиìо взятü бëижайøуþ то÷ку ìноже-

ства Xk (оäну из ãpаниö отpезка). Такая ситуаöия
возìожна, и в этоì нет пpотивоpе÷ия, так как пpи
испоëüзовании ìиниìаксноãо поäхоäа ãаpантиpу-
ется, ÷то истинное зна÷ение пеpеìенной состоя-
ния xk ∈ Xk. Пpивеäенные же уpавнения (8)—(10)

äëя вы÷исëения то÷е÷ной оöенки  выписаны по

анаëоãии с уpавненияìи фиëüтpа Каëìана. Они не
пpеäпоëаãаþт оптиìаëüности найäенных оöенок,
оäнако, как показаëи pас÷еты, позвоëяþт поëу÷атü
боëее то÷ные pезуëüтаты в сpавнении с pаспpостpа-
ненныì в ìиниìаксной фиëüтpаöии поäхоäоì, ко-
ãäа в ка÷естве оöенки выбиpается то÷ка, pавноуäа-
ëенная от ãpаниö инфоpìаöионноãо ìножества
(сеpеäина отpезка).

Пpимеp использования алгоpитма

Pассìотpиì кваäpати÷ное (ëоãисти÷еское) ото-
бpажение

xk+1 = f (xk, λ) = λxk(1 – xk), (11)

котоpое пpи x0 ∈ (0; 1) иìеет хаоти÷еские pеøения
äëя боëüøинства зна÷ений паpаìетpа λ из интеpваëа
λ ∈ (3,57...; 4]. Пустü на÷аëüное зна÷ение x0 = 0,2,
паpаìетp λ = 3,68, äëина pеаëизаöии N = 20 (pис. 1).

xk
^ x0

^

x0
^ xk

^

xk
^ xk/k 1–

^ xk/k 1–
^

xk/k 1–
^ xk 1–

^

ΔXk/k 1–

ΔXk/k 1– ΔV+
-----------------------------

xk/k 1–
^

xk
^

xk
^

xk
^

Pис. 1. Хаотический пpоцесс, заданный квадpатичным отобpа-
жением
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В ка÷естве оøибок изìеpений ηk возüìеì pеаëиза-
öиþ беëоãо ãауссовскоãо øуìа (pис. 2) с нуëевыì
ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и сpеäнекваäpати÷е-
скиì откëонениеì σ0 = 0,1 (äëя äанной pеаëизаöии
øуìа выбоpо÷ное зна÷ение σ0 = 0,0844, отноøение
сиãнаë/øуì = 18 äБ). На pис. 3 показаны изìеpе-
ния, котоpые явëяþтся исхоäныìи äанныìи äëя
заäа÷и фиëüтpаöии.

Pассìотpиì постpоение ìножества пpоãнозов (6)
äëя кваäpати÷ноãо отобpажения (11) на фазовой
пëоскости xk(xk – 1). Пустü на øаãе k – 1 инфоp-
ìаöионное ìножество Xk–1 = [α; β]. Возìожны
тpи сëу÷ая (pис. 4):

1. Есëи β m , то Xk/k–1 = [λα(1 – α); λβ(1 – β)].

2. Есëи α l , то Xk/k–1 = [λβ(1 – β); λα(1 – α)].

3. Есëи α <  и β > , то Xk/k–1 = λt(1 – t); ,

ãäе t = min α,  – β .

Пpи заäании исхоäных äанных (4) äëя аëãоpитìа
фиëüтpаöии буäеì pассìатpиватü наихуäøий сëу-

÷ай, коãäа о на÷аëüноì ìножестве X0 не иìеется
никакой апpиоpной инфоpìаöии. Дëя отобpаже-
ния (11) иìеет ìесто свойство:

f (t, λ) = f  – t, λ ,

поэтоìу поëожиì X0 = [0; 0,5]. Пустü на÷аëüная то-

÷е÷ная оöенка  = 0,1. Дëя pассìатpиваеìой pеа-

ëизаöии øуìа (сì. pис. 2) |ηk| = 0,1846, поэтоìу

заäаäиì v = 0,2.
Инфоpìаöионные ìножества Xk, поëу÷енные

в pезуëüтате фиëüтpаöии, показаны на pис. 5. Ха-
pактеpистикой ìножественных оöенок явëяется
ìаксиìаëüная оøибка

μk = |xk – t |. (12)

Дëя кваäpати÷ноãо отобpажения (11) независиìо
от выбоpа на÷аëüноãо зна÷ения x0 ∈ (0; 1) äëя всех
k > 0 иìеет ìесто сëеäуþщий факт:

xk ∈ X * = (4 – λ); .

Pис. 2. Ошибки в виде pеализации белого гауссовского шума

Pис. 4. Постpоение множества пpогнозов пpи b m  (а); a l  (б); a <  и b >  (в)1
2
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Pис. 3. Зашумленные измеpения
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Такиì обpазоì, пpи k > 0 ìножество пpоãнозов
Xk/k–1 ⊆ X *, инфоpìаöионное ìножество Xk ⊆ X *,
а ìаксиìаëüная оøибка

μk m ΔX * = 1 – λ +  = 0,6492.

Дëя анаëиза pаботы аëãоpитìа ìожно также
pассìатpиватü веëи÷ину

δk = ΔXk/k–1 – ΔXk, (13)

котоpая показывает, на скоëüко уìенüøиëся pаз-
ìеp ìножества пpоãнозов Xk/k–1 посëе поëу÷ения
инфоpìаöии об изìеpениях в виäе ìножества Yk.
Сpеäнее зна÷ение веëи÷ины (13) на всеì вpеìен-
ноì интеpваëе pавно

 = 0,2269 ≡ ΔX *.

Пpи этоì в ÷етыpех сëу÷аях изìеpения не позво-
ëиëи уто÷нитü ìножественнуþ оöенку, т. е. δk = 0
пpи k ∈ {2, 6, 8, 18}. Pассìотpенные хаpактеpисти-
ки (12) и (13) пpивеäены в табë. 1.
Дëя поëовины вpеìенных øаãов, а иìенно пpи

k ∈ {2, 4, 5, 6, 7, 8, 16, 17, 18, 20}, истинное зна÷ение
пеpеìенной состояния xk ëежит бëизко к оäной из
ãpаниö соответствуþщеãо инфоpìаöионноãо ìно-
жества Xk (pис. 5). Сëеäоватеëüно, выбоp сеpеäины
отpезка в ка÷естве то÷е÷ной оöенки не явëяется pа-
öионаëüныì, ÷то уже быëо отìе÷ено pанее. В табë. 2
пpивеäены то÷е÷ные оöенки  пеpеìенной со-
стояния, найäенные с поìощüþ пpеäëоженноãо
аëãоpитìа. На pис. 6 показан ãpафик оøибок оöе-
нивания xk – . Сpеäнекваäpати÷еская оøибка
оöенивания pавна

σ = 0,0415 ≈ σ0.

На pис. 7 пpеäставëено сpавнение абсоëþтных ве-
ëи÷ин оøибок |xk – | с ìаксиìаëüно возìожныìи

λ
4
--  ⎝
⎛ λ2

4
----⎠
⎞

δ 1
3
--

xk
^

xk
^

1
2
--

xk
^

Табëиöа 1
Характеристики множественных оценок

k μk δk k μk δk

1 0,2410 0,5200 11 0,2162 0,3305
2 0,1970 0 12 0,2157 0,2807
3 0,2061 0,3564 13 0,2278 0,2492
4 0,1185 0,0594 14 0,1360 0,3185
5 0,1602 0,2784 15 0,2081 0,2492
6 0,0725 0 16 0,1459 0,0201
7 0,1088 0,5364 17 0,0737 0,5701
8 0,1867 0 18 0,1844 0
9 0,2734 0,2492 19 0,2990 0,2492
10 0,1776 0,1177 20 0,1980 0,1542

Pис. 5. Множественные оценки пеpеменной состояния (кpести-
ком показаны истинные значения)

Pис. 6. Ошибки точечных оценок

Pис. 7. Сpавнение абсолютных величин ошибок оценивания
(сплошная линия) и максимально возможных ошибок (штpихо-
вая линия)

Табëиöа 2
Точечные оценки переменной состояния

k xk k xk

1 0,5888 0,4822 11 0,7038 0,7128
2 0,8910 0,8831 12 0,7672 0,7522
3 0,3575 0,3698 13 0,6572 0,6853
4 0,8452 0,7935 14 0,8290 0,8509
5 0,4814 0,5151 15 0,5216 0,4957
6 0,9187 0,9106 16 0,9183 0,9200
7 0,2748 0,2708 17 0,2761 0,2708
8 0,7333 0,7502 18 0,7356 0,7658
9 0,7197 0,6628 19 0,7158 0,6333
10 0,7424 0,8088 20 0,7487 0,7160

xk
^ xk

^
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оøибкаìи μk на кажäоì øаãе. В ка÷естве относитеëü-
ной оøибки оöенивания pассìотpиì веëи÷ину

ε = •100 % = 16,1 %.

В сpеäнеì äëя 100 pазëи÷ных pеаëизаöий оøи-
бок изìеpений относитеëüная оøибка оöенивания
ε = 22,6 %. Есëи бы в ка÷естве то÷е÷ной оöенки 
выбиpаëасü сеpеäина отpезка, то эта веëи÷ина со-
ставиëа бы 30,8 %.

Заключение

Испоëüзование ìоäеëей äетеpìиниpованноãо
хаоса пpи pеøении pяäа пpикëаäных заäа÷ [1—5]
пpивоäит к необхоäиìости pазpаботки соответст-
вуþщих аëãоpитìов фиëüтpаöии äëя хаоти÷еских
пpоöессов. Пpиìенение ìоäификаöий фиëüтpа Каë-
ìана äëя неëинейных ìоäеëей [11, 12] в этоì сëу÷ае
ìожет пpивести к некоppектныì pезуëüтатаì: ис-
тинное зна÷ение пеpеìенной состояния ìожет на-
хоäитüся за пpеäеëаìи äовеpитеëüноãо ìножества,
поëу÷енноãо в pезуëüтате обpаботки еäинственной
pеаëизаöии изìеpений. Избежатü этоãо позвоëяет
ìиниìаксный поäхоä [13—15], pассìотpенный в
äанной статüе. С поìощüþ пpеäëоженноãо аëãо-
pитìа ìиниìаксной фиëüтpаöии найäены ìноже-
ственные (сì. pис. 5) и то÷е÷ные (сì. табë. 2) оöен-
ки пеpеìенной состояния кваäpати÷ноãо отобpа-
жения по заøуìëенныì изìеpенияì (сì. pис. 3),
ãäе в ка÷естве оøибок изìеpений быëа выбpана
pеаëизаöия беëоãо ãауссовскоãо øуìа (сì. pис. 2).
В сpеäнеì äëя 100 pазëи÷ных pеаëизаöий øуìа от-
носитеëüная оøибка оöенивания пеpеìенной со-
стояния составиëа 22,6 %. Есëи бы в аëãоpитìе
фиëüтpаöии в ка÷естве то÷е÷ной оöенки выбиpа-
ëасü сеpеäина отpезка, то эта веëи÷ина составиëа
бы 30,8 %.
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Pаспpеделенное упpавление
нелинейной пpоизводственной системой1

B. R. Andrievskii, N. V. Kuznetsov, G. A. Leonov, A. Yu. Pogromsky

Observer-Based Distributed Control of Production Line

Введение

Заäа÷а упpавëения пpоизвоäственныìи систе-
ìаìи, котоpая пониìается как заäа÷а обеспе÷ения
тpебований кëиентов пpи сохpанении низкоãо уpов-
ня потpебных запасов, вызывает зна÷итеëüный ин-
теpес в те÷ение посëеäних äесятиëетий. Pанние
стpатеãии упpавëения, такие как пëаниpование по-
тpебности в ìатеpиаëах (material requirement plan-
ning, MRP), систеìа пëаниpования pесуpсов пpеä-
пpиятия (enterprisere source planning, ERP) и стpате-

ãия "то÷но по ãpафику" (just-in-time, JIT) [1], ìоãут
обеспе÷итü аäекватное pеøение, есëи тpебования не
о÷енü жесткие и не нужно обеспе÷иватü быстpое pеа-
ãиpование на возìожные наpуøения и сбои. Оä-
нако, поскоëüку пpоизвоäственные систеìы не-
пpеpывно усëожняþтся, и их функöиониpование
äоëжно постоянно совеpøенствоватüся äëя тоãо,
÷тобы обеспе÷итü конкуpентоспособностü в совpе-
ìенной ãëобаëüной эконоìике, эти стpатеãии упpав-
ëения оказываþтся все ìенее эффективныìи.
Возìожныì способоì нахожäения эффектив-

ных стpатеãий упpавëения явëяется описание пpо-
извоäственных систеì так называеìыìи "потоко-
выìи ìоäеëяìи" (flow models) [2]. Эти ìоäеëи, ос-
нованные на обыкновенных äиффеpенöиаëüных

Pассмотpена задача упpавления пpоизводственной машиной, состоящая в обеспечении отслеживания с заданной точно-
стью заpанее неизвестных тpебований потpебителя на выпуск пpодукции. Пpоизводственная машина описывается в pаботе
интегpиpующим звеном с насыщением входного сигнала, вызванным огpаниченной пpоизводительностью машины. Для pешения
задачи упpавления пpи неизвестной потpебной скоpости выпуска пpодукции использована комбиниpованная стpатегия на ос-
нове наблюдателя состояния. Показана связь пpедложенного метода с динамической антивиндап коppекцией. Исследовано
также децентpализованное упpавление линией пpоизводственных машин. Пpиведены иллюстpативные пpимеpы, демонстpи-
pующие обеспечение желаемого поведения системы в pазличных условиях.
Ключевые слова: пpоизводственная линия, автоматизация пpомышленности, пpоизводственный контpоль, децентpализо-

ванное упpавление

The paper deals with the control problem for a manufacturing machine such that an unknown customer demand is tracked with a de-
sired accuracy. To study this problem, a manufacturing machine is approximated by an integrator which is subject to input saturation as
a result of the finite capacity of the machine. To solve the problem in case of unknown demand rate, an observer-based feedforward-feedback
controller is proposed. The relationship between the proposed control strategy and dynamical anti-windup augmentation is revealed. The
decentralized feedback control strategy for a line of manufacturing machines is also considered and examined. The illustrating examples
are presented, demonstrating desired system performance for various conditions.

Keywords: manufacturing line, industry automation, production control, decentralized control

АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫМИ
И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке ãpанта Пpе-
зиäента PФ äëя поääеpжки веäущих нау÷ных øкоë НШ-
3384.2014.1, Санкт-Петеpбуpãскоãо ãосуäаpственноãо унивеpси-
тета и PФФИ, пpоект № 12-08-01183.
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иëи äиффеpенöиаëüно-pазностных уpавнениях,
а в некотоpых pаботах — на уpавнениях в ÷астных
пpоизвоäных [3—5], пpивоäят к непpеpывноìу (по
вpеìени и по состояниþ) описаниþ пpоöессов в
äискpетных событийно-упpавëяеìых пpоизвоäст-
венных систеìах и, сëеäоватеëüно, позвоëяþт уп-
pоститü заäа÷у синтеза упpавëения. Боëее тоãо, к на-
стоящеìу вpеìени äëя непpеpывных ìоäеëей pазpа-
ботано ìноãо эффективных ìетоäов упpавëения,
÷то явëяется äопоëнитеëüныì аpãуìентоì в поëüзу
испоëüзования таких ìоäеëей äëя автоìатизаöии
пpоизвоäственных систеì.
Наибоëüøее ÷исëо ìетоäов упpавëения с испоëü-

зованиеì потоковых ìоäеëей пpоизвоäственных сис-
теì, котоpые пpеäставëены в ëитеpатуpе, испоëü-
зуþт пpеäпоëожение о тоì, ÷то буäущие потpебности
в пpоäукöии известны (иëи иìеется их оöенка),
посëе ÷еãо испоëüзуется некотоpый оптиìизаöион-
ный аëãоpитì äëя опpеäеëения поäхоäящеãо упpав-
ëения (сì. [6—10] и пpивеäенные таì ссыëки).
В непpеpывной ìоäеëи пpоизвоäственная ìаøина
обы÷но описывается интеãpиpуþщиì звеноì, у ко-
тоpоãо общее коëи÷ество пpоизвеäенной пpоäук-
öии явëяется интеãpаëоì от пpоизвоäитеëüности.
Иìеþщиеся техноëоãи÷еские оãpани÷ения на пpо-
извоäитеëüностü у÷итываþтся пpи постановке заäа÷и
как оптиìизаöионной. Неäостаткоì таких стpате-
ãий упpавëения явëяется их зависиìостü от буäу-
щей потpебности в пpоäукöии (котоpая обы÷но
тpуäно поääается пpеäсказаниþ, ÷то пpивоäит к
существенныì оøибкаì в пëаниpовании пpоиз-
воäства), а также, как пpавиëо, зна÷итеëüный объ-
еì вы÷исëений, связанный с pеøениеì оптиìиза-
öионных заäа÷.
Дëя отсëеживания с высокой то÷ностüþ пpоиз-

воäственной ìаøиной заpанее неизвестноãо пpо-
öесса тpебований, поступаþщих на объеì выпус-
каеìой пpоäукöии, ìожно испоëüзоватü хоpоøо
заpекоìенäовавøие себя в автоìати÷еских систеìах
типовые законы упpавëения с ввеäениеì интеãpаëа
от оøибки: пpопоpöионаëüно-интеãpаëüный (ПИ)
иëи пpопоpöионаëüно-интеãpаëüно-äиффеpенöи-
аëüный (ПИД) законы [11, 12]. Хоpоøо известно,
÷то из-за насыщения вхоäноãо (упpавëяþщеãо)
сиãнаëа состояние интеãpиpуþщеãо звена в ПИ и
ПИД pеãуëятоpах ìожет "возбужäатüся" (wind up —
анãë. завоäитüся, пpихоäитü в возбужäенное состоя-
ние, взвин÷иватüся) äо ÷pезìеpно боëüøих зна÷е-
ний, ÷то пpивоäит к ухуäøениþ ка÷ества pаботы
заìкнутой систеìы упpавëения впëотü äо потеpи
ее устой÷ивости [13, 14]. Обеспе÷ение pаботоспо-
собности систеì упpавëения пpоизвоäственныìи
ìаøинаìи с ПИ pеãуëятоpоì ìожет äостиãатüся
ввеäениеì антивинäап-коppекöии [15, 16]. В äан-
ной pаботе испоëüзуется äpуãой поäхоä, позвоëяþ-
щий äобитüся тpебуеìой то÷ности отсëеживания
заäаþщеãо возäействия без ввеäения интеãpаëа в
закон упpавëения и, сëеäоватеëüно, искëþ÷аþщий

явëение винäапа. Показана также связü пpеäëо-
женноãо ìетоäа с pезуëüтатаìи pабот [15, 16].
Статüя оpãанизована сëеäуþщиì обpазоì. Коì-

биниpованный закон упpавëения пpоизвоäствен-
ной ìаøиной и еãо pеаëизаöия на основе набëþ-
äатеëя состояния пpеäставëены в pазäеëе 1. Pазäеë 2
посвящен анаëизу неëинейной пpоизвоäственной
ìаøины во вpеìенной и в ÷астотной обëастях. Де-
öентpаëизованное упpавëение ëинией пpоизвоäст-
венных ìаøин pассìотpено в pазäеëе 3, ãäе также
pассìотpен ÷исëовой пpиìеp и пpивеäены pезуëü-
таты ìоäеëиpования äëя ëинии из ÷етыpех ìаøин.
Закëþ÷итеëüные заìе÷ания и напpавëения буäу-
щих иссëеäований пpивеäены в pазäеëе 4.

1. Автоматизация упpавления
пpоизводственной машиной

1.1. Постановка задачи

Сëеäуя pаботаì [16—20], äëя pаботы событий-
но-упpавëяеìой пpоизвоäственной ìаøины ис-
поëüзуеì непpеpывнуþ ("потоковуþ") ìоäеëü. Дëя
этоãо pассìотpиì пpоизвоäственнуþ ìаøину как
устpойство, непpеpывно выпускаþщее пpоäукöиþ
с некотоpой скоpостüþ (пpоизвоäитеëüностüþ)
up(t) ∈ , t ∈ . Буäеì с÷итатü, ÷то всеãäа иìеется
äостато÷ное коëи÷ество сыpüя äëя снабжения ìа-
øины. Общее коëи÷ество пpоäукта, выпущенноãо
ìаøиной к äанноìу ìоìенту вpеìени, обозна÷иì
y(t) ∈ . Связü этоãо коëи÷ества со скоpостüþ об-
pаботки up(t) опиøеì сëеäуþщиì äиффеpенöиаëü-
ныì уpавнениеì:

(t) = up(t) + f (t), (1)

ãäе f (t) ∈  — неизвестное внеøнее возìущение,
котоpое, напpиìеp, ìожет описыватü пpоизвоäст-
венный бpак иëи неконтpоëиpуеìое изìенение пpо-
извоäитеëüности ìаøины. Пpоизвоäитеëüностü up не
ìожет бытü отpиöатеëüной и также оãpани÷ена
свеpху некотоpыì зна÷ениеì up,max, обусëовëенныì
техноëоãи÷ескиìи хаpактеpистикаìи ìаøины. Это
пpивоäит к неpавенстваì

0 m up m up,max. (2)

Неpавенства (2) ввоäят насыщение в контуp
упpавëения, усëожняя заäа÷у синтеза pеãуëятоpа и
иссëеäование свойств систеìы.

Pассìотpиì заäа÷у упpавëения, состоящуþ в
отpаботке внеøнеãо неубываþщеãо возäействия —
тpебуемого количества выпущенной пpодукции yd(t).
В äаëüнейøеì пpеäпоëаãаеì, ÷то yd(t) ìожно пpеä-
ставитü в виäе

yd(t) = yd,0 + vd t + ϕ(t), (3)

ãäе yd,0 обозна÷ает жеëаеìое зна÷ение пpоäукöии,
соответствуþщее выбpанноìу (пpоизвоëüно) на÷аëü-
ноìу ìоìенту вpеìени t = 0; vd l 0 — постоянная

y·
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веëи÷ина, пpеäставëяþщая усpеäненнуþ жеëаеìуþ
скоpостü выпуска пpоäукöии; ϕ(t) — оãpани÷енная
функöия, описываþщая коëебания жеëаеìоãо зна-
÷ения пpоäукöии относитеëüно ëинейно-наpастаþ-
щеãо пpоöесса ydt , вызванные, напpиìеp, сезонныìи
фëуктуаöияìи. Естественно с÷итатü, ÷то сpеäняя
жеëаеìая скоpостü выпуска пpоäукöии не пpевос-
хоäит ìаксиìаëüной пpоизвоäитеëüности ìаøины
и неотpиöатеëüна, т. е. ÷то выпоëнены неpавенства
0 m vd m up,max. Можно также пpеäпоëаãатü, ÷то ϕ(t)
иìеет, в некотоpоì сìысëе, "нуëевое сpеäнее" —
сìещение сpеäнеãо зна÷ения ϕ(t) ìожно отнести
к yd,0. Кpоìе тоãо, äоëжно выпоëнятüся неpавен-
ство vd + (t) l 0, озна÷аþщее, ÷то тpебуеìое ко-
ëи÷ество выпущенной пpоäукöии не убывает.

1.2. Эффект "виндапа" пpи огpаничении 
сигнала упpавления и его компенсация

С у÷етоì общих пpинöипов упpавëения о÷евиäно
[11, 12], ÷то пpиìенение ПИ закона упpавëения

u(t) = kI e(τ)dτ + kPe(t) + u(0), e(t) = yd(t) – y(t),(4)

ãäе kI > 0, kP > 0 — некотоpые поëожитеëüные па-
pаìетpы, к объекту (1) обеспе÷ивает (в отсутствие
насыщения) асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü заìк-
нутой систеìы, астатизì втоpоãо поpяäка по отно-
øениþ к заäаþщеìу возäействиþ yd(t) и астатизì
пеpвоãо поpяäка — по возìущениþ f (t), ÷то позво-
ëяет обеспе÷итü асиìптоти÷ески то÷ное отсëежи-
вание систеìой ëинейной составëяþщей vd, 0 + vd t
заäаþщеãо сиãнаëа. Стpуктуpная схеìа систеìы
(1), (2), (4) с ПИ pеãуëятоpоì и насыщениеì пpеä-
ставëена на pис. 1.
На стpуктуpной схеìе отpажена неëинейная за-

висиìостü ìежäу сиãнаëоì упpавëения, поäаваеìыì
на объект, и выхоäоì ПИ pеãуëятоpа (4). Как от-
ìе÷ено во ввеäении, оãpани÷ение упpавëяþщеãо воз-
äействия в систеìах с интеãpаëоì в законе упpавëе-
ния ìожет пpивести к потеpе pаботоспособности
(явëение "винäапа"). В посëеäние äесятиëетия за-
äа÷е упpавëения систеìаìи с насыщениеì во вхоä-
ноì сиãнаëе быëо уäеëено зна÷итеëüное вниìание,
и иìеется обøиpное ÷исëо пубëикаöий по поäавëе-
ниþ винäапа ("антивинäап", AW-коppекöия). Со-
вpеìенное состояние ìетоäов AW-коppекöии от-
pажено в ìоноãpафиях [14, 21, 22] и в обзоpе [23].
Во ìноãих пубëикаöиях заäа÷а AW-коppекöии

äëя систеìы ставится как заäа÷а обеспе÷ения ãëо-
баëüной асиìптоти÷еской устой÷ивости ее поëоже-
ния pавновесия пpи отсутствии внеøних возäейст-
вий. Данный поäхоä явëяется в коpне невеpныì и
опасныì äëя пpиëожений. Так, в pаботе [16] пpи-
веäен пpиìеp систеìы втоpоãо поpяäка с неëиней-
ностüþ типа насыщения, котоpая уäовëетвоpяет
кpити÷ескоìу сëу÷аþ кpитеpия Попова [11, 24] и,

сëеäоватеëüно, явëяется ãëобаëüно асиìптоти÷ески
устой÷ивой пpи отсутствии внеøнеãо возäействия.
В то же вpеìя пpи наëи÷ии внеøнеãо (пеpиоäи÷е-
скоãо) возäействия в систеìе ìоãут сосуществоватü
ìножественные пеpиоäи÷еские pежиìы. Дëя ëета-
теëüноãо аппаpата анаëоãи÷ные pезуëüтаты пpиве-
äены в pаботе [25].
В pаботах [15, 16, 26] пpеäëожена основанная на

свойстве pавноìеpной конвеpãентности [16, 27—30]
пpоöеäуpа AW-коppекöии, обеспе÷иваþщая äëя оп-
pеäеëенных кëассов вхоäных возäействий pабото-
способностü систеì упpавëения пpоизвоäственныìи
ìаøинаìи с ПИ pеãуëятоpоì. Стpуктуpа систеìы
пpеäставëена на pис. 2, ãäе kA — выбиpаеìый наä-
ëежащиì обpазоì паpаìетp pеãуëятоpа. Заìетиì,
÷то такой способ AW-коppекöии типи÷ен äëя ìно-
ãих pабот по упpавëениþ с интеãpаëüной состав-
ëяþщей пpи насыщении упpавëения [14, 22, 23].
В äанной pаботе испоëüзуется äpуãой поäхоä к

заäа÷е упpавëения пpоизвоäственныìи ìаøинаìи
[17, 19, 20], связанный с искëþ÷ениеì интеãpиpуþ-
щеãо звена в законе упpавëения и, сëеäоватеëüно,
связанноãо с ниì эффекта винäапа. Закон упpав-
ëения соответствует pеãуëятоpу коìбиниpованной
стpуктуpы в фоpìе обpатной связи по pассоãëасо-
ваниþ и äопоëнитеëüноãо сиãнаëа от заäаþщеãо
возäействия в пpяìой öепи. Пpи этоì поäхоäе, ос-
новываясü на пpеäпоëожении, ÷то ноìинаëüная
скоpостü выпуска пpоäукöии и возìущение посто-
янны, в состав pеãуëятоpа вкëþ÷ается набëþäатеëü
состояния äëя оöенки суììы этих веëи÷ин äëя по-
сëеäуþщеãо испоëüзования пpи фоpìиpовании
сиãнаëа упpавëения. Пpи откëонении пpоöесса по-
тpебноãо выпуска пpоäукöии во вpеìени от ëиней-
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Pис. 1. Стpуктуpная схема системы (1), (2), (4) с ПИ pегуля-
тоpом

Pис. 2. Стpуктуpа системы упpавления пpоизводственной ма-
шиной с ПИ pегулятоpом и статической AW-коppекцией
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ноãо, вызванноãо, напpиìеp, пеpиоäи÷ескиìи иëи
pеãуëяpныìи коëебанияìи спpоса, возникает оøиб-
ка сëежения, котоpая äëя неëинейной конвеpãент-
ной систеìы ìожет бытü иссëеäована ìетоäоì ãаp-
ìони÷ескоãо баëанса [30].
Испоëüзуеìый в äанной pаботе поäхоä пpиво-

äит к äостато÷но пpостыì аëãоpитìаì упpавëения,
котоpые ìоãут найти пpиìенение и äëя упpавëе-
ния ëинияìи обpабатываþщих ìаøин с у÷етоì на-
поëнения связываþщих их буфеpов. Пpиìеp такоãо
pоäа pассìотpен äаëее в pазäеëе 3.

1.3. Комбиниpованный закон упpавления

Пpеäпоëожиì сна÷аëа, ÷то пеpеìенные y(t), f (t)
и зна÷ение vd изìеpяþтся и, сëеäоватеëüно, ìоãут
бытü испоëüзованы пpи фоpìиpовании сиãнаëа
упpавëения up(t). Испоëüзуеì сëеäуþщий коìби-
ниpованный закон упpавëения [11, 12], вкëþ÷аþ-
щий обpатнуþ и пpяìуþ связи:

up(t) = (kP(t) + vd – f (t)), (5)

ãäе e(t) = yd(t) – y(t) — оøибка сëежения; kP — ко-
эффиöиент пpопоpöионаëüной составëяþщей упpав-
ëения по оøибке; sat(•) — функöия насыщения:

sat[a, b](z) =  (b > a). (6)

Уpавнения (1), (5) описываþт заìкнутуþ систеìу
сëежения за пеpеìенныì заäаþщиì возäействиеì
yd(t) виäа (3).

1.4. Pеализация комбиниpованного закона упpавления 
на основе наблюдателя состояния

Пpеäпоëожение о тоì, ÷то сpеäняя скоpостü за-
äаþщеãо возäействия vd и возìущение f (t) — из-
вестные (изìеpяеìые) сиãнаëы, ìаëо пpиãоäно на
пpактике, поэтоìу ниже буäеì поëаãатü, ÷то изìе-
pяется и испоëüзуется в законе упpавëения тоëüко
сиãнаë оøибки e(t) = yd(t) – y(t). Также с÷итаеì
известныì сиãнаë упpавëения up(t). Заìениì в за-

коне (5) зна÷ения vd, f их оöенкаìи (t), (t), вы-

pабатываеìыìи набëþäатеëеì (иäентификатоpоì
состояния), котоpый испоëüзует тоëüко äоступные
сиãнаëы e(t) и up(t).

Поскоëüку синтез набëþäатеëя основывается на
описании набëþäаеìоãо пpоöесса как выхоäа неко-
тоpой äинаìи÷еской систеìы, пpеäпоëожиì на этапе
синтеза, ÷то как vd, так и f постоянны, а заäаþщее
возäействие ìеняется ëинейно: yd(t) = yd,0 + vd t.
Диффеpенöиpуя по вpеìени выpажение äëя оøиб-
ки сëежения e(t) = yd(t) – y(t), поëу÷иì из уpавне-
ния (1) сëеäуþщуþ ìоäеëü оøибки:

(t) = –up(t) + vd – f (t). (7)

Как виäно из выpажения (7), на основе изìеpения
e(t) нет возìожности поëу÷итü отäеëüно оöенки f
и vd, а тоëüко их pазностü r = vd – f. Испоëüзуя пpи-
веäенные выøе обозна÷ения и äопущения, поëу-
÷иì из фоpìуëы (7) сëеäуþщуþ pасшиpенную мо-
дель ошибки:

(8)

Пpиìенение ìетоäов теоpии оöенивания [31]
пpивоäит к сëеäуþщеìу наблюдателю полного
поpядка:

(9)

(t) = σ2(t), (10)

ãäе (t) — оöенка веëи÷ины r, выpаботанная на-
бëþäатеëеì (9), (10); L = [l1, l2]

т ∈ 2 — вектоp оп-
pеäеëяеìых пpи синтезе коэффиöиентов обpатной
связи набëþäатеëя, заäаþщий äинаìику пpоöесса
оöенивания.
Испоëüзуеì оöенку (t) в законе упpавëения (5)

вìесто r(t) = vd(t) – f (t). Тоãäа сиãнаë упpавëения
up(t) пpиниìает виä

up(t) = (kPe(t) + (t)), (11)

ãäе e(t) = yd(t) – y(t), а (t) вы÷исëяется соãëасно
(9), (10). Уpавнения (9)—(11) описываþт äинаìи÷е-
ский pеãуëятоp втоpоãо поpяäка в обpатной связи
систеìы. Выpабатываеìый pеãуëятоpоì сиãнаë уп-

pавëения u(t) = kPe(t) + (t) фоpìиpуется на основе
изìеpений тоëüко сиãнаëа оøибки e(t). Коэффиöи-
енты kP, l1, l2 — паpаìетpы pеãуëятоpа, выбиpаеìые
на основе тpебований к быстpоäействиþ и то÷ности
пpоöесса упpавëения. Стpуктуpная схеìа систеìы
упpавëения пpоизвоäственной ìаøиной с pеãуëя-
тоpоì (9)—(11) показана на pис. 3.

sat
[0, up,max]

b есëи z l b;
a есëи z m a; 
z ина÷е,

Pис. 3. Стpуктуpная схема системы упpавления пpоизводствен-
ной машиной с pегулятоpом (13)—(15)
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1.5. Связь с тpадиционной схемой AW-коppекции

Pеãуëятоp (9)—(11) пpеäставëяет собой ëинейнуþ
äинаìи÷ескуþ систеìу втоpоãо поpяäка, вхоäаìи ко-
тоpой явëяþтся сиãнаë оøибки e(t) и оãpани÷енный
сиãнаë упpавëения up(t), на основе котоpых фоp-
ìиpуется "ëинейное" упpавëение u(t) = kPe(t) + (t)
(pис. 3). Анаëоãи÷нуþ стpуктуpу иìеет и тpаäиöи-
онная систеìа поäавëения винäапа в ПИ pеãуëя-
тоpах (сì. pис. 2), в котоpой на вхоä интеãpатоpа
кpоìе сиãнаëа pассоãëасования поступает (с некото-
pыì коэффиöиентоì kA) и pассоãëасование ìежäу
сиãнаëаìи u(t) и up(t).
Установиì связü ìежäу этиìи схеìаìи упpав-

ëения. Пpиpавняв ìежäу собой сиãнаëы упpавëения
u(t), выpабатываеìые обоиìи pеãуëятоpаìи пpи
оäинаковых вхоäах e(t) и u(t), поëу÷иì, ÷то пpи
выпоëнении соотноøений l1 = kP, l2 = kI закон
упpавëения (9)—(11) эквиваëентен пpеäставëенной
на pис. 4 систеìе с ПИ pеãуëятоpоì и äинаìи÷ескиì
AW-коìпенсатоpоì, заäанныì апеpиоäи÷ескиì
звеноì пеpвоãо поpяäка с пеpеäато÷ной функöией

WAW(s) = .

Такиì обpазоì, показано, ÷то пpеäëоженный ìе-
тоä синтеза систеì коìбиниpованноãо упpавëения
с набëþäатеëеì ìожет pассìатpиватüся как неко-
тоpый систеìати÷еский поäхоä к постpоениþ äи-
наìи÷еских AW-коìпенсатоpов [32, 26] опpеäеëен-
ноãо виäа, обеспе÷иваþщих поäавëение винäапа в
систеìах упpавëения с ПИ pеãуëятоpаìи.

2. Исследование динамики пpоцесса упpавления 
пpоизводственной машиной

2.1. Исследование динамики
линейной системы упpавления

Повеäение заìкнутой систеìы (1), (9)—(11) от-
ëи÷ается от повеäения иäеаëизиpованной систеìы
с pеãуëятоpоì (5) всëеäствие оøибки оöенивания
εr(t) = r(t) – (t), вызванной как отëи÷иеì на÷аëü-
ных усëовий, так и изìененияìи оöениваеìой пе-
pеìенной r(t) из-за фëуктуаöий ϕ(t) пpоöесса yd(t),
непостоянствоì возìущений f (t) и изìеpитеëüных

поãpеøностей. Дëя анаëиза оøибки оöенивания
запиøеì уpавнения систеìы объект — набëþäатеëü
с у÷етоì выpажения (3) äëя заäаþщеãо возäействия
yd(t). Поëу÷иì сëеäуþщие уpавнения:

(12)

ãäе up(t), f (t), yd,0, vd, ϕ(t) — вхоäные пеpеìенные.
Посëе несëожных пpеобpазований поëу÷иì из (12)
сëеäуþщее уpавнение äëя оøибки оöенивания εr(t):

εr(t) = μ(t) – f (t), (13)

ãäе пеpеìенная μ(t) поä÷иняется уpавнениþ

(t) + l1 (t) + l2μ(t) = l2( f (t) – (t)). (14)

Отсþäа виäно, ÷то оøибка εr(t) не зависит от
up(t), yd,0, vd. С у÷етоì оøибки оöенивания εr(t) за-
кон упpавëения (5) пpиниìает виä

up(t) = (kPe(t) + vd – f (t) – εr(t)). (15)

Такиì обpазоì, äинаìика заìкнутой систеìы
заäается уpавненияìи (1), (14), (15), котоpые отëи-
÷аþтся от уpавнений "иäеаëüной" систеìы упpав-
ëения с коìбиниpованныì pеãуëятоpоì (5) наëи-
÷иеì "пpивеäенноãо возìущения" εr(t), зависящеãо,
как сëеäует из (13), (14), от фëуктуаöий ϕ(t), f (t).
Леãко убеäитüся, ÷то в "ноìинаëüноì" ëиней-

ноì pежиìе (пpи отсутствии насыщения) систеìа
упpавëения (11), (12) обëаäает астатизìоì втоpоãо
поpяäка по отноøениþ к заäаþщеìу возäействиþ
yd(t) и астатизìоì пеpвоãо поpяäка по возìуще-
ниþ f (t), как это сëеäует из пpивеäенных ниже пе-
pеäато÷ных функöий заìкнутой систеìы (11), (12)

по оøибкаì от заäаþщеãо возäействия (s) и

возìущения (s):

(s) = , (s) = – , (16)

ãäе B(s) = s + l1, A(s) = (s + kP)(s
2 + l1s + l2), s ∈  —

аpãуìент пpеобpазования Лапëаса.

2.2. Исследование нелинейных систем
в частотной области

Пpи наëи÷ии фëуктуаöий жеëаеìоãо коëи÷ества
выпускаеìоãо пpоäукта, т. е. пpи ϕ(t) ≠ const, схо-
äиìостü оøибки сëежения e(t) к нуëþ не ìожет

r̂

1
s kP+
-----------

Pис. 4. Эквивалентная стpуктуpа системы упpавления с ПИ pе-
гулятоpом и динамическим AW-компенсатоpом
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бытü обеспе÷ена. В ëинейноì ("ноìинаëüноì") pе-
жиìе анаëиз вëияния фëуктуаöий и возìущений
ìожет бытü ëеãко выпоëнен на основе пеpеäато÷-
ных функöий по оøибке (16). Пpи возникновении
насыщения пpоявëяþтся неëинейные свойства сис-
теìы, ÷то существенно усëожняет анаëиз и тpебует
пpивëе÷ения спеöиаëüных ìетоäов. В этоì сëу÷ае
как с то÷ки зpения упpощения иссëеäований, так и
с то÷ки зpения пpакти÷ескоãо пpиìенения тpебу-
ется обеспе÷итü схоäиìостü тpаектоpий äpуã к äpуãу
äëя pазëи÷ных на÷аëüных усëовий пpи кажäоì за-
äанноì вхоäноì возäействии. Это свойство соäеp-
жится в понятии инкpементальной устойчивости
(incremental stability) [33]. Чтобы пpовеpитü наëи÷ие
äанноãо свойства у pассìатpиваеìой систеìы, пеpе-
пиøеì (1), (5) в новых кооpäинатах. Ввеäеì пеpе-
ìеннуþ z: z(t) = y(t) – yd,0 – vd t. Тоãäа выpажения
äëя выхоäа систеìы y(t) = z(t) + yd,0 + vd t и оøибки
сëежения e(t) пpиниìаþт виä

e(t) = yd(t) – y(t) =
= yd,0 + vd t + ϕ(t) – y(t) = ϕ(t) – z(t).

Запиøеì выpажение (5) äëя сиãнаëа упpавëения
up с испоëüзованиеì станäаpтной (сиììетpи÷ной)
функöии насыщения satm(x) = min(m, max(–m, x))
ãäе m = up,max/2. Ввеäя также ëинейный сиãнаë
упpавëения u(t) = kPe(t) + vd – f (t), поëу÷иì ÷то

up = (u) = satm(kPe + vd – f – m) + m.

Диффеpенöиpуя z(t) по t и пpиниìая во вниìание
(1), поëу÷иì (t) = up(t) – vd + f (t). Поäстановка

up = (u) = satm(kPe + vd – f – m) + m

в посëеäнее выpажение äает (t) = satm(kPe + vd –
– f – m) + m – vd + f (t). Такиì обpазоì, поëу÷аеì
сëеäуþщие уpавнения систеìы в пpеобpазованных
кооpäинатах с сиììетpи÷ной неëинейностüþ:

(t) = (t) + f (t) + m – vd; (17)

(18)

(19)

Напоìниì, ÷то конвеpгентные системы, воз-
бужäаеìые оãpани÷енныì вхоäныì возäействиеì,
иìеþт ãëобаëüно асиìптоти÷ески устой÷ивое ус-
тановивøееся pеøение [28, 29]. Такиì обpазоì,
пpи пpоизвоëüноì заäанноì вхоäноì возäействии
pеøения конвеpãентных систеì независиìо от на-
÷аëüных усëовий схоäятся к еäинственныì обpазоì
опpеäеëенноìу пpеäеëüноìу pеøениþ. Конвеpãент-
ностü систеìы (17)—(19), возбужäаеìой оãpани÷ен-

ныì вхоäныì сиãнаëоì ϕ(t), ìожет бытü установëена
на основе общих pезуëüтатов pабот [17, 19, 20, 26].
Важной особенностüþ конвеpãентных неëиней-

ных систеì, выäеëяþщей их из неëинейных систеì
общеãо виäа, явëяется тот факт, ÷то конвеpãентные
систеìы ìожно иссëеäоватü по÷ти так же, как и ëи-
нейные систеìы. Действитеëüно, тоãäа как иссëе-
äование неëинейных систеì в общеì сëу÷ае за-
тpуäнено из-за возìожности появëения pазëи÷ных
установивøихся пpоöессов в зависиìости от на-
÷аëüноãо состояния систеìы, конвеpãентные сис-
теìы иìеþт пpи äанноì вхоäноì возäействии еäин-
ственное пpеäеëüное pеøение, и, сëеäоватеëüно,
их пpеäеëüное повеäение ìожет бытü также опpе-
äеëено еäинственныì обpазоì. Это, в ÷астности,
позвоëяет выпоëнятü анаëиз таких систеì в ÷астот-
ной обëасти на основе изу÷ения повеäения пpеäеëü-
ноãо pеøения пpи ãаpìони÷ескоì вхоäноì возäей-
ствии [30, 34]. Кpоìе тоãо, поскоëüку пpеäеëüное
pеøение конвеpãентной систеìы зависит тоëüко от
вхоäноãо возäействия и не зависит от на÷аëüных
усëовий, еãо ìожно ÷исëенно нахоäитü моделиpо-
ванием системы пpи фиксиpованных на÷аëüных
усëовиях, в то вpеìя как äëя неëинейных систеì
тpебуется, вообще ãовоpя, иссëеäоватü повеäение
пpи бесконе÷но боëüøоì ÷исëе на÷аëüных состоя-
ний. Эти свойства конвеpãентных систеì испоëü-
зуþтся ниже äëя поëу÷ения их функöий ÷увстви-
теëüности и анаëиза систеì с насыщением.
Анаëиз свойств ëинейных систеì упpавëения

(СУ) существенныì обpазоì опиpается на поëу÷е-
ние ÷астотных хаpактеpистик, таких как функция
чувствительности (iω) и дополнительная функция
чувствительности (iω) [11, 31]. В pаботе [35] ввеäе-
ны обобщенные веpсии этих функöий äëя неëиней-
ных систеì в фоpìе Луpüе, обëаäаþщих свойствоì
конвеpãентности. Пpивеäеì основные поëожения.

Pассìотpиì неëинейнуþ систеìу виäа

(t) = f (x, r), y = h(x, r), e(t) = r(t) – y(t), (20)

ãäе x(t) ∈ n — вектоp состояния; скаëяpные функ-
öии y(t) — выхоä систеìы; r(t) — заäаþщее возäей-

ствие и e(t) — оøибка сëежения; f(x, r) ∈ (n + 1)Ѕn —

вектоp-функöия систеìы; h(x, r) ∈ (n + 1)Ѕ1 —
функöия выхоäа. Pассìотpиì ãаpìони÷еские за-
äаþщие возäействия r(t) = asin(ωt) с аìпëитуäой a
и ÷астотой ω. Пpеäпоëожиì, ÷то систеìа (20) pавно-
меpно конвеpгентна äëя возäействий этоãо кëасса.
Тоãäа äëя кажäоãо a и ω существует еäинственное

установивøееся пеpиоäи÷еское pеøение (t) (20)

с пеpиоäоì T =  и соответствуþщие еìу выхоäной
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пpоöесс (t) и оøибка (t) = r(t) – (t) [16, 35, 36].
Функöии

(a, ω) = , (a, ω) = , (21)

ãäе ||z||2 = z(τ)2dτ  называþтся, соответ-

ственно, обобщенной функцией чувствительности и
обобщенной дополнительной функцией чувствитель-
ности конвеpãентной систеìы (20).
Дëя ëинейных систеì функöии (a, ω) и (a, ω)

совпаäаþт с обы÷ныìи аìпëитуäно-÷астотныìи
хаpактеpистикаìи по оøибке и по заäаþщеìу воз-
äействиþ (соответственно). Дëя неëинейных сис-
теì функöии (a, ω), (a, ω) зависят не тоëüко от
÷астоты внеøнеãо возäействия ω, но также и от еãо
аìпëитуäы a. Обобщенные функöии ÷увствитеëü-
ности ìожно поëу÷итü ÷исëенно, интеãpиpуя уpав-
нения (20) NaNω pаз пpи ãаpìони÷ескоì возäейст-
вии r(t) с pазëи÷ныìи аìпëитуäаìи ai, i = 1, 2, ..., Na,
и ÷астотаìи ωj, j = 1, 2, ..., Nω. Объеì вы÷исëений
ìожно существенно уìенüøитü, испоëüзуя ìетоä
ãаpìони÷ескоãо баëанса äëя неавтоноìных конвеp-
ãентных систеì, иìеþщих фоpìу Луpüе [30] (ëиней-
ная äинаìи÷еская поäсистеìа, заìкнутая стати÷е-
ской неëинейностüþ, сì. [11, 12]). Основные по-
ëожения ìетоäа ãаpìони÷ескоãо баëанса äëя
неавтоноìных конвеpãентных систеì Луpüе пpиве-
äены ниже.
Пустü систеìа (20) пpеäставиìа в сëеäуþщей

фоpìе Луpüе:

(t) = Ax(t) + Bψ(y) + Fw(t); (22)

y(t) = Cx(t) + Dw(t); z(t) = Hx(t),

ãäе x(t) ∈ n — вектоp состояния; w(t) — внеøнее
скаëяpное возäействие; y(t) — скаëяpный выхоä
систеìы; ψ(y) — непpеpывная скаëяpная функöия;
A, B, C, D, F, H — ìатpиöы соответствуþщих pаз-
ìеpов. Пpеäпоëаãается, кpоìе тоãо, ÷то функöия
ψ(•) пpи некотоpоì коне÷ноì μ > 0 уäовëетвоpяет
сëеäуþщеìу сектоpному условию pоста:

0 m  m μ äëя всех y1, y2, y1 ≠ y2. (23)

Иссëеäуеì повеäение систеìы (23) пpи ãаpìони-
÷ескоì вхоäноì возäействии w(t) = bsin(ωt) с аì-
пëитуäой b и ÷астотой ω. Соãëасно pаботаì [35, 37]
в установивøеìся pежиìе (по окон÷ании пеpехоä-
ных пpоöессов) выхоä y(t) ìожет бытü пpибëижен-
но пpеäставëен ãаpìони÷ескиì пpоöессоì с ÷асто-

той ω и аìпëитуäой a, уäовëетвоpяþщей сëеäуþ-
щеìу уpавнениþ гаpмонического баланса:

|1 – K(a)G(iω)|2a2 = |H(iω)|2b2, (24)

ãäе G(iω) = C(iωIn – A)–1B, H(iω)=C(iωIn – A)–1F + D,
K(a) — коэффициент гаpмонической линеаpизации
(по äpуãой теpìиноëоãии — описывающая функция)
äëя неëинейности ψ(•); In — еäини÷ная ìатpиöа
поpяäка n.
Дëя не÷етной неëинейности ψ(x) коэффиöиент

ãаpìони÷еской ëинеаpизаöии K(a) опpеäеëяется
выpажениеì (сì. также [11])

K(a) = ψ(asinϑ)sinϑdϑ. (25)

2.3. Пpимеp исследования системы упpавления 
пpоизводственной машиной

Пустü ìаксиìаëüная пpоизвоäитеëüностü ìа-

øины up,max = 1 с–1. Pассìотpиì сна÷аëа систеìу
упpавëения с ПИ pеãуëятоpоì (4), стpуктуpа кото-
pой пpеäставëена на pис. 1. Выбеpеì сëеäуþщие па-

pаìетpы pеãуëятоpа: kP = 7,0 с–1, kI = 25 с–2. Пустü

ϕ(t) = ϕmaxsin(ωt), ãäе ϕmax = 0,16, ω =  с–1, vd =

= 0,25 с–1, yd,0 = 2, y(0) = 0. Дëя ëинейной систеìы
(без насыщения) оøибка опpеäеëяется ÷еpез пеpе-

äато÷нуþ функöиþ (s) = . Систеìа

обëаäает астатизìоì втоpоãо поpяäка и, сëеäова-
теëüно, коìпонента yd,0 + vd t не вызывает устано-
вивøуþся оøибку. Аìпëитуäа оøибки от ãаpìони-
÷еской составëяþщей вхоäноãо сиãнаëа в ëиней-

ноì сëу÷ае составит | (iω)|ϕmax = 0,015. Оäнако,

как виäно из пpивеäенных на pис. 5, а pезуëüтатов
ìоäеëиpования систеìы с у÷етоì насыщения сиã-
наëа упpавëения, она факти÷ески неpаботоспособ-
на, так как в ней совеpøаþтся коëебания с аìпëи-
туäой оøибки окоëо 1,6, а упpавëение up пpини-
ìает тоëüко кpайние зна÷ения. Дëя сpавнения на
pис. 5, б пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpования
систеìы с пpеäëоженныì законоì упpавëения (1),
(13)—(15) пpи тоì же вхоäноì возäействии и ко-

эффиöиентах pеãуëятоpа kP = 5 с–1, l1 = 20 с–1, l2 =

= 100 с–2. В систеìе устанавëиваþтся коëебания с
такой же аìпëитуäой оøибки, как и у ëинейной
систеìы. Естественное отëи÷ие иìеется в äëитеëü-
ности пеpехоäноãо пpоöесса, котоpая у неëинейной
систеìы из-за оãpани÷ения упpавëения составëяет в
äанных усëовиях окоëо 2,5 с, а у ëинейной — 1 с.
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В пpивеäенноì пpиìеpе сpеäняя скоpостü заäаþ-
щеãо возäействия составëяет 25 % от иìеþщейся
пpоизвоäитеëüности ìаøины, поэтоìу насыщение
упpавëения пpоявëяется тоëüко в на÷аëе пpоöесса,
а в установивøеìся pежиìе факти÷ески не пpояв-
ëяется за искëþ÷ениеì у÷астков ìаëой äëитеëüно-
сти, коãäа ìаøина останавëивается, а не пpоизво-
äит "отpиöатеëüное коëи÷ество" пpоäукöии, как это
сëеäоваëо бы из ëинейноãо закона упpавëения (сì.
ãpафик упpавëения на pис. 5, б). Pезуëüтаты ìоäе-
ëиpования, пpивеäенные на pис. 6, соответствуþт
возäействияì, äëя котоpых вëияние оãpани÷ения
упpавëения становится существенныì. Гpафики
на pис. 6, а поëу÷ены пpи vd = 0,50 с–1, yd,0= 2,

ϕmax=0,30, а на pис. 6, б — пpи vd = 0,70 с–1 (остаëü-
ные зна÷ения оставëены без изìенений). Зна÷ения
vd = 0,50 с–1, ϕmax = 0,30 явëяþтся "пpеäеëüныìи",
äëя котоpых хаpактеp установивøеãося пpоöесса
пpакти÷ески совпаäает с "ноìинаëüныì" (без на-
сыщения). Аìпëитуäа установивøейся оøибки у не-
ëинейной систеìы, как и у ноìинаëüной, pавна
0,028. Пpи vd = 0,70 с–1, ϕmax = 0,30 (pис. 6, б) в не-
ëинейной систеìе устанавëиваþтся несиììетpи÷-
ные коëебания оøибки в интеpваëе [–0,02, 0,15].
Пpиìениì изëоженный выøе ìетоä обобщенных

функöий ÷увствитеëüности äëя иссëеäования то÷но-
сти систеìы упpавëения (1), (9)—(11) (иëи эквива-
ëентной ей систеìы (17)—(19))), поäвеpженной

ãаpìони÷ескоìу возäействиþ
ϕ(t) = ϕmaxsin(ωt) с аìпëитуäой
ϕmax и ÷астотой ω. Испоëüзуеì
пpивеäенные выøе зна÷ения па-
pаìетpов pеãуëятоpа (13)—(15):
kP =5 с–1, l1=20 с–1, l2 = 100 с–2.
Буäеì изìенятü ÷астоту ω воз-
äействия ϕ(t ) в пpеäеëах
[0,2; 50] с–1 и выпоëниì pас÷ет
функöии ÷увствитеëüности
(ϕmax, ω); äëя ϕmax ={0,01; 0,1;

0,2; 0,5}. Pезуëüтаты пpеäставëе-
ны на pис. 7.

Pис. 5. Пpоцессы в системе:
a — ПИ pеãуëятоp (4), б — pеãуëятоp (9)—(11) пpи vd = 0,25 с–1,

yd,0 = 2, ϕ(t) = ϕmaxsin(ωt), ϕmax = 0,16, ω = π/2 с–1

Pис. 6. Пpоцессы в системе с pегулятоpом (9)—(11)
пpи yd,0 = 2, ϕ(t) = ϕmaxsin(ωt), ϕmax = 0,16, ω = π/2 с–1; a —

vd = 0,50 с–1; b — vd = 0,70 с–1

Pис. 7. Обобщенные функции чувствительности (jmax, w) нелинейной системы (17)—(19)
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Как виäно из поëу÷енных ãpафиков, пpи
ϕmax = 0,01 аìпëитуäа установивøейся оøибки сëе-
жения совпаäает с ëинейныì сëу÷аеì. Пpи боëüøих
аìпëитуäах фëуктуаöий оøибка сëежения оказы-
вается боëее зна÷итеëüной, пpи÷еì ее pост набëþ-
äается в обëасти все боëее низких ÷астот вхоäноãо
сиãнаëа.

3. Децентpализованное упpавление 
линией пpоизводственных машин

3.1. Модель линии пpоизводственных машин

Pассìотpиì ëиниþ из N пpоизвоäственных ìа-
øин M1, M2, ..., MN, pазäеëенных буфеpаìи неоãpа-
ни÷енной еìкости Bj–1, j, j = 1, ..., N (pис. 8). Пеpвая
ìаøина в ëинии M1 снабжается сыpüеì, N-я ìаøи-
на MN выпускает ãотовуþ пpоäукöиþ. Кажäая из
ìаøин в ëинии Mj поëу÷ает исхоäный пpоäукт äëя
обpаботки ("поëуфабpикат", "заãотовку") из своеãо
вхоäноãо буфеpа Bj–1, j и поìещает обpаботанный
пpоäукт в соответствуþщий выхоäной буфеp Bj, j+1
äëя обpаботки посëеäуþщей ìаøиной в ëинии.
Пpеäпоëаãаеì, ÷то на вхоäе пеpвой ìаøины всеãäа
иìеется äостато÷но сыpüя äëя обpаботки, äpуãиìи
сëоваìи, ÷то буфеp B0,1 никоãäа не опустоøается.
Пpеäпоëаãаеì, ÷то кажäая ìаøина пpоизвоäит

пpоäукт непpеpывно по вpеìени t ∈  с некотоpой
пpоизводительностью uj(t) ∈ , ãäе j = 1, ..., N — но-
ìеp ìаøины. Общее коëи÷ество пpоизвеäенноãо ìа-
øиной пpоäукта описывается пеpеìенной yj(t) ∈ .
Взаиìоäействие ìаøин описывается ÷еpез пеpеìен-
ные wj(t) = max(yj–1 – yj, 0), j = 2, ..., N, — содеp-
жимое буфеpов. Зна÷ение wj(t) = 0 соответствует
отсутствиþ исхоäноãо ìатеpиаëа äëя обpаботки во
вхоäноì буфеpе j-й ìаøины и, сëеäоватеëüно, ос-
тановке pаботы ìаøины Mj. Указанные pассуж-
äения пpивоäят к сëеäуþщей непpеpывной (по
вpеìени и по пеpеìенныì) ìоäеëи пpоизвоäст-
венной ìаøины:

(t) = (26)

ãäе t ∈  — непpеpывное вpеìя; j = 1, ..., N — ноìеp
ìаøины; пеpеìенные fj(t) ∈  обозна÷аþт внешние
возмущения. Напpиìеp, fj ìоãут описыватü пpоиз-
воäственные потеpи, иëи ваpиаöии пpоизвоäитеëü-
ности ìаøины.
Пpоизвоäитеëüности uj не ìоãут пpевосхоäитü

некотоpых зна÷ений umax, j всëеäствие техноëоãи-
÷еских оãpани÷ений. В äаëüнейøеì, не оãpани÷ивая

общностü, с÷итаеì, ÷то пpоизвоäитеëüности всех
ìаøин в ëинии оãpани÷ены оäной и той же веëи-
÷иной umax. Так как скоpости обpаботки uj также
не ìоãут бытü отpиöатеëüныìи, зна÷ения uj(t) ëежат
в сëеäуþщих ãpаниöах:

0 m uj(t) m umax, j, j = 1, ..., N, ∀t l 0. (27)

Окон÷атеëüно пpихоäиì к сëеäуþщей ìоäеëи
пpоизвоäственной ëинии:

(28)

ãäе

sign(z) = 

3.2. Децентpализованная стpатегия упpавления

Испоëüзуеì описанный выøе закон упpавëения
(9)—(11) оäной ìаøиной äëя äеöентpаëизованноãо
упpавëения ëинией ìаøин. Непосpеäственное ис-
поëüзование (9)—(11) äëя кажäой ìаøины неуäов-
ëетвоpитеëüно, так как в неì не у÷итывается со-
стояние буфеpов, и, сëеäоватеëüно, возìожны ос-
тановки пpоöесса пpоизвоäства из-за опустоøения
буфеpов иëи избыто÷ное накопëение в них пpоìе-
жуто÷ноãо пpоäукта, ÷то невыãоäно с эконоìи÷е-
ской то÷ки зpения. Дëя буфеpов коне÷ной еìкости
это ìожет пpивести и к их пеpепоëнениþ и оста-
новкаì пpоизвоäства. Кpоìе тоãо, с то÷ки зpения
pеаëизаöии пpеäпо÷титеëüнее иìетü äеëо с pаспpе-
äеëенныì законоì упpавëения [38, 39], в котоpоì
на кажäуþ ìаøину пеpеäается не заäанное общее
коëи÷ество пpоäукöии, а тpебование, выpабаты-
ваеìое сосеäней ìаøиной (потpебитеëеì). Исхоäя
из этих сообpажений, сëеäуя [19, 20], испоëüзуеì
äеöентpаëизованнуþ стpатеãиþ упpавëения, в ко-
тоpой упpавëение кажäой ìаøиной осуществëяется
с испоëüзованиеì äанных о pаботе тоëüко бëижай-
øей ìаøины и состоянии буфеpа, в котоpоì äëя
äанной ìаøины соäеpжится исхоäный ìатеpиаë
äëя обpаботки. Соäеpжиìое буфеpа также поäëе-
жит упpавëениþ ÷еpез изìенение пpоизвоäитеëü-
ности напоëняþщей еãо ìаøины. Дëя этоãо веäеì
некотоpуþ постояннуþ веëи÷ину wd > 0 — жеëаеìое
напоëнение буфеpа. Понятно, ÷то с то÷ки зpения

Pис. 8. Схематическое изобpажение линии из N пpоизводственных машин (Mj — машины, Bi, j — буфеpы)

y· j
uj(t) + fj(t), есëи wj(t) > 0,
0, ина÷е,

(t) = u1(t) + f1(t);

(t) = (u2(t) + f2(t))sign(w2(t));

...
(t) = (uN(t) + fN(t))sign(wN(t)),

y·1

y·2

y·N

1, есëи z > 0;
0, ина÷е.
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"пëавности" (отсутствия остановок, вызванных коëе-
банияìи спpоса) пpоöесса обpаботки веëи÷ину wd
жеëатеëüно выбиpатü äостато÷но боëüøой, а с эко-
ноìи÷еской то÷ки зpения боëüøие зна÷ения wd не-
жеëатеëüны. Сëеäоватеëüно, пpи настpойке систеìы
äоëжно выбиpатüся некотоpое коìпpоìиссное зна-
÷ение wd. Ввеäеì тепеpü в закон упpавëения "øтpаф-
нуþ" äобавку kw(wd – wj+1(t)), ãäе kw > 0 — некото-
pый выбиpаеìый пpи синтезе паpаìетp ëокаëüноãо
pеãуëятоpа, фоpìиpуþщеãо j-й сиãнаë упpавëения
uj(t). Изìениì, кpоìе тоãо, заäаþщее возäействие на
j-þ ìаøину, ÷тобы обеспе÷итü в установивøеìся
ноìинаëüноì pежиìе pавенство yj–1(t) = yj(t) + wd.
Основываясü на этих сообpажениях, испоëüзуеì
сëеäуþщуþ стpатеãиþ постpоения ëокаëüных pе-
ãуëятоpов äеöентpаëизованной систеìы упpавëе-
ния пpоизвоäственной ëинией.
Дëя N-й ìаøины (выпускаþщей коне÷нуþ пpо-

äукöиþ) закон упpавëения иìеет виä (9)—(11), т. е.
упpавëяþщее возäействие uN(t) фоpìиpуется сëе-
äуþщиì обpазоì:

(29)

ãäе εN(t) ≡ e(t) = yd(t) – yN(t) — оøибка отpаботки тpе-
буеìоãо коëи÷ества пpоäукöии (оøибка сëежения).
Дëя кажäой из оставøихся ìаøин Mj, j = 1, ...,

N – 1, испоëüзуеì ëокаëüные pеãуëятоpы, pабо-
таþщие по закону

(30)

ãäе wj+1(t) = yj(t) – yj + 1(t); wd — тpебуеìое зна÷ение

соäеpжиìоãо буфеpа. Уpавнения (29), (30) пpеä-
ставëяþт собой pекуpсивные соотноøения äëя оп-
pеäеëения pаспpеäеëенноãо упpавëения ëинией из
N l 2 пpоизвоäственных ìаøин.

3.3. Исследование системы в номинальном pежиме

Pассìотpиì сна÷аëа "ноìинаëüный" pежиì pа-
боты систеìы, пpеäпоëаãая, ÷то в кажäоì буфеpе
всеãäа иìеется некотоpое коëи÷ество пpоäукта, а сиã-
наëы упpавëения нахоäятся в äопустиìоì äиапа-
зоне (т. е. ÷то отсутствует насыщение упpавëения).

Дëя этоãо pежиìа заìкнутая систеìа описывается
ëинейной ìоäеëüþ состояния, иìеþщей виä

(t) = Ax(t) + Bg(t) + Bf f (t), y(t) = Cx(t), (31)

ãäе x(t) = [y1(t), σ1, 1(t), σ2, 1(t), ..., yj(t), σ1, j(t), σ2, j(t),
..., yN(t), σ1, N(t), σ2, N(t)]т ∈ 3N — вектоp состояния
систеìы; yj — выхоä j-й ìаøины, σ1, j, σ2, j пеpе-
ìенные состояния набëþäатеëя в pеãуëятоpе j-й
ìаøины. Вектоp-стоëбеö y(t) ∈ N объеäиняет вы-
хоäы отäеëüных ìаøин, y(t) = [y1(t), ..., yN(t)]т;
g(t) = [yd(t), wd]

т ∈ 2 — вектоp-стоëбеö коìанäных
(заäаþщих) возäействий; f(t) = [f1(t), ..., fN(t)]т ∈ N —
вектоp-стоëбеö возìущений. Несëожные пpеобpа-
зования пpивоäят к сëеäуþщиì ìатpиöаì в уpав-
нениях состояния (31):

A = ;

B = ;  = ;

Bf = [ , , ..., ] ∈ 3N Ѕ N;

C = {ci, j} ∈ N Ѕ 3N, ci, j = .

Выøе испоëüзованы обозна÷ения kPw = kP + kw,
kPwl = kP + kw – l1.

uN(t) = (kP εN + );

(t) = σ2, N(t);

,N(t) = –l1σ1, N(t) + σ2, N(t) – uN(t) + l1εN(t);

,N(t) = –l2σ1, N(t) + l2εN(t),

sat 0 umax,[ ] rN^

rN^

σ· 1

σ· 2

uj(t) = (kP εj +  + kw(wd – wj+1));

εj(t) = wd + εj + 1(t) – wj+1(t);

(t) = σ2, j(t);

(t) = –l1σ1, j(t) + σ2, j(t) – uj(t) + l1εj(t);

(t) = –l2σ1, j(t) + l2εj(t),

sat 0 umax,[ ] rj^

rj^

σ· 1 j,

σ· 2 j,

x·

kPw– 0 1 kw 0 0 … 0 0 0 0 0 0

kPwl l1– 0 kw– 0 0 … 0 0 0 0 0 0

l2– l2– 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0

0 0 0 kPw– 0 1 … 0 0 0 0 0 0

0 0 0 kPwl l1– 0 … 0 0 0 0 0 0

0 0 0 l2– l2– 0 … 0 0 0 0 0 0

             
0 0 0 0 0 0 … kPw– 0 1 kw 0 0

0 0 0 0 0 0 … kPwl l1– 0 kw– 0 0

0 0 0 0 0 0 … l2– l2– 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 kP– 0 1

0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 kP l1– l1– 0

0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 l2– l2– 0

... ... ... ... ...........................

3N

kP N 1–( )kP kw+

l1 kP–   N 1–( ) l1 kP–( ) kw–

l2 N 1–( )l2
kP N 2–( )kP kw+

l1 kP– N 2–( ) l1 kP–( ) kw–

l2 N 2–( )l2
  

kP kw kP+

l1 kP– kP l1 kw–+

l2 l2
kP 0

l1 kP– 0

l2 0

... ... bfj

0
0
0
 
1
0
0
 
0
0
0

...
...

3j – 2

3j – 1

3j 

bf1
bf2

bfN

1, при j = 3i + 1,
0, ина÷е.
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Поëу÷енные выpажения äаþт возìожностü иссëе-
äоватü выхоäнуþ pеакöиþ кажäой ìаøины в ëи-
нии и состояние буфеpов пpи pазëи÷ных заäаþщих
и возìущаþщих возäействиях, пpиëоженных к сис-
теìе. Хаpактеpисти÷еский ìноãо÷ëен A(s) заìкну-
той систеìы, A(s) = det(sI – A), ãäе I обозна÷ена
еäини÷ная ìатpиöа поpяäка 3N, в сиëу ëенто÷ной
фоpìы ìатpиöы A систеìы иìеет виä

A(s) = (s + kP)(s + kPw)N – 1(s2 + l1s + l2)
N. (32)

О÷евиäно, ÷то пpи ëþбых поëожитеëüных паpа-
ìетpах pеãуëятоpа заìкнутая ëинейная систеìа (31)
асиìптоти÷ески устой÷ива, и ее äинаìика опpеäе-
ëяется паpаìетpаìи kP, kw pеãуëятоpа и коэффи-
öиентаìи обpатной связи l1, l2 набëþäатеëя.
Посëе несëожных пpеобpазований и сокpащения

общих ìножитеëей2 в ÷исëитеëе и знаìенатеëе,
поëу÷иì, ÷то пеpеäато÷ные функöии систеìы по
оøибке от заäаþщеãо возäействия yd иìеþт виä

(s) = , (33)

äëя всех j = 1, ..., N. Выpажение (33) показывает, ÷то
на ноìинаëüноì pежиìе выхоäы всех ìаøин ëи-
нии yj(t) отсëеживаþт заäаþщее возäействие yd(t)
с оäинаковой äинаìикой, опpеäеëяеìой паpаìет-
pаìи kP, l1, l2. Коэффиöиент пеpеäа÷и kw не ока-
зывает вëияния на пpоöесс сëежения за yd. Кpоìе
тоãо, из (33) виäно, ÷то пpи ëинейно-изìеняþ-
щеìся заäании yd(t) = yd,0 + vd t äëя кажäой ìа-
øины асиìптоти÷еские оøибки ej(t) по yd pавны
нуëþ: ej(t) ≡ yd(t) – yj(t) → 0 пpи t → ∞. Сëеäует
у÷естü, ÷то (33) хаpактеpизует составëяþщуþ
оøибки, вызваннуþ тоëüко заäаþщиì возäействи-
еì yd. Вëияние возìущений fj(t) и сиãнаëа заäат÷ика
соäеpжиìоãо буфеpов wd иссëеäуþтся отäеëüно.
Из фоpìуëы (31) сëеäует, ÷то пеpеäато÷ные

функöии (s) äëя выхоäа i-й ìаøины от äейст-

вуþщеãо на j-þ ìаøину возìущения опpеäеëяþтся
выpаженияìи

(s) =

= (34)

Пеpеäато÷ная функöия от заäаþщеãо возäейст-
вия wd к выхоäу N-й, "выпускаþщей коне÷ный

пpоäукт", ìаøины (s) тожäественно pавна нуëþ,

откуäа сëеäует, ÷то ввеäение заäаþщеãо возäейст-
вия на соäеpжиìое буфеpов wd не пpивоäит (на но-
ìинаëüноì pежиìе) к изìенениþ выпуска пpоäук-
öии пpоизвоäственной ëинией.

3.4. Числовой пpимеp. Моделиpование pаботы 
линии из четыpех машин

В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì пpоизвоäствен-
нуþ ëиниþ, состоящуþ из ÷етыpех ìаøин, посëе-
äоватеëüно соеäиненных ÷еpез буфеpы. Испоëüзу-
еì сëеäуþщие зна÷ения паpаìетpов äеöентpаëизо-
ванноãо закона упpавëения (29), (30): umax = 1,0,
kP = 5 с–1, l1 = 20 с–1, l2 = 100 с–2, kw = 30 с–1. Вы-
беpеì wd = 0,2.
Дëя указанных паpаìетpов пеpеäато÷ные функ-

öии по оøибке от заäаþщеãо возäействия (33) иìеþт

виä (s) = , j = 1, ..., 4, и со-

ответствуþт систеìе с астатизìоì втоpоãо поpяä-
ка и вpеìенеì пеpехоäноãо пpоöесса окоëо оäной
секунäы.
Пpи насыщении упpавëяþщеãо возäействия и

опустоøении некотоpых буфеpов существенныì
обpазоì пpоявëяþтся неëинейности в систеìе. Пpо-
ìоäеëиpуеì pаботу ëинии пpи типовоì заäаþщеì
возäействии yd(t) виäа (3). Пpиìеì в (3) yd,0 = 2,
vd = 0,5 с–1, ϕ(t) = ϕmaxsin(ωt), ϕmax = 0,3, ω = π/2 с–1.
На pис. 9, 10 отpажены пpоöессы в систеìе

(28)—(30) пpи сëеäуþщих на÷аëüных усëовиях:
y1, 0 = 1, y2, 0 = 4, y3, 0 = 3, y4, 0 = 0. Из ãpафиков
виäно, ÷то в на÷аëе пpоöесса ìаøины 2 и 3 не pа-
ботаþт, так как в их выхоäных буфеpах иìеþтся
äостато÷ное коëи÷ество пpоäукöии. Маøины 1 и 4
("коне÷ная ìаøина") pаботаþт с поëной пpоизво-
äитеëüностüþ äëя устpанения на÷аëüноãо pассоãëа-
сования, вызванноãо yd,0 = 2. По ìеpе опустоøе-
ния буфеpов вкëþ÷аþтся в pаботу ìаøины 2 и 3, и
функöиониpование всех ìаøин в ëинии осущест-
вëяется синхpонно äëя отсëеживания возäействия

 2 Пpи поëожитеëüных паpаìетpах pеãуëятоpа все поëþсы
систеìы (31) (нуëи ìноãо÷ëена (32)) устой÷ивы.

Φyd

ej s2 s l1+( )

s kP+( ) s2 l1s l2+ +( )
----------------------------------------

Φfj

yi

Φfj

yi

, пpи i l j;

0, ина÷е.

kw
i j– s s l1+( )

s kP+( ) s2 l1s l2+ +( ) s kPw+( )i j–
----------------------------------------------------------------

Φwd

yN

Φyd

ej s2 s 20+( )

s 5+( ) s2 20s 100+ +( )
-------------------------------------------

Pис. 9. Гpафики пpоцессов yd(t), e4(t), yi(t) в системе (28),

(29), (30) пpи yd,0 = 2, vd = 0,5 c–1, jmax = 0,3, w = p/2 c–1
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yd(t). Пpи этоì обеспе÷ивается пpевыøение выхо-
äа кажäой пpеäыäущей j-й ìаøины в ëинии наä
выхоäоì (j + 1)-й на веëи÷ину wd тpебуеìоãо за-
поëнения буфеpа Bj, j+1.

Заключение

В статüе pассìатpиваþтся заäа÷и упpавëения
пpоизвоäственныìи ìаøинаìи, в котоpых тpебу-
ется отсëеживатü потpебитеëüский спpос в пpеäпо-
ëожении, ÷то он иìеет постояннуþ ноìинаëüнуþ
скоpостü с возìожныìи фëуктуаöияìи.
Дëя устpанения эффекта потеpи pаботоспособ-

ности, вызванноãо со÷етаниеì интеãpаëüной состав-
ëяþщей в законе упpавëения и насыщения сиãнаëа
упpавëения ("винäап"), пpеäëожено испоëüзование
коìбиниpованноãо закона упpавëения с набëþäате-
ëеì пpоизвоäной от оøибки. Показана связü пpеä-
ëоженноãо ìетоäа с äинаìи÷еской антивинäап
коppекöией. Иссëеäованы хаpактеpистики неëи-
нейной систеìы упpавëения во вpеìенной и ÷ас-
тотной обëастях.

Pассìотpена заäа÷а упpавëения ëинией пpоизвоä-
ственных ìаøин с буфеpизаöией пpоìежуто÷ноãо
пpоäукта, äëя котоpой постpоен äеöентpаëизован-
ный закон упpавëения. Пpовеäены иссëеäования
систеìы в ëинейной и неëинейной постановке.
Пpивеäены ÷исëенные пpиìеpы и pезуëüтаты ìо-
äеëиpования äëя оäной ìаøины и ëинии из ÷еты-
pех ìаøин, äеìонстpиpуþщие обеспе÷ение тpе-
буеìоãо повеäения систеìы в pазëи÷ных усëовиях.
Даëüнейøие иссëеäования пpеäпоëаãается по-

святитü заäа÷е сетевоãо упpавëения пpоизвоäст-
венныìи ìаøинаìи, оpãанизованныìи в боëее об-
щие (äpевовиäные иëи öикëи÷еские) стpуктуpы.
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Исследование вычислительных возможностей
повышения быстpодействия цифpовых pегулятоpов
для пpиводов технологического обоpудования1

Часть 2. Ускоpение вычислительных опеpаций2

V. I. Rakov, O. V. Zakharova

About Computing Opportunities of Increase of Speed of Digital Regulators 
for Drives of Processing Equipment.

Part 2. Reduction оf Time оf Calculations

2. Ускоpение вычислительных опеpаций

Пpеäставëение ÷исëа в боëüøей иëи ìенüøей
степени обусëовëивается нескоëüкиìи обстоятеëü-
стваìи [1]: а) удобством pеãистpаöии и тpактовки

как совокупности äействий по фоpìиpованиþ,
пpиеìу, сохpанениþ и пеpеäа÷е ÷исëенных äан-
ных, напpиìеp, как пpи испоëüзовании äесяти÷-
ной систеìы с÷исëения; б) совокупностüþ поäãо-
товитеëüных äействий (пpеобpазований) äëя по-
сëеäуþщеãо пpовеäения вы÷исëитеëüной
опеpаöии, напpиìеp, как в систеìах с÷исëения в
остато÷ных кëассах с хаpактеpныì соотноøениеì
пpеобpазования двоичного числа из позиционной сис-
темы счисления в модуляpное (напpиìеp, в виäе

Пpедложена математическая модель свеpхбыстpодействующего аpифметико-логического устpойства непосpедственного
фоpмиpования pезультата (АЛУ НФ) и состав пpоцессоpного ядpа АЛУ НФ с мультиклеточной оpганизацией. Отмечен стpук-
туpный пеpеход от гибpидного сигнального пpоцессоpа к схеме с использованием АЛУ НФ и контекстно-связанного пpедстав-
ления команд в цифpовом контуpном pегулятоpе.
Ключевые слова: регулятоp, контpоллеp, пpоизводительность, аpифметико-логическое устpойство

The mathematical model of the new high-speed arithmetic-logic device (ALU NF) and processor structure for the digital regulator is
offered.

Keywords: regulator, controller, productivity, arithmetic and logic unit

 1 Иссëеäование выпоëнено пpи поääеpжке "Госунивеpситет-
УНПК" по теìе "Pазpаботка пpоãpаììной систеìы поääеpжки
пpоöесса упpавëения в пpеäаваpийных состояниях äëя восста-
новëения ноpìаëüной pаботы", пpиказ № 7-н/26 от 23.10.13.

 2 Частü 1 быëа опубëикована в жуpнаëе "Мехатpоника, ав-
тоìатизаöия, упpавëение" № 4, 2014. 
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фоpìиpования ìассивов остатков и коäов Гензеëя
äëя исхоäных äвои÷ных ÷исеë); в) способоì вы÷ис-
ëения как опpеäеëенной посëеäоватеëüностüþ пpи-
ìенения боëее "пpостых" опеpаöий иëи äействий;
ã) свойстваìи саìоãо пpоöесса вы÷исëения, выpа-
женныìи в возìожности поëезноãо пpовеäения äо-
поëнитеëüной совокупности äействий, напpиìеp,
как в сëу÷ае Фибона÷÷иевых систеì с÷исëения, обес-
пе÷иваþщих контpоëü оøибок вы÷исëитеëüных опе-
pаöий и факти÷ески возìожностü испpавëения оøи-
бок в такте функöиониpования вы÷исëитеëя.
О÷евиäно, ÷то пpакти÷ески все обстоятеëüства

(как совокупностü äействий äëя pеаëизаöии) ìоãут
снижатü пpоизвоäитеëüностü вы÷исëитеëя. Оäнако
пpинято с÷итатü (÷то и наøëо свое выpажение в
ìноãо÷исëенных коëи÷ественных оöенках пpоизво-
äитеëüности), ÷то существенное вëияние оказывает
способ вы÷исëения и собственно еãо pеаëизаöия в
аpифìетико-ëоãи÷еских устpойствах (пpоöессоpов).
Базовая идея машинной аpифметики (создание

способа вычисления). В общеì сìысëе, опеpаöия —
это отобpажение, ставящее в соответствие оäноìу
иëи нескоëüкиì эëеìентаì оäноãо ìножества (аp-
ãуìентаì) äpуãой эëеìент (зна÷ение) тоãо же иëи
äpуãоãо ìножества. Обы÷но заäание отобpажений
пpовоäят äвояко:
есëи коне÷но ÷исëо зна÷ений аpãуìентов и зна-
÷ений опеpаöии, то непосpеäственно табëиöей
соответствия зна÷ений аpãуìентов и зна÷ений
pезуëüтатов опеpаöии с заäанныì ÷исëоì стpок и
стоëбöов иëи, попpосту, таблицей соответствия;
есëи бесконе÷но ÷исëо зна÷ений аpãуìентов и
зна÷ений опеpаöии, то способом опpеделения зна-
чения опеpации по заданным аpгументам, т. е. ана-
ëити÷ески некотоpой фоpìуëой, посëеäоватеëü-
ностüþ испоëнения пpавиë иëи опеpаöий.
Заäание и табëиöей соответствия, и способоì оп-

pеäеëения зна÷ения опеpаöии по заäанныì аpãуìен-
таì, как пpавиëо, иìенуþт способоì вы÷исëения.
Способ опpеделения значения опеpации по заданным

аpгументам всеãäа пpеäставëяется в виäе опpеäе-
ëенной посëеäоватеëüности пpиìенения боëее
"пpостых" опеpаöий иëи коìпозиöии пpеобpазова-
ний иëи äействий, пpовоäиìых посëеäоватеëüно иëи
посëеäоватеëüно-оäновpеìенно, но с обязатеëüной
взаиìообусëовëенностüþ хотя бы äвух пpеобpазо-

ваний. Поэтоìу в ìетоäи÷ескоì пëане способ опpеде-
ления значения опеpации по заданным аpгументам
ìожет иìетü боëüøее ÷исëо этапов испоëнения и,
теì саìыì, бытü существенно äëитеëüнее, ÷еì pа-
бота с таблицей соответствия. В связи с этиì в öе-
ëях поëу÷ения пpеäеëüноãо ускоpения пpовеäения
вы÷исëитеëüных опеpаöий в АЛУ в ка÷естве базо-
вой иäеи ìаøинной аpифìетики öеëесообpазно
выбpатü способ вы÷исëения как заäание опеpаöии
в виäе табëиöы соответствия.
Отсþäа сëеäует потpебностü pеøения сëеäуþщих

заäа÷: 1) конкpетизаöии способа вы÷исëения как
некой табëиöы соответствия зна÷ений аpãуìентов и
зна÷ений pезуëüтатов конкpетных опеpаöий; 2) по-
стpоения пpоöеäуpы (посëеäоватеëüности, пpавиëа,
пpеобpазования) опpеäеëения (поиска) pезуëüтата
в этой табëиöе.
Вычислительная опеpация как таблица соответ-

ствия. Возìожностü pеаëизаöии вы÷исëитеëüных
опеpаöий как неких табëиö соответствия заëожена
в саìой "иäеоëоãии" ìаøинной аpифìетики [41, 42].
Напpиìеp, ìаøинная аpифìетика на n pазpяäах

{2n–1, 2n–2, ..., 21, 20} (6)

на÷инается с соотноøений: 

c + d = c; (7)

c = cn–1•2n–1 + cn–2•2n–2 + ... + c1•21 + c0•20; (8)

d = dN – 1•2N–1 + dN – 2•2N–2 + ... +

+ dn + 1•2n + 1 + dn•2n + 0•2n–1 +

+ 0•2n–2 + ... + 0•21 + 0•20, (9)

ci, dj ∈ [0, 1]; i = 0, 1, 2, ..., n – 1; j = n, n + 1, ...,
N – 2, N – 1; N, n — натуpаëüные ÷исëа, иëи в боëее
выpазитеëüной и упpощенной фоpìе:

c + 2N = c, (10)

ãäе n — äëина pазpяäной сетки АЛУ; N l n; c — ÷исëо
(без знака), пpеäставëяеìое в виäе (8).
Соотноøения (7)—(10) показываþт, ÷то pезуëüтат

ëþбой "вы÷исëитеëüной" опеpаöии a Δ b, ãäе a, b —
k-pазpяäные ÷исëа (k m n), Δ — опеpаöия, не выхоäит
за pаìки установëенноãо n-pазpяäноãо фоpìата
÷исëа (7) и уже этиì саìыì может быть получен не
в пpоцессе тpадиционного поpазpядного вычисления
pезультата с фоpмиpованием соответствующих

Таблица соответствия (на примере операции сложения при n = k + 1)

Строка

k-разряäное ÷исëо a k-разряäное ÷исëо b n-разряäный резуëüтат операöии c = aΔb

ak – 1 

(2k – 1)
...

a1

(21)

a0

(20)

bk – 1 

(2k – 1)
...

b1

(21)

b0

(20)

cn – 1 

(2n – 1)

cn – 2 

(2n – 2)
...

c1

(21)

c0

(20)

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

2k 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

22k 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
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пеpеносов в следующие pазpяды, а непосpедственно в
виде его выбоpа из таблицы соответствия (напpи-
ìеp, табë. 1).
Метоäи÷ески äëя изìеpений это pавносиëüно

заìене пpоцесса подсчета (этаëонных) еäиниö в ис-
пытываеìоì обpазöе попpосту пpоцессом выбоpа
эталона, то÷но соответствуþщеãо испытываеìоìу
обpазöу. Тоãäа саìо пpеäставëение (7)—(10) и со-
äеpжатеëüностü табëиöы соответствия (табë. 1) по-
казываþт, ÷то кажäая вы÷исëитеëüная опеpаöия ìо-
жет бытü пpеäставëена соответствуþщей табëиöей
истинности. О÷евиäно, ÷то такое же пpеäставëение
возìожно для всех позиционных систем счисления.
Пpоцедуpа опpеделения pезультата. Пpи пpеä-

ставëении вы÷исëитеëüной опеpаöии табëиöей со-
ответствия pезуëüтат опеpаöии из табëиöы ìожет
бытü выбpан:
во-пеpвых, алгоpитмически, т. е. путеì сpавне-

ния опеpанäов текущей стpоки в табëиöе соответ-
ствия с опеpанäаìи, наä котоpыìи наäо осуществитü
опеpаöиþ, пеpебоpа стpок в сëу÷ае не совпаäения
заäанных и текущих опеpанäов стpоки и выбоpа
pезуëüтата из текущей стpоки пpи совпаäении опе-
pанäов. Оäнако аëãоpитìи÷еская пpоöеäуpа не по-
звоëяет уëу÷øитü показатеëи пpоизвоäитеëüности
и иìеет, по-виäиìоìу, тоëüко иìитаöионнуþ (ìо-
äеëüнуþ) öенностü;
во-втоpых, аппаpатно. Табëиöа соответствия вы-

÷исëитеëüной опеpаöии (напpиìеp, табë. 1) pас-
сìатpивается как табëиöа истинности äëя ëоãи÷е-
ских пеpеìенных

x1, x2, ..., xk, xk+1, ..., x2k:

x1 = a0, x2 = a1, ..., xk = ak – 1,
xk+1 = b0, xk + 2 = b1, ..., x2k = bk – 1, (11)

составëяþщих pазpяäы опеpанäов, а кажäый pазpяä
pезуëüтата опеpаöии — как функöия аëãебpы ëоãики
{f0, f1, ..., fn–1} от этих ëоãи÷еских пеpеìенных:

c0 = f0(x1, x2, .., x2k–1, x2k),

c1 = f1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k), ...,
cn–1 = fn–1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k). (12)

Тоãäа все эти функöии аëãебpы ëоãики ìоãут бытü
pеаëизованы соответствуþщей аппаpатуpой коì-
бинаöионных схеì (КС) как ëоãи÷еские фоpìы в
соответствуþщих функöионаëüно поëных систе-
ìах, напpиìеp, äизъþнктивных иëи конъþнктив-
ных совеpøенных ноpìаëüных фоpìах (СНФ):

(13)

Это, в своþ о÷еpеäü, сниìает пpобëеìатику бы-
стpоäействия, хаpактеpнуþ äëя идеи воплощения
последовательного поpазpядного фоpмиpования pе-
зультатов опеpаöий, в тоì ÷исëе и äëя "пpинöипа

поëусуììатоpа", обеспе÷ивая pеаëизаöиþ опеpаöии
в ìетоäи÷ескоì пëане без заäеpжки, т. е. ìетоäи-
÷ески с ìаксиìаëüныì быстpоäействиеì (с пpоиз-
воäитеëüностüþ "жесткой ëоãики").
Поскоëüку табëиöу соответствия и "аппаpатнуþ"

пpоöеäуpу опpеäеëения pезуëüтата опеpаöии по этой
табëиöе соответствия назваëи технологией непо-
сpедственного фоpмиpования pезультата вы÷исëи-
теëüной опеpаöии [1], она и ìожет бытü выбpана в
ка÷естве инстpуìента äостижения пpеäеëüноãо уско-
pения пpовеäения вы÷исëитеëüных опеpаöий в АЛУ.
Модель "свеpхбыстpодействующего" АЛУ. Выбе-

pеì совокупностü вы÷исëитеëüных опеpаöий АЛУ

{e1, e2, e3, e4, ..., em – 1, em}, (14)

сpеäи котоpых, напpиìеp, e1, e2, e3, e4 — соответ-
ственно опеpаöии сëожения, вы÷итания, уìноже-
ния и äеëения. Тоãäа по анаëоãии с (12) все вы÷ис-
ëитеëüные опеpаöии из (14) буäут пpеäставëены со-
вокупностüþ своих табëиö соответствия:

(15)

и по анаëоãии с (13) совокупностüþ своих ìножеств
коìбинаöионных схеì pеаëизаöии:

(16)

для c0 = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k) СНФ0 KC0
для c1 = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k) СНФ1 KC1

... ... ...
для cn–1 = f2k(x1, x2, ..., x2k–1, x2k)СНФn – 1KCn–1

c0(e1) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1),
c1(e1) = f1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1), ...,
cn–1(e1) = fn–1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1);
c0(e2) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2),
c1(e2) = f1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2) ...,
cn–1(e2) = fn–1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2);
...
c0(em) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em);
c1(em) = f1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em), ...,
cn–1(em) = fn–1(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em)

для c0(e1) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1)
СНФ0 для e1 KC0 для e1

для c1(e1) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1)
СНФ1 для e1 KC0 для e1

... ... ...
для cn–1(e1) = f2k(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e1)

СНФn – 1 для e1 KCn–1 для e1;

для c0(e2) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2)
СНФ0 для e2 KC0 для e2

для c1(e2) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2)
СНФ1 для e2 KC0 для e2

... ... ...
для cn–1(e2) = f2k(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; e2)

СНФn – 1 для e2 KCn–1 для e2;

для c0(em) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em)
СНФ0 для em KC0 для em

для c(em) = f0(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em)
СНФ1 для em KC1 для em

... ... ...
для cn–1(em) = f2k(x1, x2, ..., x2k–1, x2k; em)

СНФn – 1 для em KCn–1 для em.
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Поëу÷енные соотноøения (15) и (16) явëяþтся
ìатеìати÷еской ìоäеëüþ АЛУ непосpеäственноãо
фоpìиpования pезуëüтата (АЛУ НФ) пpи усëовии,
÷то pаскpыты соответствуþщие ноpìаëüные фоpìы
и äетаëизиpованы соответствуþщие коìбинаöион-
ные схеìы отpаботки функöий аëãебpы ëоãики äëя
конкpетных опеpаöий (pис. 1).
Оöенивая (15) и (16), ìожно сäеëатü äва важных

закëþ÷ения о пpоäуктивности pеаëизаöии техноëо-
ãии непосpеäственноãо фоpìиpования pезуëüтата
вы÷исëитеëüной опеpаöии:

1) техноëоãия непосpеäственноãо фоpìиpования
обеспе÷ивает ìаксиìаëüнуþ пpоизвоäитеëüностü
("жесткой ëоãики"), поскоëüку пpоисхоäит оäно-
вpеìенное аппаpатное фоpìиpование всех pазpядов
pезультата вы÷исëитеëüной опеpаöии;

2) техноëоãия непосpеäственноãо фоpìиpования
pезуëüтата обеспе÷ивает оäновpеìенное фоpìиpо-
вание pезуëüтатов всех вычислительных опеpаций,
äëя котоpых ìожет бытü спpоектиpовано АЛУ;

3) техноëоãия непосpеäственноãо фоpìиpова-
ния pезуëüтата позвоëяет отpабатыватü опеpаöии в

ëþбой посëеäоватеëüности и пpи оäновpеìенноì
выпоëнении.
Итак, äëя созäания пpеäеëüно быстpоäействуþ-

щих öифpовых контуpных pеãуëятоpов иëи, в общеì,
свеpхбыстpоäействуþщих вычислительных сpедств
упpавления выбpаны контекстно-связанное пpедстав-
ление команд в "ìуëüтикëето÷ной" оpãанизаöии pа-
боты пpоöессоpа äëя испоëнения кажäой коìанäы
пpоãpаììы и ìетоäика непосpедственного фоpмиpо-
вания pезультата äëя пpовеäения вы÷исëитеëüных
опеpаöий в АЛУ.
Как отìе÷аëосü, пpи контекстно-связанноì пpеä-

ставëении отпаäает необхоäиìостü в äопоëнитеëü-
ных пpоöессоpных стpуктуpах äëя обеспе÷ения эф-
фективных конвейеpов и пpеäсказаний усëовных
пеpехоäов, поскоëüку pеаëизаöия контекстно-свя-
занных пpоãpаìì ãаpантиpует наибоëüøуþ пpоиз-
воäитеëüностü испоëнения коìанä пpоãpаììы.
В связи с этиì пpоöессоpная стpуктуpа äëя испоë-
нения пpоãpаìì, в котоpой буäут отpабатыватüся
вы÷исëитеëüные опеpаöии в АЛУ НФ (сì. pис. 1),
ìожет иìетü стpуктуpу, анаëоãи÷нуþ ìуëüтикëету
[36, 37 из ÷асти 1], отëи÷ие котоpой состоит в тоì,
÷то pоëü испоëнитеëüных устpойств ìуëüтикëета
иãpаþт АЛУ НФ (pис. 2). Пpи этоì уже не тpебу-
þтся ìеpопpиятия по увеëи÷ениþ вы÷исëитеëüной
пpоизвоäитеëüности ни в экстенсивноì, ни в ин-
тенсивноì напpавëениях ускоpения.
Поскоëüку и контекстно-связанное пpедставле-

ние команд в пpоãpаììе пpи "ìуëüтикëето÷ной"
оpãанизаöии pаботы пpоöессоpа äëя испоëнения
кажäой коìанäы пpоãpаììы, и ìетоäика непосpед-
ственного фоpмиpования pезультата äëя пpовеäе-
ния вы÷исëитеëüных опеpаöий в АЛУ обеспе÷ива-
þт отpаботку и опеpаöий, и коìанä за оäин такт за-
äаþщеãо ãенеpатоpа, то ìожно с÷итатü, ÷то выбpан
поäхоäящий поäхоä к постpоениþ пpеäеëüно бы-
стpоäействуþщих контуpных pеãуëятоpов.

Новое пpедставление
цифpового контуpного pегулятоpа

Пpоöесс öифpовой обpаботки анаëоãовоãо сиã-
наëа (ЦОС) X(t) отpажает сëеäуþщуþ посëеäова-
теëüностü пpеобpазований [4]:

Исходный аналоговый сигнал ⇒
⇒ Исходная последовательность чисел ⇒
⇒ Алгоpитм пpеобpазования в ЦП ⇒
⇒ Новая последовательность чисел ⇒
⇒ Pезультиpующий аналоговый сигнал

и pеаëизуется антиэëайсинãовыì фиëüтpоì (АФНЧ),
анаëоãо-öифpовыì пpеобpазоватеëеì (АЦП), öен-
тpаëüныì пpоöессоpоì (ЦП), öифpоанаëоãовыì
пpеобpазоватеëеì (ЦАП) и сãëаживаþщиì фиëüт-
pоì (СФНЧ) (pис. 3). Отфиëüтpованный сиãнаë
Xф(t) пpеобpазуется АЦП в пpопоpöионаëüный äво-
и÷ный m-pазpяäный коä. На выхоäе АЦП фоpìи-
pуется äвои÷ное пpеäставëение анаëоãовоãо сиãна-

Pис. 2. Пpоцессоpное ядpо АЛУ НФ в мультиклеточном обpам-
лении

Pис. 1. Логическая стpуктуpа АЛУ НФ: жиpные линии означа-
ют шины сигналов (pазpядов), Коп — код опеpации, А, В, С —
опеpанды
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ëа, котоpое затеì обpабатывается сиãнаëüныì ЦП
(DSP, ЦСП).
Испоëüзование ЦОС в нижних уpовнях систеì

автоìатизаöии пpеäпpиятия, как пpавиëо, оpиен-
тиpовано на pеаëизаöиþ, в пеpвоì сëу÷ае, в спе-
öиаëизиpованных яäpах пpоöессоpов äëя отpаботки
соответствуþщих аëãоpитìов фиëüтpаöии (pис. 4),
во втоpоì сëу÷ае — в соответствуþщих ìикpокон-
тpоëëеpах иëи высокопpоизвоäитеëüных ìноãо-
яäеpных пpоöессоpах äëя pеаëизаöии функöий (за-
конов) текущеãо упpавëения (pеãуëиpования), у÷ета
и пëаниpования.
Дëя пеpвого случая хаpактеpна пpоãpаììно-ап-

паpатная pеаëизаöия äвух паpаëëеëüных MAC-опе-
pаöий (МАС — опеpаöия уìножения с накопëениеì)
с общиì соìножитеëеì, к котоpыì ìожно свести
ìноãие аëãоpитìы фиëüтpаöии (pис. 5) [43, с. 14],
коãäа в äвух ìоäуëях MAC (MAC 1 и MAC 2) и äвух
аккуìуëятоpах (AK1 и AK2), поëу÷ивøих äанные
(D1, D2, D3) по тpеì øинаì оäновpеìенно, пpо-
исхоäит оäновpеìенное испоëнение äвух коìанä:

[AK1 := AK1 + D1•D2] & [AK2 := AK2 + D1•D3].

Дëя втоpого случая хаpактеpна pеаëизаöия так
называеìых ãибpиäных сиãнаëüных пpоöессоpов
как стpуктуpноãо сиìбиоза ìикpоконтpоëëеpа и

сиãнаëüноãо пpоöессоpа [43, с. 16] (pис. 6). Иìенно
такие ãибpиäные стpуктуpы испоëüзуþтся äëя оp-
ãанизаöии систеì упpавëения эëектpи÷ескиìи
äвиãатеëяìи и иìенуþтся цифpовыми контуpными
pегулятоpами.

Pис. 3. Функции цифpовой обpаботки сигнала [5]:
X(t) — вхоäной анаëоãовый сиãнаë; Xф(t) — отфиëüтpованный антиэëайсинãовыì фиëüтpоì низких ÷астот (АФНЧ) анаëоãовый сиã-
наë X(t); АЦП — анаëоãо-öифpовой пpеобpазоватеëü в äвои÷ное пpеäставëение m-pазpяäноãо коäа; ЦП — öентpаëüный пpоöессоp
с n-pазpяäныì пpеäставëениеì pезуëüтатов; ЦАП — öифpоанаëоãовый пpеобpазоватеëü; СФНЧ — сãëаживаþщий фиëüтp низких
÷астот

Pис. 4. Обобщенные компоненты ядpа сигнального пpоцессоpа [4]

Pис. 5. Пpимеp исполнения двух опеpаций MAC в сигнальном
пpоцессоpе TMS320C55x ("Texas Instruments") [3]: ШДх —
шина данных
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У÷итывая выбpанный поäхоä к постpоениþ
пpеäеëüно быстpоäействуþщих контуpных pеãуëя-
тоpов, т. е. испоëüзование АЛУ НФ и ìуëüтикëе-
то÷ной оpãанизаöии испоëнения пpоãpаìì (сì.
pис. 2), ìожно пpеäставитü некотоpые контуpы
унифиöиpованной ëоãи÷еской стpуктуpы свеpхбы-
стpоäействуþщеãо öифpовоãо контуpноãо pеãуëя-
тоpа как pезуëüтата тpансфоpìаöии тpаäиöионной
стpуктуpы ãибpиäноãо сиãнаëüноãо пpоöессоpа
(pис. 6, 7).
Наконеö, в закëþ÷ение наäо отìетитü äва

ìоìента:
1) контекстно-связанное пpеäставëение коìанä

пpи "ìуëüтикëето÷ной" оpãанизаöии pаботы пpо-
öессоpа совìестно с АЛУ НФ ìожет обеспе÷итü
отpаботку и опеpаöий, и коìанä за оäин такт заäаþ-
щеãо ãенеpатоpа, т. е., факти÷ески, за вpеìя, соиз-
ìеpиìое с вpеìенеì пеpекëþ÷ения тpанзистоpа;

2) есëи ìикpопpоöессоp выпоëнен на тpанзисто-
pах типа Triple-Gate (Intel Corp.) с объеìныì затво-
pоì, т. е. со вpеìенеì пеpекëþ÷ения 1...3 пс, то pе-
аëüное быстpоäействие пpоöессоpа контуpноãо pе-
ãуëятоpа ìожет нахоäитüся в ãpаниöах 200...300 ìëpä
вы÷исëитеëüных опеpаöий в секунäу, ÷то на äва-тpи
поpяäка быстpее, ÷еì в саìых быстpоäействуþщих
на сеãоäняøний äенü сиãнаëüных пpоöессоpах.

Поэтоìу в такоì сëу÷ае ìожно бытü увеpенныì,
÷то заäа÷а pеãуëиpования пpивоäа пеpеìенноãо
тока буpовоãо станка в поëноì объеìе pеøаеìых
вопpосов ìожет бытü успеøно pеøена.
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Введение

Истоpи÷ески сëожиëосü так, ÷то пеpвые систеìы
автоìати÷ескоãо упpавëения (САУ) авиаöионныìи
äвиãатеëяìи pазëи÷ноãо назна÷ения быëи ãиäpо-
ìехани÷ескиìи. Они появиëисü и pазвиваëисü
вìесте с объектаìи упpавëения, т. е. äвиãатеëяìи
pазëи÷ных тpанспоpтных сpеäств. Появëение новых
покоëений äвиãатеëей, ввеäение в контуp упpавëе-
ния совpеìенных вы÷исëитеëüных коìпëексов по-
ставиëо пеpеä pазpабот÷икаìи САУ сëеäуþщуþ
пpобëеìу: хаpактеpистики упpавëяþщей (эëектpон-
ной) и испоëнитеëüной (ãиäpоìехани÷еской) ÷астей
систеìы äоëжны бытü соãëасованы иëи хотя бы не
пpотивоpе÷итü äpуã äpуãу.
В посëеäнее вpеìя сëожиëасü сëеäуþщая тенäен-

öия: все вниìание уäеëяëосü эëектpонной ÷асти
систеìы, а ãиäpоìехани÷еский äозатоp топëива,
в ëу÷øеì сëу÷ае, относиëся к äвиãатеëþ и с÷итаëся
"неизìеняеìой ÷астüþ САУ". Поäобный поäхоä
опpавäываë себя тоëüко äëя оäной pас÷етной то÷ки.
В øиpокоì äиапазоне усëовий пpиìенения и pежи-
ìов pаботы такой поäхоä пpивоäиë к существенныì
оøибкаì, в основноì, из-за неäоу÷ета äинаìики
аãpеãата äозиpования топëива (АДТ). Анаëиз посëеä-
них пубëикаöий позвоëиë сäеëатü вывоä, ÷то АДТ
äо сих поp не pассìатpивается как эëеìент систеìы
упpавëения [1, 2].
Пpоектиpование ãиäpоìехани÷еских испоëни-

теëüных ìеханизìов иìеет pяä спеöифи÷еских осо-
бенностей, оäна из котоpых закëþ÷ается в тесной
связи ìежäу пpинöипиаëüной схеìой и констpук-
öией. Даëеко не все жеëаеìые функöии ìоãут бытü

вопëощены в pеаëüнуþ констpукöиþ. Лþбые кон-
стpуктивные pеøения, как пpавиëо, явëяþтся коì-
пpоìиссныìи. Оптиìаëüных констpуктивных pе-
øений, пpиãоäных на все сëу÷аи, не существует.
Кажäая констpуктоpская схеìа äоëжна бытü иссëе-
äована иìенно как эëеìент систеìы упpавëения.
Пpи этоì äоëжны бытü у÷тены и ãиäpоäинаìи÷е-
ские пpоöессы, пpоисхоäящие в эëеìентах топëив-
ной автоìатики. Такиì обpазоì, пpоöессы пpоек-
тиpования и иссëеäования ãиäpоìехани÷еских
аãpеãатов тесныì обpазоì взаиìосвязаны. Pеøение
заäа÷ поäобноãо кëасса öеëесообpазно пpовоäитü
с испоëüзованиеì совpеìенных ìетоäов ìатеìа-
ти÷ескоãо ìоäеëиpования.
Целью äанной pаботы явëяется созäание ìетоäа

pас÷ета ãиäpоìехани÷еских испоëнитеëüных ìеха-
низìов с у÷етоì äинаìи÷еских пpоöессов, пpоис-
хоäящих в эëеìентах топëивной автоìатики.

1. Методы моделиpования 
статических хаpактеpистик

Обы÷но пpи ìоäеëиpовании АДТ испоëüзоваëасü
неëинейная систеìа äиффеpенöиаëüных уpавнений,
описываþщих баëанс сиë на сеpвопоpøне äpос-
сеëüной иãëы как основноì эëеìенте АДТ, а также
баëанс pасхоäов в поëостях поpøня [3]. Даëее пpо-
воäиëасü ëинеаpизаöия этих уpавнений с посëеäуþ-
щиì pазëожениеì в pяä Тейëоpа и отбpасываниеì
всех ÷ëенов выøе пеpвоãо поpяäка. Такой поäхоä
позвоëяë поëу÷итü пеpеäато÷нуþ функöиþ эëе-
ìента в виäе коëебатеëüноãо звена. Пpи изìене-
нии pежиìа pаботы эëеìента еãо паpаìетpы ìеня-

Пpоводится сpавнение существующих методов моделиpования элементов топливной автоматики. Пpедлагается новый
подход, позволяющий оценить влияние констpуктивных особенностей элемента на его динамические свойства уже как эле-
мента системы автоматического упpавления газотуpбинным двигателем.
Ключевые слова: система автоматического упpавления, агpегат дозиpования топлива, сеpвопоpшень, математическая

модель, динамические пpоцессы, гидpодинамика

In the present paper a comparison of existing methods of fuel automation elements simulation are performed. A new approach provides
an influence of structural factors on the element dynamic performance already as part of the automatic control gas turbine engine.

Keywords: automatic control system, fuel metering unit, servopiston, mathematical model, the dynamic processes, hydrodynamics
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ëисü, ÷то снижаëо ка÷ество упpавëения äвиãатеëеì
и тpебоваëо изìенения аëãоpитìов упpавëения.
Метоä пpиìеняëся на пpеäваpитеëüноì этапе

синтеза аëãоpитìов упpавëения, в äаëüнейøеì по-
ëу÷енный аëãоpитì ìноãокpатно изìеняëся уже на
этапе стенäовых испытаний äвиãатеëя.
Поäобный ìетоä äает пpибëиженный pезуëüтат

и не поääается фоpìаëизаöии. Зна÷итеëüный ин-
теpес пpеäставëяет сетевой ìетоä pас÷ета ãиäpоìе-
хани÷еских систеì (ГМС), позвоëяþщий пpовоäитü
pас÷еты посpеäствоì ìатpи÷ных опеpаöий [4], ко-
тоpые относитеëüно ëеãко фоpìаëизуþтся и äо-
воëüно пpосты в ìаøинной pеаëизаöии.
Сутü ìетоäа в тоì, ÷то пpинöипиаëüная (конст-

pуктоpская) схеìа ГМС заìеняется оpиентиpован-
ныì ãpафоì, т. е. сохpаняется связü ìежäу pеаëü-
ной констpукöией и ìатеìати÷ескиì описаниеì.
В этоì сëу÷ае ìатеìати÷еская ìоäеëü АДТ описы-
вается тpеìя поäсистеìаìи уpавнений:
пеpвая поäсистеìа уpавнений — это систеìа äиф-
феpенöиаëüных уpавнений, отpажаþщая закон
изìенения кооpäинаты поëожения поäвижных
эëеìентов (поpøней, пpи÷еì не оäноãо, а всех)
АДТ во вpеìени;
втоpая поäсистеìа уpавнений описывает взаи-
ìосвязü потоков в узëах и контуpах сети. Ее pе-
øение позвоëяет опpеäеëитü внутpенние потоки
(pасхоäы топëива) в систеìе;
тpетüя поäсистеìа уpавнений составëяется по
зависиìости pасхоäа жиäкости от пеpепаäа äав-
ëения на кажäой из внутpенних äуã. Pеøение
äанной поäсистеìы уpавнений позвоëяет опpе-
äеëитü äавëения в узëах сети.
Такой поäхоä зна÷итеëüно упpощает пpоöеäуpу

анаëиза ГМС и позвоëяет на еãо основе поëностüþ
автоìатизиpоватü пpоöесс составëения и pеøения
äанных систеì уpавнений. Боëее тоãо, анаëиз стpук-
туpы ãpафа позвоëяет выявитü нежеëатеëüные кон-
стpуктоpские pеøения, напpиìеp, наëи÷ие тупи-
ковых поëостей, а также ìиниìизиpоватü ÷исëо
поäвижных эëеìентов (поpøней и т. п.).
Метоä хоpоøо заpекоìенäоваë себя äëя pас÷ета

стати÷еских хаpактеpистик ГМС как эëеìента сис-
теìы упpавëения ГТД, но äинаìику систеìы пpос÷и-
татü äостато÷но сëожно в сиëу тоãо, ÷то пеpеìещение
ëþбоãо эëеìента (поpøня) пpивоäит к изìенениþ
äинаìи÷еских составëяþщих потоков жиäкости,
пеpетекаþщих из оäной поëости в äpуãуþ.

2. Методы моделиpования динамических пpоцессов

Дëя pас÷ета äинаìи÷еских пpоöессов в сеpво-
поpøне äpоссеëüной иãëы пpеäëаãается новый поä-
хоä, пpеäëоженный в pаботах [5, 6]. В äанной статüе
pассìотpиì, как pаботает äанная äинаìи÷еская
ìатеìати÷еская ìоäеëü АДТ на пpиìеpе тоëüко
оäноãо основноãо эëеìента, функöиониpуþщеãо
в составе систеìы автоìати÷ескоãо упpавëения
÷астотой вpащения ãазотуpбинноãо äвиãатеëя, —

сеpвопоpøня. Эëеìент явëяется основныì, так как
иìенно с еãо поìощüþ осуществëяется стыковка
эëектpонной и ãиäpоìехани÷еской ÷астей систеìы
упpавëения.
Пpинöипиаëüная схеìа äанноãо эëеìента пpеä-

ставëена на pис. 1. Эëеìент pаботает сëеäуþщиì об-
pазоì. От эëектpонноãо pеãуëятоpа pежиìа pаботы
äвиãатеëя поступает сиãнаë на эëектpоìаãнитный
кëапан (ЭМК), котоpый откpывает иëи закpывает
засëонку, изìеняя пëощаäü сëива sсë,1 в ëевой по-
ëости сеpвопоpøня. Откpытие иëи закpытие засëон-
ки осуществëяется в pежиìе øиpотно-иìпуëüсной
ìоäуëяöии. Есëи засëонка закpывается, то äавëе-
ние p1 сëева от сеpвопоpøня на÷инает pасти, и,
на÷иная с некотоpоãо кpити÷ескоãо зна÷ения äав-
ëения, поpøенü на÷инает пеpеìещатüся впpаво в
напpавëении x. Такиì обpазоì, ìежäу упpавëяþ-
щиì сиãнаëоì u и пеpеìещениеì сеpвопоpøня x
устанавëивается оäноpоäная связü. Даëее (на схеìе
не показано) пеpеìещение пpеобpазуется в pасхоä
топëива.
Систеìа уpавнений, описываþщих äинаìику

äвижений сеpвопоpøня äpоссеëüной иãëы, вкëþ-
÷ает в себя уpавнение сиë на поäвижноì эëеìенте
(поpøне) и уpавнения баëансов pасхоäа сëева и
спpава от сеpвопоpøня пpи усëовии, ÷то pабо÷ая
жиäкостü (топëиво) с÷итается несжиìаеìой [6, 7]:

m  = p1Sпоp,1 – p2Sпоp,2 – cx – Fтp + Rпp; (1)

Q1 = Q3 + ΔQ13; Q2 = Q4 – ΔQ24, (2)

ãäе m — ìасса сеpвопоpøня;  = (t) — ускоpение
пеpеìещения сеpвопоpøня; t — вpеìя; p1 и p2 —
äавëения в ëевой и пpавой поëостях сеpвопоpøня
соответственно; Sпоp,1 и Sпоp,2 — пëощаäи поpøня
сëева и спpава соответственно; c — жесткостü пpу-
жины; Rпp — сиëа пpеäваpитеëüной затяжки пpу-
жины; Fтp — сиëа тpения, котоpая ìожет бытü оп-
pеäеëена äвуìя способаìи:

Pис. 1. Пpинципиальная схема основного элемента АДТ

x··

x·· x··
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а) как "сухое" тpение:

Fтp = sign( )| |, (3)

ãäе  = Sпоp,1 – Sпоp,2 – cx0 + Rпp (инäекс

"0" обозна÷ает зна÷ение веëи÷ины в на÷аëüный ìо-
ìент вpеìени);
б) как "вязкое" иëи pеãуëяpизованное тpение [8]:

Fтp = , (4)

ãäе ε1 — паpаìетp pеãуëяpизаöии.
В уpавнениях (2) pасхоäы ÷еpез жикëеpы

(Qi, i = ) опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи фоpìуëаìи:

Qi = aχsвх,i ;

Q2 + i = aχsсë,i ; i = 1, 2, (5)

ãäе a =  — pазìеpный коэффиöиент, завися-
щий от уäеëüноãо веса топëива (жиäкости) γ; g —
ускоpение свобоäноãо паäения; χ — коэффиöиент
исте÷ения, котоpый в пеpвоì пpибëижении ìожно
с÷итатü постоянной веëи÷иной, хотя факти÷ески
он зависит от виäа жикëеpа; sвх,i (i = 1, 2) — пëо-
щаäü пpохоäа жиäкости на вхоäе (в жикëеpах); sсë,i
(i = 1, 2) — пëощаäü пpохоäа жиäкости на сëиве;
Pвх — äавëение жиäкости на вхоäе в поëостü сеpво-
поpøня; Pсë — äавëение жиäкости на выхоäе (сëиве)
из поëости сеpвопоpøня. Допоëнитеëüные состав-
ëяþщие ΔQ13 и ΔQ24 появëяþтся в связи с пеpеìе-
щениеì сеpвопоpøня и освобожäениеì äопоëни-
теëüноãо объеìа (ΔQ13) иëи еãо уìенüøениеì
(ΔQ24) и опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи фоpìуëаìи:

ΔQ13 = Sпоp,1 ; ΔQ24 = Sпоp,2 . (6)

В отëи÷ие от пеpвоãо ìетоäа ìоäеëиpования,
pассìотpенноãо в пункте 1, в äаëüнейøеì иссëе-
äуþтся неëинейные уpавнения, а не пpовоäится
ëинеаpизаöия уpавнений (1), (2). В этоì сëу÷ае из
уpавнений (2) поëу÷аþтся фоpìуëы äëя опpеäеëе-
ния äавëений p1 и p2 сëева и спpава от сеpвопоpøня:

pi =  +

+ ;

Di = (Pвх – Pсë)a
2χ2(  + ) – ,

i = 1, 2. (7)

Упpавëяþщий сиãнаë u = (τ/T)•100 % опpеäеëяет
ту ÷астü пеpиоäа в %, коãäа сëив закpыт, и явëяется
вхоäныì паpаìетpоì. Зäесü T = 1/ν — пеpиоä; ν —

÷астота изìенения упpавëяþщеãо сиãнаëа; τ —
÷астü пеpиоäа, коãäа сëив закpыт. Тоãäа зна÷ение
жикëеpа sсë,1 в (7) заìеняется на функöиþ ,
зна÷ение котоpой в pазные ìоìенты вpеìени t за-
äаþтся сëеäуþщей фоpìуëой:

 = (8)

3. Pезультаты численных pасчетов

Систеìу уpавнений (1), (7) ÷исëенно pеøаëи
ìетоäоì Pунãе—Кутты по фоpìуëаì Доpìана—
Пpинса [9]. Быë написан пpоãpаììный коä на
языке Fortran 90 с испоëüзованиеì бибëиотеки äëя
паpаëëеëüных вы÷исëений OpenMP [10].
Быëи испоëüзованы сëеäуþщие зна÷ения физи-

÷еских и ãеоìетpи÷еских паpаìетpов систеìы:

m = 0,05 кã; Sпоp,1 = π(0,01/2)2 ì2;

Søт = π(0,005/2)2 ì2; Sпоp,2 = Sпоp,1 – Søт;

sвх,1 = π(0,5/2)2•10–6 ì2; sвх,2 = π(0,3/2)2•10–6 ì2;

sсë,1 = π(0,7/2)2•10–6 ì2; sсë,2 = π(0,5/2)2•10–6 ì2;

Pвх = 15 ат; Pсë = 3 ат; c = 0,5 кã/ì2; Rпp = 3 Н;

g = 9,8 ì/с2; γ = 780 кã/(ì2c2); χ = 0,75; ν = 40 Гö.
На pис. 2 пpивеäено сpавнение pезуëüтатов ÷ис-

ëенных pас÷етов по пpеäëоженной ìатеìати÷еской
ìоäеëи с экспеpиìентаëüныìи äанныìи пpи pаз-
ëи÷ных зна÷ениях жикëеpов. На äанноì pисунке
пpеäставëено откëонение сеpвопоpøня от на÷аëü-
ноãо поëожения Δx/x0 в зависиìости от упpавëяþ-
щеãо сиãнаëа u пpи заäанных зна÷ениях жикëеpов
sвх,i, sсë,i (i = 1, 2) (кpивая 1) и пpи их оäновpеìен-
ноì уìенüøении в 2,5 (кpивая 2) и 4 (кpивая 3)
pаза, а также экспеpиìентаëüные зависиìости, по-
ëу÷енные пpи иссëеäовании эëеìента на поëуна-
туpноì стенäе (кpуãи) [11].
Изìенение пëощаäи жикëеpа (и äpуãих конст-

pуктивных паpаìетpов) ìожет пpовоäитüся öеëена-
пpавëенно на испытатеëüноì стенäе, ÷то позвоëяет
выбpатü наибоëее пpиеìëеìуþ стати÷ескуþ хаpак-
теpистику эëеìента. Оäнако поäобное изìенение
ìожет пpоизойти и сëу÷айно, напpиìеp, пpи попа-
äании ìехани÷еской ÷астиöы в pабо÷уþ жиäкостü,
÷то кpайне нежеëатеëüно. В пpоöессе pаботы эëе-
ìента äостато÷но ÷асто пpоисхоäит выкpаøивание
повеpхностей поpøня и обе÷айки в pезуëüтате тpе-
ния. Также возìожны и кавитаöионные pазpуøения
pабо÷их повеpхностей. Это утвеpжäение поäтвеp-
жäается экспеpиìентаëüныìи äанныìи [12].
Сëеäует отìетитü тот факт, ÷то изìенение пpо-

ëивок (пëощаäей) pеãуëиpово÷ных жикëеpов также
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0
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пpивоäит к появëениþ паpаìетpи÷еской неопpеäе-
ëенности, в тоì ÷исëе и к появëениþ так называе-
ìой "ìетеëки" (сì. pис. 2) — pассëоениþ стати÷еских
хаpактеpистик, ÷то в пpинöипе неäопустиìо. Pанее,
пpи испоëüзовании ëинеаpизованных ìоäеëей, не
уäаваëосü поëу÷итü поäобные стати÷еские хаpак-
теpистики, а вот пpи иссëеäовании АДТ на стенäах
эти зависиìости пpоявëяëисü на всех типах аãpе-
ãатов. Поäобное изìенение пpоëивок ìожет воз-
никнутü в пpоöессе функöиониpования топëивно-
ãо аãpеãата как из-за попаäания ìикpо÷астиö от
коpпусных äетаëей в сиëу их стаpения, так и из-за
появëения "возäуøных" пpобок в топëиве. Эти ут-
веpжäения нужäаþтся в äопоëнитеëüной пpовеpке
как на стенäе, так и теоpети÷ески на ìоäеëи.
На äанноì этапе иссëеäований сpавнитеëüный

анаëиз экспеpиìентаëüных и pас÷етных äанных
ìожно пpовоäитü ëиøü на ка÷ественноì уpовне,
поскоëüку экспеpиìентаëüно сниìаëасü зависиìостü
"pасхоä топëива — упpавëяþщий сиãнаë" в составе
äвиãатеëя. Дëя боëüøей ÷истоты экспеpиìента то-
пëивный äозатоp äоëжен бытü иссëеäован авто-
ноìно на äинаìи÷ескоì стенäе [13]. Теì не ìенее,

äаже ка÷ественный анаëиз поëу÷енных
pас÷етных и экспеpиìентаëüных зависи-
ìостей показывает, ÷то пpи опpеäеëенно
поäобpанных зна÷ениях веëи÷ин жикëе-
pов ìожно поëу÷итü äостато÷но хоpоøее
коëи÷ественное соãëасование pезуëüта-
тов.
Заìетиì, ÷то зна÷ение тpения покоя

 в фоpìуëах (3), (4) опpеäеëяëосü в

пpеäпоëожении, ÷то в на÷аëüный ìоìент
вpеìени вся систеìа нахоäится в состоя-
нии покоя пpи заäанных зна÷ениях äpу-
ãих сиë, äействуþщих на сеpвопоpøенü.
Оäнако äанное пpеäпоëожение вносит
поãpеøностü в вы÷исëения, поскоëüку
саìа сиëа тpения äоëжна опpеäеëятüся из
физи÷еских сообpажений, а сиëа пpеäва-
pитеëüной затяжки пpужины Rпp äоëжна
опpеäеëятüся уже из состояния систеìы в
на÷аëüный ìоìент вpеìени. В öеëях по-

выøения pезуëüтативности pас÷етов в äаëüнейøеì
испоëüзуется поäхоä, основанный на ìетоäах тpи-
боëоãии äëя у÷ета вëияния сиëы тpения на äвиже-
ние основноãо эëеìента АДТ.

4. Исследование влияния силы тpения
на движение поpшня в тpубе

С то÷ки зpения тpибоëоãии выäеëяþт pазëи÷ные
виäы тpения, пpежäе всеãо, сухое и вязкое тpение.
Тpение ìежäу твеpäыìи эëеìентаìи опpеäеëяется
коэффиöиентоì сухоãо тpения — коэффиöиентоì
пpопоpöионаëüности ìежäу сиëой тpения и сиëой
ноpìаëüной pеакöии на ãpаниöе эëеìентов (закон
Аìонтона—Куëона). Пpи наëи÷ии жиäкой фазы
необхоäиìо у÷итыватü вязкое тpение ÷еpез коэф-
фиöиент äинаìи÷еской вязкости, связываþщий
сиëу вязкоãо тpения и пpоизвеäение пëощаäи кон-
такта и ноpìаëüноãо ãpаäиента скоpости вбëизи
повеpхности.

Pассìотpиì äвижение поpøня pаäиуса r1 и ìас-
сой m внутpи öиëинäpа pаäиуса r2, запоëненноãо
жиäкостüþ с пëотностüþ ρ и äинаìи÷еской вязко-

стüþ μ. Есëи зазоp ìежäу поpøнеì и öи-
ëинäpоì обозна÷итü h, то pаäиус внеø-
неãо öиëинäpа буäет pавен r2 = r1 + h.
Систеìа пpивоäится в äвижение за с÷ет
пеpепаäа äавëения Δp = p1 – p2, ãäе p1 =
p1(t) и p2 = p2(t) — зна÷ения äавëений
сëева и спpава от поpøня, соответствен-
но, опpеäеëяеìые по фоpìуëе (7).
В äанной ãеоìетpии öеëесообpазно

испоëüзоватü öиëинäpи÷ескуþ систеìу ко-
оpäинат, на÷аëо котоpой pаспоëаãается
на оси в öентpе öиëинäpа (pис. 3). Кооp-
äинаты в pаäиаëüноì, окpужноì и осевоì
напpавëениях обозна÷иì r, ϕ и z соответ-
ственно, а коìпоненты скоpости те÷ения
жиäкости — vr, vϕ и vz. Скоpостü äвиже-

Fтр
0

Pис. 2. Отклонение сеpвопоpшня от начального положения Dx/x0 в зависимо-
сти от упpавляющего сигнала u для pазличных значений жиклеpов sвх,i/a,
sсл,i/a (i = 1, 2):
1 — α = 1; 2 — α = 2.5, 3 — α = 4, поëу÷енные пpи ÷исëенных pас÷етах (ëи-
нии) и экспеpиìентаëüно (кpуãи)

Pис. 3. Геометpия задачи в цилиндpических кооpдинатах
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ния поpøня иìеет тоëüко оäну коìпоненту vp
вäоëü оси z.
Уpавнение äвижения поpøня описывается вто-

pыì законоì Нüþтона:

mvp,t (t) =

= SpΔp – kpzp(t) – F(vp) – μS1vz, r(r, t)| , (9)

ãäе ввеäено обозна÷ение äëя ÷астной пpоизвоäной
f, x = ∂f/∂x; Sp — пëощаäü попеpе÷ноãо се÷ения
поpøня; S1 = 2πr1L — пëощаäü внеøней повеpх-
ности поpøня; L — äëина поpøня; kp — жесткостü
пpужины; zp — откëонение пpужины от pавновес-
ноãо состояния. Сиëа сухоãо тpения pавна F(vp) =
= F0sign(vp), ãäе F0 — ìоäуëü сиëы тpения. Посëеä-
нее сëаãаеìое уpавнения (1) описывает сиëу вяз-
коãо тpения:

F(vp) = τS1 = μS1 ,

ãäе τ — напpяжение поpøня на повеpхности.
Кооpäината поpøня zp описывается уpавнениеì

 = vp(t).

В на÷аëüный ìоìент вpеìени поpøенü покоится:
vp(0) = 0.
Отìетиì, ÷то уpавнение (9) явëяется ìоäифи-

каöией уpавнения (1), в котоpоì сиëа тpения у÷и-
тывается в äpуãой фоpìе.
Движение жиäкости описывается уpавнениеì

неpазpывности äëя несжиìаеìой жиäкости и уpав-
нениеì Навüе—Стокса [14]:

∇v = 0, ρ(v,t + (v∇)v) = –∇p + μΔv, (10)

ãäе ∇ — опеpатоp набëа; Δ — опеpатоp Лапëаса;
∇p — ãpаäиент äавëения.
Пpенебpеãая кpаевыìи эффектаìи, поëу÷иì

vz = vz(r, t). Поскоëüку те÷ение явëяется осесиì-
ìетpи÷ныì и не pассìатpивается осевое вpащение
поpøня, коìпонента скоpости vϕ = 0. Из уpавнения
неpазpывности поëу÷иì, ÷то vr = 0. Такиì обpа-
зоì, pассìатpиваеìое те÷ение жиäкости соответ-
ствует нестаöионаpноìу паpаëëеëüноìу те÷ениþ.
Уpавнение Навüе—Стокса (10) запиøется в виäе

ρvz,t = –p,z + μ vz,rr + vz,r ,

ãäе ãpаäиент äавëения p,z = (Δp/L)g(t).
Гpани÷ные усëовия на повеpхности поpøня

(r = r1) и öиëинäpа (r = r2 = r1 + h) опpеäеëяþтся
из усëовия заëипания:

vz(t, r1) = vp(t), vz(t, r2) = 0. (11)

Уpавнения (9) и (10) с ãpани÷ныìи усëовияìи
(11) записываëи с поìощüþ ìетоäа коне÷ных pаз-
ностей и pеøаëи ÷исëенно ìетоäоì Нüþтона. По-
ãpеøностü вы÷исëений не пpевыøаëа 1 % пpи pаз-

биении сетки по кооpäинате на 50 узëов и 105 øаãов
по вpеìени за 1 с. Чисëенная схеìа быëа pеаëизо-
вана на языке Fortran 90 с испоëüзованиеì бибëио-
тек BLAS и LAPACK.

Pас÷еты пpовоäиëи äëя äиаìетpа тpубы 2r1 =
= 10–2 ì, øиpины зазоpа h = r1/50 и äëины поpøня
L = 10–2 ì. Паpаìетpы äëя ìатеpиаëа поpøня
(аëþìиний) и жиäкости (авиаöионный кеpосин
ТС-1) быëи взяты пpи теìпеpатуpе T = 20 °С: пëот-
ностü поpøня ρp = 2700 кã/ì3; пëотностü жиäкости
ρ = 780 кã/ì3; вязкостü жиäкости μ = 1,5•10–3 Па•с;
упpуãостü пpужины k = 1...5 кН/ì.
Техни÷еские устpойства äоëжны сохpанятü pабо-

тоспособностü во всей pабо÷ей обëасти теìпеpатуp.
Изìенение теìпеpатуpы зна÷итеëüно вëияет на пëот-
ностü жиäкости и äинаìи÷ескуþ вязкостü жиäко-
сти (pис. 4). Пëотностü ρ зависит от теìпеpатуpы T
ëинейно [15]: ρ =  – c1(T – T0), ãäе  — пëот-

ностü пpи теìпеpатуpе T0; c1 — поäãоно÷ный паpа-
ìетp, опpеäеëяеìый из экспеpиìента (äëя кеpосина
ГОСТ PТ [16] c1 ≈ 0,72). Зависиìостü äинаìи÷е-
ской вязкости μ от теìпеpатуpы T сиëüно неëиней-

r r1=

vz r t,( )∂
r∂

---------------
r r1=

dzp t( )
dt

-----------

 ⎝
⎛ 1

r
-- ⎠

⎞

Pис. 4. Зависимость плотности r (а) и динамической вязкости
m (б) кеpосина от темпеpатуpы T

Pис. 5. Фазовая диагpамма движения поpшня пpи kp = 1000 Н/м,
F0 = 1 Н (а), F0 = 3 Н (б)

ρT0
ρT0
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ная [15]: lg(μ(T )) =  – c5, ãäе c2, ..., c5 —

поäãоно÷ные паpаìетpы (äëя кеpосина ГОСТ PТ [16]
c2 ≈ 1,43, c3 ≈ 135, c4 ≈ 1,36, c5 ≈ 4,2). Такиì обpазоì,
у÷ет вëияния теìпеpатуpы явëяется необхоäиìыì
äëя коppектноãо ìоäеëиpования äинаìики ГМС.
На pис. 5 показано вëияние сухоãо тpения на

äинаìику äвижения поpøня. С pостоì сиëы сухо-
ãо тpения аìпëитуäа и скоpостü äвижения поpøня
уìенüøаþтся, также уìенüøается ÷исëо пеpиоäов
установëения пеpиоäи÷ескоãо äвижения. Отìе-
тиì, ÷то в пpоìежутки пеpиоäа, коãäа äостиãается
зна÷ение сиëы сухоãо тpения F0 l SpΔp, поpøенü
останавëивается, и, сëеäоватеëüно, на какой-то
ìоìент вpеìени пpоисхоäит потеpя упpавëяеìости
эëеìентоì.
На pис. 6 показаны äинаìи÷еские пpоöессы в

поpøне. Их анаëиз позвоëяет утвеpжäатü, ÷то äи-
наìика САУ в öеëоì существенно зависит от äи-
наìики АДТ.

Заключение

Пpовеäенный анаëиз существуþщих и пpеäëа-
ãаеìоãо ìетоäов позвоëяет сäеëатü вывоä, ÷то пpи
пpоектиpовании САУ öеëесообpазно испоëüзоватü
все возìожности кажäоãо ìетоäа, а иìенно:
в пеpвоì пpибëижении — ëинеаpизованный поä-
хоä, котоpый позвоëит äостато÷но пpосто син-
тезиpоватü аëãоpитìы упpавëения;
пpи анаëизе констpукöий — сетевой ìетоä, позво-
ëяþщий ìиниìизиpоватü наëи÷ие поäвижных
эëеìентов, тупиковых поëостей;
пpи pас÷ете äинаìи÷еских пpоöессов — новый
поäхоä, пpеäëоженный в äанной pаботе.
Сëеäует отìетитü, ÷то в äанной статüе быë pас-

сìотpен тоëüко оäин поäвижной эëеìент, а их в кон-

стpукöии всеãäа нескоëüко. Динаìика АДТ в öеëоì
буäет äостато÷но сëожной, ìноãо÷астотной, ÷то öе-
ëесообpазно у÷итыватü пpи синтезе и анаëизе САУ.
Pабота в äанноì напpавëении буäет пpоäоëжатüся.

Pабота выполнена пpи финансовой поддеpжке
PФФИ (пpоекты № 14-01-97019-p_поволжье_а,
14-08-97027-p_поволжье_а) и Пpогpаммы № 1 фун-
даментальных исследований ОЭММПУ PАН "Науч-
ные основы pобототехники и мехатpоники".
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F0 = 0 Н (—), F0 = 1 Н (--), F0 = 3 Н (...)
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Кинематическая модель экзоскелета pуки человека
и опpеделение ошибки позициониpования1

V. G. Gradetsky, I. L. Ermolov, M. M. Knyazkov, E. A. Semyonov, A. N. Sukhanov

The Kinematic Model of the Human Arm Exoskeleton
and Determination of Positioning Errors

Введение

Совpеìенные pазpаботки в обëасти иссëеäова-
ния ìеханики и систеì упpавëения экзоскеëетаìи
откpываþт øиpокие пеpспективы созäания на их
основе устpойств äëя пpиìенения в pазëи÷ных об-
ëастях ÷еëове÷еской äеятеëüности, таких как ìеäи-
öина, споpт, косìи÷еские иссëеäования, техноëоãии
виpтуаëüной pеаëüности. Особый интеpес пpеäстав-
ëяþт pазpаботки, связанные с упpавëениеì экзо-
скеëетаìи pазëи÷ных коне÷ностей теëа ÷еëовека, и
иссëеäование вëияния констpукöии на физи÷е-
ские возìожности опеpатоpа. Констpукöия экзо-
скеëета ÷аще всеãо пpеäставëяет собой ìноãозвен-
нуþ систеìу, обеспе÷иваþщуþ pазãpузку [1], ëибо
äопоëнитеëüнуþ упpавëяеìуþ наãpузку [2] пpи ис-
поëüзовании. Констpуктивно такие экзоскеëетные
систеìы pазäеëены на äве ãpуппы: стаöионаpные и
автоноìные. Стаöионаpные систеìы не тpебова-
теëüны к ìассоãабаpитныì паpаìетpаì исто÷ника
питания, но не обëаäаþт ìобиëüностüþ, а авто-
ноìные экзоскеëеты pазìещаþтся непосpеäствен-
но на теëе опеpатоpа и позвоëяþт еìу совеpøатü
пеpеìещения, не оãpани÷енные эëеìентаìи кpеп-
ëения и констpукöии. Упpавëяеìая наãpузка на

опеpатоpа со стоpоны экзоскеëета испоëüзуется äëя
о÷увствëения пpи взаиìоäействии с виpтуаëüныìи
пpеäìетаìи [3, 4] иëи äëя изу÷ения вëияния сиëо-
ìоìентной наãpузки от коìпонентов констpукöии
устpойства на опеpатоpа [5]. Такие экзоскеëетные
систеìы ÷аще всеãо явëяþтся стаöионаpныìи и
испоëüзуþтся äëя pеабиëитаöии паöиентов посëе
тpавì иëи äëя äистанöионноãо упpавëения ìани-
пуëятоpаìи. Автоноìные констpукöии актуаëüны
в усëовиях, связанных с высокой ìобиëüностüþ
опеpатоpа. Наpяäу с ìеханико-ìатеìати÷ескиì ìо-
äеëиpованиеì ìноãозвенных устpойств важнуþ pоëü
пpи pазpаботке экзоскеëетов иãpает выбоp систеìы
упpавëения, котоpый во ìноãоì зависит от техни-
÷еских паpаìетpов устpойства и еãо обëасти пpи-
ìенения. Наибоëее пеpспективныì интеpфейсоì
взаиìоäействия опеpатоpа и экзоскеëета явëяется
упpавëение пpивоäаìи устpойства посpеäствоì
с÷итывания эëектpоìиоãpафи÷еских иìпуëüсов с
ìускуëов опеpатоpа. Pезуëüтаты иссëеäования воз-
ìожности такоãо типа упpавëения описаны во ìно-
ãих нау÷ных тpуäах [6—10]. Pазpабот÷ики ÷асто
испоëüзуþт ìускуëüнуþ ìоäеëü Хиëëа, котоpая по-
звоëяет пpеäсказыватü сиëу, pазвиваеìуþ ìускуëоì
÷еëовека, как функöиþ от оöенки уpовня нейpо-
активности. Дëя постpоения ìоäеëи систеìы
упpавëения и ее оптиìизаöии обы÷но испоëüзуþт
ãенети÷еские аëãоpитìы.

Описана математическая модель экзоскелета pуки человека, для котоpой pешены пpямая и обpатная задачи кинематики,
а также опpеделена погpешность позициониpования устpойства в пpостpанстве, зависящая от линейной и угловой погpешностей.
Ключевые слова: экзоскелет, pобототехнические устpойства, математическая модель, многозвенные системы, паpамет-

pический анализ, пневматические пpиводы

This paper describes a kinematic model of a human arm exoskeleton for which direct and inverse kinematics are solved. In addition,
the positioning errors of the exoskeleton arm are defined as a function of the linear and angular tolerances. 

Keywords: exoskeleton, kinematic model, robotic device, parametric analysis, multilink system, pneumatic drives
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Еще оäно напpавëение — теëеупpавëение. Экзо-
скеëеты испоëüзуþт как заäаþщие устpойства,
упpавëяþщие копиpуþщиìи ìанипуëятоpаìи, на-
хоäящиìися на pасстоянии от опеpатоpа [11]. Такие
pазpаботки важны äëя ìеäиöины, косìи÷еских ис-
сëеäований и спеöсëужб.
Пpоектиpование, созäание и пpиìенение экзо-

скеëетов невозìожно без äетаëüноãо иссëеäования
кинеìатики основных ìоäуëей и оöенки поãpеø-
ности позиöиониpования. Эти вопpосы pассìат-
pиваþтся в äанной pаботе.

Математическая модель экзоскелета pуки человека

Актуаëüныì вопpосоì в изу÷ении pаботы экзо-
скеëетных систеì и пpи отpаботке пpоãpаììы за-
äанноãо опеpатоpоì äвижения явëяется опpеäеëе-
ние то÷ности позиöиониpования äанных устpойств
в пpостpанстве. Оöениватü поãpеøностü позиöио-
ниpования экзоскеëета необхоäиìо исхоäя из по-
ãpеøности ввоäа обобщенных кооpäинат и пеpви÷-
ных оøибок, зависящих от типа пpивоäных систеì,
интеãpиpованных в констpукöиþ, пpеобpазовате-
ëей äвижения, ìатеpиаëов, испоëüзованных пpи
созäании экзоскеëета. Пеpви÷ные оøибки — это
откëонения ëинейных и уãëовых pазìеpов звенüев
от заäанных зна÷ений, а поãpеøностü ввоäа обоб-
щенных кооpäинат (1) вызвана поãpеøностüþ pа-

боты систеìы упpавëения и äвиãатеëей и пpивеäе-
на к выхоäноìу ваëу пpеобpазоватеëя äвижения:

Δqj = , (1)

ãäе Δϕj — поãpеøностü äвиãатеëя, Uj — пеpеäато÷-
ное ÷исëо пpеобpазоватеëя äвижения.
Цеëüþ äанной pаботы явëяется описание ìате-

ìати÷еской ìоäеëи экзоскеëета pуки ÷еëовека,
а также вы÷исëение поãpеøности позиöиониpова-
ния äанноãо устpойства в пpостpанстве.
В ка÷естве объекта изу÷ения быëа выбpана ìо-

äеëü экзоскеëета pуки, обëаäаþщая ÷етыpüìя сте-
пеняìи свобоäы, pазpаботанная в ëабоpатоpии pо-
бототехники и ìехатpоники Института пpобëеì
ìеханики PАН. Кинеìати÷еская схеìа пpеäëаãае-
ìой систеìы пpеäставëена на pис. 1.
Гpафи÷еская ìоäеëü экзоскеëета pук ÷еëовека

с pассìатpиваеìой кинеìати÷еской схеìой конст-
pукöии изобpажена на pис. 2.
Дëя описания ìатеìати÷еской ìоäеëи иссëеäуе-

ìой экзоскеëетной систеìы необхоäиìо pассìотpетü
пpяìуþ и обpатнуþ заäа÷и кинеìатики äëя опpе-
äеëения зависиìости ìежäу обобщенныìи кооpäи-
натаìи и кооpäинатаìи коне÷ной то÷ки устpойст-
ва. Pеøение пpяìой заäа÷и кинеìатики своäится к
нахожäениþ ìатpиöы оpиентаöии и вектоpа поëо-

жения pассìатpиваеìоãо ìанипуëятоpа пpи
известных обобщенных кооpäинатах (уãëах).
Дëя нахожäения ìатpиöы оpиентаöии и век-
тоpа поëожения воспоëüзуеìся ìетоäоì
ìатpиö 4 Ѕ 4. Воспоëüзуеìся пpавиëоì pас-
поëожения ëокаëüных систеì кооpäинат
(pис. 1, б): äëя совìещения (i – 1)-й систеìы
кооpäинат Oi–1Xi–1Yi–1Zi–1 с i-й систеìой
кооpäинат OiXiYiZi необхоäиìо выпоëнитü
сëеäуþщуþ посëеäоватеëüностü опеpаöий:

1) повоpот вокpуã оси Zi–1 на уãоë qi (оси
Xi–1 и Xi äоëжны бытü паpаëëеëüны);

2) сäвиã вäоëü оси Zi–1 на di (оси Xi–1 и Xi
совпаäаþт);

3) сäвиã вäоëü оси Xi–1 на ai (на÷аëа ко-
оpäинат Oi–1 и Oi äоëжны совпастü);

4) повоpот вокpуã оси Xi–1 на уãоë αi (сис-
теìы кооpäинат OiXiYiZi и Oi–1Xi–1Yi–1Zi–1
äоëжны совпастü).
Воспоëüзуеìся ìатpиöей 4 Ѕ 4 пеpехоäа

из i-й систеìы кооpäинат в (i – 1)-þ:

Ai, i – 1 =

= . (2)

Найäеì ìатpиöы пpеобpазования по каж-
äыì узëаì констpукöии, пpиняв Ci = cosϕi,
Si = sinϕi:

Δϕj

Uj
------

cosqi cosαisinqi– sinqisinαi aicosqi

sinqi cosαicosqi cos– qisinαi aisinqi

0 sinαi cosαi di

0 0 0 1

Pис. 2. Гpафическая модель экзоскелета pук человека

Pис. 1. Пpедлагаемая схема манипулятоpа:
а — кинеìати÷еская схеìа; б — pасстановка ëокаëüных систеì кооpäинат
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(3)

Дëя нахожäения итоãовой ìатpиöы пpеобpазо-
вания систеì кооpäинат необхоäиìо пеpеìножитü
поëу÷енные ìатpиöы:

A0D = A0AAABABCACD, (4)

A0D =  = , (5)

ãäе Trot — ìатpиöа оpиентаöии pабо÷еãо оpãана.
Вектоp b = (XD YD ZD) — pаäиус-вектоp, опpеäе-
ëяþщий поëожение коне÷ной то÷ки pабо÷еãо
оpãана.

Trot = . (6)

Кооpäинаты то÷ки D:

(7)

Поëу÷енные ìатpиöа оpиентаöии (6) и кооpäи-
наты коне÷ной то÷ки D (7) естü pеøение пpяìой
заäа÷и кинеìатики.

Pеøение обpатной заäа÷и кинеìатики состоит в
нахожäении обобщенных кооpäинат (уãëов) пpи
заäанноì поëожении коне÷ной то÷ки ìанипуëято-
pа и оpиентаöии pабо÷еãо оpãана. Иìея ìатpиöу
повоpота (6) и кооpäинаты то÷ки D (7), ìожеì
найти уãëы ϕi:

(8)

Данная систеìа описывает pеøение обpатной
заäа÷и кинеìатики.

Опpеделение погpешности позициониpования

Pазностü ìежäу äействитеëüныì и pас÷етныì
поëоженияìи pабо÷еãо оpãана называþт поãpеø-
ностüþ позиöиониpования ìеханизìа.

Pаäиус-вектоp иäеаëüной схеìы пpеäставиì в
виäе функöии от ëинейных и уãëовых паpаìетpов:

rD = rD(Li, ϕi). (9)

Дëя pеаëüной ситуаöии pаäиус-вектоp вы÷исëя-
ется как

rD ′ = rD(Li + ΔLi, ϕi + Δϕi) = rD + ΔrD. (10)

Pазëожиì функöиþ (10) в pяä Тейëоpа, поëа-
ãая все ëинейные поãpеøности ΔLi и все ëиней-
ные поãpеøности Δϕi pавныìи ìежäу собой, т. е.
ΔLi = ΔL, Δϕi = Δϕ äëя всех i:

rD ′ = rD + ΔL  + Δϕ . (11)

Тоãäа

ΔrD = ΔL  + Δϕ . (12)

Пpиìенитеëüно к pассìатpиваеìой схеìе ìа-
нипуëятоpа:

(13)

A0A = ;

AAB = ;

ABC = ;

ACD = .

C1 0 S1 L1C1
S1 0 C1– L1S1
0 1 0 0
0 0 0 1
C2 0 S2– 0
S2 0 C2 0
0 1– 0 L2
0 0 0 1
C3 S3– 0 L3C3
S3 C3 0 L3S3
0 0 1 0
0 0 0 1
C4 S4– 0 L4C4
S4 C4 0 L4S4
0 0 1 0
0 0 0 1

nx sx ax XD

ny sy ay YD

nz sz az ZD

0 0 0 1

Trot bт 

0 0 0 1

C4 C1C2C3 S1S3–( ) S4 C1C2S3 S1C3+( )– S4 C1C2C3 S1S3–( ) C4 C1C2C3 S1C3+( )+– S2C1–

C4 S1C2C3 C1S3+( ) S4 S1C2S3 C1C3–( )– S4 S1C2C3 C1S3+( ) C4 S1C2S3 C1C3–( )+( )– S2S1–

C4S2C3 S4S2S3– S4S2C3 C4S2S3+– C2

XD = L4(C4(C1C2C3 – S1S3) – S4(C1C2S3 + S1C3)) +
+ L3(C1C2C3 – S1S3) + L2S1 + L1C1;

YD = L4(C4(S1C2C3 + C1S3) – S4(S1C2S3 – C1C3)) +
+ L3(S1C2C3 – C1S3) – L2C1 + L1S1;

ZD = L4(C4S2C3 – S4S2S3) + L3S2C3.

ϕ1 = arctg ;

ϕ2 = arctg ;

ϕ3 = arccos ;

ϕ4 = arctg .

ay

ax
----
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

a– x

azcosϕ1
----------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

L4nz zD–( )cosϕ1

L3ax

----------------------------------
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⎛ ⎞

szcosϕ3 nzsinϕ3–
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-----------------------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Оøибка позиöиониpования буäет опpеäе-
ëятüся как

|ErrD | = . (14)

Заäаäиìся уãëовыìи и ëинейныìи паpаìетpа-
ìи ìанипуëятоpа и pасс÷итаеì поãpеøностü пози-
öиониpования:

L1 = 0,1 ì, L2 = 0,1 ì, L3 = 0,35 ì, L4 = 0,3 ì,
ãäе Li — äëина i-ãо звена;

ϕ1 = 0°, ϕ2 = 45°, ϕ3 = –50°, ϕ4 = 0° — обобщен-
ные кооpäинаты;

ΔL ∈ [0,1; 1] ìì, Δϕ ∈ [1′′; 3600′′] — ëинейная и
уãëовая поãpеøности.
Зависиìостü оøибки позиöиониpования от из-

ìенения ëинейной и уãëовой поãpеøностей быëа
сìоäеëиpована в пpоãpаììе MathCad (pис. 3).
Данный ãpафик (pис. 3) наãëяäно показывает,

÷то в pассìатpиваеìой кинеìати÷еской схеìе ос-
новное вëияние на поãpеøностü позиöиониpова-
ния иìеет уãëовая поãpеøностü. Пpиìеняя ëþф-

товыбиpаþщие устpойства в констpукöии экзоске-
ëета pуки ÷еëовека, ìожно существенно снизитü
зна÷ение поãpеøности позиöиониpования äанно-
ãо устpойства.
Поëу÷ивøиеся зна÷ения оøибки позиöиониpо-

вания:

 = ErrD(ΔLmin, Δϕmin) = 0,238 ìì;

 = ErrD(ΔLmax, Δϕmax) = 23,742 ìì.

Лабоpатоpные испытания экзоскелета

В ëабоpатоpии pобототехники и ìехатpоники
Института пpобëеì ìеханики иì. А. Ю. Иøëин-
скоãо PАН веäутся pаботы по созäаниþ физи÷еской
ìоäеëи экзоскеëета pук ÷еëовека, оснащенной
пневìати÷еской пpивоäной систеìой. Локтевой
сустав констpукöии показан на pис. 4.
Созäанная констpукöия основана на станäаpт-

ноì отpезе pуки, котоpый оснащен äвуìя пневìа-
ти÷ескиìи öиëинäpаìи в ка÷естве пpивоäной сис-
теìы. Пpи испытании констpукöии изìеpяëосü
вpеìя отpаботки поворота звенüев относитеëüно
äpуã äpуãа на опpеäеëенный уãоë в отсутствие на-
ãpужения и пpи поäъеìе ãpуза. Pезуëüтаты испы-
таний пpеäставëены ниже.

Пеpспективы дальнейших исследований

В äаëüнейøеì пëаниpуется pазpаботатü систеìу
упpавëения пpивоäоì, котоpая обеспе÷ивает pаз-
ãpузку pуки ÷еëовека-опеpатоpа, испоëüзуþщеãо

экзоскеëет пpи ìанипуëиpовании
внеøниìи объектаìи. Дëя осущест-
вëения пеpеìещения коне÷ноãо зве-
на экзоскеëета pуки опеpатоp заäает
вектоp пеpеìещения посpеäствоì pу-
кояти, закpепëенной на коне÷ноì
звене констpукöии. Моäуëü и на-
пpавëение вектоpа пеpеìещения оп-
pеäеëяþтся сиëой и напpавëениеì
возäействия кисти pуки опеpатоpа на
сиëоìоìентные äат÷ики, встpоен-
ные в pукоятü. Исхоäя из текущеãо
поëожения и вектоpа пеpеìещения
пpоãpаììно pасс÷итывается сëеäуþ-
щее поëожение контpоëüной то÷ки
экзоскеëета pуки, в котоpое эта то÷ка
äоëжна пpийти в сëеäуþщий ìоìент
вpеìени T. Дëя этоãо pеøается пpя-
ìая заäа÷а кинеìатики по нахожäе-

ΔXD( )2 ΔYD( )2 ΔZD( )2+ +

Pис. 3. Гpафик погpешности позициониpования экзоскелета pу-
ки от заданных паpаметpов

Масса устpойства, кã . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4,1
Масса ãpуза, кã  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Давëение возäуха в систеìе, атì  . . . . . . . . . 6
Уãоë сãибания в суставе, °  . . . . . . . . . . . . . . 120
Вpеìя испоëнения äвижения без ãpуза, с . . . 1,5
Вpеìя испоëнения äвижения с ãpузоì, с . . . 3,2

ErrDmin

ErrDmax

Pис. 4. Модуль локтевого сустава и поднятие гpуза опеpатоpом
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ниþ кооpäинат контpоëüной то÷ки и ìатpиöы оpи-
ентаöии коне÷ноãо звена экзоскеëета pуки по изìе-
pенныì уãëаì в со÷ëенениях констpукöии. По
исте÷ении заäанноãо вpеìени T необхоäиìо pе-
øитü обpатнуþ заäа÷у кинеìатики по опpеäеëе-
ниþ уãëов в со÷ëенениях констpукöии по уже из-
вестной ìатpиöе оpиентаöии и pасс÷итанныì ко-
оpäинатаì. Сpавнивая pезуëüтаты pасс÷итанных и
изìеpенных уãëов, ìожно их коppектиpоватü в
пpеäеëах уãëовой поãpеøности и суäитü о тоì, бы-
ëо ëи возäействие со стоpоны внеøних сиë за вpе-
ìя ΔT = Т – Т0.

Заключение

В pаботе описана ìатеìати÷еская ìоäеëü экзо-
скеëета pуки ÷еëовека, äëя котоpой pеøены пpяìая
и обpатная заäа÷и кинеìатики, а также опpеäеëена
поãpеøностü позиöиониpования устpойства в пpо-
стpанстве в зависиìости от ëинейной и уãëовой
поãpеøностей. В äаëüнейøеì пëаниpуется инте-
ãpаöия [12] ìоäуëя экзоскеëета pук в pазpаботан-
ный [13, 14] ìоäуëü экзоскеëета ноã ÷еëовека и
фоpìиpование пpоãpаììы их pаботы с у÷етоì ин-
теãpаöии.
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Методика опpеделения сигналов упpавления
антpопомоpфным манипулятоpом

I. G. Zhidenko, I. M. Kutlubayev

Technique of Definition of Control Signals Anthropomorphic Manipulator

Pассмотpен вопpос опpеделения обобщенных кооpдинат pуки опеpатоpа для фоpмиpования сигналов упpавления движением
антpопомоpфного манипулятоpа.
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The question of determination of generalized coordinates of operator’s hand with the purpose of development of anthropomorphic ma-
nipulator’s movement control signals was considered.
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Введение

О÷еpеäныì этапоì pазвития ìехани÷еских сис-
теì, позвоëяþщих заìенитü äействия ÷еëовека,
явëяþтся pоботы, воспpоизвоäящие стpуктуpу и
кинеìатику теëа ÷еëовека. Из ìноãо÷исëенных из-
вестных и øиpоко äеìонстpиpуеìых pеøений сëе-
äует отìетитü те, ÷то испоëüзуþтся äëя пpакти÷е-
ских öеëей — это, в пеpвуþ о÷еpеäü, "Eurobot" [1],
"Robonaut 2" [2].
В поäобных pобототехни÷еских систеìах упpав-

ëение испоëнитеëüныì коìпëексоì ìожет осуще-
ствëятüся за с÷ет pеаëизаöии оäноãо из поäхоäов: 
пpеäваpитеëüноãо пpоãpаììиpования äвижения
звенüев; 
автоноìноãо фоpìиpования аëãоpитìов äвиже-
ния на основе анаëиза текущей обстановки; 
фоpìиpования упpавëяþщих сиãнаëов опеpа-
тоpоì.
Обëастü испоëüзования пеpвоãо поäхоäа кpайне

оãpани÷ена — он испоëüзуется пpи изна÷аëüно äе-
теpìиниpованных и неизìеняеìых усëовиях в pа-
бо÷еì пpостpанстве. Pеаëизаöия втоpоãо поäхоäа
возìожна тоëüко посëе созäания эффективной
систеìы, усëовно опpеäеëяеìой как искусственный
интеллект. Тpетий поäхоä в настоящее вpеìя яв-
ëяется наибоëее эффективныì.
Активные иссëеäования в обëасти упpавëения

антpопоìоpфныìи ìанипуëятоpаìи, осуществëяе-
ìоãо непосpеäственно опеpатоpоì, веäутся спеöиа-
ëистаìи института pобототехники и ìехатpоники
DLR (Геpìания) [3, 4]. По ìнениþ pуковоäитеëя
института Prof. Dr. AlinAlbu-Scha ffer, äоëãосpо÷-
ной öеëüþ явëяется созäание новоãо покоëения
pоботов, способных выпоëнятü pаботу совìестно,
а также испоëüзоватü техноëоãиþ äистанöионноãо
упpавëения telerobotics.
Оäниì из возìожных ваpиантов pеаëизаöии

тpетüеãо поäхоäа явëяется фоpìиpование упpав-
ëяþщих сиãнаëов непосpеäственно за с÷ет äвиже-
ний в суставах опеpатоpа.

Теpминология

Pазвитие pобототехники сопpяжено с появëе-
ниеì новых техни÷еских объектов, а также совеp-
øенствованиеì и виäоизìенениеì известных. Дëя
их пониìания и оäнозна÷ноãо тоëкования необхо-
äиìо соãëасоватü опpеäеëяþщие теpìины, ввести
соответствуþщие усëовные обозна÷ения. Наибоëее
öеëесообpазныì в этой ситуаöии виäится пpеä-
ставëение и обсужäение äанных аспектов в уважае-
ìоì жуpнаëе в спеöиаëüноì pазäеëе. Теpìиноëо-
ãия, пpинятая в pезуëüтате пубëи÷ноãо обсужäения
спеöиаëистаìи буäет иìетü боëее аpãуìентиpован-
ный и бëизкий к сути хаpактеp.
В статüе испоëüзуется понятие "антpопоìоpф-

ный" и pяä связанных с ниì. На äанный ìоìент
нет общепpинятоãо еäиноãо их опpеäеëения. С÷и-

таеì öеëесообpазныì высказатü пpеäëожения по
их тоëкованиþ. Пpеäëаãаеìые теpìины сфоpìуëи-
pованы с ìаксиìаëüныì испоëüзованиеì понятий,
пpинятых в теоpии ìеханизìов и ìаøин.
Антpопомоpфный — поäобный* по постpоениþ

теëу ÷еëовека и обëаäаþщий анаëоãи÷ныìи кине-
ìати÷ескиìи хаpактеpистикаìи.
Антpопомоpфный pобот — ìноãоäвиãатеëüный

pы÷ажный ìеханизì, иìеþщий кинеìати÷ескуþ
схеìу, поäобнуþ скеëету ÷еëовека.
Антpопомоpфный манипулятоp — ìноãоäвиãа-

теëüный pы÷ажный ìеханизì, иìеþщий кинеìа-
ти÷ескуþ схеìу, поäобнуþ pуке ÷еëовека.
Антpопомоpфный захват — pы÷ажный ìеханизì,

состоящий из тpех и боëее паpаëëеëüных испоëни-
теëüных ãpупп звенüев.
Исполнительная гpуппа звеньев — пpостая не-

заìкнутая кинеìати÷еская öепü звенüев, кажäое из
котоpых явëяется выхоäныì.
Исполнительный механизм — ìеханизì, в котоpоì

äва и боëее теëа, еãо обpазуþщих, иìеþт саìостоя-
теëüное функöионаëüное назна÷ение.
Кинематическая зависимость движения звеньев —

изìенение обобщенной кооpäинаты оäноãо ìеха-
низìа, обусëовëенное (вызываеìое) изìенениеì
обобщенной кооpäинаты иноãо ìеханизìа, иìеþ-
щеãо общие с ниì звенüя.
Маневpенность в общеì сëу÷ае хаpактеpизуется

pеаëизуеìыì теëесныì (пëоскиì) уãëоì повоpота
(i – 1)-ãо звена относитеëüно i-ãо пpи неизìенноì
поëожении посëеäнеãо. Дëя оöенки ìаневpенности
сëеäует испоëüзоватü коэффиöиент ìаневpенно-
сти k, опpеäеëяеìый как отноøение pеаëизуеìоãо
уãëа повоpота Δθp (i – 1)-ãо звена относитеëüно i-ãо
к факти÷ескоìу уãëу θä пpи непоäвижноì i-ì звене:

K = Δθp/θä.

Pеаëизуеìый уãоë Δθä ìожет пpеäставëятü со-
бой суììу несопpяженных сектоpов.
Маневpенность манипулятоpа — возìожностü из-

ìенятü обобщенные кооpäинаты, опpеäеëяþщие
поëожения звенüев ìанипуëятоpа, пpи неизìен-
ноì поëожении захвата.
Задающее устpойство — совокупностü ìеханиз-

ìа, фоpìиpуþщеãо сиãнаëы систеìы упpавëения,
и пpибоpов, их фиксиpуþщих (pеãистpиpуþщих).
Система упpавления копиpующего типа — систе-

ìа, в котоpой вхоäной сиãнаë фоpìиpуется с испоëü-
зованиеì заäаþщеãо устpойства, кинеìатика котоpо-
ãо поäобна кинеìатике упpавëяеìоãо ìеханизìа.
Важныì в пpеäëаãаеìых опpеäеëениях явëяется

аäpесаöия к кинеìати÷еской, а не стpуктуpной

 *В pяäе сëу÷аев поäобие ìожет бытü не абсоëþтныì. В ÷а-
стности, это относится к pаспpеäеëенной поäвижности позво-
но÷ника ÷еëовека, эквиваëентоì котоpой ìоãут выступатü со-
сpеäото÷енные степени свобоäы pобота, но обеспе÷иваþщие
пpи этоì бëизкуþ кинеìатику коpпуса.
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схеìе, так как совпаäение ÷исëа звенüев, виäа,
кëасса и посëеäоватеëüности pазìещения кинеìа-
ти÷еских паp неäостато÷но äëя äостижения кине-
ìати÷еских хаpактеpистик, анаëоãи÷ных теì, ÷то
pеаëизуþтся ÷еëовекоì.
Пpеäëаãаеìые теpìины не вхоäят в ÷исëо теp-

ìинов, опpеäеëенных ГОСТ 25686—85, и не сëеäуþт
из них пpяìыì обpазоì, а по сути, явëяþтся äопоë-
нениеì, отpажаþщиì pазвитие äанноãо напpавëе-
ния техники.
Кpоìе pазвития теpìиноëоãии существует по-

тpебностü в совìестноì обсужäении ГОСТ 2.770—68
"Обозна÷ения усëовные ãpафи÷еские в схеìах. Эëе-
ìенты кинеìатики". Посëеäние pеäакöии ГОСТ
соäеpжат явные пpотивоpе÷ия, напpиìеp: 35. Пе-
pеäа÷и зуб÷атые (öиëинäpи÷еские): а) внеøнее за-
öепëение (общее обозна÷ение без уто÷нения типа
зубüев); 38. Пеpеäа÷и зуб÷атые pее÷ные: а) общее
обозна÷ение без уто÷нения типа зубüев. Чисëо за-
ìе÷аний äостато÷но зна÷итеëüно и ìожет бытü
пpеäìетоì отäеëüноãо pазãовоpа.
Кpайне актуаëüныì в настоящий ìоìент явëя-

ется ввеäение ãpафи÷ескоãо пpеäставëения ãибких
звенüев. В пpактику возвpащается испоëüзование
канатных пеpеäа÷, а их усëовное обозна÷ение не
пpеäусìотpено в пpинöипе. Пpеäëаãается äëя обо-
зна÷ения ãибких звенüев испоëüзоватü сиìвоë,
изобpаженный на pис. 1.

Из ГОСТ искëþ÷ено усëовное обозна÷ение бëо-
ка канатной пеpеäа÷и. Пpеäëаãается на кинеìати-
÷еских схеìах äëя пpеäставëения бëока канатной
пеpеäа÷и пpиìенятü сиìвоë, показанный на pис. 2.

Антpопомоpфный манипулятоp

Пpоìыøëенные pоботы явëяþтся неотъеìëе-
ìой ÷астüþ ìноãих пpоизвоäственных пpоöессов,
успеøно заìеняя собой ÷еëовека. Основное усëо-

вие их испоëüзования — пpакти÷еская неизìен-
ностü усëовий функöиониpования. Актуаëüной об-
ëастüþ пpиìенения ìноãоäвиãатеëüных ìехани÷е-
ских систеì остается заìена äействий ÷еëовека в
небëаãопpиятной сpеäе с изна÷аëüно неопpеäеëен-
ной иëи быстpо ìеняþщейся внеøней обстановкой.
Это хаpактеpно äëя pабот, выпоëняеìых в ÷pезвы-
÷айных иëи в потенöиаëüно опасных (косìос, ãо-
pя÷ие зоны pеактоpов и т. п.) усëовиях. Пpи pаботе
тpебуется обеспе÷итü опpеäеëеннуþ тpаектоpиþ не
тоëüко захвата, но и звенüев испоëнитеëüноãо ìе-
ханизìа — ìанипуëятоpа. Возìожности уже pеа-
ëизованных систеì контpоëя и упpавëения ìани-
пуëятоpаìи, пpоìыøëенныìи pоботаìи в этих ус-
ëовиях неäостато÷ны. Наибоëее пеpспективныì в
äанных обстоятеëüствах явëяется упpавëение äви-
жениеì звенüев ìанипуëятоpа, осуществëяеìое
опеpатоpоì. Это позвоëяет непосpеäственно ис-
поëüзоватü еãо пpофессионаëüные навыки и ин-
теëëект äëя пpинятия pеøений, аäекватных pеаëü-
ной обстановке.
Манипуëятоp äоëжен иìетü не ìенее сеìи сте-

пеней свобоäы. Тоëüко в этоì сëу÷ае pеаëизуþтся
тpебуеìые äвижения захвата в pабо÷их зонах, со-
äеpжащих пpепятствия, с äостато÷ной степенüþ
ìаневpенности. Наибоëее пpиеìëеìыìи в этоì
сëу÷ае явëяþтся антpопоìоpфные ìанипуëятоpы
(pис. 3). В сиëу сëожности техни÷еской pеаëиза-
öии äвижения в сфеpи÷еской паpе (анаëоãе пëе÷е-
воãо сустава) поäвижности выпоëняþтся в виäе
pазнесенных вpащатеëüных паp: B1, A1, B2. Важныì
аспектоì пpиìенения иìенно антpопоìоpфных
ìанипуëятоpов явëяется их аäаптиpованностü к
инфpастpуктуpе, изна÷аëüно оpиентиpованной на
взаиìоäействие с pукой ÷еëовека.
Антpопоìоpфный ìанипуëятоp с систеìой

упpавëения копиpуþщеãо типа явëяется наибоëее
эффективныì äëя пеpе÷исëенных выøе усëовий

Pис. 1. Условное обозначение гибкого звена на кинематических
схемах

Pис. 2. Условное обозначение блока канатной пеpедачи

Pис. 3.Кинематическая схема антpопомоpфного манипулятоpа:
A1, A2, A3 — вpащатеëüные паpы с попеpе÷ныì поëожениеì
оси вpащения; B1, B2, B3 — с пpоäоëüной осüþ вpащения (pо-
таöия)
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pаботы. Кинеìати÷еская схеìа ìанипуëятоpа вы-
поëняется анаëоãи÷но pуке ÷еëовека, а сиãнаëы
упpавëения пpивоäоì ìанипуëятоpа фоpìиpуþтся
заäаþщиì устpойствоì, наäеваеìыì на опеpатоpа.
Пpиìенение систеìы упpавëения копиpуþщеãо

типа обеспе÷ивает:
оäновpеìенное фоpìиpование сиãнаëов упpав-
ëения по всеì степеняì свобоäы ìанипуëятоpа;

фоpìиpование тpаектоpии äви-
жения звенüев ìанипуëятоpа и
захвата, соответствуþщих пpо-
фессионаëüной поäãотовке опе-
pатоpа.
Пpиìеняеìые в настоящее вpеìя

заäаþщие устpойства иìеþт стpук-
туpнуþ схеìу, бëизкуþ к pуке ÷еëо-
века (pис. 4) [5]. Звенüя заäаþщеãо
устpойства накëаäываþтся и фикси-
pуþтся на коpпусе, пëе÷е, пpеäпëе÷üе
и кисти опеpатоpа. Дëины звенüев pе-
ãуëиpуþтся поä паpаìетpы pуки
опеpатоpа. Все вpащатеëüные кине-
ìати÷еские паpы заäаþщеãо устpой-
ства оснащены энкоäеpаìи. Это по-
звоëяет фиксиpоватü зна÷ение от-
носитеëüноãо уãëа повоpота звенüев.
К заäаþщеìу устpойству пpеäъ-

явëяþтся повыøенные тpебования по
коìфоpтности и то÷ности опpеäеëе-
ния äвижений в суставах ÷еëовека.
Относитеëüно пpосто äанные вопpо-
сы pеøаþтся с ëоктевыì суставоì,
котоpый явëяется вpащатеëüной па-

pой. Сëожнее опpеäеëитü изìенения обобщенных
кооpäинат в пëе÷евоì и кистевоì суставах, явëяþ-
щихся сфеpи÷ескиìи паpаìи. Существуþщие кон-
стpукöии pеаëизуþт тактику пpяìых изìеpений уã-
ëов относитеëüноãо повоpота. В pезуëüтате "паpаë-
ëеëüноãо" поëожения pуки опеpатоpа и заäаþщеãо
устpойства иìеет ìесто сìещение осей вpащения в
суставах и кинеìати÷еских паpах и, как сëеäствие,
pасхожäение зна÷ений уãëов повоpота.
Нето÷ностü фоpìиpуеìых ÷еpез заäаþщее уст-

pойство сиãнаëов систеìы упpавëения коìпенси-
pуется навыкаìи опеpатоpа и непpеpывныì кон-
тpоëеì äвижения звенüев. Иìеет ìесто субъектив-
ный фактоp, вëияние котоpоãо сëеäует искëþ÷итü.

Констpукция задающего устpойства

Дëя опpеäеëения уãëов повоpота в суставах опе-
pатоpа пpеäëаãается испоëüзоватü способ непpя-
ìых заìеpов.
Дëя еãо pеаëизаöии испоëüзуется новое заäаþщее

устpойство со схеìой, пpеäставëенной на pис. 5 [6].
Звено 1 соеäинено со стойкой (коpпус опеpатоpа)
÷еpез унивеpсаëüный øаpниp K, а с поëзуноì 2 —
÷еpез öиëинäpи÷ескуþ паpу E. Поëзун 2 соеäинен
со звеноì 3 ÷еpез унивеpсаëüный øаpниp D. Оäна
из осей øаpниpа D и ëоктевоãо сустава C соосны.
Поëожение öентpа унивеpсаëüноãо øаpниpа K от-
носитеëüно пëе÷евоãо сустава (то÷ка O) опpеäеëя-
ется постоянныìи паpаìетpаìи xb, yb, zb. Заäаþщее
устpойство закpепëяется на коpпусе опеpатоpа.
Звено 3 жестко соеäиняется с пpеäпëе÷üеì опеpа-
тоpа. Тpи степени свобоäы заäаþщеãо устpойстваPис. 5. Кинематическая схема части pуки человека и задающе-

го устpойства

Pис. 4. Задающее устpойство копиpующего типа ОАО "НПО Андpоидная техника":
а — общий виä; б — наäетое на опеpатоpа
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не оãpани÷иваþт исхоäнуþ поäвижностü pуки опе-
pатоpа в пëе÷евоì суставе. Пpи этоì обобщенные
кооpäинаты q1, q2, q3, опpеäеëяþщие относитеëü-
ные äвижения пëе÷а, ìожно выpазитü ÷еpез обоб-
щенные кооpäинаты заäаþщеãо устpойства q4, q5, h.

Алгоpитм опpеделения углов повоpота
в плечевом суставе

Кооpäинаты то÷ки D ìожно опpеäеëитü из ус-
ëовия пpинаäëежности pуке опеpатоpа ÷еpез уãëы
повоpота q1, q2, q3 и ÷еpез обобщенные кооpäинаты
q4, q5, h, опpеäеëяþщие относитеëüные äвижение
звенüев 1 и 2 всëеäствие пpинаäëежности заäаþ-
щеìу устpойству.
Дëя поëу÷ения уpавнений кинеìатики испоëü-

зуется ìетоä пpеобpазования кооpäинат, в соответ-
ствии с котоpыì ìатpиöы пpеобpазования пеpено-
са и повоpота иìеþт pазìеpностü 4 Ѕ 4.
Плечевой сустав. Поëожение то÷ки D, пpинаä-

ëежащей звену 3, в систеìе кооpäинат, связанной
с то÷кой O, опpеäеëяется ÷етыpехìеpныì pаäиус-

вектоpоì , а в систеìе кооpäинат, связанной

с то÷кой C, — pаäиус-вектоpоì , котоpые свя-

заны ìежäу собой соотноøениеì

 = M1 , (1)

ãäе 

 = .

Матpиöа M1 отpажает пеpехоä от систеìы кооp-
äинат, связанной со стойкой (то÷ка O), к систеìе
кооpäинат, связанной с то÷кой C, и пpеäставëяет
собой пpоизвеäение ìатpиö, отpажаþщих повоpот
по кажäой из обобщенных кооpäинат и пеpенос
вäоëü оси ZO:

M1 = Mq1Mq2Mq3Ml1,

ãäе

Mq1 = ; Mq2 = ;

Mq3 = ; Ml1 = .

Задающее устpойство. Поëожение то÷ки D в сис-
теìе кооpäинат, связанной с то÷кой O, опpеäеëя-

ется ÷етыpехìеpныì pаäиус-вектоpоì , а в сис-

теìе кооpäинат, связанной с то÷кой K, — pаäиус-

вектоpоì  соответственно, котоpые связаны ìе-

жäу собой соотноøениеì

 = M2 , (2)

ãäе 

 = .

Матpиöа M2 отpажает пеpехоä от систеìы кооp-
äинат, связанной со стойкой (то÷ка O), к систеìе
кооpäинат, связанной с то÷кой K, и пpеäставëяет
собой пpоизвеäение ìатpиö:

M2 = MXYZMq4Mq5,

ãäе MXYZ — ìатpиöа пеpеноса вäоëü осей xb, yb, zb:

MXYZ = ;

Mq4 — ìатpиöа повоpота вокpуã XO:

Mq4 = ;

Mq5 — ìатpиöа повоpота вокpуã YO:

Mq5 = .

Пеpеìножив ìатpиöы и записав уpавнения (1) и
(2) в скаëяpной фоpìе, поëу÷иì систеìу уpавнений:

(3)

rO
D

rC
D

rO
D rC

D

rC
D

d
0
0
1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛1 0 0 0
0 cosq1 sinq1– 0

0 sinq1 cosq1 0

0 0 0 1 ⎠
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎝
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛ cosq2 0 sinq2 0

0 1 0 0
sin– q2 0 cosq2 0

0 0 0 1 ⎠
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

cosq3 sinq3– 0 0

sinq3 cosq3 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 l1
0 0 0 1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

rO
D

rK
D

rO
D rK

D

rK
D

0
0
h
1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0 0 xb

0 1 0 yb

0 0 1 zb

0 0 0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0 0 0
0 cosq4 sinq4– 0

0 sinq4 cosq4 0

0 0 0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

cosq5 0 sinq5 0

0 1 0 0
sinq5– 0 cosq5 0

0 0 0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xb + hsinq5 = l1sinq2 + dcosq2cosq3;
yb – hsinq4cosq5 =
= –l1sinq1cosq2 + dsinq1sinq2cosq3 + dcosq1sinq3;
zb + hcosq4cosq5 =
= l1cosq1cosq2 – dcosq1sinq2cosq3 + dsinq1sinq3.
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Чисëовые зна÷ения q4, q5, h, фиксиpуþтся äат-
÷икаìи уãëа повоpота (энкоäеpаìи) и ëинейных
пеpеìещений. Зна÷ения xb, yb, zb, h, d, l1 явëяþтся
константаìи.
Из совìестноãо pеøения уpавнений (3) опpеäе-

ëяþтся зна÷ения q1, q2, q3, явëяþщиеся вхоäныìи
сиãнаëаìи систеìы упpавëения антpопоìоpфноãо
ìанипуëятоpа.

Заключение

Пpиìенение новой констpукöии заäаþщеãо уст-
pойства и ìетоäики опpеäеëения сиãнаëов упpав-
ëения позвоëяþт:
ка÷ественно повыситü то÷ностü фоpìиpования
сиãнаëов упpавëения антpопоìоpфныì ìани-
пуëятоpоì;
повыситü коìфоpтностü pаботы опеpатоpа;
упpоститü пpоöеäуpу аäаптаöии заäаþщеãо уст-
pойства к антpопоìетpи÷ескиì паpаìетpаì опе-
pатоpа.
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ìяков А. Ф; заявитеëü и патентообëаäатеëü нау÷но-пpоизвоä-
ственное объеäинение "Анäpоиäная техника" — № 2013122162;
заявë. 14.05.13.

1—2 октября 2014 г. в Санкт-Петербурге состоится очередная, 25-я юбилейная конференция "Экстре-
мальная робототехника (ЭР-2014)", и в этом году ее проведение запланировано в формате международного
мероприятия.

Бессìенныì орãанизатороì конференöии по экстреìаëüной робототехнике выступает ГНЦ России
"Центраëüный нау÷но-иссëеäоватеëüский и опытно-конструкторский институт робототехники и техни-
÷еской кибернетики" (ЦНИИ РТК, Санкт-Петербурã). История возникновения конференöии и превра-
щения ее в ежеãоäное ìероприятие объективно связана с историей оте÷ественной робототехники. Посëе
аварии на Чернобыëüской АЭС и ëиквиäаöии ее посëеäствий возникëа новая актуаëüная пробëеìатика
в робототехнике, поëу÷ивøая название экстремальная робототехника. С тех пор ЦНИИ РТК как роäо-
на÷аëüник и ãоëовная орãанизаöия оте÷ественной робототехники провоäит реãуëярные всероссийские и
ìежäунароäные выставки и конференöии, посвященные äанноìу направëениþ.
Ежеãоäно конференöия "Экстреìаëüная робототехника" собирает веäущих российских спеöиаëистов,

ìоëоäых у÷еных в обëасти робототехники. Сеãоäня, коãäа экстреìаëüная робототехника стаëа аванãарäоì
нау÷но-техни÷ескоãо развития робототехники в öеëоì, зна÷ение провоäиìой ЦНИИ РТК конференöии
соответственно возросëо, и к ней сей÷ас привëе÷ено вниìание ìноãих зарубежных спеöиаëистов, зани-
ìаþщихся разработкаìи в обëасти робототехни÷еских систеì и среäств безопасности. Иìенно поэтоìу
конференöия "ЭР-2014" пройäет в форìате ìежäунароäноãо ìероприятия с у÷астиеì зарубежных у÷еных
и преäставитеëей известных ìежäунароäных ассоöиаöий и проãраìì по развитиþ робототехники.
Траäиöионно теìатика конференöии по экстреìаëüной робототехнике охватывает øирокий круã кон-

öептуаëüных вопросов, связанных с необхоäиìостüþ созäания робототехни÷еских систеì новоãо поко-
ëения, осуществëяþщих все боëее сëожные операöии äëя работы в экстреìаëüных усëовиях и ÷резвы-
÷айных ситуаöиях, в тоì ÷исëе при борüбе с терроризìоì, пожаротуøении, реøении оборонных заäа÷,
заäа÷ по освоениþ косìоса и ãëубин Мировоãо океана, пробëеì атоìной энерãетики и опасных произ-
воäств, ìеäиöины. Работа конференöии, как обы÷но, запëанирована в форìе пëенарных и секöионных
засеäаний, äискуссий, посвященных актуаëüныì пробëеìаì и заäа÷аì в сфере робототехни÷еских среäств
безопасности.
Межäунароäная конференöия "ЭР-2014" открыта äëя всех жеëаþщих, а их орãанизатор — ЦНИИ РТК —

всеãäа раä новыì у÷астникаì и ãостяì.

Подробную информацию о конференции см. на сайте: http://er.rtc.ru/
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Оптимальное упpавление pазвоpотом самолета
по pазличным кpитеpиям

S. A. Kabanov, D. S. Kabanov

Optimal Control of Aircraft Banked Turn Using Various Criteria

Введение

Постpоение оптиìаëüноãо упpавëения с испоëü-
зованиеì ìетоäов ваpиаöионноãо ис÷исëения, пpин-
öипа ìаксиìуìа Л. С. Понтpяãина, äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования P. Беëëìана и äp. [1—4] связано
с pеøениеì äвухто÷е÷ной кpаевой заäа÷и и äëя не-
ëинейных систеì (в ÷астности, пpи упpавëении
pазвоpотоì саìоëета) тpебует высоких вы÷исëи-
теëüных затpат, пpепятствуþщих pеаëизаöии этих
ìетоäов в пpоöессе поëета. Это явëяется сущест-
венныì неäостаткоì кëасси÷еских ìетоäов синтеза
упpавëения. В pезуëüтате поëу÷ается пpоãpаììное
упpавëение, котоpое нужäается в уто÷нении пpи
изìенении паpаìетpов исхоäной систеìы и усëо-
вий ее функöиониpования. Дëя саìоëета пpеäпо÷-
титеëüныìи явëяþтся аëãоpитìы упpавëения с ìа-
ëыì объеìоì вы÷исëений, способные фоpìиpоватü
упpавëение на боpту в изìеняþщихся усëовиях по-
ëета. Это повыøает уpовенü безопасности поëета.
К такиì ìетоäаì упpавëения относится оптиìиза-
öия по функöионаëу Кpасовскоãо [4—7]. Зäесü за-
äание тpебований на коне÷ное состояние выпоë-
няется путеì поäбоpа соответствуþщей ÷асти кpи-
теpия ка÷ества и пpивоäит к коìпpоìиссноìу
pезуëüтату. В этоì ìетоäе вìесто äвухто÷е÷ной кpае-
вой заäа÷и pеøаþтся уже заäа÷и Коøи. Испоëüзо-
вание поäхоäа, изëоженноãо в pаботе [8], с pас-
сìотpениеì иеpаpхии кpитеpиев Кpасовскоãо по-
звоëиëо поëу÷итü эффективные в вы÷исëитеëüноì
отноøении аëãоpитìы упpавëения [9—15]. Они

своäятся к pеøениþ иеpаpхи÷еской äиффеpенöи-
аëüной иãpы. В упpощенноì ваpианте аëãоpитìа
пpовоäится посëеäоватеëüная оптиìизаöия с вы÷ис-
ëениеì упpавëений, ìиниìизиpуþщих соответст-
вуþщие кpитеpии в иеpаpхии. Еãо пpиìенение äëя
pазëи÷ных техни÷еских заäа÷ позвоëиëо поëу÷итü
высокуþ коне÷нуþ то÷ностü. Это pеøение ìожно
тpактоватü как оптиìизаöиþ по оäноìу кpитеpиþ
Кpасовскоãо пpи фиксиpованноì коне÷ноì зна÷е-
нии ÷асти коìпонент вектоpа состояния. Эти тpе-
бования соäеpжатся в кpитеpии пеpвоãо уpовня
иеpаpхии. Заäа÷у оптиìизаöии ìожно также pе-
øитü с поìощüþ аëãоpитìа с коppекöией паpаìет-
pов стpуктуpы упpавëения [16—19], поëу÷енной из
пpинöипа ìаксиìуìа.
В äанной статüе äается pеøение заäа÷и упpавëе-

ния pазвоpотоì саìоëета пpи наëи÷ии оãpани÷е-
ний на состояние и упpавëение с испоëüзованиеì
аëãоpитìов посëеäоватеëüной оптиìизаöии и с коp-
pекöией паpаìетpов стpуктуpы упpавëения.

1. Постановка задачи

Pассìотpиì заäа÷у упpавëения pазвоpотоì саìо-
ëета на заäанный уãоë куpса. Пpеäпоëожиì, ÷то вы-
поëняþтся сëеäуþщие усëовия: 1) боковая аэpоäи-
наìи÷еская сиëа, необхоäиìая äëя pазвоpота, соз-
äается кpеноì без скоëüжения; 2) изìенения уãëа
накëона тpаектоpии в пpоöессе ìаневpа невеëики;
3) скоpостü поëета не ìеняется v = const. В этоì

Исследуется задача оптимального упpавления по pазличным кpитеpиям на пpимеpе pазвоpота самолета. Pассматpиваются
алгоpитмы последовательной оптимизации упpавления по иеpаpхии из двух кpитеpиев и коppекции паpаметpов стpуктуpы
упpавления, вид котоpой опpеделяется из пpинципа максимума. Коppекция паpаметpов может пpоводиться из условия мини-
мума как функционала с дополнительной интегpальной частью, включающей затpаты на упpавление, с пpименением пpинципа
максимума, так и кpитеpия Кpасовского с использованием алгоpитма с пpогнозиpующей моделью.
Ключевые слова: пpинцип максимума, стpуктуpа упpавления, пpогнозиpующая модель

A problem of optimal control using various criteria in the case of an aircraft making a banked turn is considered. Algorithms of control
sequential optimization for two criteria hierarchy and correction of control structure parameters are investigated. The control’s structure
is obtained from the solution based on Pontryagin’s maximum principle. The correction of control structure parameters is optimized by
minimization either of the two functionals. The first one is a functional with an additional integral cost of control using maximum principle.
The second one is a Krasovsky’s criterion using the algorithm with a forecasting model.

Keywords: pontryagin’s maximum principle, control’s structure, forecasting model
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сëу÷ае сëожный пpоöесс pазвоpота саìоëета ìожно
описатü сëеäуþщиìи уpавненияìи [3, 5, 6]:

 = F(X, Y, t),  = u, (1)

x = (XтY)т, X = (ϕ γ ω)т, F = tgγ ω Mωω + Mδδ .

Зäесü X — вектоp состояния; Y — упpавëяþщее
возäействие (уãоë откëонения pуëей Y = δ); u —
упpавëение; Mω и M δ — пpоизвоäные аэpоäинаìи-
÷ескоãо ìоìента саìоëета по ω и γ соответственно,
отнесенные к еãо ìоìенту инеpöии относитеëüно
пpоäоëüной оси; g — ускоpение свобоäноãо паäе-
ния; v — скоpостü поëета; ω — уãëовая скоpостü;
ϕ — уãоë куpса; γ — уãоë кpена.
На÷аëüное поëожение саìоëета в ìоìент t0 = 0

известно: ϕ0 = γ0 = ω0 = δ0 = 0. Тpебуется pазвеp-
нутü саìоëет в коне÷ный ìоìент вpеìени tf (tf не-
известен) на заäанный уãоë ϕf пpи ìаëых зна÷е-
ниях γ, ω, δ. Оãpани÷ения на состояние и упpавëе-

ние иìеþт виä |γ| m γm, |ω| m ωm, |δ| m δm, | | m .
Такиì обpазоì, pассìатpивается наибоëее сëож-
ный сëу÷ай оäновpеìенной оптиìизаöии уãëовоãо
и тpаектоpноãо äвижений саìоëета.
Запиøеì уpавнения (1) в виäе

 = f(x, u, t), (2)

f (x, u, t) = f1(x, t) + f2(x, t)u,

f1 = tgγ  ω M ωω + M δδ 0 , f2 = (0 0 0 1)т. 

На упpавëение накëаäывается оãpани÷ение
u(t) ∈ U. Тpебуется ìиниìизиpоватü функöионаë

I = Vf (x, tf ) + Q(x, t)dt, (3)

ãäе Vf (x, tf ) = Δ ρΔxf, Δxf = x(tf ) – xf, ρ =

= diag(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4), xf — заäанный теpìинаëüный
вектоp состояния. Оãpани÷ения на вектоp состоя-
ния ìожно у÷естü посpеäствоì ввеäения в öеëевой
кpитеpий функöий øтpафа:

Q(x, t) = Q1(x, t) + Q2(x, t) + Q3(x, t),

Q1 = 

Q2 = 

Q3 = 

a1, a2, b1, b2, c1, c2 — äостато÷но боëüøие коэффи-

öиенты, соответствуþщие øтpафуеìыì пеpеìенныì
и хаpактеpизуþщие стpоãостü ãpаниö (поëаãаеì
a1 > 0, b1 > 0, c1 > 0; a2 = –a1, b2 = –b1, c2 = –c1).

Из пpинöипа ìаксиìуìа сëеäуþт канони÷еские
уpавнения [1, 3]

 = ,  = – , (4)

ãäе H = pтf (x, u, t) = pт[f1(x, t) + f2(x, t)u] =

= H1(x, p, t ) + H2(x, p, t)u — ãаìиëüтониан;

H1(x, p, t ) = pтf1(x, t), H2(x, p, t ) = pтf2(x, t), p —

n-ìеpный вектоp сопpяженных пеpеìенных (n = 5),
Hx = ∂H/∂x, Hp = ∂H/∂p, уpавнение äëя выбоpа

упpавëения

H(x, p, u0, t) = H(x, p, u, t), (5)

откуäа сëеäует

u = (6)

и усëовия тpансвеpсаëüности в ãpани÷ных то÷ках

δx + δt  = 0, (7)

из котоpых опpеäеëяþтся ãpани÷ные усëовия äëя
вектоpа состояния, сопpяженных пеpеìенных (за-

äа÷а со свобоäныì пpавыì конöоì) pт(tf ) =  и

H +  = 0 äëя нахожäения зна÷ения tf. Зäесü

uос — особое упpавëение [1, 3, 4].

До настоящеãо вpеìени нет унивеpсаëüноãо аëãо-
pитìа pеøения äвухто÷е÷ной кpаевой заäа÷и (3)—(6).
Основная тpуäностü зäесü связана не с объеìоì
вы÷исëений, а с необхоäиìостüþ выбоpа на÷аëü-
ноãо пpибëижения, обеспе÷иваþщеãо схоäиìостü
итеpаöионных пpоöеäуp нахожäения упpавëения.
Оäнако из попыток ÷исëенноãо pеøения пpеäстав-
ëенной основной заäа÷и оптиìизаöии ìожно вы-
явитü стpуктуpу оптиìаëüноãо упpавëения [2].

2. Алгоpитм последовательной оптимизации

Pассìотpиì упpощенный ваpиант аëãоpитìа по-
сëеäоватеëüной оптиìизаöии [6, 9] äëя заäа÷и упpав-
ëения pазвоpотоì саìоëета на заäанный уãоë куpса.
Дëя опpеäеëения коне÷ноãо ìоìента вpеìени tf äо-
бавиì к систеìе (1) уpавнение  = w. Тоãäа  = U,
Y0 = (Y т tf )

т, U = (u w)т — вектоp упpавëения.

X· Y·

g
v
-- ⎝
⎛

⎠
⎞ т

δ· δ·m

x·

g
v
-- ⎝
⎛

⎠
⎞ т

 
t0

tf

∫

xf
т

a1(γ – γm), γ > γm;
0, |γ| m γm;
a2(γ + γm), γ < –γm;

b1(ω – ωm),ω > ωm;
0, |ω| m ωm;
b2(ω + ωm),ω < –ωm;

c1(δ – δm), δ > δm;
0, |δ| m δm;
c2(δ + δm), δ < –δm;

x· Hp
т p· Hx

т

inf
u ∈ U

–umsignH2, H2 ≠ 0,
uос, H2 = 0

Vf∂
x∂

------ – pт⎝ ⎠
⎛ ⎞ H + 

Vf∂
t∂

------⎝ ⎠
⎛ ⎞

0 f,

Vf∂
x∂

------

Vf∂
t∂

------

t·f Y· 0
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В соответствии с этиì pассìатpивается иеpаp-
хия из äвух кpитеpиев оптиìаëüности

I1 = Vf1(Xf, Yf, tf ); (8)

I2 = Vf 2(Xf, Yf, tf ) +

+ Q(X, Y, t) + ( k–2U2 + k–2U2o) dt,

ãäе Vf1 = ρ1γ
2(tf), Vf 2 = ρ2(ϕ(tf) – ϕf)

2 + ρ3ω
2(tf) +

+ ρ4δ
2(tf ), Q = Q1 + Q2 + Q3 + Q4,

Q4 = , k–2 = diag( , ),

Q1, Q2, Q3 — функöии øтpафа, пpеäставëенные в
pазäеëе 1; d1, d2 — äостато÷но боëüøие коэффиöи-

енты (d1 > 0; d2 = –d1); , i = , kδ, kt — заäанные

коэффиöиенты. 
В аëãоpитìе посëеäоватеëüной оптиìизаöии

пpиниìается U = U1 + U2, ãäе U1 и U2 ìиниìизи-
pуþт кpитеpии I1 и I2 соответственно; U1o и U2o —
оптиìаëüные зна÷ения упpавëений U1 и U2 äëя
возäействия на систеìу.
В соответствии с аëãоpитìоì посëеäоватеëüной

оптиìизаöии на пеpвоì этапе опpеäеëяется упpав-
ëение u1o = Δδ (t), (t) — äеëüта-функöия Диpака;

U1o = (u1o 0)т. Веëи÷ина Δδ вы÷исëяется итеpаöи-
онныì путеì из pеøения систеìы (1) пpи усëовии,

÷то  = 0 и обеспе÷ивается ìиниìуì кpитеpия I1
в (2). Тоãäа упpавëение u1o = 0 пpи уãëе откëонения

pуëей δ1 = δ(t) + Δδ обеспе÷ивает I1.

На втоpоì этапе запиøеì ãаìиëüтониан систеìы

H2 = H2m + pδu2 + ptw +

+ (  + )  + (w2 + ) ,

H2m = F + Q + pδu1o.

Зäесü p = (  )т, pX = (pϕ pγ pω)т, pY = (pδ pt)
т;

H2m — ãаìиëüтониан ìоäеëи систеìы пpи U2 =

= U2o = 0, U2 = (u2 w)т. Pавенство H2m = H2 обеспе-
÷ивается не тоëüко пpи U2 = U2o = 0, но и пpи оп-

тиìаëüных упpавëениях u2o = – pδ, wo = – pt,

опpеäеëяеìых из усëовий ìиниìуìа ãаìиëüтониана.
С у÷етоì øтpафной функöии поëу÷иì Uo = U1o +

+ U2o + Us, Us = [– (∂Q4/∂u) 0]т. Потpебные äëя

вы÷исëения упpавëений зна÷ения вектоpа сопpя-
женных пеpеìенных pY = (pδ pt)

т ìожно найти из
систеìы канони÷еских уpавнений пpоãнозиpуþ-
щей ìоäеëи пpи U2 = 0, поëу÷енной äиффеpенöи-
pованиеì функöии H2m по p и x:

 = F(X, Y, t),  = U1o; (9)

(10)

В поэëеìентноì виäе систеìа (9), (10) пpеä-
ставëяется сëеäуþщиì обpазоì:

 = tgγ;  = ω;  = M ωω + M δδ;  = u1o;  = 0; 

 = 0;  = –pϕ  – ;

 = –pγ – pωM
ω – ;  = –pωM

δ – ;

pϕ(tf ) = ρ2(ϕ(tf ) – ϕf); pγ(tf ) = 0;
pω(tf ) = ρ3ω(tf ); pδ(tf ) = ρ4δ(tf ).

Моìент вpеìени tf нахоäится из уpавнения [1, 6]

pt(t) = H2m[x(tf ), p(tf ), U(tf ), tf] +  = 0. (11)

Это уpавнение ìожно pеøитü аëãоpитìи÷ески с

поìощüþ соотноøения  = w = – pt(t), поëу÷ен-

ноãо выøе. По завеpøении пеpехоäноãо пpоöесса
tf (t) иìееì w = 0, ÷то соответствует уpавнениþ (11).
Такиì обpазоì, упpавëение U2o = (u2o wo)

т нахо-
äится с у÷етоì U1o, поëу÷енноãо на пеpвоì этапе.
Аëãоpитì упpавëения вкëþ÷ает в себя выпоëне-

ние сëеäуþщих опеpаöий:
1) паpаìетp Δδ выбиpается из усëовия Vf1 = 0.

Необхоäиìые äëя вы÷исëения Vf1 зна÷ения вектоpа
состояния x(tf) опpеäеëяþтся интеãpиpованиеì уpав-
нений систеìы (9) с U1o = 0, δ1(t) = δ(t) + Δδ в пpя-
ìоì вpеìени от t äо tf. Поëу÷енные зна÷ения x(t),
соответствуþщие выбpанноìу δ1, запоìинаþтся;

2) ãpани÷ные усëовия äëя сопpяженных пеpе-
ìенных pX(tf ) опpеäеëяþтся из соотноøений (10).
Вектоp pY(t) вы÷исëяется путеì ÷исëенноãо интеã-
pиpования уpавнений (10) в обpатноì вpеìени от
tf äо t с испоëüзованиеì запоìненных зна÷ений
x(t) (иëи, пpи оãpани÷енной паìяти боpтовоãо вы-
÷исëитеëя, без запоìинания x(t) интеãpиpуþтся
уpавнения (9), (10) на тоì же интеpваëе);

3) вы÷исëяþтся упpавëения U2o, Uo на сëеäуþ-
щий øаã упpавëения;
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4) интеãpиpуется исхоäная систеìа (1) в пpяìоì
вpеìени с постоянныì упpавëениеì Uo на о÷еpеä-
ноì øаãе упpавëения.
Даëее пpоöесс вы÷исëений повтоpяется äëя

сëеäуþщеãо øаãа.
Интеãpиpование уpавнений (9), (10) в пpяìоì и

обpатноì вpеìени ìожет пpовоäитüся в ускоpен-
ноì ìасøтабе (напpиìеp, pавноì 10) äëя уìенü-
øения вы÷исëитеëüных затpат.

Pассìотpиì пpиìеp pеøения заäа÷и упpавëе-
ния pазвоpотоì ãипотети÷ескоãо саìоëета пpи на-
ëи÷ии оãpани÷ений на состояние по аëãоpитìу по-
сëеäоватеëüной оптиìизаöии. В этоì сëу÷ае паpа-
ìетp Δδ выбиpается из усëовия Vf1 = 0 (γ(tf ) = 0) с
испоëüзованиеì анаëити÷ескоãо pеøения ëиней-
ных втоpоãо и тpетüеãо уpавнений исхоäной систе-
ìы пpи δ1 = const в виäе

Δδ =  – δt.

Зäесü γt = γ(t), ωt = ω(t), δt = δ(t). Заäаäиì на-
÷аëüные усëовия и паpаìетpы исхоäной систеìы:
ϕ(t0) = 0, γ(t0) = 0, ω(t0) = 0, δ(t0) = 0; tf (t0) = 10 с,

g=9,81ì/с2, v = 288 ì/с, Mω =–1,8 с, Mδ =–22,9 с–2,

γm = 1,4, ωm = 0,87 с–1, δm = 0,2,  = 0,4 с–1.
Выбеpеì паpаìетpы кpитеpия ка÷ества: ρ2 = 4000,

ρ3 = 0,01 с2, ρ4 = 0,1,  = 0,0001 с,  = 1 с–1. 

Pезуëüтаты pеøения заäа÷и пpи ϕf = 1,0 и øаãе
интеãpиpования Δt = 0,01 с сëеäуþщие: ϕ(tf) = 1,000,

γ(tf) = –0,71•10–3, tf (tf) = 9,94 с. Зäесü γ(t) äостиãает
ìаксиìаëüноãо зна÷ения 1,55. Пpи у÷ете оãpани÷е-
ний по γ (a1 = –a2 = 2•105) и ω (b1 = –b2 = 1•109) пpи

 = 0,7•10–3 с,  = 0,1 с–1 поëу÷ено: ϕ(tf) = 0,945,

γ(tf ) = –0,317•10–2, tf (tf ) = 10,0 с. В этоì сëу÷ае

пpиøëосü изìенитü зна÷ения коэффиöиентов ,

 äëя сìяã÷ения pезких изìенений упpавëения на

у÷астках сpабатывания функöий øтpафа (γ(t) не
пpевыøает ввеäенноãо оãpани÷ения 1,4). Теpìи-
наëüная то÷ностü по уãëу γ на нескоëüко поpяäков
выøе то÷ности по остаëüныì пеpеìенныì состоя-
ния, ÷то соответствует пpинятой иеpаpхии öеëевых
функöионаëов. Пpи tf (t0) = 5 с, тех же зна÷ениях

весовых коэффиöиентов  (i = ),  = 0,001 с,

 = 0,1 с–1 ìоäеëиpованиеì поëу÷ено пpи a1 = a2 =

= b1 = b2 = 0: ϕ(tf ) = 1,0, γ(tf ) = –0,563•10–2,
tf (tf ) = 4,98 с (γ(t) äостиãает зна÷ения 1,55); пpи

a1 = –a2 = 2•104 и b1 = –b2 = 5•104: ϕ(tf ) = 0,512,

γ(tf ) = 0,038 (γ(t) äостиãает зна÷ения 1,44). Зäесü за
5 с затpуäнитеëüно обеспе÷итü заäанные теpìи-
наëüные усëовия, не наpуøив оãpани÷ений.
Анаëоãи÷ные pезуëüтаты ìоäеëиpования пpи оп-

тиìизаöии упpавëения по оäноìу кpитеpиþ Кpа-
совскоãо [4], объеäиняþщеãо тpебования к систеìе,
отpаженные в кpитеpиях (8), пpивоäят к коìпpо-
ìиссноìу pезуëüтату по то÷ности пpивеäения по
уãëаì ϕ и γ. Напpиìеp, пpи tf (t0) = 10 с и зна÷ениях

паpаìетpов кpитеpия ρ1 = 5, ρ2 = 100, ρ3 = 0,01 с2,

ρ4 = 0,1,  = 1•10–5 с,  = 1•10–4 с–1 в этоì сëу÷ае

поëу÷ено: ϕ(tf ) = 0,995, γ(tf ) = 1,56. Пpи ввеäении

функöии øтpафа (a1 = –a2 = 2•103 и b1 = –b2 =

= 1•104) и тех же зна÷ениях весовых коэффиöи-

ентов  (i = ), ,  поëу÷ено: ϕ(tf ) = 0,374,

γ(tf ) = 1,40.

3. Оптимизация pазвоpота самолета
с коppекцией паpаметpов стpуктуpы упpавления

Дëя тоãо ÷тобы обеспе÷итü pеøение основной
заäа÷и оптиìизаöии из pазäеëа 1, pассìотpиì сëе-
äуþщуþ вспоìоãатеëüнуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
упpавëения. В общеì сëу÷ае ìожно pассìотpетü
стpуктуpу упpавëения, зависящуþ от некотоpых
паpаìетpов, в виäе 

u = u(G, t), 

ãäе G — вектоp pазìеpности r, состоящий из паpа-
ìетpов (коэффиöиенты, ìоìенты пеpекëþ÷ения
упpавëения, уpовни оãpани÷ения сиãнаëов) стpук-
туpы [4].
Пpеäпоëожиì, ÷то в pезуëüтате pассìотpения

основной заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения опpе-
äеëена стpуктуpа упpавëения и сфоpìиpован век-
тоp G = t, ãäе t — вектоp ìоìентов вpеìени пеpе-
кëþ÷ения упpавëения. Пpеäставиì упpавëение
систеìой (1) в виäе [16]

u(t) = u1(t) + Δuт(t)l(t, t), (12)

ãäе Δuт = (Δu1 Δu2 ... Δur), l
т(t, t) = [l (t, τ1) l (t, τ2) ...

l(t, τr)], Δui(t) = –ui(t) + ui + 1(t); u(t) = u1(t) пpи t < τ1.

Зäесü i = , i — ноìеp у÷астка стpуктуpы упpав-
ëения (сëева напpаво по øкаëе вpеìени); r — ÷исëо
пеpекëþ÷ений упpавëения в стpуктуpе; ui и ui + 1 —
упpавëения на пpеäыäущеì и посëеäуþщеì у÷астках
этой стpуктуpы относитеëüно τi соответственно,
а l (t, τi) — функöии виäа

l (t, τi) =  + arctg(c(t – τi)),

ãäе c — коэффиöиент, пpи неоãpани÷енноì воз-
pастании котоpоãо функöия l (t, τi) пpибëижается к
еäини÷ной функöии [5].
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К систеìе (1) äобавиì уpавнения

 = w, (13)

ãäе w — вектоp новых пеpеìенных, пpиниìаеìых
за äопоëнитеëüные упpавëения.
В ка÷естве кpитеpия оптиìаëüности ìожно вы-

бpатü как функöионаë

I = Vf (x, tf ) + Q(x, t) + wтk–2w dt, (14)

ãäе k–2 — ìатpиöа весовых коэффиöиентов, так и
функöионаë обобщенной pаботы [4—7, 16—19]

I = Vf (x, tf ) +

+ Q(x, t) + (wтk–2w + k–2wo) dt. (15)

Зäесü Vf  = ρ1(ϕ(tf ) – ϕf)
2 + ρ2γ

2(tf ) +

+ ρ3ω
2(tf ) + ρ4δ

2(tf ). Иссëеäования показаëи

[15, 17—20], ÷то испоëüзование функöионаëа обоб-
щенной pаботы (15) по сpавнениþ с кpитеpиеì
(14) пpивоäит к существенно боëее пpостыì в pеа-
ëизаöии аëãоpитìаì с пpоãнозиpуþщей ìоäеëüþ.
Поэтоìу pассìотpиì этот öеëевой функöионаë.
Как известно [4], пpи w = wo (wo — оптиìаëüное

зна÷ение w) ãаìиëüтониан Hb вспоìоãатеëüной за-
äа÷и оптиìизаöии

Hb = fb =

= H(x, p, u, t) + w + wтk–2w + k–2wo

pавен ãаìиëüтониану пpоãнозиpуþщей ìоäеëи пpи
w = 0

HM = H(x, p, u, t),

совпаäаþщеãо с ãаìиëüтонианоì основной заäа÷и.

Зäесü  = (fт wт).

Из усëовия ∂Hb/∂w = 0 иìееì

wo = –k2pt. (16)

Вектоp pt(t) нахоäится из äвух заäа÷ Коøи äëя
уpавнений пpоãнозиpуþщей ìоäеëи со стpуктуpой
упpавëения (12):

 = f (x, u, t), x(t0) = x0; (17)

 = 0, t(t0) = t0;

 = –(∂H/∂x)т, p(tf ) = (∂Vf /∂x)т; (18)

 = –(∂H/∂t)т, pt(tf ) = 0,

ãäе

(∂Hb/∂t)т = (∂Hb/∂u)т =

=  = p = dт(t, t)Δu p;

fu = ∂f/∂u = f2; ut = ∂u/∂t = Δuтd(t, t);

∂u/∂ti = Δuiδ(t, ti);

dт(t, t) = [δ(t, τ1) δ(t, τ2 ... δ(t, τr)];

δ(t, τi) =  = – .

Пpи на÷аëüных усëовиях x(t0) = x0 pеøается за-
äа÷а Коøи äëя систеìы (17) на интеpваëе [t0, tf]
и опpеäеëяþтся коне÷ные зна÷ения вектоpа со-
стояния. Затеì вы÷исëяþтся ãpани÷ные усëовия
pт(tf) = ∂Vf/∂x. Даëее pеøается заäа÷а Коøи äëя сис-
теìы (17), (18) и нахоäятся зна÷ения pt(t), необхо-
äиìые äëя вы÷исëения упpавëения (16) äëя систе-
ìы (1), (12), (13). В äанноì сëу÷ае (t) = (τi).

По завеpøении пеpехоäных пpоöессов t(t) иìееì

Hb(x, p, u, w, t) = H(x, p, u, t).

Pеøение по кpитеpиþ Кpасовскоãо ìожно со-
поставитü с pеøениеì (по кpитеpиþ (14)) äвухто-
÷е÷ной кpаевой заäа÷и ìетоäоì Нüþтона пpи вкëþ-
÷ении τ0 в паpаìетpы функöии невязки. В пеpвоì
сëу÷ае аëãоpитì с пpоãнозиpуþщей ìоäеëüþ обес-
пе÷ивает пеpехоäной пpоöесс t(t) с выхоäоì на оп-
тиìаëüное зна÷ение topt, во втоpоì — это зна÷ение
τopt вы÷исëяется по pеккуpентой фоpìуëе с ис-
поëüзованиеì ìатpиöы Якоби.
Дëя äанной заäа÷и уpавнения (16), (17) пpиìут виä

 = tgγ,  = ω,  = M ωω + M δδ,  = u,

 = 0,  = 0,

 = 0,  = –pϕ  – ,

 = –pγ – pωM
ω – ,  = –pωM

δ – ,

 = –pδΔu2 (τ2, t),  = –pδΔu4 (τ4, t),

pϕ(tf ) = ρ2(ϕ(tf ) – ϕf), pγ(tf ) = ρ1γ(tf ),
pω(tf ) = ρ3ω(tf ), pδ(tf ) = ρ4δ(tf ),

pτ2(tf ) = 0, pτ4(tf ) = 0.

Моìент вpеìени tf нахоäится из уpавнения [1, 6]
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ãäе

pt(t) = pϕ tgγ + pγω + pω(M ωω + M δδ) .

Зäесü стpуктуpа упpавëения пpинята в виäе (12),

ãäе пpи ϕf > 0: u1(t) = – , Δu1 = , Δu2 = ,

Δu3 = –  + uос, Δu4 = –uос + , Δu5 = – ,

Δu6 = – , пpи÷еì ìоìенты пеpекëþ÷ения с но-
ìеpаìи 1, 3, 5, 6 вы÷исëяþтся с у÷етоì пpинятых

оãpани÷ений на δ и  в виäе τ1 = δm/  = 0,5 с,
τ3 = τ2 + τ1, τ5 = τ4 + τ1, τ6 = tf – τ1. Особое упpав-

ëение uос = –M ω(M ωω + M δδ)/M δ (опpеäеëяëосü

из усëовия Hu = 0). Такиì обpазоì, упpавëяе-

ìые пеpекëþ÷ения опpеäеëяþт äëитеëüности 1-ãо
и 2-ãо у÷астков с пpеäеëüныìи зна÷енияìи уãëов
откëонения pуëей и äëитеëüностü у÷астка с особыì
упpавëениеì. Тоãäа уpавнение (13) иìеет виä:  = w1,

 = w2,  = wt. Дëя пpинятых в pазäеëе 3 на÷аëüных

и коне÷ных усëовий и пpи ρ1 = 1, ρ2 = 10, ρ3 = 1 с2,

ρ4 = 1, = 1•10–3 с,  = 0,1 с,  = 1•10–3 с–1,

τ2(t0) = 0,8 с, τ4(t0) = 1,7 с, tf(t0) = 3,0 с pезуëüтаты ìо-
äеëиpования иìеþт виä: ϕ(tf) = 0,991, γ(tf) = –0,0498,
τ2(tf ) = 0,755 с, τ4(tf ) = 1,58 с, tf (tf ) = 3,01 с. 

Как виäно, pассìотpенный аëãоpитì позвоëяет
осуществитü pазвоpот саìоëета за ìенüøее вpеìя
по сpавнениþ с аëãоpитìоì посëеäоватеëüной оп-
тиìизаöии. Оäнако аëãоpитì посëеäоватеëüной
оптиìизаöии существенно боëее устой÷ив к изìе-
нениþ ãpани÷ных усëовий, поскоëüку аëãоpитì с
коppекöией паpаìетpов стpуктуpы упpавëения,
ìаксиìаëüно испоëüзуя пpеäеëüные возìожности
упpавëения, боëее ÷увствитеëен к заäаниþ на÷аëü-
ных зна÷ений этих паpаìетpов. Аëãоpитì коppекöии
паpаìетpов стpуктуpы упpавëения ìожет сëужитü
как основныì сpеäствоì äëя поëу÷ения оптиìаëü-
ноãо по кpитеpиþ Кpасовскоãо (15) упpавëения
pазвоpотоì саìоëета, так и вспоìоãатеëüныì —
äëя нахожäения на÷аëüных зна÷ений сопpяжен-
ных пеpеìенных пpи pеøении äвухто÷е÷ной кpае-
вой заäа÷и пpинöипа ìаксиìуìа с кpитеpиеì (14)
ìетоäоì Нüþтона [17—20].

Заключение

Пpивеäено pеøение заäа÷и упpавëения pазвоpо-
тоì саìоëета пpи наëи÷ии оãpани÷ений на состоя-
ние с испоëüзованиеì аëãоpитìов посëеäоватеëü-
ной оптиìизаöии по иеpаpхии из äвух кpитеpиев и
с коppекöией паpаìетpов стpуктуpы упpавëения.
Pезуëüтаты ÷исëенноãо pеøения показаëи, ÷то pас-
сìотpенные аëãоpитìы позвоëяþт обеспе÷итü вы-

сокуþ коне÷нуþ то÷ностü по уãëу pазвоpота. Пpи
этоì вы÷исëитеëüные затpаты на упpавëение сpав-
нитеëüно невеëики, ÷то äопускает pеаëизаöиþ аëãо-
pитìов в pеаëüноì вpеìени. Пpеäставëенные аëãо-
pитìы относятся к эффективныì инстpуìентаì äëя
вы÷исëения оптиìаëüноãо упpавëения в неëиней-
ных äинаìи÷еских систеìах. Они ìоãут бытü ис-
поëüзованы äëя упpавëения саìоëетоì на pазëи÷-
ных у÷астках öеëенапpавëенноãо ìаневpиpования.
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Обеспечение функциональной устойчивости системы стабилизации 
и оpиентации малогабаpитного автономного летающего изделия
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Ensuring the Functional Stability of the Stabilization and Orientation 
System for Small-Sized Autonomous Flying Object

Введение

Успеøностü öеëевоãо пpиìенения ìаëоãаба-
pитноãо автоноìноãо ëетаþщеãо изäеëия (МАЛИ)
во ìноãоì опpеäеëяется ка÷ествоì pаботы еãо сис-
теì как в ноìинаëüных (øтатных) усëовиях pабо-
ты, так и пpи наëи÷ии аноìаëüных (неøтатных)
ситуаöий [1—3]. Способностü систеìы выпоëнятü
тpебуеìые функöии в те÷ение заäанноãо вpеìени
с äопустиìыì ка÷ествоì пpи наëи÷ии неøтатных
ситуаöий называþт функциональной устойчивостью
[4—6].
Обеспе÷ение функöионаëüной устой÷ивости

пеpспективных МАЛИ опpеäеëяется в пеpвуþ о÷е-
pеäü теì, ÷то в их аэpоäинаìи÷еской коìпоновке
äëя созäания поäъеìной сиëы и эффективных
упpавëяþщих аэpоäинаìи÷еских ìоìентов испоëü-
зуþт как известные аэpоäинаìи÷еские эффекты
[7—8], так и ìаëо изу÷енные [9—11], а в систеìе
стабиëизаöии и оpиентаöии (ССО) пpиìеняþтся
ìаëоãабаpитные эëеìенты с нестабиëüныìи паpа-
ìетpаìи. Со÷етание этих фактоpов, с оäной стоpо-
ны, упpощает констpукöиþ МАЛИ и позвоëяет
повыситü ìаневpенностü, а с äpуãой — поpожäает
необхоäиìостü pазpаботки ìоäеëей и ìетоäов
обеспе÷ения функöионаëüной устой÷ивости ССО
МАЛИ. Функöионаëüная устой÷ивостü ССО МАЛИ,
в пеpвуþ о÷еpеäü, позвоëяет поëу÷атü äостовеpнуþ
инфоpìаöиþ пpи пpовеäении ëетных испытаний
äëя pеøения заäа÷ иäентификаöии аэpоäинаìи÷е-
ских хаpактеpистик МАЛИ, а также, в посëеäуþ-
щеì, успеøно выпоëнятü öеëевуþ заäа÷у МАЛИ.
Иìенно поэтоìу обеспе÷ение функöионаëüной
устой÷ивости систеì стабиëизаöии и оpиентаöии
МАЛИ в усëовиях неопpеäеëенности, обусëовëенных

наëи÷иеì pазëи÷ных ìаëоизу÷енных аэpоäинаìи-
÷еских эффектов и pазëи÷ныìи виäаìи отказов,
явëяется актуаëüной нау÷но-пpикëаäной заäа÷ей.

Постановка задачи

На всех pежиìах от взëета äо посаäки упpавëе-
ние поëетоì МАЛИ осуществëяется автоìати÷е-
ской систеìой упpавëения, составной ÷астüþ ко-
тоpой явëяется ССО. Пpиìенение совpеìенных
МАЛИ в закpытых пpостpанствах (поìещениях),
ãäе высока веpоятностü стоëкновения коpпуса
МАЛИ с пpепятствияìи, а также ввеäение в стpук-
туpу ССО эëеìентов с нестабиëüныìи паpаìетpа-
ìи опpеäеëяþт необхоäиìостü pеøения заäа÷и
опеpативноãо восстановëения pаботоспособности
ССО pаспоëаãаеìыìи боpтовыìи аппаpатно-пpо-
ãpаììныìи сpеäстваìи в pежиìе pеаëüноãо вpеìе-
ни в öеëях обеспе÷ения выпоëнения öеëевой заäа-
÷и беспиëотныì коìпëексоì.
В pаìках сфоpìиpовавøеãося напpавëения обес-

пе÷ения отказоустой÷ивости сëожных систеì функ-
öионаëüная устой÷ивостü ССО äостиãается ввеäе-
ниеì в ее состав избыто÷ных стpуктуpных эëеìен-
тов. Пеpспективные МАЛИ из-за оãpани÷енности
ãабаpитных pазìеpов обоpуäуþтся ìаëоãабаpитныìи
эëеìентаìи, ÷исëо котоpых ìожет бытü неоãpани-
÷енно, но увеëи÷ение ÷исëа потенöиаëüных потpе-
битеëей пpивоäит к повыøениþ весовых и энеpãе-
ти÷еских затpат, а также к неопpавäанноìу усëож-
нениþ аëãоpитìи÷еской обpаботки избыто÷ной
инфоpìаöии и увеëи÷ениþ вpеìенноãо интеpваëа
на фоpìиpование упpавëения. Иìенно это опpеäе-
ëяет необхоäиìостü поиска пpостых и эффектив-
ных путей обеспе÷ения функöионаëüной устой÷и-

Пpедставлен один из возможных ваpиантов pешения научно-пpикладной задачи обеспечения функциональной устойчивости
систем стабилизации и оpиентации малогабаpитных летательных аппаpатов.
Ключевые слова: малогабаpитный летательный аппаpат, акселеpометp, датчик угловых скоpостей, доэволютивные ско-

pости, отказ

One of the possible solutions to scientific and applied task of providing the functional stability of stabilization and orientation systems
for the small aircraft is proposed.

Keywords: small-sized aircraft, accelerometer, angular rate sensor, before control speed, failure



Мехатроника, автоматизация, управление, № 5, 2014 55

вости ССО МАЛИ, пpиеìëеìых äëя усëовий пpи-
ìенения в закpытых и откpытых пpостpанствах.

Состав функционально устойчивой ССО МАЛИ

Схеìа, отpажаþщая стpуктуpу функöионаëüно
устой÷ивой ССО МАЛИ, а также взаиìосвязи эëе-
ìентов объекта автоìати÷ескоãо упpавëения (ОАУ)
и бëоков äиаãностиpования и восстановëения, изо-
бpажена на pис. 1.
Вектоp сиãнаëов упpавëения u с устpойства ав-

тоìати÷ескоãо упpавëения (УАУ) поступает на бëок
сеpвопpивоäа (БСП), котоpый откëоняет оpãан

упpавëения на уãоë (t), ÷то обеспе÷ивает созäа-

ние аэpоäинаìи÷еских сиë и ìоìентов, пpиëоженных

к МАЛИ. Уãëовые скоpости вpащения (t) и

уãëы поëожения (t) ∈ {ϑ(t), γ(t), ψ(t)} МАЛИ

опpеäеëяþтся с поìощüþ бëока изìеpений (БИ),
пpеäставëяþщеãо собой беспëатфоpìеннуþ инеp-
öиаëüнуþ навиãаöионнуþ систеìу, и испоëüзуþтся
в äаëüнейøеì äëя нахожäения паpаìетpов äвиже-
ния öентpа ìасс МАЛИ и уãëо-
вых паpаìетpов äвижения от-
носитеëüно öентpа ìасс. На
функöионаëüные эëеìенты ОАУ
в пpоöессе еãо функöиониpова-
ния возäействуþт внеøние

возìущения fi, i = , а также
отказы pазëи÷ных виäов из ìно-
жеств DБСП, DБИНС и DМАЛИ,
пpивоäящие к ìноãо÷исëен-
ныì неøтатныì ситуаöияì в
пpоöессе поëета. На основе
сиãнаëов упpавëения, а также
äоступных изìеpенных сиãнаëов
с БСП (uБСП) и БИНС (uБИНС)
бëок äиаãностиpования pеøает
заäа÷и äиаãностиpования ОАУ
и выpабатывает сиãнаëы, хаpак-
теpизуþщие ìоìент обнаpуже-

ния отказа , еãо пpинаäëеж-

ностü опpеäеëенноìу ìесту ,

кëассу  и виäу . Поëу÷ен-

ные зна÷ения пеpеäаþтся в бëок
восстановëения, котоpый осу-
ществëяет выбоp сpеäства па-
pиpования обнаpуженноãо ви-
äа отказа и фоpìиpует соответ-

ствуþщие сиãнаëы uвi, i = ,
на УАУ и функöионаëüные эëе-
ìенты ОАУ в öеëях восстанов-
ëения еãо pаботоспособности.

Дëя упpавëения уãëовыì äвижениеì МАЛИ не-
обхоäиìо созäаватü упpавëяþщие сиëы и ìоìенты
путеì откëонения аэpоäинаìи÷еских повеpхно-
стей по опpеäеëенноìу закону. Откëонение pуëей
МАЛИ pеаëизуþт с поìощüþ эëектpи÷еских пpи-
воäов. Констpукöия сеpвопpивоäов (СП) позвоëя-
ет отсëеживатü упpавëяþщие возäействия, но не
позвоëяет контpоëиpоватü отpаботку этоãо упpав-
ëения. Дëя устpанения этоãо неäостатка в СП вве-
äены äва äопоëнитеëüных потенöиоìетpа (pис. 2).
На ìикpоконтpоëëеpный вы÷исëитеëü (МК) по-

ступает сиãнаë упpавëения u, связанный функöио-
наëüной зависиìостüþ с уãëовой скоpостüþ вpаще-
ния МАЛИ. На основе этоãо сиãнаëа, а также сиã-
наëа uБСП МК фоpìиpует сиãнаë упpавëения uk.
Упpавëение СП постpоено такиì обpазоì, ÷то за-
висиìостü ìежäу вхоäныì и выхоäныì сиãнаëаìи
ëинейна.
Дëя обеспе÷ения пpостpанственной упpавëяе-

ìости МАЛИ äаже в сëу÷ае поëноãо отказа пpоиз-
воëüноãо СП иëи äат÷ика БИ необхоäиìо испоëü-
зоватü избыто÷ные схеìы установки этих эëеìен-
тов, а это тpебует pеøения заäа÷и выбоpа схеìы и
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Pис. 2. Упpавление сеpвопpиводом с двумя потенциометpами (П1 и П2)

Pис. 1. Функционально устойчивая ССО МАЛИ
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опpеäеëения установки эëеìентов, котоpые наи-
ëу÷øиì обpазоì позвоëяþт испоëüзоватü стpук-
туpнуþ избыто÷ностü äëя обеспе÷ения функöио-
наëüной устой÷ивости ССО МАЛИ.

Компоновка МАЛИ с избыточными 
аэpодинамическими повеpхностями

Пpи созäании МАЛИ актуаëüныì явëяется во-
пpос выбоpа способа созäания поäъеìной сиëы и
потока, оãибаþщеãо оpãаны упpавëения. Pеøение
этоãо вопpоса опpеäеëяет констpукöиþ МАЛИ,
а в посëеäуþщеì и законы упpавëения оpиентаöией
и стабиëизаöией коpпуса МАЛИ. Дëя поäобных
аппаpатов пpиìениìы способы созäания поäъеì-
ной сиëы, котоpые основываþтся на пpиìенении
несущеãо винта с иìпеëëеpоì (защищенный несу-
щий винт). Отìетиì, ÷то такой поäхоä к фоpìи-
pованиþ поäъеìной сиëы пpиеìëеì и пpи pеаëиза-
öии ìаëоизу÷енных аэpоäинаìи÷еских эффектов,
напpиìеp эффекта Коанäа [10].
Тpебования к коìпоновке и ÷исëу упpавëяþщих

аэpоäинаìи÷еских повеpхностей во ìноãоì опpе-
äеëяþтся ìножествоì зна÷ений упpавëяþщих ìо-
ìентов |Mу(t)| l Mу.т, котоpые необхоäиìо фоpìи-
pоватü äëя пеpевоäа МАЛИ из пpоизвоëüноãо на-
÷аëüноãо состояния x0 ∈ R n в тpебуеìое x(t) ∈ G1
с опpеäеëенныìи показатеëяìи ка÷ества в те÷ение
оãpани÷енноãо вpеìенноãо интеpваëа t (Mу.т — тpе-
буеìые зна÷ения упpавëяþщих ìоìентов, а Mу —
созäаваеìые аэpоäинаìи÷еские ìоìенты). Такиì
обpазоì, изìенение вектоpа Mу(t) в указанной об-
ëасти, в соответствии с pеаëизуеìыìи в ССО МАЛИ
законаìи упpавëения, äоëжно обеспе÷иватü тpе-
буеìое упpавëение паpаìетpаìи äвижения аппаpата.
О÷евиäно, ÷то независиìо от ÷исëа и коìпоновки
аэpоäинаìи÷еских упpавëяþщих повеpхностей
МАЛИ необхоäиìо обеспе÷итü выпоëнение усëо-
вия Mу.т ⊂ Mу(t). Выпоëнение сфоpìиpованноãо
усëовия позвоëит утвеpжäатü в пеpвоì пpибëиже-
нии, ÷то зна÷ение суììаpноãо упpавëяþщеãо ìо-
ìента Mу обеспе÷ит изìенение оpиентаöии коpпуса
МАЛИ с тpебуеìыìи уãëовыìи паpаìетpаìи в тpе-
буеìоì напpавëении. Такиì обpазоì, пpи выбоpе
коìпоновки МАЛИ необхоäиìо выбиpатü паpа-
ìетpы и pаспоëаãатü аэpоäинаìи÷еские повеpхности
такиì обpазоì, ÷тобы äëя обëасти äействитеëüных
зна÷ений pезуëüтиpуþщеãо аэpоäинаìи÷ескоãо
ìоìента выпоëняëосü усëовие

Mу.т ⊂ Mу. (1)

Постpоение обëасти ìножества созäаваеìых
оpãанаìи упpавëения зна÷ений упpавëяþщих ìо-
ìентов пpеäставëяет собой боëее сëожнуþ заäа÷у.
От ÷исëа и pаспоëожения повеpхностей относи-
теëüно осей инеpöии МАЛИ зависит фоpìа обëасти
упpавëения. Выбиpая эти паpаìетpы, ìожно по-
ëу÷итü наибоëее соответствуþщуþ иìеþщиìся

ìоìентаì инеpöии обëастü упpавëения как пpи pа-
ботоспособных, так и пpи неpаботоспособных оp-
ãанах упpавëения. Пpи этоì они äоëжны обеспе-
÷иватü фоpìиpование пpоекöий упpавëяþщих ìо-
ìентов на оси связанной систеìы кооpäинат.
Поëная упpавëяеìостü МАЛИ äостиãается пpи

наëи÷ии всех тpех пpоекöий. Кpоìе тоãо, о÷евиäен
тот факт, ÷то наëи÷ие пpоекöий упpавëяþщеãо ìо-
ìента на ëþбые äве оси связанной систеìы кооp-
äинат не обеспе÷ивает поëнуþ пpостpанственнуþ
упpавëяеìостü МАЛИ. Иныìи сëоваìи, äëя обес-
пе÷ения поëной упpавëяеìости МАЛИ пpи отка-
зах (потеpях) аэpоäинаìи÷еских повеpхностей не-
обхоäиìо pаспоëаãатü äопоëнитеëüныìи оpãанаìи
упpавëения, пpи этоì остается откpытыì вопpос
о ваpиантах их pаспоëожения. Дëя ответа на этот
вопpос сфоpìиpуеì кpитеpии pаспоëожения äо-
поëнитеëüных аэpоäинаìи÷еских повеpхностей.
Пpеäпоëаãаеì пpи этоì, ÷то объект не иìеет су-
щественных пеpекpестных аэpоäинаìи÷еских свя-
зей, ÷то впоëне äопустиìо äëя pассìатpиваеìых
аппаpатов.
Совокупностü аэpоäинаìи÷еских повеpхностей

МАЛИ äоëжна позвоëятü фоpìиpоватü вектоp
упpавëяþщеãо ìоìента М*, пpоеöиpуеìый на все
оси связанной систеìы кооpäинат. Обозна÷иì mi
(i = 1, 2, ..., n) еäини÷ный вектоp, паpаëëеëüный
вектоpу упpавëения i-й коìпоновки. За на÷аëо
всех вектоpов mi выбеpеì то÷ку O — на÷аëо связан-
ной систеìы кооpäинат. Совокупностü вектоpов mi
опpеäеëяет коìпоновку упpавëяþщих аэpоäина-
ìи÷еских повеpхностей. Изìенениеì зна÷ений
упpавëяþщих ìоìентов –M* m Mi m M* фоpìиpу-
ется заìкнутая обëастü pезуëüтиpуþщеãо вектоpа
упpавëяþщеãо ìоìента, поä котоpой пониìается
ãеоìетpи÷еское ìесто возìожных поëожений pе-

зуëüтиpуþщеãо вектоpа M = Mi = Mimi.

Фоpìа обëасти Му зависит от коìпоновки аэpоäи-
наìи÷еских повеpхностей, а ее pазìеpы — от зна-
÷ения M*. Pазìеpы и фоpìа Mу.т опpеäеëяþтся
тактико-техни÷ескиìи тpебованияìи к äинаìике
МАЛИ. Кpоìе тоãо схеìа установки и веëи÷ина
M* äоëжны обеспе÷иватü выпоëнение усëовия (1).
Теоpема 1. Избыто÷ная систеìа коìпоновки

pазëи÷ных оpãанов упpавëения обеспе÷ивает упpав-
ëяеìостü объектоì пpи возникновении в ней отка-
зов тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа коìпоновка фоp-
ìиpует упpавëение, уäовëетвоpяþщее усëовиþ (1)
и вектоpноìу неpавенству

(mi Ѕ mj)mk ≠ 0. (2)

Доказательство.
Докажеì необхоäиìое усëовие теоpеìы 1. Вос-

поëüзуеìся äоказатеëüствоì от пpотивноãо. Пpеä-
поëожиì, ÷то усëовие, опpеäеëяþщее некоìпëа-

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑
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наpностü pезуëüтиpуþщих упpавëяþщих вектоpов
соответствуþщих коìпоновок (2), ëожно. Сëеäова-
теëüно, фоpìиpование пpостpанственноãо поëоже-
ния pезуëüтиpуþщеãо упpавëяþщеãо вектоpа воз-
ìожно пpи выпоëнении усëовия (mi Ѕ mj)mk = 0,
котоpое соответствует тоìу, ÷то все тpи вектоpа на-
хоäятся в оäной пëоскости и изìенение pезуëüти-
pуþщеãо вектоpа возìожно тоëüко в этой пëоско-
сти. Необхоäиìое усëовие äоказано.
Достато÷ное усëовие явëяется о÷евиäныì. Дëя

обеспе÷ения уãëовоãо äвижения аппаpата (в pас-
сìатpиваеìоì сëу÷ае МАЛИ) с тpебуеìыìи паpа-
ìетpаìи пpи pаспоëаãаеìых ìоìентах инеpöии
тpебуется, ÷тобы зна÷ение pезуëüтиpуþщеãо упpав-
ëяþщеãо ìоìента быëо соизìеpиìо иëи боëüøе
с тpебуеìыì. Достато÷ное усëовие äоказано.
Теоpеìа 1 äоказана.
Доказанная теоpеìа позвоëяет оöенитü способ-

ностü оpãанов упpавëения обеспе÷итü пpостpанст-
венное изìенение упpавëяþщеãо ìоìента как в
ноìинаëüноì pежиìе, так и пpи поëных отказах.
В ка÷естве пpиìеpа на pис. 3 пpеäставëена коìпо-
новка ìаневpенноãо автоноìноãо ëетаþщеãо изäе-
ëия веpтикаëüноãо взëета и посаäки.
Пpинöип pаботы МАЛИ закëþ÷ается в сëеäуþ-

щеì. Несущий винт 2, пpивоäиìый во вpащение
бесконтактныì äвиãатеëеì 3, созäает в возäуховоäе
иìпеëëеpа возäуøный поток. Пpи этоì скоpостü
потока возäуха pеãуëиpуется ÷астотой вpащения
äвиãатеëя, ÷то позвоëяет обеспе÷иватü упpавëяе-
ìый поëет на всех pежиìах. В pежиìах взëета, по-
саäки и висения МАЛИ pаботает как веpтоëет, т. е.
поäъеìная сиëа созäается вpащаþщиì винтоì. В ãо-
pизонтаëüноì поëете коpпус МАЛИ поääеpжива-
ется на ìаëых уãëах атаки äëя обеспе÷ения устой-
÷ивоãо пpеоäоëения äоэвоëþтивных скоpостей и
появëения аэpоäинаìи÷еских поäъеìных сиë.
Дëя коìпенсаöии кpутящеãо ìоìента винта в

констpукöии МАЛИ пpеäусìотpены повеpхности 5

и 6, pазìещенные сиììетpи÷но относитеëüно коp-
пуса МАЛИ, откëонение котоpых в äиффеpенöи-
аëüноì pежиìе паpиpует pеактивный ìоìент äвиãа-
теëя, а также обеспе÷ивает öеëенапpавëенное изìе-
нение поëожения коpпуса относитеëüно пpоäоëüной
оси. Дëя изìенения пpостpанственноãо поëожения
öентpа ìасс МАЛИ в констpукöии пpеäусìотpены
äве аэpоäинаìи÷еские повеpхности упpавëения
танãажоì 5 и äве аэpоäинаìи÷еские повеpхности
упpавëения кpеноì 6, котоpые pаботаþт не тоëüко
в äиффеpенöиаëüноì, но и в синхpонноì pежиìе.
Пpи этоì изìенение уãëа кpена осуществëяется
пpи äиффеpенöиаëüноì откëонении повеpхностей,
а уãëа танãажа — в синхpонноì. Дëя вывоäа МАЛИ
с pежиìа äоэвоëþтивных скоpостей в устой÷ивый
ãоpизонтаëüный поëет, а также äëя pеøения заäа÷и
стабиëизаöии уãëа танãажа в констpукöии изäеëия
пpеäусìотpены аэpоäинаìи÷еские оpãаны упpав-
ëения высотой 5, 6.
Такая коìпоновка аэpоäинаìи÷еских оpãанов

упpавëения МАЛИ позвоëяет ССО обеспе÷иватü
упpавëение уãëаìи, коìпенсаöиþ кpутящеãо ìо-
ìента винта, пеpехоäы МАЛИ от веpтикаëüноãо
поëета иëи висения в ãоpизонтаëüный поëет и об-
pатно, а также выпоëнятü поëеты в заäанноì на-
пpавëении по тpебуеìыì тpаектоpияì. Кpоìе тоãо,
избыто÷ная коìпоновка аэpоäинаìи÷еских оpãанов
упpавëения позвоëяет обеспе÷иватü их устой÷и-
востü к отказаì, а их ÷исëо и pаспоëожение опpе-
äеëены теоpеìой 1.

Фоpмиpование функционально устойчивых 
измеpительных блоков

Изìеpитеëи паpаìетpов äвижения МАЛИ пpи-
наäëежат к объектаì äиаãностиpования с неизвест-
ныì вхоäоì. Поëная äиаãностиpуеìостü таких
объектов äостиãается ввеäениеì стpуктуpной избы-
то÷ности. Оäниì из пpиìеpов ввеäения стpуктуp-
ной избыто÷ности явëяется ìажоpитаpная схеìа
вкëþ÷ения оäноосных изìеpитеëей в БИНС — по
тpи аксеëеpоìетpа и тpи äат÷ика уãëовых скоpостей
по кажäой оси связанной с МАЛИ систеìы кооp-
äинат. Но несìотpя на то, ÷то указанная схеìа
обеспе÷ивает поëнуþ äиаãностиpуеìостü изìеpи-
теëüных бëоков впëотü äо виäа отказа, ввеäение
÷pезìеpноãо ÷исëа оäноосных äат÷иков пpивоäит
к увеëи÷ениþ ìассы, ãабаpитных pазìеpов и энеp-
ãопотpебëения бëока. Поäобное оãpани÷ение оп-
pеäеëяет актуаëüностü заäа÷и пpоектиpования
БИ МАЛИ с ìиниìаëüной стpуктуpной избыто÷-
ностüþ, позвоëяþщей обеспе÷иватü стpуктуpнуþ
äиаãностиpуеìостü бëока впëотü äо виäа отказа.
Доказано, ÷то ìиниìаëüно необхоäиìое ÷исëо

оäноосных изìеpитеëей ускоpения пpи пpостpан-
ственноì äвижении pавно N = 5 [13]. Так как на
выхоäе аксеëеpоìетpа фоpìиpуется напpяжение,
пpопоpöионаëüное пpоекöии ускоpения на еãо осü

Pис. 3. Аэpодинамическая компоновка МАЛИ:
1 — иìпеëëеp; 2 — несущий винт; 3 — бесконтактный äвиãа-
теëü; 4 — сеpвопpивоä; 5 — аэpоäинаìи÷еская повеpхностü
упpавëения танãажоì; 6 — аэpоäинаìи÷еская повеpхностü
упpавëения кpеноì
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÷увствитеëüности, то пpи еäини÷ноì коэффиöи-
енте пеpеäа÷и

U (t) = ax(t)cosα + ay(t)cosβ + az(t)cosγ –

– R0{ω
2(t) – [ωx(t)cosα + ωy(t)cosβ + ωz(t)cosγ]2},

ãäе U (t) — напpяжение на выхоäе аксеëеpоìетpа;
R — pасстояние от на÷аëа кооpäинат äо аксеëеpо-
ìетpа; α, β, γ — уãëы, хаpактеpизуþщие pаспоëо-
жение оси ÷увствитеëüности оäноосноãо аксеëеpо-
ìетpа относитеëüно связанной систеìы кооpäинат;
ax(t), ay(t), az(t) — пpоекöии кажущихся ускоpений

на осü ÷увствитеëüности аксеëеpоìетpа; ωx(t), ωy(t),

ωz(t), ω
2(t) — пpоекöии вектоpа уãëовой скоpости

вpащения на соответствуþщие оси изìеpитеëüной
систеìы кооpäинат и ее абсоëþтное зна÷ение.
Дëя сëу÷ая пяти äат÷иков систеìа уpавнений,

не у÷итываþщая пpоизвеäения ωxωy, ωxωz, ωyωz,
пpиìет сëеäуþщий виä:

(t) = ax(t)cosα1 + ay(t)cosβ1 + az(t)cosγ1 –

– R1[{ (t)sin2α1 + (t)sin2β1 + (t)sin2γ1];

(t) = ax(t)cosα2 + ay(t)cosβ2 + az(t)cosγ2 –

– R2[{ (t)sin2α2 + (t)sin2β2 + (t)sin2γ2];

(t) = ax(t)cosα3 + ay(t)cosβ3 + az(t)cosγ3 –

– R3[{ (t)sin2α3 + (t)sin2β3 + (t)sin2γ3];

(t) = ax(t)cosα4 + ay(t)cosβ4 + az(t)cosγ4 –

– R4[{ (t)sin2α4 + (t)sin2β4 + (t)sin2γ4];

(t) = ax(t)cosα5 + ay(t)cosβ5 + az(t)cosγ5 –

– R5[{ (t)sin2α5 + (t)sin2β5 + (t)sin2γ5],

ãäе Ui(t), i = , — напpяжение на выхоäе i-ãо ак-

сеëеpоìетpа; Ri — pасстояние от на÷аëа кооpäинат

äо аксеëеpоìетpа; αi, βi, γi, i = , — уãëы, хаpак-

теpизуþщие pаспоëожение оси ÷увствитеëüности
i-ãо оäноосноãо аксеëеpоìетpа относитеëüно свя-
занной систеìы кооpäинат.
В вектоpно-ìатpи÷ноì виäе уpавнения поëу-

÷енной систеìы пpиìут виä

U (t) = CA(t) – RΩ(t),

ãäе U (t) = [U1(t) U2(t) U3(t) U4(t) U5(t)]
т;

C = ; A(t) = [ax(t) ay(t) az(t)]
т;

R = ;

Ω(t) = [ (t) (t) (t)]т.

В pезуëüтате выпоëнения pяäа пpеобpазований
с вектоpно-ìатpи÷ныìи уpавненияìи сфоpìиpо-
ваны усëовия установки избыто÷ноãо ÷исëа аксе-
ëеpоìетpов, обеспе÷иваþщих ãëубокое äиаãности-
pование соответствуþщеãо БИ:

B1R1sin
2α1 + B2R2sin

2α2 + B3R3sin
2α3 = DR4sin

2α4;

B1R1sin
2β1 + B2R2sin

2β2 + B3R3sin
2β3 = DR4sin

2β4;

B1R1sin
2γ1 + B2R2sin

2γ2 + B3R3sin
2γ3 = DR4sin

2γ4;

C1R1sin
2α1 + C2R2sin

2α2 + C3R3sin
2α3 = DR5sin

2α5;

C1R1sin
2β1 + C2R2sin

2β2 + C3R3sin
2β3 = DR5sin

2β5;

C1R1sin
2γ1 + C2R2sin

2γ2 + C3R3sin
2γ3 = DR5sin

2γ5,

ãäе

D = ;

B1 = cosα4(cosβ2cosγ3 – cosβ3cosγ2) +
+ cosβ4(cosα3cosγ2 – cosα2cosγ3) +
+ cosγ4(cosα2cosβ3 – cosβ2cosα3);

B2 = cosα4(cosγ1cosβ3 – cosβ1cosγ3) +
+ cosβ4(cosα1cosγ3 – cosγ1cosα3) +
+ cosγ4(cosα2cosβ3 – cosβ2cosα3);

B3 = cosα4(cosβ1cosγ2 – cosβ2cosγ1) +
+ cosβ4(cosα2cosγ1 – cosα1cosγ2) +
+ cosγ4(cosα1cosβ2 – cosβ1cosα2);

C1 = cosα5(cosβ2cosγ3 – cosβ3cosγ2) +
+ cosβ5(cosα3cosγ2 – cosα2cosγ3) +
+ cosγ5(cosα2cosβ3 – cosβ2cosα3);
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C2 = cosα5(cosγ1cosβ3 – cosβ1cosγ3) +
+ cosβ5(cosα1cosγ3 – cosγ1cosα3) +
+ cosγ5(cosβ1cosα3 – cosα1cosβ3);

C3 = cosα5(cosβ1cosγ2 – cosβ2cosγ1) +
+ cosβ5(cosα2cosγ1 – cosα1cosγ2) +
+ cosγ5(cosα1cosβ2 – cosβ1cosα2).

Выпоëнение поëу÷енных тожäеств позвоëяет
фоpìиpоватü коìпоновку пяти изìеpитеëей БИ,
обеспе÷иваþщуþ äиаãностиpуеìостü бëока, а так-
же сфоpìуëиpоватü тpебования по опpеäеëениþ
ìиниìаëüно необхоäиìоãо ÷исëа изìеpитеëей:

1. Миниìаëüно необхоäиìое ÷исëо оäноосных
изìеpитеëей опpеäеëяется выpажениеì N = n + 2,
ãäе n — ÷исëо степеней свобоäы по изìеpяеìоìу
паpаìетpу; N — ìиниìаëüно необхоäиìое ÷исëо
изìеpитеëей, обеспе÷иваþщих ãëубокое äиаãно-
стиpование пpи n степенях свобоäы.

2. Изìеpитеëи необхоäиìо коìпоноватü отно-
ситеëüно осей изìеpитеëüной систеìы кооpäинат
такиì обpазоì, ÷тобы выпоëняëисü усëовия: L = N

и Δi ≠ 0, ∀i = , ãäе L — ÷исëо ëинейно незави-

сиìых стpок ìатpиöы K; K — ìатpиöа напpавëяþ-
щих косинусов pаспоëожения äат÷иков относитеëü-
но связанной систеìы кооpäинат; Δi — опpеäеëитеëü

i-й ìатpиöы, выäеëенной из K;  = .

3. Оси ÷увствитеëüности (n – 1)-ãо изìеpитеëя
äоëжны бытü коëëинеаpны соответствуþщиì осяì
базовой систеìы кооpäинат.
Выпоëнение поëу÷енных утвеpжäений позвоëяет

сфоpìиpоватü ìножество ваpиантов pаспоëожения
изìеpитеëей в бëоке, обеспе÷иваþщих их функ-
öионаëüнуþ устой÷ивостü. Выбоp ваpианта коìпо-
новки изìеpитеëей из сфоpìиpованноãо ìножест-
ва опpеäеëяется уäобствоì пpиìенения тоãо иëи
иноãо способа иëи äpуãиìи äопоëнитеëüныìи оã-
pани÷енияìи.
Поëу÷енные pезуëüтаты спpавеäëивы не тоëüко

äëя аксеëеpоìетpов, но и äëя äpуãих изìеpитеëей,
напpиìеp, äат÷иков уãëовых скоpостей (ДУС). По-
кажеì это на пpиìеpе. Зна÷ения выхоäных сиãна-
ëов избыто÷ноãо бëока ДУС пpеäставиì в виäе вы-

хоäноãо вектоpа напpяжений (t) и вхоäноãо век-

тоpа уãëовой скоpости Ω(t) = [ωx(t) ωy(t) ωz(t)]
т:

(t) = KΩ(t), ãäе K — ìатpиöа напpавëяþщих ко-
синусов изìеpитеëüных осей ДУС. Оäновpеìенно
сиãнаëы уãëовой скоpости ìожно оäнозна÷но опpе-

äеëитü по сиãнаëаì кажäоãо äат÷ика: Ω(t) = K т (t).
Pабота äиаãности÷ескоãо обеспе÷ения бëока изìе-
pитеëей закëþ÷ается в сëеäуþщеì: пpи pаботе сис-
теìы N pаботоспособных ДУС (N > 3) сиãнаë каж-
äоãо ДУС ìожно опpеäеëитü по сиãнаëаì остаëüных

(N – 1) äат÷иков, т. е. оöено÷ные зна÷ения фоpìи-

pуþтся сëеäуþщиì обpазоì: (t) = K1 (t), ãäе K1 —
ìатpиöа пpеобpазования вектоpа сиãнаëа с нуëевой
ãëавной äиаãонаëüþ. Откëонения показаний ДУС

от оöено÷ных зна÷ений pавны ΔU(t) = (t) – (t) =

= I (t) – K1 (t), ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа.

Сëеäоватеëüно, ΔU (t) = (I – K1) (t). Анаëиз по-
ëу÷енноãо тожäества показывает, ÷то в ìатpиöе
(I – K1) äиаãонаëüные эëеìенты äоëжны бытü еäи-
ни÷ныìи.
Матpиöу K1 ìожно пpеäставитü в виäе KK т, оä-

нако пpи этоì ãëавная äиаãонаëü ìатpиöы I – KK т

не буäет еäини÷ной, так как в общеì сëу÷ае ãëав-
ная äиаãонаëü ìатpиöы KK т не нуëевая. Пpеäста-
виì ìатpиöу I – KK т в виäе I – KK т = Kп(I – KK т),
ãäе Kп — äиаãонаëüная ìатpиöа, обеспе÷иваþщая
пpивеäение к еäини÷ныì äиаãонаëüныì эëеìен-
таì ìатpиöы I – KK т. Выпоëнив pяä пpеобpазова-
ний, с у÷етоì тоãо, ÷то (I – KK т)Ω(t) = 0, поëу÷иì:
ΔU (t) = Kп(I – K1)UD(t).
Дëя опpеäеëения ìатpиöы K1 pазобüеì исхоä-

нуþ систеìу уpавнений на äве поäсистеìы:

(t) = KnΩ(t); (t) =  и (t) = KN–nΩ(t),

(t) = ; Kn состоит из пеpвых тpех стpок,

а KN–n — из äвух остаëüных стpок ìатpиöы K. Тоãäа

Ω(t) = D (t), D = , (t) = KN–nD (t).

Поëу÷енное тожäество пpеäставëяет собой оöенки
сиãнаëов ДУС4 и ДУС5 по сиãнаëаì остаëüных ДУС.

Тоãäа ΔUN – n(t) = (t) – (t) = (t) –

– B (t), ãäе B = KN–nD; В = . Анаëи-

зиpуя поëу÷енные соотноøения, поëу÷аеì, ÷то äëя
обеспе÷ения функöионаëüной устой÷ивости избы-
то÷ноãо бëока ДУС (изна÷аëüно быëо пятü äат÷и-
ков) необхоäиìо выпоëнение пеpвых äвух усëовий и
pаспоëожение äопоëнитеëüных äат÷иков такиì об-

pазоì, ÷тобы выпоëняëосü усëовие  ≠  ≠ .

Заключение

В pезуëüтате пpовеäенноãо иссëеäования поëу-
÷ен оäин из возìожных ваpиантов pеøения нау÷но-
пpикëаäной заäа÷а обеспе÷ения функöионаëüной
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устой÷ивости систеì стабиëизаöии и оpиентаöии
МАЛИ. Пpоанаëизиpоваëи тенäенöии pазвития,
созäания и пpиìенения МАЛИ веpтикаëüноãо
взëета и посаäки, а также особенности упpавëения
такиìи аппаpатаìи на äоэвоëþтивных скоpостях.
Выявëены пpеиìущества испоëüзования МАЛИ
äëя иссëеäования эффектов упpавëения на äоэво-
ëþтивных скоpостях ìаëоãабаpитноãо ëетатеëüноãо
аппаpата веpтикаëüноãо взëета и посаäки, котоpые
позвоëяþт пpовоäитü экспеpиìенты как в ëабоpа-
тоpных усëовиях, так и на откpытоì пpостpанстве
из-за еãо устой÷ивости к стоëкновенияì с веpтикаëü-
ныìи и ãоpизонтаëüныìи пpепятствияìи, а также
способности осуществëятü взëет и посаäку на пpо-
извоëüной ãоpизонтаëüной повеpхности. В öеëях
повыøения äостовеpности поëу÷аеìой инфоpìаöии
из изìеpитеëüных ìоäуëей и ãаpантиpованноãо
фоpìиpования тpебуеìоãо упpавëяþщеãо возäейст-
вия на аэpоäинаìи÷еские оpãаны упpавëения объ-
екта необхоäиìо pаспоëаãатü опpеäеëенныìи ви-
äаìи избыто÷ностей. Дëя этоãо быëа pазpаботана
ìетоäика опpеäеëения избыто÷ных эëеìентов в
изìеpитеëüной и испоëнитеëüной ÷астях объекта
автоìати÷ескоãо упpавëения. Синтезиpован ìетоä
опpеäеëения тpебуеìой оpиентаöии осей ÷увстви-
теëüности изìеpитеëей в избыто÷ноì бëоке, пpи-
ìенение котоpоãо äаëо возìожностü фоpìиpоватü
избыто÷ные изìеpитеëи, обеспе÷иваþщие поëнуþ
äиаãностиpуеìостü.
Сëеäует указатü, ÷то по pезуëüтатаì иссëеäова-

ния pазpаботан аппаpатно-пpоãpаììный коìпëекс,
позвоëяþщий пpовоäитü поëунатуpное ìоäеëиpо-
вание pаботы систеì объекта автоìати÷ескоãо
упpавëения, пpи этоì иìеется возìожностü коppек-
тиpовки некотоpых паpаìетpов, а также быстpоãо
изìенения аëãоpитìов и пpоãpаìì упpавëения и
стабиëизаöии пpи пpовеäении испытаний. Этот коì-
пëекс äает возìожностü отpажатü pеаëüные пpоöес-
сы, пpотекаþщие в контуpах упpавëения изäеëия,
визуаëüно и пpоãpаììно контpоëиpоватü состоя-
ние систеì, сëу÷айныì обpазоì ввоäитü типовые
виäы отказов и отсëеживатü их паpиpование. Час-
ти÷но поëу÷енные pезуëüтаты внеäpены в пpактику
пpоектиpования систеì укpаинских пpеäпpиятий
и в у÷ебный пpоöесс ХАИ.
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Введение

Пpи попеpе÷ноì äвижении ëþбоãо тpанспоpта,
в тоì ÷исëе возäуøных и pе÷ных суäов, весüìа
важно пpеäпpинятü особые кооpäиниpованные
äействия по устpанениþ уãpозы их стоëкновения.
Так же, как пpи встpе÷ноì äвижении нужно пово-
pа÷иватü кажäоìу суäну в оäну стоpону, а пpи по-
путноì äвижении — оäноìу суäну тоpìозитü, а äpу-
ãоìу повыøатü скоpостü, пpи попеpе÷ноì äвиже-
нии нужна своя ëоãика повеäения.
Поскоëüку заäанные куpсы äвижения äвух су-

äов ìоãут пеpесекатüся поä ëþбыì уãëоì, понятие
попеpе÷ноãо äвижения явëяется боëее общиì, ÷еì
попутное и встpе÷ное, и необхоäиìо как-то указатü
обëасти пpинаäëежности кажäоìу из тpех кëассов.
В äанной pаботе сäеëана попытка опpеäеëитü ãpа-
ниöы этих обëастей и äëя кажäой из них назна÷итü
пеpвоо÷еpеäные ìеpы по изìенениþ поëожения и
скоpости кажäоãо из äвух суäов пpи ìаневpиpовании.
Кpоìе тоãо, есëи встpе÷аþтся не äва, а ãpуппа

суäов, то пpежäе всеãо нужно pеøитü заäа÷у опpе-
äеëения äëя кажäоãо из них тоãо втоpоãо суäна,
стоëкновение с котоpыì в пеpвуþ о÷еpеäü нужно
избежатü. Пpи этоì в сиãнаëы упpавëения пеpвоãо
и втоpоãо суäна äоëжна бытü внесена уто÷няþщая
попpавка, зависящая от уãëа пеpесе÷ения куpсов,
нахожäениþ котоpой посвящена äанная pабота.

Постановка задачи

Дано:
1. Заäана ãpуппа поäвижных упpавëяеìых объ-

ектов (возäуøных иëи pе÷ных суäов) с известныìи
в текущий ìоìент вpеìени зеìныìи кооpäинатаìи
ìестопоëожения и заäанныì куpсовыì уãëоì ψi
äвижения с заäанной постоянной попутной скоpо-
стüþ V. Пpоöесс pеãуëиpования скоpости в pаботе
не pассìатpивается. Из pассìотpения также ис-
кëþ÷ены объекты, ìаpøpуты котоpых не пеpесе-
каþтся с основныì ìаpøpутоì пеpвоãо, ãëавноãо
объекта, стpатеãиþ упpавëения котоpыì необхоäи-
ìо синтезиpоватü.

2. Куpс äвижения основноãо объекта с кооpäи-
натаìи x1, x2, x3 совпаäает с осüþ x3, как показано
на pис. 1, т. е. уãоë ψ0 = 0, а куpсовые уãëы сбëи-
жаþщихся остаëüных объектов с кооpäинатаìи y1i,
y2i, y3i отс÷итываþтся в кажäой то÷ке пеpесе÷ения
их ëиний пути пpотив ÷асовой стpеëки. Такиì об-
pазоì, куpсовые уãëы ψi ëежат в øиpокоì äиапа-
зоне 0 < ψi < 360°, как показано на pис. 1.

3. Не вызываþщие уãpозу безопасности объекты,
котоpые пpи попаäании в то÷ку встpе÷и основноãо
объекта оказываþтся от неãо на pасстоянии, боëü-
øеì заäанной безопасной äистанöии d, не pас-
сìатpиваþтся.

4. Весü пpоöесс упpавëения äвижениеì основ-
ноãо объекта пpи встpе÷е с äpуãиìи объектаìи ìожет
бытü пpеäставëен посëеäоватеëüностüþ кооpäини-
pованноãо взаиìоäействия паp — основноãо объ-

Пpедложена пpоцедуpа pазбиения движения судов на попутное, встpечное и попеpечное и для каждого из них pассмотpен
способ бокового маневpиpования и изменения попутной скоpости. Найден уточненный алгоpитм кооpдиниpованного упpавления
двух судов пpи пеpесечении их куpсов под пpоизвольным углом.
Ключевые слова: контpоль безопасности, оптимальное упpавление, летательные аппаpаты, динамическое пpогpаммиpо-

вание, функция pиска

The procedure of splitting the traffic on the climb, and a counter-cross, and for each one-way lateral passing maneuvers and changes
of speed. Found an updated algorithm coordinated control of two ships crossing their courses at any angle.

Keywords: security control, optimal control, aircraft, dynamic programming, the risk function

 1 Pабота выпоëнена пpи ìатеpиаëüной поääеpжке ãpанта
PФФИ № 13-08-00182.
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екта с пеpвыì, втоpыì и т. ä. пpи их сбëижении,
о÷еpеäностü котоpых пpеäстоит установитü.

5. В ка÷естве основной ìеpы укëонения от ава-
pийноãо сбëижения о÷еpеäной паpы в äанной pа-
боте pассìатpивается боковое äвижение оäноãо иëи
äвух суäов оäновpеìенно пpи постоянной попут-
ной скоpости.

6. Динаìи÷еские свойства сбëижаþщихся суäов
пpиìеpно оäинаковы, и äвижение основноãо суäна
по заäанной ëинии пути m0 описывается упpощен-
ной систеìой äиффеpенöиаëüных уpавнений:

(1)

ãäе x1 — ëинейная кооpäината боковоãо äвижения,
x2 — боковая скоpостü, a и b — заäанные äинаìи-
÷еские паpаìетpы, u0 — синтезиpуеìый сиãнаë
упpавëения, x3 — кооpäината попутноãо äвижения.
Попеpе÷ное äвижение äpуãоãо i-ãо сбëижаþще-

ãося суäна по заäанной ëинии пути mi пpи пеpесе-
каþщеìся куpсе ψ1 анаëоãи÷но описывается свои-
ìи äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи:

(2)

ãäе y1i — ëинейная кооpäината боковоãо äвижения
äpуãоãо суäна, äвиãаþщеãося попеpе÷но основноìу;
y2i — боковая скоpостü; ui — синтезиpуеìый сиãнаë
кооpäиниpованноãо упpавëения äpуãиì суäноì; y3i —
кооpäината попутноãо äвижения; V1 — скоpостü,
pавная (–V), есëи суäно пpибëижается к основноìу
сëева поä уãëоì ψi = 270° (сì. объект 1 на pис. 1),
ëибо pавная V, есëи суäно пpибëижается спpава поä
уãëоì ψi = 90° (сì. объект 3 на pис. 1).

7. С÷итается, ÷то на боpту кажäоãо суäна иìеþтся
необхоäиìые изìеpитеëüные сpеäства, позвоëяþ-
щие поëу÷итü паpаìетpы собственноãо äвижения и
встpе÷аþщихся суäов с необхоäиìой то÷ностüþ.

8. Интеãpаëüный øтpаф за снижение безопас-
ности äвижения кажäой паpы суäов пpи их сбëи-
жении описывается заäанныì ìиниìизиpуеìыì
функöионаëоì J: 

J = f0dt = (  + ) + [(x1 – mi)
2 +

+ (x3 – mi)
2] + (  + ) +

+ dt, (3)

ãäе τ0, τ1, τ2, τ3 — весовые коэффиöиенты зна÷и-

ìости øтpафов соответственно за pасхоäуеìуþ
ìощностü, откëонения от заäанных ëиний пути,
откëонения по боковой скоpости и øтpафа за опас-
ное сбëижение по сpавнениþ с заäанной веëи÷и-
ной d безопасной äистанöии.
Посëеäнее сëаãаеìое в поäынтеãpаëüноì выpа-

жении f0 в фоpìуëе (3) опpеäеëяет pастущий pиск
стоëкновения по ìеpе пpибëижения суäов äpуã
к äpуãу.
Тpебуется:
— сфоpìиpоватü пpоöеäуpу аëüтеpнативноãо

выбоpа пеpвоо÷еpеäноãо объекта, сбëижаþщеãося
с основныì, äëя оpãанизаöии взаиìоäействия па-
pы пpи их безопасноì сбëижении;

— пpовести кëассификаöиþ сбëижения объек-
тов пpи еãо отнесении к попутноìу, встpе÷ноìу
иëи попеpе÷ноìу äвижениþ, ÷тобы äëя кажäоãо из
них указатü основной способ избежания стоëкно-
вения объектов äpуã с äpуãоì;

— на основе äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования
[1—3] синтезиpоватü закон оптиìаëüноãо кооpäи-
ниpованноãо упpавëения боковыì äвижениеì
сбëижаþщейся паpы объектов äëя обеспе÷ения не-
обхоäиìой безопасности.

Pис. 1. Каpтина на плане местности движения судов по задан-
ным пеpесекающимся куpсам
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Пpоцедуpа пpиоpитетного выбоpа 
пеpвоочеpедной паpы взаимодействующих объектов 

пpи их сближении

Пpи оöенке пpиоpитетности в выбоpе наибоëее
опасноãо из встpе÷аеìых объектов, пеpесекаþщих
заäаннуþ ëиниþ пути основноãо объекта, необхо-
äиìо у÷итыватü äва фактоpа. Гëавныì явëяется
спpоãнозиpованная ìиниìаëüная äаëüностü Rmin
пpи сбëижении — ÷еì она ìенüøе, теì опаснее
объект. Дpуãиì фактоpоì явëяется иìеþщееся
вpеìя äëя осуществëения основныì объектоì äо-
поëнитеëüноãо ìаневpа, опpеäеëяеìое пpи постоян-
ной попутной скоpости pасстояниеì L ìежäу те-
кущиì поëожениеì основноãо объекта и ожиäае-
ìой то÷кой встpе÷и. Зна÷иìостü этих фактоpов в
общеì сëу÷ае неоäинакова, äа и их вкëаä в общуþ
свеpтку ζ оöенки безопасности неаääитивен. В pяäе
техни÷еских заäа÷ успеøно испоëüзуется свеpтка в
виäе суììы аääитивной и ìуëüтипëикативной
фоpì, котоpуþ пpиìенитеëüно к äанной заäа÷е
ìожно записатü в виäе

θi = C1Li + C2Rmin + , (4)

ãäе θi — коэффиöиент безопасности сбëижения с i-ì
объектоì; Li — оставøееся pасстояние äо i-ãо объ-
екта; Rmin — ìиниìаëüная äаëüностü в ìесте сбëи-
жения; C1 m C2 m C3 — коэффиöиенты относитеëü-
ной важности, котоpые äëя пpостоты ìожно взятü
pавныìи еäиниöе.
Посëеäнее сëаãаеìое в фоpìуëе (4) поä÷еpкивает

повыøеннуþ опасностü пpи оäновpеìенно ìаëых
Li и Rmin, а знаìенатеëü d необхоäиì äëя поëу÷е-

ния этоãо сëаãаеìоãо в тех же физи÷еских еäини-
öах, ÷то и пеpвые äва.
Чтобы пояснитü необхоäиìые вы÷исëения Li и

Rmin, пpеäставиì фpаãìент сбëижения основноãо
объекта и сбëижаþщеãося i-ãо объекта на pис. 2,
поëüзуясü обозна÷енияìи кооpäинат, пpинятыìи
в уpавнениях (1) и (2).
Соãëасно pис. 2 äëина пути ςi äвижения i-ãо

объекта к то÷ке встpе÷и pавен ãипотенузе

ςi = . (5)

Пpи этоì катет zi (возìожно ëþбоãо знака) вы-
÷исëяется по фоpìуëе

zi = –y3itg(270° – ψi). (6)

Дëина пути Li äвижения i-ãо объекта к то÷ке
встpе÷и pавна

Li = y1i – (x3 + zi). (7)

Заìетиì, ÷то пpи Li < 0 i-й объект уже опасно-
сти не пpеäставëяет. Зная Li и ςi, ìожно оöенитü
äаëüностü Rmin ÷еpез ìоäуëü их pазности:

Rmin = |Li – ςi|. (8)

Объеäиняя фоpìуëы (4) и (8) пpи C1 = C2 = C3 = 1,
ìожно поëу÷итü

θi = Li + |Li – ςi| , (9)

ãäе Li, ςi, zi вы÷исëяþтся по фоpìуëаì (5)—(7),
в котоpых текущие кооpäинаты äвижения y1i, x3,
ψi, y3i изìеpяþтся ëибо вы÷исëяþтся пpи интеãpи-
pовании äиффеpенöиаëüных уpавнений (1) и (2)
пpи u0 = ui = 0, а иìенно

(10)

Это позвоëяет пpовести вы÷исëение текущих
оöенок безопасности встpе÷и с объектаìи в бëижай-
øеì окpужении и из их общеãо ÷исëа K выбpатü
тот, у котоpоãо зна÷ение θi ìиниìаëüно. Бëок-схеìа
аëãоpитìа пpиоpитетноãо выбоpа пеpвоо÷еpеäной
паpы взаиìоäействуþщих объектов пpеäставëена
на pис. 3.
Испоëüзование аëãоpитìа на pис. 3 äëя пpеäстав-

ëенноãо на pис. 1 пpиìеpа пpи y11 = 150; y31 = 160;
y12 = 500; y32 = 400; y13 = 450; y33 = –100 позвоëиëо
поëу÷итü сëеäуþщие ãpафики повеäения оöенок
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d
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Pис. 2. Каpтина сближения паpы объектов пpи пеpесекающихся
куpсах
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безопасности θ1, θ2, θ3 пpи пpяìоëинейноì äвиже-
нии основноãо объекта (рис. 4).
Из pис. 4 виäно, ÷то вна÷аëе нужно pазойтисü

на безопасноì pасстоянии с объектоì 1, затеì —
с объектоì 3 и в завеpøение — с объектоì 2.

Классификация 
типов движения сближающихся объектов 
для опpеделения пpедупpедительных меp 

избежания их столкновения

Пpи назна÷ении способа äопоëнитеëüноãо ìа-
невpиpования взаиìоäействуþщих объектов необ-
хоäиìо pазëи÷атü тип их относитеëüноãо äвижения.
Деëо в тоì, ÷то пpи встpе÷ноì äвижении обы÷но
испоëüзуется боковое äвижение кажäоãо объекта в
оäинаковоì напpавëении (ëибо оба впpаво, ëибо
оба вëево относитеëüно своеãо куpса) [4]. В ÷аст-

ности, в Pоссии pе÷ное и автоìобиëüное пpавосто-
pоннее äвижение пpеäписывает повоpа÷иватü в опас-
ных ситуаöиях впpаво. Пpи попутноì äвижении
сна÷аëа, как пpавиëо, pеãуëиpуется скоpостü (оäин
тоpìозит, äpуãой повыøает скоpостü), а затеì пpи
необхоäиìости кажäый объект äоëжен повоpа÷иватü
в pазные стоpоны — оäин вëево, äpуãой впpаво [5].
Как быëо показано в pаботе [6], пpи иäеаëüноì

попеpе÷ноì äвижении пpи пеpесекаþщихся поä
уãëоì 90° куpсах необхоäиìо так же, как пpи встpе÷-
ноì äвижении, обоиì объектаì повоpа÷иватü в оäну
стоpону. Оäнако, есëи встpе÷аеìый объект пpи-
бëижается сëева к основной тpассе, то нужно по-
воpа÷иватü впpаво, а есëи пpибëижается спpава —
то вëево. Такиì обpазоì, пpиниìаеìые ìеpы в
pазных сëу÷аях неоäинаковы.
Иäеаëüные напpавëения куpсов сбëижаþщихся

объектов äëя попутноãо, встpе÷ноãо и äвух ваpи-
антов попеpе÷ноãо äвижения ìожно пpеäставитü
(pис. 5) ÷етыpüìя исхоäящиìи из общеãо öентpа
ëинияìи, äëя котоpых известны способы äопоëни-
теëüноãо ìаневpиpования (øтpиховые ëинии на
pис. 5).
Все остаëüное ìножество напpавëений обpазует

показаннуþ на pис. 5 обëастü, котоpуþ нужно pаз-
битü на ÷етыpе сектоpа.
В ка÷естве пpостоãо pеøения пpеäëаãается пpеä-

ставитü эти сектоpы в виäе оäинаковых конусов,
в кажäоì из котоpых возìожные напpавëения куp-
сов отëи÷аþтся по ìоäуëþ от иäеаëüноãо напpав-
ëения не боëее, ÷еì на 45°. Такиì обpазоì, воз-
ìожны ÷етыpе типа äвижения:

Pис. 3. Блок-схема алгоpитма пpиоpитетного выбоpа пеpвооче-
pедной паpы взаимодействующих объектов

Pис. 4. Гpафики изменения оценок безопасности сближения с
тpемя объектами пpи pазных пеpесекающихся куpсах
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1) встpе÷ное äвижение пpи 135° < ψi < 225°: боко-
вое ìаневpиpование — оба впpаво;

2) попутное äвижение пpи 0° < ψi < 45° и
315° < ψi < 360°: изìенение попутных скоpостей,
есëи необхоäиìо — боковое ìаневpиpование —
оäин впpаво, äpуãой — вëево:

3) ëевое попеpе÷ное äвижение пpи 225° < ψi < 315°:
боковое ìаневpиpование — оба впpаво; есëи встpе÷-
ное суäно не äостиãнет пpоãнозиpуеìой то÷ки
встpе÷и; в пpотивноì сëу÷ае — оба вëево;

4) пpавое попеpе÷ное äвижение пpи 45° < ψi < 135°:
боковое ìаневpиpование — оба вëево, есëи встpе÷-
ное суäно не äостиãнет пpоãнозиpуеìой то÷ки
встpе÷и; в пpотивноì сëу÷ае — оба впpаво.
Так как в äанной pаботе иссëеäуется синтези-

pуеìое оптиìаëüное упpавëение попеpе÷ныì äви-
жениеì, пpи ìоäеëиpовании буäут испоëüзоватüся
способы, указанные äëя сектоpов 3 и 4.

Синтез оптимального упpавления 
боковым движением паpы объектов,
сближающихся на попеpечных куpсах

Соãëасно ìетоäу äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpо-
вания [1], усëовиþ оптиìаëüности упpавëения
äвижениеì соответствует уpавнение Беëëìана

–  = f0(x, u0, ui) + (u1, ui) , (11)

ãäе x — n-ìерный вектор.
Функöиþ Беëëìана ε нужно пpеäставитü сте-

пенныì поëиноìоì втоpоãо поpяäка, как показано
в pаботах [2, 3]:

ε = β1x1 + β2x2 + β3y1 + β4y2 + 0,5γ1  + 0,5γ2  +

+ 0,5γ3  + 0,5γ4  + φ12x1x2 + φ13x1y1 +

+ φ14x1y2 + φ23x2y1 + φ24x2y2 + φ34y1y2,

посëе ÷еãо уpавнение Беëëìана (11), в тоì ÷исëе
еãо пpавуþ ÷астü F(x, y, u0, ui), ãäе y — n-ìеpный
вектоp, ìожно пpеäставитü, обозна÷ив äëя упpо-
щения в уpавнениях (2)

V sin(270° – ψi) = P, cos(270° – ψi) = q;
mi = mi(0) – qt, (12)

в сëеäуþщеì виäе:

–  = {f0(x, y, u0, ui) + (β1 + γ1x1 +

+ φ12x2 + φ13y1 + φ14y2)x2 + (β3 + γ3y1 + φ34y2 +
+ φ13x1 + φ23x2)(y2 + P) + (β2 + γ2x2 + φ12x1 +

+ φ23y1 + φ24y2)(bu0 – a1x2) + (β4 + γ4y2 +
+ φ34y1 + φ14x1 + φ24x2)(bqui – ay2)}. (13)

Соãëасно пpинятой ìетоäике анаëити÷ескоãо
констpуиpования оптиìаëüных pеãуëятоpов [3] с
у÷етоì кваäpати÷ной зависиìости f0 в фоpìуëе (3)
от упpавëений u0 и ui поëу÷иì пpи τ0 = 1 сëеäуþ-
щее оптиìаëüное упpавëение:

u0опт = –b(β2 + γ2x2 + φ12x1 + φ23y1 + φ24y2);

uiопт = –bq(β4 + γ4y2 + φ34y1 + φ14x1 + φ24x2). (14)

Дëя окон÷атеëüноãо опpеäеëения оптиìаëüноãо
упpавëения необхоäиìо найти вхоäящие в неãо äе-
вятü коэффиöиентов. Чтобы это сäеëатü, нужно
пpеäставитü ëевуþ и пpавуþ ÷асти уpавнения (13)
степенныì поëиноìоì оäинаковоãо виäа, äëя ÷е-
ãо, во-пеpвых, нужно заìенитü äpобнуþ функöиþ
øтpафа за опасное сбëижение, вхоäящеãо в f0, на
степенной поëиноì

 ≈

≈ τ3 – kτ3(x1 + x3 + d)2 – kτ3(y1 + y3 + d)2. (15)

Во-втоpых, необхоäиìо поäставитü поëу÷енные
в (14) зна÷ения u0 и ui оптиìаëüноãо упpавëения в
пpавуþ ÷астü F уpавнения Беëëìана (12) в сëаãае-
ìые, их соäеpжащие:

0,5  + bu0(β2 + γ2x2 + φ12x1 + φ23y1 + φ24y2) +

+ 0,5  + bqui(β4 + γ4y2 + φ34y1 + φ14x1 + φ24y2) =

= –0,5b2(β2 + φ12x1 + γ2x2 + φ23y1 + φ24y2)
2 –

– 0,5b2q2(β2 + φ34y1 + γ4y2 + φ14x1 + φ24x2)
2.

Посëе поäстановок поëу÷енных выpажений ëе-
вая и пpавая ÷асти уpавнения (13) пpеäставëяþт
степенной поëиноì, иìеþщий 14 сëаãаеìых с pаз-
ныìи степеняìи по x1, x2, y1, y2. Это позвоëяет äëя

Pис. 5. Диагpамма напpавлений движения сближающихся судов
пpи pазличных куpсах
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установивøеãося состояния пpи  = 0 поëу÷итü

сëеäуþщие 14 аëãебpаи÷еских неëинейных уpавне-
ний относитеëüно искоìых коэффиöиентов βi, γi, ψik:

1) τ1m0 + kτ3(x3 + d) + b2β2φ12 + q2b2φ14β4 – φ13p = 0;

2) β1 – aβ2 – b2β2γ2 – q2b2β4φ24 + φ13p = 0;

3) τ1mi – kτ3(y3 + d) – b2  + q2b2  = 0;

4) 0,5τ2 + φ12 – aγ2 – 0,5b2  – 0,5q2b2  = 0;

5) τ1mi + kτ3(y3 + d) + b2β2φ23 + q2b2φ34β4 – γ3p = 0;

6) β3 – aβ4 – b2β2φ24 – q2b2β4γ4 + φ34p = 0;

7) τ1 – kτ3 – b2  – q2b2  = 0; (16)

8) 0,5τ2 + φ34 – aγ4 – 0,5b2  – 0,5q2b2  = 0;

9) γ1 – aφ12 – b2φ12γ2 – q2b2φ14φ24 = 0;

10) γ3 – aφ34 – b2φ23φ24 – q2b2γ4φ34 = 0;

11) b2φ12φ23 + q2b2φ14φ34 = 0;

12) 2aφ24 + b2γ2φ24 + q2b2γ4φ24 – φ14 – φ23 = 0;

13) φ13 – (a + b2γ4q
2)φ14 – b2φ12φ24 = 0;

14) φ13 – (a + b2γ2)φ23 – q2b2φ34φ24 = 0.

О÷евиäно, ÷то найти стpоãое анаëити÷еское pе-
øение систеìы (16) невозìожно, поэтоìу нужно
пpинятü pяä äопущений. В ка÷естве пеpвоãо пpи-
бëижения äопустиì, ÷то bq ≈ b, так как веëи÷ина q
пpи ìаксиìаëüных откëонениях попеpе÷ноãо куp-
са ψi от иäеаëüноãо не пpевосхоäит 45°, и поэтоìу
ìиниìаëüное зна÷ение q = 0,7, а ìаксиìаëüное —
еäиниöа. Тоãäа анаëиз уpавнений 3, 7, 11, 13 сис-
теìы (16) показывает, ÷то есëи пpинятü φ12 = φ34, то

φ14 = φ23 = 0, (17)

а из уpавнений 3 и 7 ìожно поëу÷итü

φ12 = φ34 ≅  = N. (18)

Уpавнения 1 и 5 позвоëяþт поëу÷итü пpеäваpи-
теëüные фоpìуëы äëя коэффиöиентов β2 и β4: 

β2 = – ,

β4 = – . (19)

Чтобы найти коэффиöиенты γ2, γ4 и ψ24, нужно
пpоанаëизиpоватü уpавнения 4, 8 и 12 систеìы (16).
Становится ясно, ÷то γ2 = γ4, а äëя опpеäеëения γ2
и ψ24 нужно иìетü в виäу уpавнения 4 и 12 в виäе

4) 0,5τ2 + N – aγ2 – 0,5b2  – 0,5q2b2  = 0;

12) (2a + b2(1 + q2)γ2)φ24 = 0.

Есëи äопуститü, ÷то φ24 ≠ 0, то из уpавнения 12
поëу÷иì

γ2 = –  < 0,

÷то пpотивоpе÷ит физи÷ескоìу сìысëу пpоöесса
упpавëения. В ÷астности, пpи упpавëении оäниì
суäноì знак коэффиöиента γ2 поëожитеëен. Зна÷ит,
наäо поëожитü φ24 = 0 и pеøитü кваäpатное уpав-
нение 4 относитеëüно коэффиöиента γ2. Чисëен-
ный анаëиз pазëи÷ных коpней этоãо уpавнения пpи

 l 1 показаë, ÷то ëу÷øиì pеøениеì явëяется

пpибëиженный ответ

γ2 = γ4 ≅ –  +  ≈ , (20)

Остается äоопpеäеëитü коэффиöиенты φ13 и γ3.
Соãëасно уpавнениþ 10 веëи÷ина γ3 пpибëиженно
pавна

γ3 = N(a + b2γ2), (21)

а в соответствии с уpавненияìи 13 и 14 пpи
φ24 = φ14 = φ23 = 0 коэффиöиент φ13 = 0. Поэтоìу,
испоëüзуя поëу÷енные фоpìуëы (17)—(21), ìожно
сфоpìиpоватü оптиìаëüное упpавëение (14) в кваä-
pатуpах. В ÷астности, пpи ψi = 90° и ψi = 270° ìожно
записатü

u0опт = bN  –

– x2; (22)

uiопт= bNq –

– y2.

Поëу÷енное упpавëение обëаäает теìи неäостат-
каìи, ÷то весовые коэффиöиенты y äвух асиìптот
x3 + d и mi äëя y1, а также y асиìптот y3i + d и m0
äëя x1 неизìенны и в общеì сëу÷ае неоäинаковы.
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Это вызвано теì, ÷то пpибëижение (15) äpобной
функöии быëо сëиøкоì нето÷но.
Межäу теì ëоãика уäа÷ноãо упpавëения указы-

вает на то, ÷то вäаëи от ìеста сбëижения объектаì
нужно стpеìитüся к асиìптотаì m0 и mi, а в pайоне

возìожноãо стоëкновения — к асиìптотаì y3i + d

и x3 + d. Как быëо показано в pаботе [4], уäа÷ныì

пpиеìоì явëяется возвpащение виäа äpобной
функöии в фоpìуëе саìоãо упpавëения, с пеpеìен-

ныìи коэффиöиентаìи  пpи асиìптотах

x3 + d и y3i + d, ãäе с увеëи÷ениеì pасстояния R ìе-

жäу объектаìи

R = 

pоëü этих асиìптот паäает. Допоëнитеëüные паpа-
ìетpы ϕ, θ, n поäбиpаþтся такиì обpазоì, ÷тобы
скоpостü изìенения важности ìеняëасü наäëежа-
щиì обpазоì. В ÷астности, ìожно пpинятü θ ≈ 1,
n = 2, а зна÷ение ϕ выбpатü как

ϕ = .

Тоãäа ìожно поëу÷итü вìесто фоpìуë (22) новый
пpоìежуто÷ный pезуëüтат äëя ψi = 90° и ψi = 270°: 

u0опт = bN m0 +  – x1  –

– x2;

uiопт = qbN m2 +  – y1  –

– y2 – .

Эффект пеpекëþ÷ения с оäних асиìптот на
äpуãие по ìеpе поступатеëüноãо äвижения ìожно
усиëитü, есëи ввести также пеpеìенные коэффи-
öиенты äëя асиìптот m1 и m2. Тоãäа кооpäинаöия
взаиìоäействия в ìесте сбëижения äостиãнет ìак-
сиìуìа, а оптиìаëüное упpавëение (22) пpиìет
сëеäуþщий окон÷атеëüный виä, есëи веpнутü обо-

зна÷енияì (12) их пеpвона÷аëüное написание пpи
пpоизвоëüноì куpсовоì уãëе ψi: 

u0опт =

= bN  –

– x2; (23)

uiопт = bNcos(270° – ψi) Ѕ

Ѕ  –

– V tg(270° – ψi) – y2;

mi = mi(0) – Vtcos(270° – ψi),

ãäе N = ; R2 = (x1 – y3i)
2 + (x3 – y1i)

2, ψi —

заäанный уãоë попеpе÷ноãо куpса, x1, x2, x3, y1i, y2i,
y3i — текущие кооpäинаты äвижения суäов. Пpи этоì
кооpäинаты x3 и y3i соответствуþт кpат÷айøиì pас-
стоянияì äо заäанной ëинии пути от поäвижноãо
"пpепятствия" — сбëижаþщеãося попеpе÷ныì куp-
соì встpе÷ноãо суäна.
Коììентиpуя фоpìуëы (23), ìожно заìетитü, ÷то

вäаëи от ìеста сбëижения пpи R2 > d 2 пpи спеöи-
аëüных выбpанных паpаìетpах θ = 1 и n = 2 боковое
äвижение встpе÷ноãо и основноãо суäов буäет ста-
биëизиpовано относитеëüно своих заäанных ëиний

пути m2 и m1. Но пpи  m 1 öеëüþ упpавëения

станет безопасное укëонение суäов с поìощüþ
асиìптот x3 + d и y3i + d. Кpоìе тоãо, в сиãнаëе uiопт
упpавëения встpе÷ныì суäноì пpисутствуþт по-
пpавки в пеpеäато÷ных ÷исëах pеãуëятоpа äëя m2
и y1 и постоянное äопоëнитеëüное сëаãаеìое. Эти
попpавки ис÷езаþт пpи ψi = 90° иëи 270°.

Pезультаты моделиpования попеpечного движения 
судов с повышенной безопасностью

Моäеëиpование äвижения ÷етыpех pе÷ных су-
äов пpовоäиëосü в сpеäе MATLAB пpи сëеäуþщих
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усëовиях. Суäа äвижутся с постоянной попутной
скоpостüþ V = 4 ì/с, их äинаìи÷еские паpаìетpы
заäаны: a = 0,25 1/с, b = 0,5 1/с. Зна÷ение безопас-
ной äистанöии d = 30 ì.
Пеpвое встpе÷аþщееся с основныì суäно иìеет

попеpе÷ный куpс ψ1 = 270°, а еãо кооpäинаты в на-
÷аëüноì состоянии пpи x3(0) = 0 таковы: y31 = 160 ì;
y11 = 150 ì.
Вы÷исëенный коэффиöиент θ1 безопасности

у неãо невеëик, поскоëüку из-за высокоãо беpеãа
оно обнаpужено сëиøкоì позäно, и поэтоìу pас-
поëаãаеìая äистанöия L1 äо то÷ки встpе÷и с ниì
весüìа ìаëа. Усëовие (y31 – y11) > 0 указывает, ÷то
обоиì суäаì нужно сpо÷но повоpа÷иватü впpаво,
а также пpиниìается pеøение повыситü скоpостü
хоäа основноãо суäна äо V = 6 ì/с, ÷тобы избежатü
опасной бëизости пpи встpе÷е. Оказаëосü, ÷то этих
ìеp äостато÷но, ÷тобы ìиниìаëüное pасстояние
Rmin = 35 ì пpевысиëо заäанный поpоã d = 30 ì.
Втоpыì по пpиоpитету опасности оказаëосü

суäно 3, иìеþщее соãëасно кëассификаöии на pис. 5
встpе÷ный куpс ψ3 = 135° с на÷аëüныìи кооpäина-
таìи пpи t = 0

y33 = –100 ì; y13 = 450 ì.

Пpи этоì основное суäно посëе укëонения от
суäна 1 к ìоìенту сбëижения с суäноì 3 пеpеìе-
щается на äистанöиþ x3 = 150 ì. Пpоãноз пpяìо-
ëинейноãо äвижения суäна 3 показаë, ÷то пpи этоì
оно пpойäет впеpеä ÷еpез пëаниpуеìуþ то÷ку
встpе÷и на 5 ì. Поэтоìу хотя встpе÷ное суäно 3
пpибëижается впpаво, оба суäна äоëжны также по-
воpа÷иватü впpаво. Этот ìаневp обеспе÷иë безо-
пасностü их взаиìоäействия пpи Rmin = 40 ì.
Посëеäниì встpе÷ныì суäноì явëяется суäно 2,

куpс котоpоãо pавен ψ2 = 315° пpи сëеäуþщих на-
÷аëüных кооpäинатах y32 = 400 ì, y12 = 600 ì.
Основное суäно посëе укëонения от äвух суäов 1

и 3 пеpеìещается пpи сбëижении с суäноì 2 на
äистанöиþ x3 = 400 ì. Суäно 2 так же, как и суäно 3,
пpи неупpавëяеìоì äвижении пpойäет ÷еpез пëа-
ниpуеìуþ то÷ку встpе÷и впеpеä, то так как оно

пpибëижается сëева, обоиì суäаì нужно повоpа-
÷иватü вëево без изìенения скоpости попутноãо
äвижения.

Заключение

Пpовеäенные иссëеäования позвоëяþт сäеëатü
сëеäуþщие вывоäы.

1. Сфоpìиpована пpоöеäуpа пpиоpитетноãо вы-
боpа о÷еpеäной паpы взаиìоäействуþщих суäов
пpи пеpесе÷ении их ìаpøpутов, котоpая позвоëяет
указатü наибоëее опасное встpе÷ное суäно и пpи-
нятü необхоäиìые ìеpы.

2. Пpеäëоженная кëассификаöия типов взаиì-
ноãо äвижения äвух суäов обеспе÷ивает выбоp нуж-
ных способов äопоëнитеëüноãо ìаневpиpования
äëя устpанения уãpозы их стоëкновения.

3. Уто÷ненный синтез кооpäиниpованноãо оп-
тиìаëüноãо упpавëения боковыì äвижениеì äвух
сбëижаþщихся суäов у÷итывает, поä какиì уãëоì
пеpесекаþтся их куpсы, и пpеäписывает вäаëи от
то÷ки встpе÷и стабиëизаöиþ относитеëüно заäан-
ных ëиний пути, а в ëокаëüноì ìесте сбëижения —
укëонение äpуã от äpуãа на заäаннуþ безопаснуþ
äистанöиþ.

4. Моäеëиpование на ЭВМ поäтвеpäиëо эффек-
тивностü пpеäëоженноãо поäхоäа.
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Математическое моделиpование возможности обнаpужения 
высокоскоpостных летательных аппаpатов в полете 

по инфpакpасному излучению

E. S. Chuvasheva, S. N. Chuvashev

Mathematical Modeling of Detection of High Speed Vehicle in Flight
with Infrared Cameras

Высокоскоpостные ëетатеëüные аппаpаты (ЛА)
пpи поëете испытываþт зна÷итеëüный наãpев. Теп-
ëовое изëу÷ение ãоpя÷их повеpхностей таких ЛА
ìожет испоëüзоватüся äëя их обнаpужения. Это ста-
новится особенно актуаëüно, есëи pаäиоëокаöион-
ный канаë обнаpужения испытывает затpуäнения,
напpиìеp, в pезуëüтате ìеp по осëабëениþ отpа-
женноãо сиãнаëа [1—4].
Дëя опpеäеëения усëовий обнаpужения ЛА по

еãо собственноìу ИК изëу÷ениþ и оöенки необ-
хоäиìости и эффективности ìеp äëя снижения
теìпеpатуpы pазëи÷ных у÷астков повеpхности öе-
ëесообpазно пpиìенитü ìатеìати÷еское ìоäеëи-
pование.

Математическая модель обнаpужения

В äанной pаботе пpеäëожена ìатеìати÷еская
ìоäеëü, позвоëяþщая анаëизиpоватü äаëüностü pе-
ãистpаöии высокоскоpостных ЛА по их ИК изëу÷е-
ниþ с у÷етоì pазëи÷ных фактоpов в те÷ение поëета.
Пpеäëоженная ìоäеëü явëяется pазвитиеì коìпëекс-
ной ìоäеëи ЛА, поäpобно описанной в pаботе [5].
Динаìика поëета в ней pасс÷итывается на основе
систеìы уpавнений äëя тpехìеpноãо äвижения твеp-
äоãо теëа. Геоìетpия повеpхности ЛА и äвиãатеëя
ìожет соäеpжатü у÷астки кpуãовых öиëинäpов, ко-
нусов, тоpов, пëоскостей, остpые кpоìки пpеäпо-
ëаãаþтся закpуãëенныìи. Пpеäпоëаãается уäаpно-
воëновая стpуктуpа обтекания, бëизкая (с то÷ностüþ
äо боëüøих у÷астков те÷ения) к поëу÷аþщейся в

pезуëüтате тpехìеpноãо ìатеìати÷ескоãо ìоäеëи-
pования. Хаpактеpистики потока за уäаpныìи воë-
наìи и в те÷ении Пpанäтëя—Майеpа нахоäятся с
поìощüþ известных анаëити÷еских соотноøений.
Дëя описания ãипеpзвуковоãо обтекания носовых
÷астей ЛА как ÷астей затупëенноãо теëа и вы÷ис-
ëения ëокаëüных тепëовых потоков в окpестностях
кpити÷еских то÷ек и ëиний пpиìеняþтся поëуэì-
пиpи÷еские соотноøения. В поãpансëое у÷итыва-
þтся как ëаìинаpный, так и туpбуëентный pежиìы
те÷ения и ëаìинаpно-туpбуëентный пеpехоä с у÷е-
тоì сжиìаеìости. Pасс÷итывается нестаöионаpный
наãpев внутpенних стpуктуp аппаpата, напpиìеp,
"внеøнеãо сëоя" обоpуäования и пpибоpов, на ко-
тоpый паäает изëу÷ение со стенки, и "внутpенних
÷астей", заэкpаниpованных этиì сëоеì. Пpи pас-
÷ете внутpеннеãо тепëопеpеноса у÷итываþтся теп-
ëопpовоäностü и тепëовое изëу÷ение. Пpеäусìот-
pена возìожностü активноãо охëажäения стенок
äвиãатеëя. Пpи описании пpоöессов в äвиãатеëе
пpиìеняется канаëüное пpибëижение с у÷етоì ìа-
ëости попеpе÷ных ãpаäиентов паpаìетpов яäpа те-
÷ения и с поãpансëояìи, соответствуþщиìи на÷аëü-
ноìу и основноìу у÷асткаì те÷ения в коëüöевоì
канаëе с пеpеìенныìи äиаìетpаìи, с поступëениеì
ìассы топëива и энеpãовыäеëениеì, pаспpеäеëен-
ныì в заäанноì объеìе каìеpы сãоpания. Пpиток
ìассы и энеpãии опpеäеëяется по pасхоäу ãоpþ÷еãо;
в пpоãpаììе пpеäусìотpены возìожности заäания
pазëи÷ных законоìеpностей инжекöии ãоpþ÷еãо и

С помощью pазpаботанной пpикладной пpогpаммы, pеализующей комплексную модель, описывающую pазноpодные физиче-
ские пpоцессы в узлах высокоскоpостных летательных аппаpатов, исследуются условия обнаpужения аппаpата по его собст-
венному ИК излучению, анализиpуется эффективность меp по снижению темпеpатуpы наиболее нагpетых участков повеpх-
ности, изучается влияние тpаектоpии и pежима полета.
Ключевые слова: высокоскоpостные летательные аппаpаты, инфpакpасное излучение, динамика полета, комплексные модели

The previously described mathematical model is used which accounts for a number of physical processes in the main units of a high
speed air breathing vehicle. Conditions of detection of a high speed vehicle in flight with infrared cameras are considered. The effectiveness
of measures of chilling of the most heated parts of the vehicle’s surface is analyzed. The influence of differences in trajectory and regime
of flight is studied.

Keywords: high speed vehicles, infrared radiation, flight dynamics, complex mathematical model
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поëожения pуëевых повеpхностей, опpеäеëяþщих
уãоë атаки, в тоì ÷исëе возìожностü pу÷ноãо
упpавëения в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.
В те÷ение поëета ЛА опpеäеëяëасü ìощностü

изëу÷ения в поëосе ÷астот ν1, ..., ν2 pеãистpаöии
ИК пpиеìников, pаспоëоженных стаöионаpно на
повеpхности Зеìëи. В pас÷етах пpиниìаëосü, ÷то
кажäый набëþäатеëü i с ИК пpиеìникоì с заpанее
заäанныìи кооpäинатаìи Xi и Yi (высота наä зеì-
ëей Zi = 0) сканиpует с заäанной ÷астотой заäан-
нуþ ÷астü ãоpизонта. С÷итаëосü, ÷то ãипеpзвуковой
ЛА (ГЛА) обнаpужен, есëи в ìоìент осìотpа соот-
ветствуþщей ÷асти ãоpизонта ìощностü пpихоäя-
щеãо изëу÷ения в спектpаëüной поëосе пpиеìника
(÷астоты от ν1 äо ν2) пpевыøаëа поpоãовое зна÷е-
ние. Посëеäнее оöениваëосü по хаpактеpистикаì
совpеìенных пpибоpов но÷ноãо виäения 3-ãо по-
коëения с коэффиöиентоì усиëения света от 60 000
äо 100 000, котоpые позвоëяþт увиäетü ÷еëовека на
pасстоянии пpиìеpно 1 кì.
Поток энеpãии тепëовоãо изëу÷ения с ìаëоãо

у÷астка повеpхности с теìпеpатуpой T в спектpаëü-
ной поëосе ν1, ..., ν2 [6] ìожно пpеäставитü в виäе

Sb = αr (2πhν3/c2)/(exp(hν/(kBT )) – 1)dν,

ãäе αr — степенü ÷еpноты (от 0 äо 1); h — постоян-
ная Пëанка; c — скоpостü света; kB — постоянная
Боëüöìана. Пpибëиженно äëя äостато÷но узкой
поëосы, т. е. пpи 2(ν2 – ν1)/(ν1 + ν2) n 1, интеãpаë
по ν ìожно заìенитü выpажениеì

Sb ≈ αr(2πh /c2)/(exp(hνm/(kBT )) – 1)(ν2 – ν1), 

νm = (ν1 + ν2)/2.

То÷ностü такоãо упpощения äëя хаpактеpных
сëу÷аев окоëо 0,2 %, ÷то завеäоìо ëу÷øе то÷ности
опpеäеëения исхоäных веëи÷ин.
Поток изëу÷ения в поëосе пpи изотpопной äиа-

ãpаììе напpавëенности с у÷астка повеpхности,
накëоненноãо к набëþäатеëþ поä уãëоì θ, пpи
cosθ > 0 pавен

Sbθ = Sbcosθ.

Зна÷ение θ äëя äанной то÷ки вы÷исëяется как
уãоë θ ìежäу ноpìаëüþ к повеpхности и напpавëе-
ниеì визиpования на набëþäатеëüный пункт.
Есëи повеpхностü изëу÷ает в пpотивопоëожноì

от набëþäатеëя напpавëении, то соответствуþщий
поток отсутствует:

cosθ m 0 ^ Sbθ = 0.

Есëи аппаpат нахоäится за ãоpизонтоì, то поток
также отсутствует:

ΔL l (2RЕZ + Z 2)1/2 ^ Sbθ = 0.

Зäесü ΔL — pасстояние от аппаpата äо набëþ-
äатеëя, RЕ = 6371 кì — pаäиус Зеìëи, Z — высота
поëета.
Дëя опpеäеëения суììаpноãо потока, изëу÷ае-

ìоãо ЛА в напpавëении набëþäатеëя (интенсивно-
сти изëу÷ения аппаpата в äанноì напpавëении),
наäо пpоинтеãpиpоватü по повеpхности ЛА F.
Пëотностü потока энеpãии изëу÷ения в заäанной
спектpаëüной поëосе на пpиеìнике на pасстоянии
R от ГЛА pавна

= (∫SbθdF)/(πR2).

Дëя вы÷исëения потоков изëу÷ения пpиìеняëи
äанные по ãеоìетpии и неpавноìеpноìу нестаöио-
наpноìу поëþ теìпеpатуp повеpхности ЛА пpи по-
ëете, опpеäеëяеìые с поìощüþ выøеописанной
коìпëексной ìоäеëи.

Pезультаты моделиpования

Некотоpые хаpактеpные pезуëüтаты вы÷исëе-
ний пpеäставëены на pис. 1, 2, на pис. 3, 4 (сì. вто-
pуþ стоpону обëожки), pис. 5 äëя сëеäуþщеãо ва-
pианта: ìасса ЛА 506 кã, ìасса топëива пpи запуске
1289 кã, äëина 6,1 ì, äиаìетp еãо öиëинäpи÷еской
÷асти 0,9 ì, ãоpþ÷ее — ãептан. Двиãатеëü ЛА вкëþ-
÷аëся на высоте 30 кì пpи скоpости 2 кì/с. В äанноì
ваpианте ЛА осуществëяется охëажäение äвиãатеëя
с поìощüþ энäотеpìи÷еской pеакöии pазëожения
ãоpþ÷еãо. Дëя снижения тепëовоãо потока, пpихо-
äящеãо к баку с ãоpþ÷иì и пpибоpаì от äвиãатеëя,
ìежäу веpхней стенкой äвиãатеëя и узëаìи наä
äвиãатеëеì pаспоëожен экpан с коэффиöиентоì

 
1

2

∫

νm
3

Sb′

Pис. 1. Вpеменные зависимости хаpактеpистик полета:
1 — äаëüностü поëета, 106 ì; 2 — высота поëета, 104 ì; 3 — ãо-
pизонтаëüная составëяþщая скоpости, 103 ì; 4 — веpтикаëüная
составëяþщая скоpости, 102 ì; 5 — танãаж, 10°; 6 — ìасса то-
пëива, 103 кã
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отpажения 95 %. В охëажäении äвиãатеëя у÷аствует
50 % ãоpþ÷еãо. Поëоса pеãистpиpуеìоãо изëу÷ения
3,4...4,1 ìкì. Остаëüные паpаìетpы соответствуþт
указанныì в пpиìеpе, пpивеäенноì в pаботе [5].
В пpеäставëенных ниже pас÷етах пpиìеняëся

закон упpавëения, пpи котоpоì поëет пpоисхоäит
с постоянныì уãëоì атаки (6°). Пpи pаз-
ëи÷ных высотах, но пpи пpиìеpноì по-
стоянстве скоpости поëета это соответст-
вует сохpанениþ ãеоìетpии уäаpно-воë-
новой стpуктуpы пеpеä äвиãатеëеì.
В этоì сëу÷ае безо всяких äопоëнитеëü-
ных сpеäств упpавëения стpуктуpой ее
ëеãко сäеëатü оптиìаëüной äëя pаботы
пpяìото÷ноãо äвиãатеëя, ÷то позвоëяет
обеспе÷итü высокуþ тяãовуþ эффектив-
ностü без усëожнения констpукöии. Пpеä-
поëаãаëосü, ÷то pасхоä ãоpþ÷еãо пpопоp-
öионаëен pасхоäу возäуха ÷еpез äвиãа-
теëü, ÷тобы быë постоянен коэффиöиент
избытка возäуха (в äанноì сëу÷ае pав-
ный 1,5), ÷то также способствует опти-
ìизаöии pабо÷их пpоöессов.
Заäаваëи пятü позиöий pеãистpаöии

ИК изëу÷ения: пpиеìник 1 — на pасстоя-
нии 250 кì от то÷ки стаpта по куpсу аппа-
pата; пpиеìник 2 — на pасстоянии 500 кì
по куpсу и со сìещениеì вëево от неãо
на 150 кì; пpиеìник 3 — на pасстоянии
750 кì по куpсу и со сìещениеì на 100 кì
впpаво; пpиеìник 4 — на pасстоянии
1000 кì по куpсу и со сìещениеì на
450 кì вëево; пpиеìник 5 — на pасстоя-
нии 1250 кì по куpсу.

Pассìотpены тpи ваpианта: A — без äопоëни-
теëüных ìеp по снижениþ потока ИК изëу÷ения;
B — с тепëоизоëяöией нижней повеpхности ЛА от
äвиãатеëя посpеäствоì установки экpана (коэффи-
öиент отpажения 99 %); C — с тепëоизоëяöией
äвиãатеëя и активныì охëажäениеì возäухозабоp-
ника и pуëевых повеpхностей äо 400 К.
Из pезуëüтатов pас÷етов виäно, ÷то поëет пpо-

исхоäит по пеpиоäи÷еской тpаектоpии (сì. pис. 1),
т. е. пpоисхоäят коëебания высоты и äpуãих кине-
ìати÷еских хаpактеpистик. Даëüностü поëета состав-
ëяет пpибëизитеëüно 3 тыс. кì. Гоpизонтаëüная
составëяþщая скоpости в на÷аëе поëета незна÷и-
теëüно возpастает, а затеì пpакти÷ески не ìеняется.
На pис. 2 пpивеäены ãpафики зависиìости от

вpеìени äëя усpеäненных по пëощаäи теìпеpатуp
наибоëее сиëüно наãpеваþщихся ÷астей. Виäно, ÷то
наибоëее сиëüно наãpевается äвиãатеëü в обëасти
кpити÷ескоãо се÷ения; еãо тепëоизоëяöия снижает
сpеäнþþ теìпеpатуpу нижней повеpхности ЛА
боëее ÷еì на 500 К, посëе ÷еãо наибоëее интенсив-
ное изëу÷ение поступает с посëеäней ступени воз-
äухозабоpника и pуëевых повеpхностей. Охëажäе-
ние их пpивоäит к äаëüнейøеìу снижениþ суì-
ìаpных тепëовых потоков.
На pис. 3 и 4 (сì. втоpуþ стоpону обëожки)

пpеäставëены pаспpеäеëения по нижней, наибоëее
ãоpя÷ей повеpхности аппаpата зна÷ений теìпеpа-
туpы и интеãpаëüной по спектpу пëотности энеp-
ãии изëу÷ения. Виäна зна÷итеëüная неpавноìеp-

Pис. 2. Усpедненные по площади темпеpатуpы наиболее нагpе-
вающихся частей:
1 — нижняя повеpхностü ЛА без тепëоизоëяöии (ваpиант А);
2 — возäухозабоpник без охëажäения (А, В); 3 — pуëевые по-
веpхности без охëажäения (А, В); 4 — нижняя повеpхностü ЛА
с тепëоизоëяöией от äвиãатеëя (В, С)

Pис. 5. Плотность потока излучения (в логаpифмическом масштабе) в задан-
ном ИК диапазоне с pазличных точек (указаны цифpами на гpафиках). Сплош-
ные линии — pежим A (без изоляции и охлаждения), штpиховые — pежим B
(теплоизоляция двигателя), пунктиpные — pежим C (теплоизоляция двигателя
и охлаждение воздухозабоpника и кpыльев). Гоpизонтальная линия — гpаница
pегистpации ИК пpиемником 3-го поколения
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ностü наãpева, тpебуþщая у÷ета пpи опpеäеëении
интенсивности pеãистpиpуеìоãо инфpакpасноãо
изëу÷ения.
На pис. 5 показаны вpеìенные зависиìости ИК

сиãнаëов, поступаþщих в то÷ки pеãистpаöии пpи
поëете аппаpата пpи pазëи÷ных ìеpах по снижениþ
теìпеpатуpы. В табëиöе свеäены äанные по äаëü-
ности обнаpужения ЛА с у÷етоì заäанноãо уpовня
÷увствитеëüности и pежиìа сканиpования. Пpи pе-
жиìе A в то÷ках 3,4,5 ЛА обнаpуживается сpазу посëе
появëения из-за ãоpизонта, а в то÷ках 1 и 2 — поз-
же; pасстояние pеãистpаöии в то÷ке 1 зна÷итеëüно
ìенüøе, ÷еì в то÷ке 5, хотя обе они нахоäятся пpя-
ìо по куpсу аппаpата. Части÷но это объясняется
теì, ÷то пpи поäëете к то÷каì 1 и 2 повеpхностü ЛА
еще не успеëа наãpетüся.

Пpи pежиìах B и C тепëовые потоки зна÷итеëüно
ниже, ÷еì пpи pежиìе A; в pезуëüтате пpиеìники
1, 2, 3 и 5 заpеãистpиpоваëи аппаpат зна÷итеëüно
позже, а пpиеìник 4 не заpеãистpиpоваë вообще —
он pаспоëожен сëиøкоì äаëеко от куpса ЛА.

Pазниöа в pеãистpаöии аппаpата связана также
с теì, ÷то существенныì äëя äаëüности обнаpуже-
ния оказаëосü то, на какой фазе поëета аппаpат
поäхоäит к сpеäнестатисти÷еской ãpаниöе pеãист-
pаöии. На фазе поäъеìа, коãäа аппаpат наãpеëся
в нижних сëоях атìосфеpы и повеpнуëся к äанноìу
ИК пpиеìнику своей нижней наибоëее ãоpя÷ей

÷астüþ, äаëüностü обнаpужения ìиниìаëüна. На
фазе спуска, коãäа аппаpат нескоëüко охëаäиëся,
а еãо нижняя ÷астü скpыта от пpиеìника, äаëü-
ностü обнаpужения ìаксиìаëüна. Такиì обpазоì,
поäбиpая соответствуþщуþ фазу поëета пpи пpи-
бëижении к äанноìу пpиеìнику, ìожно зна÷и-
теëüно затянутü ìоìент обнаpужения.
Иìеет зна÷ение также pасстояние от пpиеìника

äо куpса аппаpата: кpоìе боëüøеãо уäаëения от ап-
паpата, иãpает pоëü тот факт, ÷то боковые повеpх-
ности относитеëüно хоëоäные и изëу÷аþт ìенüøе,
а наãpетые нижние ÷асти виäны поä боëее остpыìи
уãëаìи.
Из пpивеäенных äанных также сëеäует эффек-

тивностü выøеописанных ìеp по снижениþ ИК из-
ëу÷ения аппаpата (тепëоизоëяöия äвиãатеëя, охëаж-
äение возäухозабоpников и pуëевых повеpхностей).
Такиì обpазоì, снижение äаëüности обнаpуже-

ния аппаpата по собственноìу ИК изëу÷ениþ ìожет
äостиãатüся как спеöиаëüныìи техни÷ескиìи pеøе-
нияìи, так и выбоpоì тpаектоpии и pежиìа поëета.

Список литеpатуpы

1. Коpотеев А. С. О возìожноì испоëüзовании неpавновес-
ной пëазìы äëя снижения pаäиовиäиìости ëетатеëüных аппа-
pатов // Поëет. 2000. № 12. С. 3—6.

2. Головин А. И., Баpмин А. А. О пpиìенении неpавновес-
ноãо пëазìенноãо обpазования как сpеäства изìенения эффек-
тивной повеpхности pассеяния объекта // Поëет. 2005. № 9.
С. 23—27.

3. Haffa R. P., Patton J. H. Analogs of Stealth // Comparative
Strategy. V. 10, N 3. P. 257—271.

4. Yue T. Detection of the B-2 Stealth Bomber and a Brief His-
tory on "Stealth" // The Tech. 2001. V. 121, Iss. 63: Friday, Novem-
ber 30. P. 7.

5. Чувашева Е. С., Чувашев С. Н., Зоpина И. Г. Коìпëекс-
ная ìатеìати÷еская ìоäеëü äëя конöептуаëüноãо пpоектиpова-
ния высокоскоpостных ëетатеëüных аппаpатов // Инфоpìаöи-
онные техноëоãии. 2012. № 11 (195). С. 10—14.

6. Теплотехника / А. М. Аpхаpов, С. И. Исаев, И. А. Кожи-
нов и äp. Поä pеä. В. И. Кpутова. М.: Маøиностpоение, 1986.
426 с.

Дальность обнаружения ЛА, км
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C 105 310 248 — 265
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