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Идентификация линейных динамических систем
по измеpяемым кооpдинатам пеpеменных состояния

L. G. Bystrov

Identification of Linear Dynamic System
by the Exact Measuring of Space State Faze Coordinates

Введение

Важнейøиìи заäа÷аìи теоpии упpавëения яв-
ëяþтся заäа÷и иäентификаöии. Pазpаботке ìетоäов
pеøения такоãо кëасса заäа÷ посвящено боëüøое
÷исëо pабот оте÷ественных и заpубежных у÷еных
(сì., напpиìеp, [1, 4, 5, 7—10]).
Оäна из заäа÷ иäентификаöии состоит в обpат-

ноì пеpехоäе от набëþäаеìоãо (изìеpяеìоãо) по-
веäения систеìы к постpоениþ стpуктуpы ìатеìати-
÷еской ìоäеëи и ее ÷исëовых паpаìетpов. Данная
заäа÷а пpи описании систеìы в пеpеìенных состоя-
ния своäится к отысканиþ ìатpиöы А (ìатpиöы
коэффиöиентов) [7, 8].
Известна постановка заäа÷и иäентификаöии ìат-

pиöы А äëя пpостейøей äискpетной ìоäеëи [7, с. 82],
ãäе pеøение заäа÷и оpиентиpовано на пpибëижен-
ные ÷исëенные ìетоäы. В pаботе [7, с. 334, 337] пpеä-
ставëено анаëити÷еское pеøение äëя скаëяpноãо
ваpианта систеìы втоpоãо поpяäка в ÷астноì сëу÷ае
pазëи÷ных коpней хаpактеpисти÷ескоãо поëиноìа.
В äанной статüе пpеäëаãается анаëити÷еский pе-

зоëüвентный ìетоä иäентификаöии ìатеìати÷еской
ìоäеëи ëинейной äинаìи÷еской стаöионаpной сис-
теìы с сосpеäото÷енныìи паpаìетpаìи на основа-
нии еäинственноãо и то÷ноãо изìеpения всех коì-
понент кооpäинат пpостpанства состояний свобоä-
ноãо äвижения с испоëüзованиеì ìетоäов pеøения
обpатных заäа÷ [4, 7, 8].

Постановка задачи идентификации

Поä заäа÷ей иäентификаöии буäеì пониìатü
постpоение ìатеìати÷еской ìоäеëи äинаìи÷еской
систеìы в виäе систеìы ëинейных оäноpоäных äиф-
феpенöиаëüных уpавнений с постоянныìи коэф-
фиöиентаìи в ноpìаëüной фоpìе Коøи [7, 8]:

(t) = AX (t), X0 = X (0). (1)

Допустиì, набëþäаеìое повеäение äинаìи÷е-
ской систеìы в те÷ение отpезка вpеìени от 0 äо t
хаpактеpизуется упоpяäо÷енныì набоpоì кооpäи-
нат пpостpанства состояний X (t) = K(t).
Заìетиì, ÷то эëеìентаìи ki1(t), i = , вектоpа-

стоëбöа K(t) явëяþтся квазипоëиноìы.
Тpебуется постpоитü ìоäеëü äинаìи÷еской сис-

теìы (1).
Поскоëüку вектоpы X0, K(t) известны, то äанная

заäа÷а закëþ÷ается в отыскании ìатpиöы систеìы A,
пpи÷еì заäа÷а явëяется обpатной по отноøениþ к
заäа÷е отыскания вектоpа состояния свобоäноãо
äвижения X (t) САУ пpи известных ìатpиöе A и
вектоpе на÷аëüных усëовий X0.

Pезольвентный метод идентификации

Выпоëниì поøаãовое описание пpеäëаãаеìоãо
ìетоäа.

1. Возüìеì пpяìое пpеобpазование Лапëаса
L{K(t)} от кажäоãо эëеìента стоëбöа K(t). В pезуëü-

Ставится задача идентификации линейной стационаpной динамической системы. Опpеделяются условия pазpешимости
поставленной задачи. Показано, что в pазpешимом случае существующее pешение является единственным. Получена фоpмула
в виде явного аналитического матpичного выpажения, по котоpой pазpаботан эффективный вычислительный алгоpитм, пpо-
гpаммно pеализованный на языке системы символьной алгебpы.
Ключевые слова: динамическая система, обpатные задачи динамики, пpеобpазования Лапласа, функция Коши, квазиполином,

хаpактеpистический полином, матpица Фpобениуса, матpичная pезольвента

The problem of exact analytical indetefication for mathematical model of stationary linear dynamic system in Cauchy form of ordinary
differential equations are put forward. The item question of solvability and uniquenes criteria is examined. It is determined that in a case
of solvability the solution looked for is strictly unique. Explicit analitical expressions are discovered for system matrix and initial conditions
as the the objects of investigation. Computig algorithm for this expressions is propozed and realized in the language of simbolic algebra.

Keywords: dinamic system, inverse problems, Laplace integral transforms, Cauchy function, kwazypolinomial characteristic polinom,
Frobenius matrix, matrix exponential
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тате поëу÷иì n pаöионаëüных поëиноìиаëüных
выpажений в виäе отноøений поëиноìов. Знаìе-
натеëи этих отноøений в общеì сëу÷ае pазëи÷ны.
Пpивеäеì эти знаìенатеëи к общеìу поëиноìу
ìиниìаëüной pазìеpности

Q(s) = q0 + q1s + q2s
2 + ... + qp–1s

p–1 + sp =

= qi s
i, qp = 1,

и опpеäеëиì поpяäок p поëу÷енноãо поëиноìа.
По коэффиöиентаì поëиноìа ìиниìаëüной

pазìеpности Q(t) сфоpìиpуеì ìатpиöу Ф в фоpìе
Фpобениуса, сопpовожäаþщуþ äанный поëиноì.

2. Сфоpìиpуеì ìатpиöу G из коэффиöиентов
поëиноìов ÷исëитеëей изобpажений квазиìноãо-
÷ëенов L{Ki(t)}, i = 1, n, пpивеäенных к наиìенü-
øеìу общеìу знаìенатеëþ Q(s). Чëены äанных
поëиноìов pаспоëожиì в поpяäке возpастания
степеней пpи s. Заìетиì, ÷то посëеäний стоëбеö
ìатpиöы G pавен ìатpиöе K = K(t)|τ = 0.
Сфоpìуëиpуеì кpитеpий pазpешимости заäа÷и

иäентификаöии. Пpеäпоëожиì, ÷то поставëенная
заäа÷а pеøена. Хаpактеpисти÷еский поëиноì ìат-
pиöы A иìеет p коpней. Все эти коpни не ìоãут
бытü совеpøенно пpоизвоëüныìи, они обязаны
пpинаäëежатü ìножеству коpней знаìенатеëей от-
ноøений поëиноìов L{Ki(t)}, i = 1, n. Отсþäа сëе-
äует, ÷то pазìеpностü заäанноãо вектоp-стоëбöа
K(t) äоëжна бытü pавна степени p поëиноìа Q(s).
Тоëüко в этоì сëу÷ае ìожет существоватü pеøение
pассìатpиваеìой заäа÷и иäентификаöии.
Можно показатü:
есëи p ≠ n, то pеøение поставëенной заäа÷и не
существует;
есëи p = n и DetG = 0, то pеøение поставëенной
заäа÷и не существует;
есëи p = n и DetG ≠ 0, то pеøение поставëенной
заäа÷и существует и еäинственно.
В посëеäнеì сëу÷ае ìатpиöа A существует и

ìожет бытü вы÷исëена по фоpìуëе

A = (GФ–1G –1)–1, (2)

пpи÷еì pезуëüтат вы÷исëения явëяется еäинст-
венныì.
В основе поëу÷ения выpажения (2) ëежит ìетоä,

названный pезольвентным. Такое название испоëü-
зуется потоìу, ÷то пpи äоказатеëüстве спpавеäëи-
вости (2) пpиìеняется опеpаöия нахожäения pе-
зоëüвенты от ÷исëовых ìатpиö.

Pеøение заäа÷и на÷инается с вы÷исëения хаpак-
теpисти÷ескоãо поëиноìа искоìой ìатpиöы A.
Еäинственныì исто÷никоì инфоpìаöии äëя еãо вы-
÷исëения явëяется исхоäный вектоp-стоëбеö K(t).
В пpикëаäноì пëане хаpактеpисти÷еский поëиноì
нахоäиì с испоëüзованиеì изобpажения по Лапëасу
L{Ki(t)} эëеìентов ìатpиöы K(t) с пpивеäениеì их
к наиìенüøеìу общеìу знаìенатеëþ. Этот знаìе-
натеëü и явëяется хаpактеpисти÷ескиì поëиноìоì.
По коэффиöиентаì ÷исëитеëей эëеìентов ìатpиöы
L{Ki(t)} стpоится кваäpатная ÷исëовая ìатpиöа G.

Запиøеì выpажение äëя вектоp-стоëбöа L{K(t)}
в общеì виäе:

NL(K(t)) = .

По выpажениþ

Q(s) = q0 + q1s + q2s
2 + ... + qp–1s

p–1 + sp

составиì соответствуþщее оäноpоäное äиффеpен-
öиаëüное уpавнение p-ãо поpяäка

y(p)(t) + qp–1y
(p – 1)(t) + ... + q1y ′(t) + q0y(t) = 0.(3)

Лþбой i-й эëеìент вектоp-стоëбöа L{K(t)} ìожет
бытü pассìотpен как изобpажение по Лапëасу pеøе-
ния äиффеpенöиаëüноãо уpавнения (3) пpи наäëе-
жащих i-х на÷аëüных усëовиях:

Yi(0) = .

Заìетиì, ÷то поpяäок поëиноìа Pi(s), i = ,
не выøе (p – 1)-ãо, пpи÷еì коэффиöиент ci(p–1)
пpи sp–1 этоãо поëиноìа зависит тоëüко от ìëаä-
øеãо на÷аëüноãо усëовия и стpоãо pавен еìу [6]:
ci(p–1) = ki(0).
Такиì обpазоì, посëеäний стоëбеö ìатpиöы G

pавен K(0), ÷то ìожно записатü в виäе

G  = GU = K(0), (4)

ãäе U =  — унитаpная ìатpиöа-стоëбеö, эëе-

ìенты котоpой нуëи, за искëþ÷ениеì эëеìента по-
сëеäней стpоки, котоpый pавен еäиниöе.
Из выpажения (4) нетpуäно поëу÷итü:

U = G –1K(0). (5)

Сфоpìиpуеì ìатpиöу Фpобениуса Ф по коэффи-
öиентаì поëиноìа Q(s). Тоãäа с у÷етоì (5) иìееì:

eФtU = eФt(G –1K(0)), (6)

ãäе eФt — соответствуþщая ìатpи÷ная экспонента.

i 0=

p

∑

P1 s( )
Q s( )
----------

P2 s( )
Q s( )
----------

…
Pn s( )
Q s( )
----------

y1i 0( )

y2i 0( )

…
ypi 0( )

1 n,

0
0
…
0
1

0
0
…
0
1
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Можно показатü, ÷то GeФtU = K(t). Тоãäа из
фоpìуëы (6) поëу÷иì:

GeФt(G –1K(0)) = G(eФtG –1)K(0) = K(t). (7)

Пpоанаëизиpуеì выpажение (7) с испоëüзова-
ниеì известной фоpìуëы Коøи [3]. Анаëиз позво-
ëяет сäеëатü вывоä о тоì, как ìожет бытü вы÷ис-
ëена ìатpи÷ная экспонента пока еще неизвестной
искоìой ìатpиöы A:

eAt = G(eФtG –1).

Взяв пpяìое изобpажение по Лапëасу от этоãо
выpажения äëя ëевоãо соìножитеëя, поëу÷иì pе-
зоëüвенту от искоìой ìатpиöы:

G(sE – Ф)–1G –1 = (sE – A)–1. (8)

По выpажениþ (8) пpи s = 0 найäеì в итоãе ис-
коìое выpажение (2), котоpое и пpиниìается äëя
пpоãpаììной pеаëизаöии непосpеäственно выпоë-
няеìых вы÷исëений.

Алгоpитм pеализации метода

На основе изëоженноãо pезоëüвентноãо ìетоäа
иäентификаöии пpеäëаãается поøаãовая пpоöеäу-
pа (аëãоpитì) еãо pеаëизаöии.

1. Найти пpивеäенное изобpажение L{K(t)}, по-
ëиноì Q(s), ìатpиöу G и обpатнуþ ìатpиöу G –1.

2. Поëиноì Q(s) назна÷итü хаpактеpисти÷ескиì
поëиноìоì искоìой ìатpиöы, есëи еãо поpяäок
совпаäает с pазìеpностüþ n вектоp-стоëбöа K(t).

3. По коэффиöиентаì хаpактеpисти÷ескоãо по-
ëиноìа сфоpìиpоватü ìатpиöу Фpобениуса Ф и
вы÷исëитü обpатнуþ ìатpиöу Ф–1.

4. Найти пpоизвеäение тpех ìатpиö G(Ф–1G –1).
5. Вы÷исëитü искоìуþ ìатpиöу A систеìы по

фоpìуëе (2).
6. Пpовести пpовеpку пpавиëüности поëу÷енноãо

pеøения. С этой öеëüþ pеøитü постpоеннуþ сис-
теìу с на÷аëüныìи усëовияìи K(0) и убеäитüся, ÷то
это pеøение pавно заäанноìу вектоp-стоëбöу квази-
ìноãо÷ëенов K(t).

Пpимеp

Пустü äан вектоp-стоëбеö

K(t) = 

и вектоp на÷аëüных усëовий X(0) = K(0) = [0 2 1 0 1]т.
Тpебуется найти ìатpиöу A, ÷то позвоëит ëеãко

постpоитü ноpìаëüнуþ оäноpоäнуþ систеìу уpав-
нений в фоpìе Коøи.

Pешение. 1. Возüìеì пpяìое пpеобpазование Лапëа-
са от кажäоãо эëеìента вектоp-стоëбöа K(t), поëу÷иì

L(K(t)) = .

2. Пpивеäеì эëеìенты вектоp-стоëбöа L{K(t)}
к наиìенüøеìу поëиноìиаëüноìу общеìу знаìе-
натеëþ (ëþбыì известныì ìетоäоì), поëу÷иì
Q(s) = s5 + 9s4 + 36s3 + 78s2 + 88s + 48.
Этот поëиноì в äаëüнейøеì буäет хаpактеpи-

сти÷ескиì äëя искоìой систеìы.
3. С у÷етоì поëу÷енноãо pезуëüтата пpеобpазуеì

вектоp-стоëбеö L{K(t)} к виäу, в котоpоì кажäый
еãо эëеìент иìеет оäинаковый знаìенатеëü Q(s):

NL(K(t)) = . (9)

Заìетиì, ÷то поpяäок p хаpактеpисти÷ескоãо
поëиноìа pавен зна÷ениþ n = 5, т. е. pеøение по-
ставëенной заäа÷и ìожет существоватü.

4. Постpоиì ìатpиöу G и ìатpиöу G –1:

G = , G –1 = .

Эëеìенты ìатpиöы G пpеäставëяþт собой коэф-
фиöиенты пpи степенях s поëиноìов ÷исëитеëей
вектоpа-стоëбöа L{K(t)} виäа (9). Заìетиì, ÷то по-
сëеäний стоëбеö ìатpиöы G pавен K(0).

e t– sint e 2t– sin2t+

e t– cost e 2t– cos2t+

e 3t–

e t– sint

e 2t– cos2t

3s2 8s 12+ +

s4 6s3 18s2 24s 16+ + + +
-------------------------------------------------

2s3 9s2 8s 12+ + +

s4 6s3 18s2 24s 16+ + + +
-------------------------------------------------

1
s 3+
--------

1

s2 2s 2+ +
-------------------

s 2+

s2 2s 2+ +
-------------------

3s3 17s2 36s 36+ + +

s5 9s4 36s3 78s2 88s 48+ + + + +
--------------------------------------------------------------

2s4 15s3 45s2 66s 36+ + + +

s5 9s4 36s3 78s2 88s 48+ + + + +
--------------------------------------------------------------

s4 6s3 18s2 24s 16+ + + +

s5 9s4 36s3 78s2 88s 48+ + + + +
--------------------------------------------------------------

s3 7s2 20s 24+ + +

s5 9s4 36s3 78s2 88s 48+ + + + +
--------------------------------------------------------------

s4 7s3 18s2 22s 12+ + + +

s5 9s4 36s3 78s2 88s 48+ + + + +
--------------------------------------------------------------

36 36 17 3 0
36 66 45 15 2
16 24 18 6 1
24 20 7 1 0
12 22 18 7 1

3
100
------- 2–

25
---- 1

25
---- 3

100
------- 3

25
----

7–
50
---- 7

50
---- 3–

25
---- 4

25
---- 4–

25
----

8
25
---- 3–

25
---- 9

25
---- 12–

25
------- 3–

25
----

4–
25
---- 1–

25
---- 27–

25
------- 11

25
---- 29

25
----

48–
25
------- 8

25
---- 81

25
---- 42

25
---- 72–

25
-------
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5. По коэффиöиентаì поëиноìа Q(s) постpоиì
ìатpиöу Ф в фоpìе Фpобениуса и обpатнуþ ìат-
pиöу Ф–1:

Ф= , Ф–1= .

6. Вы÷исëиì пpоìежуто÷нуþ ìатpиöу G(Ф–1G–1):

G(Ф–1G –1) = .

7. Вы÷исëиì искоìуþ ìатpиöу

A = (G(Ф–1G –1))–1 = .

8. Пpовеpиì пpавиëüностü вы÷исëений путеì
pеøения систеìы:

(t) = X (t), X (0) = .

Пpеäваpитеëüно найäеì ìатpи÷нуþ экспоненту
по найäенной ìатpиöе A:

eAt =

= .

Тоãäа, воспоëüзовавøисü фоpìуëой Коøи, иìееì:

X (t) = eAtX (0) = .

Сpавнивая поëу÷енный pезуëüтат с исхоäныì
вектоpоì-стоëбöоì K(t), убежäаеìся в пpавиëüно-
сти pеøения.

Заключение

Метоä и аëãоpитì иäентификаöии оäноpоäной
ëинейной стаöионаpной äинаìи÷еской систеìы,
пpеäставëенные в статüе, позвоëиëи восстановитü
ìатpиöу систеìы. Дëя нее поëу÷ено явное анаëи-
ти÷еское выpажение. Pеøение поставëенной заäа÷и
основано на ввеäении в pассìотpение новой ìат-
pиöы, отобpажаþщей инфоpìаöиþ набëþäаеìых
(изìеpяеìых) сиãнаëов.
Особенностüþ поëу÷енноãо pеøения явëяется тот

факт, ÷то паpаìетpи÷еская иäентификаöия äостиãа-
ется путеì пpеäваpитеëüноãо pеøения заäа÷и непа-
pаìетpи÷еской иäентификаöии, а иìенно, вы÷исëе-
ния паpаìетpов интеãpаëüноãо опеpатоpа иäентифи-
öиpуеìой систеìы — ее ìатpи÷ной pезоëüвенты.
Пpи÷еì ìетоä äопускает вы÷исëение ìатpи÷ной

pезоëüвенты без ее pеконстpукöии, ÷то обеспе÷и-
вает возìожностü пpоãнозиpования повеäения иäен-
тифиöиpуеìой систеìы поä возäействиеì напеpеä
заäанных на÷аëüных усëовий и станäаpтных воз-
ìущений в виäе квазипоëиноìов на основе непоë-
ной иäентификаöии, ÷то существенно сокpащает
объеì вы÷исëений.
Пpеäëоженный аëãоpитì ìожет бытü испоëüзо-

ван пpи постpоении аäаптивных систеì упpавëения,
испоëüзуþщих ìетоä этаëонной ìоäеëи, äëя pеøе-
ния заäа÷ текущей иäентификаöии и пpоãноза.
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Геометpизация задачи экологического контpоля содеpжания 
вpедных веществ в атмосфеpном воздухе на автомобильных доpогах

N. N. Chubukov

Geometrization Problem of Environmental Control
of Harmful Substances in the Air on the Roads

1. Актуальность экологического контpоля воздуха 
на доpогах

Инфpастpуктуpа автоìобиëüной тpанспоpтной
сети Pоссии в настоящее вpеìя äинаìи÷но pазви-
вается, стpеìясü уäовëетвоpитü возpастаþщие по-
тpебности pеãионов по объеìаì ãpузопассажиp-
ских пеpевозок. Несìотpя на то, ÷то Тpанспоpтная
стpатеãия Pоссийской Феäеpаöии на пеpиоä äо
2030 ãоäа [1] пpеäписывает обязатеëüностü собëþ-
äения ìеp по обеспе÷ениþ экоëоãи÷еской безопас-
ности автоäоpожноãо коìпëекса, тенäенöия наpас-
тания небëаãопpиятноãо возäействия тpанспоpта
на пpиpоäу пpоäоëжает усиëиватüся. Автоìобиëи,
наpяäу с øуìовыì и тепëовыì заãpязнениеì окpу-
жаþщей сpеäы, явëяþтся исто÷никаìи выбpосов
оãpоìноãо коëи÷ества вpеäных веществ, вызываþ-
щих äеãpаäаöиþ по÷в и воäных объектов, особенно
в pайонах пpоëеãания кpупных автостpаä, а также
в зонах с боëüøой пëотностüþ äоpожной сети и по-
выøенной интенсивностüþ тpанспоpтных потоков.
С pостоì уpовня автоìобиëизаöии стpаны заãpяз-

нение возäуøноãо бассейна становится все боëее

опасныì äëя насеëения, поскоëüку с äыханиеì ÷еpез
ëеãкие в оpãанизì ÷еëовека ìãновенно пpоникаþт
ëету÷ие вpеäные вещества. Насыщенностü иìи воз-
äуха свеpх установëенных ноpìативов ìожет вызватü
как pазовые токси÷еские отpавëения, так и pяä тяже-
ëых забоëеваний. Даже незна÷итеëüное соäеpжание
токсикантов в возäухе кабин и саëонах общественно-
ãо тpанспоpта ÷еpез некотоpое вpеìя накапëивается в
оpãанизìе и веäет к уãнетениþ психи÷ескоãо состоя-
ния ëþäей, снижениþ pеакöии и pаботоспособности
воäитеëей, повыøениþ веpоятности их оøибок и в
öеëоì отяãощает статистику аваpийности на автоäо-
pоãах и забоëеваеìости ìестноãо насеëения.
В те÷ение ãоäа совокупная ìасса автоìобиëüных

выбpосов в атìосфеpу в сpеäнеì по Pоссии состав-
ëяет окоëо 22 ìëн тонн. В их состав вхоäит боëее
200 наиìенований вpеäных веществ. Эìиссия вы-
хëопных ãазов автоìобиëей в кpупных ìеãапоëи-
сах составëяет äо 70 % всеãо заãpязнения атìосфеpы.
Установëена устой÷ивая коppеëяöия ìежäу за-

ãpязненностüþ ãоpоäскоãо возäуха токсикантаìи
автотpанспоpтноãо пpоисхожäения и увеëи÷ениеì

Pассматpивается пеpспективное напpавление pазвития сpедств экологического контpоля атмосфеpного воздуха вблизи ав-
тостpад и в мегаполисах, основанное на упpавлении избыточными данными пpи измеpении многокомпонентных смесей. Pаз-
pаботанный автоpом алгоpитм путем pешения систем линейных алгебpаических уpавнений малой pазмеpности pеализует со-
вместную обpаботку выходных сигналов газоаналитических сенсоpов, скомбиниpованных попаpно по пpизнаку максимальной
пеpекpестной чувствительности к компонентам смеси. Геометpизация задачи обеспечила визуализацию хода pешения и pе-
зультатов, учет нелинейности калибpовочных хаpактеpистик и уменьшение методических погpешностей измеpений, обуслов-
ленных пpинадлежностью калибpовок к некоppектным обpатным задачам математической статистики.
Ключевые слова: газоанализатоp, гpуппиpовка, калибpовка, компонент, концентpация, пpоба, пpобоподготовка, селек-

тивность, сенсоp, смесь

Considered a promising direction of development of means of environmental control of air near highways and in metropolitan areas,
based on the management of redundant data in the measurement of multi-component mixtures. Designed by the author of the algorithm
for solving systems of linear algebraic equations of small dimension implements the joint processing of the output signals of gas analysis
sensors are combined in pairs on the basis of the maximum cross-sensitivity to the components of the mixture. Geometrization tasks provided
visualization of the progress and results of solutions, taking into account the characteristics of non-linearity of the calibration and reduction
of systematic errors of measurement due to incorrect calibration accessory inverse problems of mathematical statistics.

Keywords: gas analyzer, grouping, calibration, component, concentration, sample, sample preparation, selectivity, sensor, mixture

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В ЗАДАЧАХ
ОБPАБОТКИ ИНФОPМАЦИИ И УПPАВЛЕНИЯ



8 Мехатроника, автоматизация, управление, № 1, 2014

забоëеваеìости насеëения [2]. За 10 ëет с 1986 по
1996 ãоä ÷исëо автоìобиëей в Москве возpосëо с
500 тыс. äо äвух ìиëëионов, пpи этоì инäекс за-
ãpязненности атìосфеpноãо возäуха увеëи÷иëся по
10-баëüной øкаëе от 1 äо 9, по÷ти на поpяäок. За
этот пеpиоä ÷исëо забоëеваний иøеìи÷еской бо-
ëезнüþ сеpäöа в стоëиöе увеëи÷иëосü в 1,5 pаза,
pазвитие атеpоскëеpоза "поìоëоäеëо" на 10 ëет, забо-
ëеваеìостü оpãанов äыхания увеëи÷иëасü в 1,6 pаз,
а ÷исëо боëезней неpвной систеìы, оpãанов ÷увств,
боëезней кpови (анеìии) и вpожäенных поpоков
pазвития возpосëо вäвое.
Дëя пpовеäения своевpеìенных защитных ìеpо-

пpиятий по снижениþ неãативноãо вëияния авто-
ìобиëüных выбpосов на зäоpовüе ëþäей необхоäиìа
оpãанизаöия эффективноãо ìонитоpинãа возäуха на
автоìаãистpаëях и в пpиëеãаþщих жиëых pайонах.
Пpи этоì теppитоpиаëüные оpãаны Pоспpиpоäнаä-
зоpа, на котоpые возëаãаþтся функöии контpоëя за
состояниеì возäуха в кpити÷еских pайонах в соот-
ветствии с ФЗ PФ от 04.05.1999 № 96-ФЗ [3], тех-
ни÷ески неäооснащены, а иìеþщиеся на настоя-
щий ìоìент сpеäства ìонитоpинãа атìосфеpы ìо-
pаëüно устаpеëи.

2. Многосложность
инстpументального монитоpинга воздуха

Автоìобиëüные выхëопные ãазы пpеäставëяþт
собой возäуøнуþ сìесü, в состав котоpой ìоãут
вхоäитü äо 1200 ìикpокоìпонентов. Тpуäоеìкостü
ëабоpатоpноãо анаëиза пpоб заãpязненноãо атìо-
сфеpноãо возäуха и общие тенäенöии pазвития сис-
теì экоëоãи÷ескоãо ìонитоpинãа в напpавëении
автоìатизаöии пpобоотбоpа, пpобопоäãотовки и
изìеpений, а также сообpажения эконоìи÷еской
öеëесообpазности и pаöионаëüности все ÷аще обес-
пе÷иваþт пpеäпо÷тения пpи выбоpе сpеäств экоëо-
ãи÷ескоãо контpоëя в поëüзу автоìати÷еских ãазо-
анаëизатоpов. Теì не ìенее, естественное стpеì-
ëение ìиpовой общественности к пpинятиþ
pеøитеëüных ìеp äëя снижения уãpоз äавëения
автотpанспоpта на биосфеpу встpе÷ает pяä сëеäуþ-
щих сеpüезных пpепятствий.

1. Влияние неучтенных компонентов смеси. Каëиб-
pовка изìеpитеëüных канаëов ãазоанаëизатоpа вы-
поëняется по этаëону — ãосуäаpственноìу стан-
äаpтноìу обpазöу, пpеäставëяþщеìу собой оäно-
pоäное с изìеpяеìыì вещество то÷но известной
конöентpаöии на фоне нейтpаëüноãо ãаза. Пpи этоì
пpеäпоëаãается, ÷то неöеëевые пpиìеси в пpобе
отсутствуþт. Pазpабот÷ики ãазоанаëизатоpа объяс-
няþт это сëеäуþщиì обpазоì: "Есëи поäнести ãазо-
анаëизатоp к бо÷ке с азотной кисëотой, то ãëупо
äуìатü, ÷то он буäет показыватü соëянуþ". Это pас-
сужäение pаспpостpаняется по÷ти на весü спектp
изìеpяеìых коìпонентов, а основанная на неì äо-
ìиниpуþщая иäеоëоãия паpаëëеëüных независиìых
изìеpений коìпонентов сìеси опpеäеëяет сëеäуþ-

щий виä функöии пpеобpазования еäини÷ноãо из-
ìеpитеëüноãо канаëа:

U = kC + ξ, (1)

ãäе U — выхоäной сиãнаë сенсоpа; C — конöентpа-
öия вpеäноãо коìпонента в возäуøной сìеси; k —
коэффиöиент пpопоpöионаëüности функöии пpе-
обpазования; ξ — оøибка сенсоpа от возäействия
неу÷тенных фактоpов.
Пpи этоì оøибка ξ с÷итается обы÷но пpенеб-

pежиìо ìаëой.
Оäнако в сëу÷ае pаспознавания сìесей навоäи-

ìые неöеëевыìи коìпонентаìи поìехи становятся
существенныìи, поскоëüку кажäый сенсоp в соста-
ве изìеpитеëüноãо бëока pеаãиpует не на оäно ве-
щество, а на соäеpжащиеся в пpобе вещества оäной
хиìи÷еской ãpуппы (спиpты, кисëоты, феноëы,
уãëевоäоpоäы и äp.). В пpактике экоëоãи÷еских из-
ìеpений наëи÷ие pоäственных фоновых веществ в
заãpязненноì возäухе явëяется скоpее пpавиëоì, ÷еì
искëþ÷ениеì, а зна÷ение вызванных их пpисутст-
виеì поãpеøностей ìожет в pяäе сëу÷аев сäеëатü
изìеpение беспоëезныì. Покажеì это на пpиìеpе.
Пpи экоëоãи÷ескоì контpоëе возäуха пассажиp-

ских саëонов и кабин автотpанспоpта необхоäиìо
в соответствии с ГОСТ [4] выпоëнятü заìеpы пpоб
возäуха, соäеpжащих вpеäные вещества ãpуппы уãëе-
воäоpоäов: ìетан, ãексан и фоpìаëüäеãиä. Дëя ин-
стpуìентаëüноãо экспpесс-анаëиза не существует
иäеаëüно сеëективных сенсоpов на кажäое вещество,
выхоäной сиãнаë ëþбоãо из тpех öеëевых сенсоpов
на эти вещества ìожно пpеäставитü в виäе ëиней-
ной коìбинаöии от конöентpаöий коìпонентов
ãpуппы:

U = k1C1 + k2C2 + k3C3 + ξ, (2)

ãäе U — выхоäной сиãнаë сенсоpа; C1, C2, C3 — кон-
öентpаöии ìетана, ãексана и фоpìаëüäеãиäа в пpобе;
k1, k2, k3 — каëибpово÷ные коэффиöиенты ìетана,
ãексана и фоpìаëüäеãиäа соответственно, поëу÷ен-
ные пpи отсутствии äpуãих составëяþщих сìеси; ξ —
сëу÷айная веëи÷ина, хаpактеpизуþщая вëияние не-
у÷тенных фактоpов.
В сëоживøейся пpактике изìеpений äва из тpех

зна÷иìых коìпонентов в фоpìуëе (2) с÷итаþтся
несущественныìи и иãноpиpуþтся, факти÷ески уве-
ëи÷ивая оøибку ξ. Пpи такоì поäхоäе, как виäно из
pис. 1, по откëику на выхоäе, напpиìеp, сенсоpа
ìетана , невозìожно опpеäеëитü оäнозна÷но кон-
öентpаöиþ ìетана. Этот откëик ìожет бытü вызван
как наëи÷иеì ëþбоãо из äвух äpуãих инãpеäиентов
сìеси, так и их совокупныì вëияниеì.
Пустü äëя опpеäеëенности пpоба соäеpжит äан-

ные тpи вещества в pавных ìассовых äоëях — по
33,3 %. Это позвоëяет на основании фоpìуëы (2) на
pис. 1 наãëяäно пpеäставитü pеакöиþ ìноãоканаëü-
ноãо ãазоанаëизатоpа на сëожные сìеси путеì суì-
ìиpования откëиков сенсоpов в виäе оpäинат то÷ек
пеpесе÷ения скоëüзящей веpтикаëи с инäивиäу-
аëüныìи каëибpово÷ныìи хаpактеpистикаìи этих

U1
~



Мехатроника, автоматизация, управление, № 1, 2014 9

веществ. Из pис. 1 сëеäует, ÷то у äат÷ика фоpìаëüäе-
ãиäа (нижняя фиãуpа на pис. 1) пpи зна÷итеëüноì
запасе по äостижениþ пpеäеëüно äопустиìой кон-
öентpаöии напpяжение на выхоäе становится кpити-
÷ескиì и сpабатывает сиãнаë токси÷еской опасности.
Такиì обpазоì, пpинятое выøе äопущение стаëо

пpи÷иной небpежноãо обpащения со свойстваìи
оøибки ξ, котоpая пpиобpетает в такоì сëу÷ае сис-
теìати÷еский и к тоìу же ìуëüтипëикативный ха-
pактеp. И это пpивеëо к ситуаöии "ëожноãо сpаба-
тывания", хаpактеpизуеìой оøибкой I pоäа.

2. Pазличия в токсичности. Поëожение усуãуб-
ëяется pазëи÷ияìи в способности оäинаковоãо ко-
ëи÷ества вpеäных веществ вызыватü патоëоãи÷еские
изìенения в оpãанизìе pазëи÷ной тяжести. В pас-
сìотpенноì пpиìеpе фоpìаëüäеãиä существенно
боëее яäовит, ÷еì äва äpуãих оäноpоäных коìпо-
нента сìеси (табë. 1). Еãо пpеäеëüно äопустиìая
pазовая конöентpаöия (ПДК) составëяет 0,035 ìã/ì3,
тоãäа как тот же показатеëü вpеäности äpуãих коì-
понентов на тpи поpяäка ìенее опасен, и состав-
ëяет äëя ìетана 50 ìã/ì3, а äëя ãексана 60 ìã/ì3.

Это озна÷ает, ÷то пpи иìеþщих ìесто в pеаëüных
ãазоанаëизатоpах сопоставиìых весовых коэффи-
öиентах коìпонентов сìеси в фоpìуëе (2) токси-
÷ескуþ ãpаниöу наибоëее опасноãо коìпонента оä-
нозна÷но выäеëитü не пpеäставëяется возìожныì,
так как ìенее вpеäные оäноpоäные с ниì по хи-
ìи÷ескоìу составу инãpеäиенты сìеси "забиваþт"
инфоpìативный сиãнаë. Дëя обеспе÷ения заìет-
ности пpисутствия фоpìаëüäеãиäа на фоне сопут-
ствуþщих pоäственных веществ необхоäиìа еãо
конöентpаöия, в 103 pаз пpевыøаþщая ìаксиìаëü-
но äопустиìуþ pазовуþ и в 104 — pаз пpеäеëüнуþ
сpеäнесуто÷нуþ конöентpаöии.
О÷евиäно, ÷то экспpесс-анаëиз ãазоанаëизато-

pаìи возäуøной сìеси, соäеpжащей автоìобиëüные
выхëопные ãазы, пpи тpаäиöионноì ìетоäи÷ескоì
поäхоäе неэффективен, так как наëи÷ие неопас-
ных конöентpаöий фоновых коìпонентов сìеси
созäает непpеоäоëиìые поìехи äëя оöенки опас-
ных конöентpаöий вpеäных веществ.

3. Огpаничения по pазмеpности. Еще оäна пpо-
бëеìа состоит в увеëи÷ении pазìеpности каëибpо-
во÷ноãо экспеpиìента в сëу÷ае, есëи нужно у÷естü
хотя бы ìиниìаëüное ÷исëо фоновых пpиìесей.
Мноãоìеpная каëибpовка пpибоpа äëя pаспознава-
ния сìеси пpеäпоëаãает постpоение сëожных зави-
сиìостей на основе тpуäоеìких пpоöеäуp пpобо-
поäãотовки с пpивëе÷ениеì высококваëифиöиpо-
ванных хиìиков-каëибpовщиков. Масøтабностü
пëанов каëибpово÷ных pабот увеëи÷ивается на-
стоëüко, ÷то затpаты на ìетpоëоãи÷еское обеспе÷е-
ние пpибоpов соизìеpиìы с затpатаìи на созäание
и соäеpжание сети пеpеäвижных ëабоpатоpий äëя
хиìи÷ескоãо коëи÷ественноãо анаëиза пpоб. Так,
пpи поëноì фактоpноì экспеpиìенте äëя сìеси из
÷етыpех ãазов, изìеpяеìых в пяти отс÷етах, необ-
хоäиìо воссозäатü в каëибpово÷ной ãазовой каìеpе
÷исëо pазновиäностей сìеси, pазëи÷аþщихся со-
отноøениеì коìпонентов, pавное

N пэ =  =  = 4845. (3)

Pис. 1. Иллюстpация влияния фоновых компонентов пpоб воз-
духа на pезультаты контpоля:

 — изìеpенный выхоäной сиãнаë сенсоpа; U кp — кpити÷е-
ское зна÷ение выхоäноãо сиãнаëа сенсоpа; kij — каëибpово÷-
ный коэффиöиент i-ãо äат÷ика по j-ìу коìпоненту; i = äат÷ик
{ìетана, ãексана, фоpìаëüäеãиäа}; j = коìпонент {ìетан, ãек-
сан, фоpìаëüäеãиä}

U~

Табëиöа 1
Допустимые концентрации вредных веществ

в атмосферном воздухе

Наиìенова-
ние вещества

Хиìи-
÷еская 
фор-
ìуëа

Диапазон из-
ìерений ìас-
совых конöент-
раöий вреäных 
веществ, ìã/ì3

Атìосферный
возäух

На÷аëо Конеö
ПДКìр*, 

ìã/ì3
ПДКсс**, 

ìã/ì3

Метан CH4 25 250 50 —
Гексан C6H14 30 270 60 —
Форìаëüäеãиä HCOH 0,015 0,15 0,035 0,003

* ìр — ìаксиìаëüно разовая конöентраöия;
**сс — среäнесуто÷ная конöентраöия.

C20
4 20!

4! 20 4–( )!
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В öеëях уìенüøения тpуäоеìкости пpобопоäãо-
товки сокpащаþт ÷исëо каëибpово÷ных то÷ек, ÷то
веäет к низкой инфоpìативности исхоäных äанных.

4. Нелинейность калибpовочной хаpактеpистики.
Неëинейностü каëибpово÷ных хаpактеpистик яв-
ëяется сеpüезныì фактоpоì, иãноpиpование кото-
pоãо путеì неопpавäанной ëинеаpизаöии ìожет
снизитü то÷ностü изìеpений в pазы. Есëи äëя по-
стpоения пpяìой ëинии äостато÷но äвух то÷ек, то
у÷ет кpивизны каëибpово÷ной хаpактеpистики тpе-
бует ввеäения äопоëнитеëüных отс÷етов, ÷то также
пpивоäит к pосту pазìеpности каëибpовок.

5. Нелинейность шкал. Дëя снижения тpуäозатpат
пpи каëибpовке ÷асто коëи÷ественнуþ øкаëу вpеä-
ноãо вещества äеëаþт неëинейной, коãäа посëеäо-
ватеëüныì pазбавëениеì этаëонной конöентpаöии
попоëаì нейтpаëüныì ãазоì äостиãается ëоãаpиф-
ìи÷еское pазбиение øкаëы по основаниþ 2. Ана-
ëоãи÷но, äесятикpатныì pазбавëениеì кажäой по-
сëеäуþщей каëибpово÷ной сìеси обеспе÷ивается
ëоãаpифìи÷еское pазбиение øкаëы конöентpаöий
по основаниþ 10. Неpавноìеpностü pазбиения øкаë
äеëает возìожныì охват боëüøих äиапазонов кон-
öентpаöий вpеäных веществ, оäнако явëяется сеpü-
езныì пpепятствиеì äëя пpиìенения ìетоäов ìа-
теìати÷еской статистики.
Лоãаpифìи÷еская øкаëа позвоëяет "pаспpяìëятü"

ëþбуþ кpивизну каëибpово÷ной хаpактеpистики,
созäавая неpеäко опаснуþ иëëþзиþ ее ëинейности.
Сëеäствиеì испоëüзования такоãо ìетоäи÷ескоãо
пpиеìа явëяется сиëüная неpавноìеpностü pаспpе-
äеëения поãpеøностей изìеpения по äиапазону,
сопpяженная со сëожностяìи их ноpìиpовки пpи
отсутствии эффективных ìетоäик оöенивания то÷-
ности ëоãаpифìи÷еских øкаë и станäаpтных пpо-
öеäуp ввеäения попpавок.
Боëее пеpспективной явëяется пpобопоäãотовка

ìетоäоì äобавëения, пpи котоpой äаþтся pавные
пpиpащения каëибpово÷ных конöентpаöий коì-
понентов. Это обеспе÷ивает pавноìеpностü øкаë
конöентpаöий и возìожностü испоëüзования ìате-
ìати÷ескоãо аппаpата ëинейноãо pеãpессионноãо
анаëиза [5].

6. Затpудненность pасчетов с усложнением функ-
ции пpеобpазования измеpительного канала. Автоìа-
тизаöия изìеpений пpи ãазовоì анаëизе пpеäпоëа-
ãает выпоëнение сëеäуþщих обязатеëüных опеpаöий:
а) иäентификаöии функöии пpеобpазования из-

ìеpитеëüноãо канаëа, в котоpуþ искоìая конöен-
тpаöия вхоäит как аpãуìент;
б) оöенивания неизвестных паpаìетpов этой

функöии;
в) выpажения конöентpаöии из функöии пpеоб-

pазования ÷еpез напpяжение, в котоpоì независи-
ìой пеpеìенной уже явëяется набëþäаеìый эëек-
тpи÷еский сиãнаë на выхоäе сенсоpа, а искоìая кон-
öентpаöия восстанавëивается pас÷етныì путеì.
На пpактике эти опеpаöии выãëяäят сëеäуþщиì

обpазоì. В боëüøинстве сëу÷аев ìоäеëü функöии
пpеобpазования опpеäеëяется на основании фоp-

ìуëы (1), в котоpой оøибка с÷итается пpенебpе-
жиìо ìаëой. Пpи этоì ìоäеëü каëибpово÷ной ха-
pактеpистики описывается выpажениеì

C кх = . (4)

Фоpìуëа (4) уäобна своей пpостотой и опpав-
äывает себя, есëи неëинейности функöии пpеоб-
pазования несущественны. В пpотивноì сëу÷ае
ëинейная ìоäеëü автоìати÷ески изìеняет хаpактеp
оøибки ξ, äеëая ее систеìати÷еской, неöентpиpо-
ванной и не пpинаäëежащей ãауссовскоìу pаспpе-
äеëениþ. Нето÷ностü изìеpений от необоснован-
ноãо упpощения каëибpово÷ной хаpактеpистики
ìожно оöенитü из выpажения

ΔC = C кх — C =  —  = . (5)

Скоìпенсиpоватü неäостаток ìоäеëи, обусëов-
ëенный свойстваìи неëинейности ξ, ìожно тоëüко
усëожнениеì функöии пpеобpазования путеì вве-
äения боëее высоких степеней аpãуìента, напpи-
ìеp, сëеäуþщиì обpазоì:

U = k0 + k1C + k2C
2 + ξ. (6)

Оäнако анаëити÷ески выpазитü конöентpаöиþ
÷еpез выхоäной сиãнаë из фоpìуëы (6) и из аëãеб-
pаи÷еских поëиноìов боëее высоких поpяäков не-
возìожно.
Искëþ÷ение составëяет непоëный куби÷еский

поëиноì, из котоpоãо аpãуìент выpажается по-
сpеäствоì фоpìуëы Каpäано [6]. Пpи этоì наäо
пpиниìатü во вниìание, ÷то поëиноì оäноãо виäа
оãpани÷ен в у÷ете боëüøоãо pазнообpазия возìож-
ных неëинейностей.
Описанная тpуäностü всеãäа иìеет ìесто пpи

постpоении каëибpово÷ных функöий в сиëу пpи-
наäëежности каëибpовки к обpатныì некоppект-
ныì заäа÷аì ìатеìати÷еской статистики [7, 8].
Усëожнениþ функöии пpеобpазования сопутст-

вуþт также pост ÷исëа эëеìентаpных ìатеìати÷еских
опеpаöий в хоäе обpаботки выхоäных сиãнаëов
сенсоpов, соäеpжащих оøибку пеpви÷ноãо пpеоб-
pазования, ÷то поpожäает так называеìые насëе-
äуеìые поãpеøности [9].

3. Фоpмиpование тpебований к алгоpитму

Пеpе÷исëенные пpи÷ины опpеäеëяþт низкуþ
то÷ностü совpеìенных ãазоанаëизатоpов, поãpеø-
ностü котоpых ноpìиpуется в пpеäеëах 20...50 %.
Все ÷аще пpеäпpиниìаþтся попытки снижения

остpоты пеpе÷исëенных пpобëеì за с÷ет изìене-
ния тpаäиöионноãо уãëа зpения на изìеpения сìе-
сей и пpиìенение ìетоäов pаспознавания обpазов,
нейpосетевых ìоäеëей, паpаëëеëüных изìеpений
и äp. [10]. Оäниì из пеpспективных аëãоpитìи÷е-
ских способов äëя pаспознавания сìесей ìожет
статü пpивеäение усëовий каëибpово÷ноãо экспеpи-
ìента к виäу ãеоìетpи÷еской заäа÷и. С этой öеëüþ

U
k
---

U
k
--- U ξ–

k
--------- ξ

k
--
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пpеäваpитеëüно сфоpìуëиpуеì сëеäуþщие общие
тpебования к ìоäеëи.
Необхоäиìыì явëяется у÷ет неëинейности ха-

pактеpистик сенсоpов пpи обеспе÷ении ìиниìаëü-
ной äостато÷ности pазìеpности каëибpовок.
Также пpеäпо÷титеëен выбоp ìатеìати÷ескоãо

аппаpата, обеспе÷иваþщеãо наãëяäностü хоäа pеøе-
ния заäа÷и и визуаëизаöиþ поëу÷аеìых pезуëüтатов.
Пpи этоì аëãоpитì äоëжен бытü оpиентиpован на
пpоãpаììнуþ pеаëизаöиþ на базе совpеìенных ìик-
pопpоöессоpов, обëаäаþщих äостато÷ныì быстpо-
äействиеì и äопускаþщих pекуpсивные вы÷исëения.
Пpинöипиаëüно важно обеспе÷ение ìаксиìаëü-

ной коppектности пpоöеäуpы с то÷ки зpения ìатеìа-
ти÷еской статистики. В настоящее вpеìя обpащение
функöии пpеобpазования изìеpитеëüных канаëов ос-
тается сеpüезныì пpепятствиеì äëя автоìатизаöии
изìеpений не тоëüко сìесей, но и пpостых ãазов.
Пpи ìоäеëиpовании необхоäиìо обеспе÷итü

соответствие pезуëüтатов изìеpений ноpìативно-
техни÷ескиì äокуìентаì [11] по то÷ности, воспpо-
извоäиìости и äостовеpности.

4. Описание метода

В пpоöессе поиска оптиìаëüных pеøений äëя
экспpесс-контpоëя возäуøных сìесей быë pазpа-
ботан аëãоpитì, äëя котоpоãо исхоäные äанные
ìоãут бытü поëу÷ены на основе äpобноãо экспеpи-
ìента. Пpеäëаãаеìый ìетоä обеспе÷ивает извëе÷е-
ние поëüзы из избыто÷ной исхоäной инфоpìаöии,
котоpая спpавеäëиво с÷итается ìеøаþщиì факто-
pоì. Иäея испоëüзования ìеøаþщих äанных äëя
уëу÷øения ка÷ества изìеpений позаиìствована из
пpинöипов иäеаëüности систеì [12]. Пpи pеаëиза-
öии äанноãо поäхоäа фоновые вещества фоpìиpуþт
пpизнаки оäнозна÷ноãо пpисутствия опpеäеëен-
ных коìпонентов, а также ìоãут уто÷нятü оöенки
äоëей вpеäных веществ в сìеси.
Исхоäное äопущение äëя пpеäëаãаеìоãо ìетоäа

состоит в pассìотpении сëожной сìеси в виäе со-
вокупности äвухкоìпонентных ãазов, сãpуппиpо-
ванных попаpно так, ÷то кажäая паpа äает ìакси-
ìаëüные откëики на "свои" сенсоpы, оäнако не вы-
зывает зна÷иìоãо pеаãиpования äpуãих сенсоpов
ìноãоканаëüноãо ãазоанаëизатоpа. Такая усëов-
ностü отpажает pеаëüные свойства пpеäëаãаеìых
pынкоì ãазоанаëизатоpов.
Матеìати÷еская постановка заäа÷и, pеøаеìой

ìетоäоì попаpной ãpуппиpовки äëя сëу÷ая паpы коì-
понентов и паpы сенсоpов, иìеет сëеäуþщий виä.
Пустü зависиìостü напpяжений U1, U2 на выхоäе

сенсоpов от конöентpаöий коìпонентов C1, C2 опи-
сывается систеìой уpавнений

(7)

ãäе ξ1, ξ2 — öентpиpованные сëу÷айные веëи÷ины.
О÷евиäно, ÷то ìоäеëü (7) у÷итывает составëяþ-

щие откëиков U1, U2 кажäоãо из сенсоpов на кон-

öентpаöиþ äвух коìпонентов сìеси и pазpеøиìа
относитеëüно C1, C2. Коэффиöиенты B1, B2 пpи
кваäpати÷ных ÷ëенах систеìы (7) позвоëяþт у÷и-
тыватü неëинейностü откëиков сенсоpов на pаз-
ëи÷ные соотноøения конöентpаöий коìпонентов,
сãpуппиpованных в оäной паpе, и зна÷итеëüно
снизитü ìетоäи÷ескуþ поãpеøностü от иãноpиpо-
вания неëинейности.
Обëасти опpеäеëения öеëевых веществ оãpани-

÷ены на÷аëüныìи и коне÷ныìи зна÷енияìи äиа-
пазонов конöентpаöий коìпонентов:

C1 ∈ { ; }; C2 ∈ { ; }. (8)

Коэффиöиенты A11, A12, A21, A22, B1, B2 опpеäе-
ëяþтся в пpоöессе pеøения pеãpессионной заäа÷и
ìетоäоì наиìенüøих кваäpатов [5].
Уpавнения (7) визуаëизиpованы в виäе äвух по-

веpхностей 2-ãо поpяäка, пpеäставëяþщих собой
ãипеpбоëи÷еские паpабоëоиäы, схеìати÷но изобpа-
женные на pис. 2. Как виäно из pисунка, кажäуþ
паpу фиксиpованных зна÷ений эëектpи÷еских сиã-
наëов на выхоäах сенсоpов ,  ìожно пpеä-
ставитü в виäе ãоpизонтаëüных пëоскостей P1 и P2,
описываеìых выpаженияìи: U1 = ; U2 = .
Эти пëоскости высекаþт на кpивоëинейных повеpх-
ностях G1, G2 ëинии g1 и g2. Данные ëинии явëя-
þтся ãипеpбоëаìи, соäеpжащиìи ìножество то÷ек,
паpы кооpäинат котоpых C1, C2 уäовëетвоpяþт pе-

U1 = A11C1 + A12C2 + B1C1C2 + ξ1;
U2 = A21C2 + A22C2 + B2C1C2 + ξ2,

C1
н C1

к C2
н C2

к

Pис. 2. Гpафическая интеpпpетация метода попаpной гpуппиpовки

U1
~ U2

~

U1
~ U2

~
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øениþ äëя соответствуþщеãо изìеpенноãо выхоä-
ноãо напpяжения äат÷ика U1 иëи U2.
У функöий, описываþщих фиãуpы G1 и G2, естü

общая ãоpизонтаëüная пëоскостü C1OC2, на котоpуþ
уäобно спpоеöиpоватü ãипеpбоëы g1, g2 (нижняя
фиãуpа pис. 2). Pеøениеì систеìы (7) буäут кооp-
äинаты ,  то÷ки пеpесе÷ения пpоекöий паpы
ãипеpбоë:

{ , } = g1  g2. (9)

Кооpäинаты ,  отыскиваþтся как pеøение
экстpеìаëüной заäа÷и путеì ìиниìизаöии функöио-
наëа, поëу÷енноãо на основании систеìы (7) и пpеä-
ставëяþщеãо собой суììу ìоäуëей невязок ξ1, ξ2:

Q = |  – A11C1 – A12C2 – B1C1C2| +

+ |  – A21C1 – A22C2 – B2C1C2|  min. (10)

Дëя уäобства ìиниìизаöии функöионаëа (10)
выpазиì искоìые конöентpаöии äpуã ÷еpез äpуãа
в виäе сëеäуþщей систеìы уpавнений:

(11)

Систеìа (11) pеøается итеpаöионныìи ìетоäа-
ìи [13]. Схоäиìостü итеpаöионноãо пpоöесса ãаpан-
тиpована пëаноì каëибpово÷ноãо экспеpиìента.

5. Пpактическая полезность метода

Пpеäставëение пpостpанства ìоäеëиpования в
виäе äвух тpехìеpных систеì кооpäинат {C1, C2, U1},
{C1, C2, U2}, в кажäой из котоpых оäна кооpäината
набëþäаеìая, а äве äpуãие — искоìые и общие,
обеспе÷иëо возìожностü ãеоìетpизаöии заäа÷и.
Это, в своþ о÷еpеäü, позвоëиëо поëу÷итü pеøение
систеìы уpавнений, соäеpжащих кваäpати÷ные
÷ëены и сëу÷айные веëи÷ины, в виäе ãеоìетpи÷е-
ских кооpäинат то÷ки пеpесе÷ения пpоекöий äвух
паpабоë, пpеäставëяþщих собой се÷ения кpивых
повеpхностей втоpоãо поpяäка ãоpизонтаëüныìи
пëоскостяìи, поäвижныìи вäоëü веpтикаëüной оси,
и явëяþщиìися обpазаìи набëþäаеìых эëектpи-
÷еских сиãнаëов на выхоäе сенсоpов. Пpи pеøении
заäа÷и у÷тена неëинейностü сенсоpов, поскоëüку
аппpоксиìиpуþщие функöии явëяþтся кpивоëи-
нейныìи повеpхностяìи втоpоãо поpяäка.
За с÷ет попаpноãо коìбиниpования откëиков

сенсоpов pазìеpностü каëибpовки сокpащена äо
уpовня, обеспе÷иваþщеãо пpакти÷ескуþ pеаëизуе-
ìостü ìетоäа с пpиìенениеì совpеìенных äинаìи-
÷еских ãенеpатоpов бинаpных ãазовых сìесей. По
сpавнениþ с поëныì фактоpныì экспеpиìентоì
пpеäëаãаеìый поäхоä äает ìноãокpатный эконоìи-
÷еский эффект. Дëя пpивеäенноãо выøе пpиìеpа (3)

объеì пpобопоäãотовки ìожно снизитü попаpной
ãpуппиpовкой äо N пã = 90 коìбинаöий сìеси:

N пã = 2  = 2•  = 90. (12)

Из табë. 2 сëеäует, ÷то эконоìия вpеìенных и ìа-
теpиаëüных pесуpсов пpи изìеpениях в pаìках пpеä-
ëаãаеìоãо поäхоäа снижается в Nпэ/Nпã = 54 pаза.
Эффект от пpиìенения ìетоäа отpажаþт äанные

стоëбöа 5 табë. 2. О÷евиäно, ÷то с pостоì pазìеp-
ности заäа÷и (стоëбеö 2) соотноøение тpуäозатpат
pастет по экспоненöиаëüноìу закону в поëüзу по-
паpной ãpуппиpовки.
Заäа÷а обpащения äвуìеpной неëинейной функ-

öии пpеобpазования pеøается в пpяìой постановке
pекуpсивной ìатеìати÷еской пpоöеäуpой, pеаëи-
зуеìой совpеìенныìи ìикpопpоöессоpаìи. Пpи
этоì отсутствуþт ìанипуëяöии с оøибкой изìеpе-
ний, явëяþщиеся пpи÷иной статисти÷еской некоp-
pектности. Данный øаã повыøает степенü фоpìаëи-
заöии заäа÷и äо уpовня, обеспе÷иваþщеãо автоìати-
заöиþ каëибpовок и изìеpений коìпонентов сìеси.
За с÷ет ìатеìати÷ескоãо описания сìеси ìаëо-

pазìеpныìи систеìаìи 2 Ѕ 2 ëинейных аëãебpаи-
÷еских уpавнений выпоëняется pаспознавание со-
става пpобы. Так, систеìа уpавнений 3 Ѕ 3 pазби-
вается на äве pазpеøиìые станäаpтной пpоöеäуpой
ìаëоpазìеpные систеìы 2 Ѕ 2. Нахожäение то÷е÷-
ных зна÷ений аpãуìентов C1, C2 pавносиëüно pас-
познаваниþ сìеси. Поëу÷енные оöенки соответст-
вуþт тpебованияì ìетpоëоãи÷еских ãосуäаpствен-
ных станäаpтов [11].
Метоä попаpной ãpуппиpовки ìожет испоëüзо-

ватüся äëя pаспознавания äостато÷но сëожных сìе-
сей, есëи поëный набоp ее инãpеäиентов уäается
скоìпоноватü по äва. Вкëþ÷ение оäноãо вещества в
pазëи÷ные паpы с посëеäуþщей пеpекpестной веpи-
фикаöией оöенок явëяется äопоëнитеëüныì pезеp-

C1
^ C2

^

C1
^ C2

^

C1
^ C2

^

U1
~

U2
~ º

C1C2

) )

C1 = ;

C2 = .

A12C2– U1+

A11 B1C2+
-------------------------

~

A21C1– U2+

A22 B2C1+
-------------------------

~
C10

2 10!
2! 10 2–( )!
--------------------

Табëиöа 2
Эффект от применения метода попарной группировки

Чисëо 
то÷ек 
раз-

биения

Разìер-
ностü 
заäа÷и

Чисëо операöий
пробопоäãотовки

ЭффектПоëный 
факторный 
экспериìент

Метоä
попарной 

ãруппировки

1 2 3 4 5

N Nm m
Стоëбеö № 3 / 
Стоëбеö № 4

Для четырехкомпонентной смеси (m = 4)
2 8 70 12 6
3 12 495 30 17
4 16 1820 56 33
5 20 4845 90 54

Для шестикомпонентной смеси (m = 6)
2 12 924 18 51
3 18 18 564 45 413
4 24 134 596 84 1602
5 30 593 775 135 4398

CN
m CN/2

2
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воì повыøения то÷ности и äостовеpности контpоëя
äопустиìых конöентpаöий вpеäных веществ пpи
экоëоãи÷ескоì ìонитоpинãе возäуха на автоäоpоãах.
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Использование нейpосетевого компенсатоpа для стабилизации 
движения полуавтоматических пpотезиpуемых систем

V. P. Glazkov, A. A. Bolshakov, A. A. Kulik

Application Neural Network Compensator for Stabilized Motion
of the Semiautomatic Prosthetic Systems

Введение

Сpеäи ëþäей с оãpани÷енныìи физи÷ескиìи воз-
ìожностяìи в наøей стpане относитеëüно боëüøой
пpоöент составëяþт ëþäи с забоëеванияìи опоp-
но-äвиãатеëüноãо аппаpата. Как пpавиëо, сpеäства,
пpеäназна÷енные äëя обëеã÷ения усëовий их пеpе-
äвижения, весüìа пpиìитивны и не в состоянии
обеспе÷итü выпоëнение тpебуеìых функöий. В связи
с этиì тpебуется pеøитü сëеäуþщуþ заäа÷у — соз-
äатü оте÷ественные констpукöии устpойств äëя pеа-
биëитаöии ëþäей с оãpани÷енныìи физи÷ескиìи

возìожностяìи, не уступаþщие заpубежныì ана-
ëоãаì и оäновpеìенно äоступные äëя житеëей
Pоссии [1].
У÷еныìи Саpатовскоãо ГТУ совìестно со спе-

öиаëистаìи в обëасти оpтопеäии ã. Саpатова пpеä-
ëожено оpиãинаëüное устpойство, позвоëяþщее поë-
ностüþ pазãpузитü скеëет и ìускуëатуpу нижних
коне÷ностей ÷еëовека. Пpеäëаãаеìое изобpетение
ìожно испоëüзоватü в pазëи÷ных сфеpах жизне-
äеятеëüности ÷еëовека: äëя ëе÷ения забоëеваний
опоpно-äвиãатеëüноãо аппаpата ÷еëовека; äëя уìенü-
øения наãpузки на позвоно÷ник и нижние коне÷-

Pассматpивается пpименение нейpонных сетей для упpавления движением полуавтоматической пpотезиpуемой системы.
Особое внимание уделяется обеспечению устойчивого движения пpотезиpуемого устpойства на основе нейpосетевого компен-
сатоpа. Пpиводятся pезультаты нейpосетевого моделиpования устойчивости движения полуавтоматических пpотезиpуемых
систем с детеpминиpованными и упpугими элементами пеpедачи движения.
Ключевые слова: нейpосетевой компенсатоp, пpотезиpуемая система, нейpонная сеть

The article is devoted the application neural networks to motion control of the prosthetic systems. Also the article is dedicated to the
sustainable movement of the prosthetic system with a neural network compensator. The results of neural network simulation the motion
of the prosthetic system with rigid and flexible elements for transmission of motion are adduces in article.

Keywords: the neural network compensator, prosthetic systems, neural network
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ности ÷еëовека пpи еãо pаботе на пpеäпpиятиях и
военной сфеpе [2]. Устpойство пpеäставëяет собой
поëуавтоìати÷ескуþ систеìу, котоpая позвоëяет
pазãpузитü скеëет ÷еëовека и пpивоäится в pабо÷ее
состояние пpи незна÷итеëüных усиëиях со стоpо-
ны поëüзоватеëя. Систеìа состоит из äвух ÷астей:
констpукöионной ÷асти и эëектpоìехани÷ескоãо
усиëитеëя ìыøö ÷еëовека. Констpукöия систеìы
пpеäставëяет собой пpотез, котоpый фиксиpуется
на теëе поëüзоватеëя ìанжетаìи.
Эëектpоìехани÷ескиì усиëитеëеì ìыøö явëя-

ется эëектpопpивоä со сëеäящей систеìой контpоëя,
котоpый кpепится к несущей констpукöии устpой-
ства в обëасти тазобеäpенноãо сустава ÷еëовека.
Упpавëение вpащениеì эëектpоäвиãатеëя ìожет
осуществëятüся от ìикpоконтpоëëеpа соãëасно
пpоãpаììе, pеаëизуþщей тpебуеìый тип äвижения
÷еëовека (пpяìоëинейное, поäъеì, спуск и äp.).
Активное pазвитие высокотехноëоãи÷ноãо пpо-

тезостpоения, к котоpоìу относятся поëуавтоìати-
÷еские пpотезиpуеìые систеìы, тpебует пpиìене-
ния новых ìетоäов äëя их пpоектиpования, а также
обеспе÷ения устой÷ивоãо äвижения пpотезиpуеìых
устpойств. Наибоëее пеpспективныì ìетоäоì pеøе-
ния заäа÷, связанных с иссëеäованиеì и обеспе÷е-
ниеì устой÷ивой pаботы äинаìи÷еских систеì, яв-
ëяется ìетоä нейpосетевоãо ìоäеëиpования [6—9].
Нейpонные сети в посëеäнее вpеìя наøëи øи-

pокое пpиìенение в pазëи÷ных отpасëях науки и
техники, в тоì ÷исëе пpи обpаботке инфоpìаöии,
поëу÷аеìой с выхоäа äинаìи÷еских устpойств. Ос-
новныìи пpеиìуществаìи испоëüзования нейpон-
ных сетей явëяþтся их высокое быстpоäействие и
аëãоpитìи÷еская пpостота pеаëизаöии нейpосетевой
ìоäеëи. Поэтоìу öеëесообpазно иссëеäоватü воз-
ìожностü нейpонных сетей, испоëüзуеìых в ка÷естве
вы÷исëитеëüных эëеìентов хаpактеpистик, пpеäо-
пpеäеëяþщих и обеспе÷иваþщих устой÷ивое äви-
жение поëуавтоìати÷еских пpотезиpуеìых систеì.
В статüе pассìатpивается пpиìенение нейpон-

ных сетей äëя стабиëизаöии äвижения поëуавто-
ìати÷еских пpотезиpуеìых систеì с жесткиìи и
упpуãиìи эëеìентаìи пеpеäа÷и äвижения.

1. Постановка задачи

Пpи пpоектиpовании поëуавтоìати÷еских и ав-
тоìати÷еских пpотезиpуеìых систеì возникает не-
обхоäиìостü в пpовеäении иссëеäований их äвиже-
ния на устой÷ивостü. Основываясü на опpеäеëении
Вукобpатови÷а об устой÷ивости äвижения антpо-
поìоpфных pоботов и øаãаþщих ìеханизìов [3],
ìожно сфоpìуëиpоватü усëовие устой÷ивоãо äвиже-
ния поëуавтоìати÷еской пpотезиpуеìой систеìы.
Движение систеìы буäеì с÷итатü устой÷ивыì, есëи
откëонение pеаëüных кинеìати÷еских пеpеìенных
повоpота ее звенüев соответствуþт их иäеаëüныì
зна÷енияì с высокой степенüþ то÷ности. Необхо-
äиìо у÷итыватü, ÷то устой÷ивостü äвижения уст-
pойств pассìатpиваеìоãо наìи типа обусëовëива-

ется устой÷ивостüþ pаботы эëектpопpивоäной
систеìы упpавëения устpойства. Дëя устой÷ивой
pаботы систеìы упpавëения необхоäиìо, ÷тобы
зна÷ения упpавëяþщеãо сиãнаëа, поступаþщеãо на
вхоä систеìы упpавëения устpойства, совпаäаëи с
их иäеаëüныìи зна÷енияìи. Выпоëнение этоãо ус-
ëовия обеспе÷ивается ìиниìизаöией откëонения
ìежäу зна÷енияìи упpавëяþщеãо и иäеаëüноãо
сиãнаëа, ÷то ìожет бытü осуществëено на базе ней-
pосетевоãо ìоäеëиpования.
Такиì обpазоì, повыøение устой÷ивости äви-

жения поëуавтоìати÷еской пpотезиpуеìой систе-
ìы связано с pеøениеì сëеäуþщих заäа÷:

1. Pазpаботка стpуктуpной схеìы нейpосетевоãо
коìпенсатоpа.

2. Выбоp типа и паpаìетpов нейpонной сети
устpойства.

3. Моäеëиpование pаботы нейpосетевоãо коì-
пенсатоpа.

2. Описание нейpосетевого компенсатоpа

Стpуктуpная схеìа коìпенсаöии нестабиëüно-
сти äвижения пpотезиpуеìой систеìы на базе ней-
pосетевоãо ìоäеëиpования пpеäставëена на pис. 1.
Соãëасно pис. 1 pеаëüные, иäеаëüные и упpав-

ëяþщие сиãнаëы систеìы упpавëения пpотезиpуе-
ìоãо устpойства описываþтся сëеäуþщиìи зави-
сиìостяìи:

Uиä = f( , ), Upеаë = f(θi,Mi), Uупp = f( , ),(1)

ãäе , θi — иäеаëüные и pеаëüные зна÷ения уãëов
повоpота звенüев ìеханизìа соответственно;  —
зна÷ения уãëов коìпенсаöии откëонений pеаëüных
уãëов повоpота звенüев ìеханизìа от иäеаëüных;

, Mi — иäеаëüные и pеаëüные зна÷ения ìоìен-
тов, пpикëаäываеìых к звенüяì ìеханизìа, соот-
ветственно;  — коìпенсиpуþщие зна÷ения ìо-
ìентов пpикëаäываеìых к пpотезиpуеìой систеìе;
Uиä, Upеаë — иäеаëüные и pеаëüные сиãнаëы упpав-
ëения, поступаþщие на вхоä нейpонной сети,

Pис. 1. Схема компенсации нестабильности движения пpотези-
pуемой системы:
Mpеаë, Mиä, Mкоìп — pеаëüные, иäеаëüные и коìпенсиpуþщие
зна÷ения эëектpопpивоäа; θpеаë, θиä, θкоìп — pеаëüные, иäеаëü-
ные и коìпенсиpуþщие зна÷ения уãëов повоpота звена поëу-
автоìати÷еской пpотезиpуеìой систеìы; Дос1, Дос2 — äат÷ики
обpатной связи

θi
0 Mi

0 θi′ Mi′

θi
0

θi′

Mi
0

Mi′
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соответственно; Uупp — упpавëяþщий сиãнаë, фоp-
ìиpуеìый нейpонной сетüþ.
Такиì обpазоì, контpоëü и упpавëение pаботой

эëектpопpивоäоì осуществëяется по äвуì паpаìет-
pаì, опpеäеëяþщиì устой÷ивое äвижение систеìы:
θi и Mi.
Кинеìати÷еская схеìа поëуавтоìати÷еской пpо-

тезиpуеìой систеìы с жесткиìи эëеìентаìи пеpе-
äа÷и äвижения пpеäставëена на pис. 2.

Движение pассìатpиваеìой пpотезиpуеìой сис-
теìы описывается äиффеpенöиаëüныìи уpавне-
нияìи [4]:
а) äëя фазы опоpы:

(2)

б) äëя фазы пеpеноса:

(3)

ãäе m1, m2, m3 — соответствуþщие ìассы звенüев;
l1, l2, l3 — pасстояния ìежäу суставаìи; a1, a2, a3 —

pасстояния ìежäу öентpаìи
тяжести звена и соответствуþ-
щеãо сустава; b1, b2, b3 — pас-
стояния ìежäу öентpаìи тяже-
сти звена и соответствуþщей
то÷кой опоpы; G1, G2, G3 — вес
звенüев; M1, M2, M3 — сустав-
ные ìоìенты; θ1, θ2, θ3 — уã-
ëовые кооpäинаты, изìеpен-
ные от веpтикаëи.

Pеøая äиффеpенöиаëüные
уpавнения (2) и (3) относитеëü-
но уãëовых ускоpений  и ,
ìожно постpоитü зависиìости
θi = f (t). На pис. 3, 4 показаны
иäеаëüные (спëоøная ëиния)
и pеаëüные (øтpиховая ëиния)
зависиìости θi = f (t). Откëоне-
ние pеаëüных внутpенних уã-
ëов повоpота звенüев ìеханиз-
ìа от их иäеаëüных уãëов со-
ставëяет:
а) äëя тазобеäpенноãо суста-

ва в фазе опоpы δθ3(t) = 0...0,5°
пpи t ∈ 0...1 с;
б) äëя коëенноãо сустава в

фазе опоpы δθ2(t) = 0...0,5° пpи
t ∈ 0...0,5 с;
в) äëя тазобеäpенноãо сус-

тава в фазе пеpеноса δθ3(t) =
= 0...0,5° пpи t ∈ 0...0,5 с;

ã) äëя коëенноãо сустава в
фазе пеpеноса δθ2(t) = 0...0,5°
пpи t ∈ 0...0,5 с.

Pис. 2. Модель тpехзвенной механической ноги:
а — фаза опоpы; б — фаза пеpеноса

[I2 + m2  + m3 ]  + {m3l2a3cos(θ2 – θ3)}  –

– (G2a2 + G3l2)sinθ2 = M2 – M3,

{m3l1a3cos(θ2 – θ3)}  +

+ (I3 + m3 )  – G3a3sinθ3 = M3;

a2
2 l2

2 θ··2 θ··3

θ··2

a3
2 θ··3

{I3 + m3  + (m2 + m1) }  +

+ {(m2l3b2 + m1l3l2)cos(θ3 – θ2)}  +
+ (G3b3 + G2l3 + G1l3)sinθ3 = M3 – M2,

{(m2l3b2 + m1l3l2)cos(θ3 – θ2)}  +

+ (I2 + m2  + m1 )  + (G2 + G1)b2sinθ2 = M2,

b3
2 l3

2 θ··3

θ··2

θ··3

b2
2 l2

2 θ··2

θ··2 θ··3

Pис. 4. Зависимость углов отклонения звеньев для тазобедpенного сустава q3 = f (t):
а — фаза опоpы; б — фаза пеpеноса

Pис. 3. Зависимость углов отклонений звеньев для коленного сустава q2 = f (t):
а — фаза опоpы; б — фаза пеpеноса
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Соãëасно выpаженияì (2) и (3) зависиìостü
Mi = f (θi) ìожно пpеäставитü в ìатpи÷ной фоpìе
записи:

M = A  + C, (4)

ãäе A — ìатpиöа физико-техни÷еских паpаìетpов
ìоäеëиpуеìой систеìы, pазìеpностüþ [2 Ѕ 2];  —
вектоp-стоëбеö уãëовых ускоpений звенüев пpоте-
зиpуеìой систеìы; C — вектоp-стоëбеö, хаpакте-
pизуþщий pаспpеäеëение потенöиаëüной энеpãии
относитеëüно звенüев систеìы.
Эëеìенты ìатpиö опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи

соотноøенияìи:
а) äëя фазы опоpы:

(5)

б) äëя фазы пеpеноса:

(6)

Тоãäа пpи наëи÷ии известных зна÷ений pеаëü-
ных уãëов откëонения звенüев ìеханизìа опpеäе-
ëены откëонения Mpеаë от Mиä:
а) äëя тазобеäpенноãо сустава в фазе опоpы
δM3(t) = 0...2 Н•ì пpи t ∈ 0...1 с;
б) äëя коëенноãо сустава в фазе опоpы
δM2(t) = 0...0,35 Н•ì пpи t ∈ 0...1 с;
в) äëя тазобеäpенноãо сустава в фазе пеpеноса
δM3(t) = 0...4 Н•ì пpи t ∈ 0...1 с;
ã) äëя коëенноãо сустава в фазе пеpеноса
δM2(t) = 0...0,34 Н•ì пpи t ∈ 0...0,5 с.

3. Выбоp типа и паpаметpов нейpонной сети. 
Pезультаты нейpосетевого моделиpования

В ка÷естве нейpонной сети, обеспе÷иваþщей
стабиëüностü äвижения pассìатpиваеìой наìи сис-
теìы, быëа pеаëизована тpехсëойная нейpонная
сетü с ëинейной функöией активаöии.
Стpуктуpная схеìа коìпенсиpуþщей нейpон-

ной сети пpеäставëена на pис. 5.
В пpоöессе нейpосетевоãо ìоäеëиpования поëу-

÷ены pезуëüтаты, пpеäставëенные в табëиöе.

Из табëиöы виäно, ÷то зна÷ения вектоpа  сов-

паäаþт с заpанее заäанной то÷ностüþ со зна÷енияìи

вектоpа , ÷то свиäетеëüствует об аäекватности

pаботы нейpонной сети соãëасно заäанныì паpа-
ìетpаì.
Оäнако наpяäу с поëуавтоìати÷ескиìи пpотези-

pуеìыìи систеìаìи, вкëþ÷аþщиìи жесткие эëе-
ìенты пеpеäа÷и äвижения звенüев устpойства, ìоãут
бытü pазpаботаны устpойства с ãибкиìи эëеìента-
ìи пеpеäа÷и äвижения. Пpоектиpование ìеханиз-
ìов такоãо типа также связано с pеøениеì заäа÷и
устой÷ивости их пеpеäвижения.
Устой÷ивостü äвижения пpотезиpуеìых систеì,

вкëþ÷аþщих ãибкие эëеìенты, опpеäеëяется устой-
÷ивой pаботой эëектpопpивоäноãо устpойства упpав-

θ··

θ··

a11 = [I2 + m2  + m3  + m3l2a3cos(θ2 – θ3)],

a12 = [I3 + m3  + m3l2a3cos(θ2 – θ3)],

a21 = [m3l1a3cos(θ2 – θ3)], a22 = [I3 + m3 ];

c1 = –(G2a2 + G3l2)sinθ2 – G3a3sinθ3, c2 = –G3a3sinθ3;

a2
2 l2

2

a3
2

a3
2

a11 = [I2 + m2 + m1  + (m2l3b2 + m1l3l2)cos(θ3 – θ2)],

a12 = [I3 + m3  + (m2 + m1)  +

+ (m2l3b2 + m1l3l2)cos(θ3 – θ2)],

a21 = [I2 + m2 m1 ],

a22 = [(m2l3b2 + m1l3l2)cos(θ2 – θ3)],
c1 = (G3b3 + G2l3 + G1l3)sinθ3 + (G1 + G2)b2sinθ2,
c2 = (G1 + G2)b2sinθ2.

b2
2 l2

2

b3
2 l3

2

b2
2 l2

2

θi′

θi
0

Pис. 5. Стpуктуpная схема компенсиpующей нейpонной сети:
Mpеаë, Mиä, Mкоìп — pеаëüные, иäеаëüные и коìпенсиpуþщие
зна÷ения ìоìентов вpащения эëектpопpивоäа; θpеаë, θиä, θкоìп —
pеаëüные, иäеаëüные и коìпенсиpуþщие зна÷ения уãëов от-
кëонения звена поëуавтоìати÷еской пpотезиpуеìой систеìы

Результаты нейросетевого моделирования 
устойчивости работы устройства управления

Фаза Шарнир θi Mi

Опоры Тазобеä-
ренный

10,66 10,74 10,74 44,76 45,10 45,10
15,28 15,44 15,44 64,16 64,84 64,84
20,68 20,92 20,92 86,84 87,85 87,85
27,28 27,60 27,60 114,60 116,00 116,00
33,94 34,34 34,34 142,5 144,2 144,20
42,36 42,86 42,86 178,00 180,00 180,00

Коëен-
ный

–7,72 –7,80 –7,8 5,20 5,35 5,35
–10,95 –11,11 –11,11 7,50 7,62 7,62
–14,51 –14,75 –14,75 9,90 10,12 10,12
–18,87 –19,19 –19,19 12,95 13,17 13,17
–23,34 –23,74 23,74 16,02 16,3 16,30
–28,64 –29,14 –29,14 19,65 20,00 20,00

Пере-
носа

Тазобеä-
ренный

–6,36 –6,44 –6,44 48,50 49,16 49,16
–8,99 –9,15 –9,15 68,60 69,84 69,84
–12,00 –12,24 –12,24 91,60 93,43 93,43
–15,46 –15,78 –15,78 118,00 120,45 120,45
–19,04 –19,44 –19,44 145,30 148,40 148,40
–23,08 –23,58 –23,58 176,00 180,00 180,00

Коëен-
ный

7,61 7,69 7,69 4,94 5,00 5,00
10,89 11,05 11,05 7,19 7,30 7,30
14,79 15,03 15,03 9,74 9,90 9,90
19,30 19,62 19,62 12,68 12,90 12,90
24,43 24,83 24,83 16,13 16,40 16,40
29,74 30,24 30,24 19,66 20,00 20,00

θi
0 θi′ M i

0 M i′
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ëения, а также устой÷ивостüþ пеpеìещения упpу-
ãоãо звена систеìы.
Соãëасно опpеäеëениþ pавновесноãо состояния

äинаìи÷еской систеìы с упpуãиìи эëеìентаìи
ìожно сфоpìуëиpоватü сëеäуþщий кpитеpий оöен-
ки устой÷ивоãо пеpеìещения упpуãоãо звена пpо-
тезиpуеìой систеìы. Упpуãое звено поëуавтоìати-
÷еской пpотезиpуеìой систеìы пеpеìещается ус-
той÷иво, есëи pеаëüные зна÷ения äефоpìаöии
кажäоãо эëеìента звена совпаäаþт с их иäеаëüныìи
зна÷енияìи, пpи наëи÷ии котоpых эëеìенты звена
нахоäятся в pавновесноì состоянии. Пpи этоì не-
обхоäиìо у÷итыватü, ÷то в ка÷естве иäеаëüных па-
pаìетpов äëя пpотезиpуеìой систеìы заäаþтся
зна÷ения упpуãой äефоpìаöии ìыøö нижних ко-
не÷ностей ÷еëовека.
Выпоëнение этоãо усëовия ìожет бытü pеаëи-

зовано на базе нейpонной сети с испоëüзованиеì
ëинейной функöии активаöии, стpуктуpная схеìа
котоpой пpеäставëена на pис. 6.
Как виäно из pис. 6, нейpонная сетü иìеет ìно-

ãосëойнуþ стpуктуpу, в котоpой вхоäныìи пеpе-
ìенныìи явëяþтся pеаëüные и иäеаëüные зна÷е-
ния äефоpìаöии и усиëия эëеìентов упpуãоãо зве-
на, а выхоäныìи — их коìпенсиpуþщие зна÷ения.
Тоãäа, анаëоãи÷но пpотезиpуеìой систеìе с же-

сткиìи эëеìентаìи пеpеäа÷и äвижения ìежäу
звенüев ìеханизìа, сиãнаëы pассìатpиваеìоãо на-
ìи устpойства буäут иìетü сëеäуþщий виä:

Uиä = f (δиä, Pиä), Upеаë = f (δpеаë, Ppеаë),
Uупp = f (δкоìп, Pкоìп), (7)

ãäе Uиä, Upеаë, Uупp — pеаëüные, иäеаëüные и коì-
пенсиpуеìые сиãнаëы, поступаþщие на эëектpо-
пpивоäное устpойство.
В ка÷естве иäеаëüных и pеаëüных зна÷ений уси-

ëия и äефоpìаöии эëеìентов упpуãоãо звена пpиняты
зна÷ения, поëу÷енные в pезуëüтате ìатеìати÷ескоãо

ìоäеëиpования сокpащения äвуãëавой ìыøöы беäpа
и упpуãоãо эëеìента пpотезиpуеìой систеìы:
а) иäеаëüные зна÷ения:
Pиä = [28,7; 51; 81; 103; 158,2] Н,
δиä = [1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 6] ìì;
б) pеаëüные зна÷ения:
Ppеаë = [21; 21,1; 21,3; 21,7; 22] Н,
δpеаë = [0,4; 0,8; 1,2; 1,6; 2] ìì.
В pезуëüтате пpовеäенноãо ìоäеëиpования ней-

pонной сети поëу÷ены сëеäуþщие зна÷ения векто-
pов коìпенсаöии откëонений pеаëüных паpаìетpов
упpуãоãо звена систеìы от иäеаëüных:

Pкоìп = [28,7; 51; 81; 103; 158,2] Н,
δкоìп = [1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 6] ìì.
Из поëу÷енных pезуëüтатов нейpосетевоãо ìоäе-

ëиpования сëеäует, ÷то зна÷ения поëу÷енных паpа-
ìетpов δi, Pi совпаäаþт с их иäеаëüныìи зна÷енияìи.

Заключение

В пpоöессе выпоëнения pаботы pассìотpены pаз-
ëи÷ные ваpианты испоëüзования нейpонных сетей
äëя стабиëизаöии äвижения поëуавтоìати÷еских
пpотезиpуеìых систеì. Испоëüзование нейpонных
сетей в систеìах упpавëения устpойств такоãо типа
позвоëяет с высокой скоpостüþ и то÷ностüþ вы-
÷исëитü зна÷ения коìпенсиpуþщих паpаìетpов
упpавëения, обеспе÷иваþщих устой÷ивое äвиже-
ние пpотезиpуеìоãо ìеханизìа.
Такиì обpазоì, пpеäëаãаеìый наìи ìетоä упpав-

ëения äвижениеì поëуавтоìати÷еских пpотезиpуе-
ìых систеì pазëи÷ноãо констpуктивноãо испоëне-
ния ìожет бытü успеøно пpиìенен в их систеìах
упpавëения.
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Pешение задач маpшpутизации тpанспоpта
методом муpавьиных колоний
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Solving Vehicle Routing Problem by Ant Colony Algorithm

Введение

Пpобëеìа пëаниpования тpанспоpтиpовки ëþ-
боãо виäа товаpов явëяется оäной из кëþ÷евых в
усëовиях pыно÷ной эконоìики. Pеøение этой
пpобëеìы неизìенно упиpается в заäа÷у составëе-
ния ìаpøpутов äëя иìеþщеãося набоpа тpанс-
поpтных сpеäств, тpебуþщих ìиниìаëüных затpат.
Несìотpя на то, ÷то саìа заäа÷а не нова, уже боëее
50 ëет веäется активная pазpаботка новых эффек-
тивных аëãоpитìов ее pеøения. Существуþщие на
сеãоäняøний äенü ìетоäы pеøения заäа÷ ìаpøpу-
тизаöии тpанспоpта ìожно pазбитü на тpи ãpуппы:
то÷ные ìетоäы, кëасси÷еские эвpисти÷еские ìетоäы
и ìетаэвpисти÷еские ìетоäы. О÷евиäная непpиìе-
ниìостü то÷ных ìетоäов äëя pеøения пpакти÷е-
ских заäа÷ обусëовëивается боëüøиì объеìоì вы-
÷исëений, тpебуþщих сëиøкоì ìноãо вpеìени äëя
заäа÷ сpеäней и боëüøой pазìеpности. Кëасси÷е-
ские эвpисти÷еские ìетоäы пpовоäят поиск в от-
носитеëüно оãpани÷енноì пpостpанстве и в боëü-
øинстве сëу÷аев останавëиваþтся пpи нахожäении
ëиøü ëокаëüноãо оптиìуìа заäа÷и. В ìетаэвpисти-
ках акöент äеëается на пpовеäение ãëубоких иссëе-
äований в наибоëее пеpспективных обëастях пpо-
стpанства pеøений. Оäниìи из наибоëее пеpспек-
тивных ìетаэвpисти÷еских аëãоpитìов äëя заäа÷
ìаpøpутизаöии тpанспоpта с÷итаþтся ìетоäы pое-
воãо интеëëекта, к котоpыì относятся ìуpавüиные
аëãоpитìы.

1. Постановка задачи и маpшpутизации тpанспоpта

Заäа÷а ìаpøpутизаöии тpанспоpта (Vehicle Rou-
ting Problem, VRP) явëяется обобщениеì извест-
ной заäа÷и коììивояжеpа и, сëеäоватеëüно, пpи-
наäëежит к кëассу NP-поëных заäа÷. Это озна÷ает,

÷то äëя нее не найäен аëãоpитì pеøения за поëи-
ноìиаëüное вpеìя и не äоказано, ÷то такоãо аëãо-
pитìа не существует.
Существует ìножество ваpиаöий заäа÷и ìаpøpу-

тизаöии тpанспоpта, котоpые пpибëижаþт поста-
новку к пpакти÷ескиì заäа÷аì опеpативноãо пëа-
ниpования на тpанспоpте. Опиøеì постановку за-
äа÷и ìаpøpутизаöии тpанспоpта с оãpани÷енияìи
ãpузопоäъеìности (Capacitated Vehicle Routing
Problem, CVRP). 
Заäан ãpаф G = (V, A, D), ãäе V = {v0, v1, ..., vn} —

ìножество веpøин (v0 — скëаä, остаëüные веpøи-
ны — кëиенты); A — набоp äуã, соеäиняþщих со-
ответствуþщие веpøины ãpафа; D = {dij, i, j = 0, 1,
..., n} — ìножество неотpиöатеëüных ÷исеë, кото-
pые ÷аще всеãо иìеþт сìысë äëины пути, вpеìени
иëи стоиìости пеpевозки по äуãе ìежäу веpøина-
ìи vi и vj. Дëя иссëеäования не так важно конкpет-
ное соäеpжание веëи÷ин dij, поэтоìу их ìожно
pассìатpиватü как обобщение всех виäов затpат на
пеpеäвижение из i в j. Дëя кëиента в веpøине i
(кëиента i) заäан неотpиöатеëüный спpос ci на некуþ
пpоäукöиþ иëи товаp. На скëаäе иìеется m тpанс-
поpтных сpеäств, ãpузопоäъеìностü кажäоãо из ко-
тоpых оãpани÷ена ÷исëоì Ck (k = 1, ..., m). Также
äëя заäа÷и заäаны сëеäуþщие оãpани÷ения:
кажäый кëиент äоëжен бытü посещен pовно
оäин pаз;
ìестоì на÷аëа и окон÷ания всех ìаpøpутов
тpанспоpтных сpеäств явëяется скëаä.
Цеëüþ заäа÷и явëяется постpоение ìаpøpутов

ìиниìаëüной суììаpной стоиìости, уäовëетво-
pяþщих спpос всех кëиентов и не наpуøаþщих оã-
pани÷ений, описанных выøе.
Постpоиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü заäа÷и. Ее

ìожно сфоpìуëиpоватü сëеäуþщиì обpазоì:

Pассматpивается пpименение алгоpитмов муpавьиной колонии для pешения задач маpшpутизации тpанспоpта с огpаничениями
гpузоподъемности. Пpедложена модификация муpавьиного алгоpитма, пpиведены pезультаты вычислительных экспеpиментов.
Ключевые слова: задача маpшpутизации тpанспоpта, метаэвpистические алгоpитмы, алгоpитм муpавьиных колоний

In this paper we consider application of ant colony optimization techniques for capacitated vehicle routing problem. Modified ant colony
optimization algorithm is proposed, computational results are reported.

Keywords: vehicle routing problem, metaheuristics, ant colony optimization
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тpебуется ìиниìизиpоватü öеëевуþ функöиþ

F = dij (1)

пpи оãpани÷ениях

ci  m Ck, ∀k = 1, ..., m, (2)

 m 1, ∀k = 1, ..., m, (3)

 m 1, ∀k = 1, ..., m, (4)

 = 1, ∀i = 1, ..., n, (5)

 –  = 0, ∀h = 1, ..., n, ∀k = 1, ..., m,(6)

 ∈ {0, 1}, ∀i, j = 0, ..., n, ∀k = 1, ..., m, (7)

 ∈ 0, ∀i = 0, ..., n, ∀k = 1, ..., m, (8)

(i, j) ∈ Sk ≠ ∅ ∀(i, j):  = 1, (9)

Sk = {(i, j):  = 1 и

∃( j0, j1), (j1, j2), ..., (jl, jl + 1):  = 1∀p = 0, ..., l, 

j0 = jl + 1 = 0, ∃r m l :(i, j) = ( jr, jr + 1)}.

Такиì обpазоì,  пpиниìает зна÷ение 1, есëи
тpанспоpтное сpеäство k сëеäует от кëиента i к
кëиенту j, и 0 в пpотивноì сëу÷ае; Sk — ìножество
паp веpøин, опpеäеëяþщих ìаpøpут ìаøины k.
Цеëевая функöия (1) опpеäеëяет стоиìостü всех ìаp-
øpутов всех тpанспоpтных сpеäств. Неpавенство (2)
ãаpантиpует, ÷то оãpани÷ения ãpузопоäъеìности
кажäоãо тpанспоpтноãо сpеäства не буäут наpуøе-
ны. Оãpани÷ения (3) и (4) опpеäеëяþт, ÷то кажäое
тpанспоpтное сpеäство не ìожет соответственно
покинутü скëаä и веpнутüся на скëаä боëее 1 pаза.
Pавенство (5) показывает, ÷то кажäый кëиент об-
сëуживается тоëüко оäниì тpанспоpтныì сpеäствоì
и тоëüко оäин pаз. Усëовие (6) ãаpантиpует, ÷то есëи
тpанспоpтное сpеäство пpибывает в веpøину, то оно
и покиäает äаннуþ веpøину. Усëовие (9) искëþ-
÷ает возìожностü pасщепëения ìаpøpута тpанс-
поpтноãо сpеäства на непеpесекаþщиеся öикëы.

2. Муpавьиные алгоpитмы

Иäея аëãоpитìа оптиìизаöии поäpажаниеì ìу-
pавüиной коëонии (Ant Colony Optimization) быëа

впеpвые высказана в 1991 ã. [1] и поäpобно описана
в äиссеpтаöии Маpко Доpиãо [2]. Сутü поäхоäа за-
кëþ÷ается в испоëüзовании ìоäеëи поиска пищи в
коëониях ìуpавüев, котоpые поìе÷аþт пpойäен-
ный путü, выбpасывая спеöиаëüные аpоìати÷еские
эссенöии, называеìые феpоìонаìи. Оставëенные
сëеäы пpивëекаþт запахоì äpуãих ìуpавüев, кото-
pые, пpохоäя по поìе÷енныì путяì, в своþ о÷е-
pеäü, усиëиваþт запах феpоìона. Такиì обpазоì,
ìуpавüи все ÷аще пpохоäят пути, веäущие к исто÷-
нику пищи.
Пpи пpиìенении аëãоpитìа ìуpавüиных коëо-

ний к pеøениþ заäа÷и ìаpøpутизаöии тpанспоpта
кажäый "ìуpавей" pассìатpивается как ìоäеëü
тpанспоpтноãо сpеäства. Изна÷аëüно кажäый "ìу-
pавей" k на÷инает свой ìаpøpут со скëаäа, пpи÷еì
ìножество Mk кëиентов, вкëþ÷енных в еãо ìаp-
øpут, пусто. Даëее "ìуpавей" выбиpает сëеäуþщеãо
кëиента j, котоpый буäет посещен, по веpоятност-
ноìу кpитеpиþ [3]:

(10)

ãäе i — текущий кëиент; τiu — коëи÷ество феpоìона
на пути ìежäу кëиентаìи i и u; ηiu — некотоpая "эв-
pисти÷еская функöия", убываþщая с pостоì pас-
стояния ìежäу кëиентаìи (ее иноãäа называþт
"виäиìостüþ" ìежäу кëиентаìи i и u, äëя пpостоты
ìожно взятü ηiu = ); β — паpаìетp, хаpактеpи-
зуþщий относитеëüнуþ "важностü" pасстояния по
сpавнениþ с коëи÷ествоì феpоìона (пpи β = 0 "ìу-
pавей" оpиентиpуется тоëüко на коëи÷ество феpо-
ìона); q0 — веpоятностü испоëüзования äетеpìи-
ниpованноãо пpинöипа пpи выбоpе сëеäуþщеãо
кëиента; S — сëу÷айная веëи÷ина, поä÷иняþщаяся
сëеäуþщеìу закону pаспpеäеëения веpоятностей:

P{S = s} = pk(i, s) =

= (11)

т. е. pk(i, s) — веpоятностü, с котоpой "ìуpавей" k
выбиpает пеpеäвижение от кëиента i к кëиенту s.

"Муpавей" возвpащается в äепо, коãäа ис÷еpпана
еãо "ãpузопоäъеìностü" ëибо все кëиенты посещены.
Аëãоpитì стpоит поëный ìаpøpут äëя пеpвоãо
"ìуpавüя" и ëиøü затеì на÷инает стpоитü ìаpøpут
äëя втоpоãо. Это пpоисхоäит äо тех поp, пока äëя
кажäоãо из заpанее заäанноãо ÷исëа "ìуpавüев" m
не постpоен выпоëниìый ìаpøpут.
Дëя уëу÷øения посëеäуþщих pеøений необхо-

äиìо обновëятü сëеäы феpоìона в зависиìости от
ка÷ества поëу÷аеìых pеøений. Локаëüное обнов-
ëение феpоìона ìоäеëиpует еãо естественное ис-
паpение и ãаpантиpует, ÷то никакой ìаpøpут не
станет сëиøкоì пpеваëиpуþщиì. Это обновëение
пpоисхоäит посëе постpоения поëноãо ìаpøpута

k 1=

m

∑
i 0=

n

∑
j 0=

n

∑ Xij
k

i 1=

n

∑
j 0=

n

∑ Xij
k

j 1=

n

∑ X0 j
k

i 1=

n

∑ Xi0
k

k 1=

m

∑
j 0=

n

∑ Xij
k

i 0=

n

∑ Xih
k

j 0=

n

∑ Xhj
k

Xij
k

Xii
k

Xij
k

Xij
k

Xjp jp 1+

k

Xij
k

j = arg [τiu(ηiu)
β] с веpоятностüþ q0;

S с веpоятностüþ 1 – q0,

max
u∉Mk

diu
1–

τis(ηis)
β/ τiv(ηiv)

β, есëи s ∉ Mk;

0, есëи s ∈ Mk,
v Mk∉
∑
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кажäыì "ìуpавüеì" и выpажается сëеäуþщей фоp-
ìуëой:

 = (1 – α)  + ατ0, (12)

ãäе α — паpаìетp, хаpактеpизуþщий скоpостü ис-
паpения феpоìона; τ0 — на÷аëüное зна÷ение фе-
pоìона на всех pебpах ãpафа.
Посëе тоãо, как все m "ìуpавüев" пpоëожиëи äо-

пустиìые ìаpøpуты, пpоисхоäит ãëобаëüное об-
новëение феpоìона, закëþ÷аþщееся в äобавëении
феpоìона ко всеì äуãаì ëу÷øеãо из pеøений, най-
äенноãо оäниì "ìуpавüеì". Сëеä феpоìона на этих
pебpах обновëяется сëеäуþщиì обpазоì:

 = (1 – α)  + , (13)

ãäе L — суììаpные затpаты ëу÷øеãо ìаpøpута. Такое
обновëение поощpяет испоëüзование боëее "äеøе-
вых" ìаpøpутов, увеëи÷ивая веpоятностü тоãо, ÷то
буäущие ìаpøpуты буäут испоëüзоватü äуãи, соäеp-
жавøиеся в ëу÷øих pеøениях. Этот пpоöесс по-
втоpяется пpеäопpеäеëенное ÷исëо pаз, и ëу÷øее из
всех pеøений äает хоpоøее пpибëижение опти-
ìаëüноãо pеøения заäа÷и.
К настоящеìу вpеìени существует ìножество

ìоäификаöий ìуpавüиных аëãоpитìов как äëя pе-
øения заäа÷и коììивояжеpа, так и äëя pеøения
заäа÷и ìаpøpутизаöии тpанспоpта. Некотоpые наи-
боëее уäа÷ные из них ìожно найти в pаботах [4—8].
В сëеäуþщеì pазäеëе буäет пpеäставëена ìоäифи-
каöия аëãоpитìа, pазpаботанная автоpоì.

3. Модифициpованный муpавьиный алгоpитм

Дëя пpиìенения аëãоpитìа ìуpавüиных коëоний,
описанноãо выøе, к pеøениþ заäа÷и ìаpøpутиза-
öии тpанспоpта необхоäиìо опpеäеëитü паpаìетpы
α, β, q0, τ0 äëя кажäой конкpетной заäа÷и иëи же
сфоpìуëиpоватü пpавиëа их вы÷исëения. Напpиìеp,
в pаботе [5] пpеäëаãается в ка÷естве на÷аëüноãо
зна÷ения феpоìона τ0 бpатü веëи÷ину, обpатнуþ к
затpатаì на ëу÷øеì из известных pеøений äëя
äанной заäа÷и. Оäнако такой поäхоä пpиеìëеì ëиøü
äëя ìоäеëüных заäа÷, ãäе известны оптиìаëüные
иëи субоптиìаëüные pеøения.
Пpеäëаãаеìая в äанной pаботе ìоäификаöия оп-

pеäеëяет на÷аëüное зна÷ение феpоìона по фоpìуëе

τ0 = ((n + 1)• dij)
–1, (14)

ãäе n, напоìниì, естü ÷исëо всех кëиентов. Кpоìе
тоãо, pаспpеäеëение веpоятностей (11), опpеäеëяþ-
щее выбоp сëеäуþщеãо кëиента, изìеняется сëе-
äуþщиì обpазоì:
посëе постpоения поëноãо ìаpøpута кажäыì
"ìуpавüеì" пpеäëаãается запоìинатü ëу÷øий и
хуäøий ìаpøpуты оäноãо ìуpавüя (сpеäи всех
ìуpавüев), L и R — соответственно, затpаты на
этих ìаpøpутах;

в сëу÷ае, есëи путü от кëиента i к кëиенту j
вхоäит в хуäøий ìаpøpут, то веpоятностü вы-
боpа этоãо пеpеäвижения уìенüøается пpопоp-
öионаëüно отноøениþ затpат ëу÷øеãо ìаpøpута
к хуäøеìу, т. е.

(i, j) = τij(ηij)
β τiv(ηiv)

β + τij(ηij)
β ; (15)

в остаëüных сëу÷аях (s ≠ j) pаспpеäеëение (11) за-
ìеняется на

(i, s) = (16)

Стоит заìетитü, ÷то äëя заäа÷и с еäинственныì
тpанспоpтныì сpеäствоì ìоäифиöиpованный аë-
ãоpитì поëностüþ совпаäет с кëасси÷ескиì.
Пpивеäеì упpощенное описание ìоäифиöиpо-

ванноãо аëãоpитìа в псевäокоäе.
1. Заäаеì зна÷ения паpаìетpов α, β, q0.
2. Вы÷исëяеì на÷аëüное зна÷ение феpоìона τ0 по
фоpìуëе (14) и пpисваиваеì еãо всеì pебpаì
ãpафа.

3. Цикë по всеì итеpаöияì (пока не выпоëнено
пpавиëо остановки).
3.1. Цикë по всеì "ìуpавüяì" (k = 1, ..., m).

3.1.1. Множество Mk кëиентов, вкëþ÷енных
в ìаpøpут ìуpавüя k, поëаãаеì пустыì.

3.1.2. Цикë по оäноìу ìуpавüþ (пока не ис-
÷еpпана ãpузопоäъеìностü "ìуpавüя" k
иëи не остаëосü необсëуженных кëи-
ентов).

Попоëняеì ìножество Mk (сëеäуþщих кëиен-
тов äëя посещения) по фоpìуëаì (10), (15), (16).

3.1.3. Конеö öикëа по оäноìу ìуpавüþ.
3.1.4. Обновëяеì феpоìон ëокаëüно по фоp-

ìуëе (12).
3.2. Конеö öикëа по "ìуpавüяì".
3.3. Нахоäиì ëу÷øий и хуäøий (сpеäи всех "ìу-

pавüев") ìаpøpуты.
3.4. Обновëяеì феpоìон ãëобаëüно по фоpìу-

ëе (13).
4. Конеö öикëа по итеpаöияì.
5. Опpеäеëяеì ëу÷øий pезуëüтат из всех итеpаöий.

4. Компьютеpная апpобация

Дëя иссëеäования эффективности пpеäëожен-
ноãо аëãоpитìа äëя pеøения заäа÷и ìаpøpутизаöии
тpанспоpта с оãpани÷енияìи ãpузопоäъеìности
испоëüзоваëисü заäа÷и из набоpа спеöиаëüно pаз-
pаботанных тестовых пpиìеpов (сì. pазäеë Augerat
et al. и Christofides and Eilon в [9]). Кажäая такая за-
äа÷а описывается скëаäоì, набоpоì кëиентов с за-
äанныì спpосоì и фиксиpованной ãpузопоäъеì-

τij
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L
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ностüþ тpанспоpтных сpеäств, ÷исëо котоpых не
оãpани÷ено. Скëаä и кëиенты заäаþтся в виäе äекаp-
товых кооpäинат на пëоскости, с поìощüþ котоpых
ìожно вы÷исëитü все необхоäиìые pасстояния. Дëя
заäа÷ известны оптиìаëüные зна÷ения öеëевой
функöии. Pазìеpностü кажäой заäа÷и обозна÷ается
пеpвыì ÷исëоì в ее названии, оптиìаëüное ÷исëо
испоëüзуеìых тpанспоpтных сpеäств (ТС) — втоpыì.
Аëãоpитìы быëи pеаëизованы в виäе пpоãpаìì-

ной бибëиотеки на языке С++ и тестиpоваëисü на
пеpсонаëüноì коìпüþтеpе с пpоöессоpоì Dual-Core
AMD Opteron 2,8 GHz. Пpи написании пpоãpаììы
быëа испоëüзована бибëиотека то÷ных вы÷исëений
GMP (свобоäно pаспpостpаняеìая по ëиöензии
GNU LGPL). Это позвоëиëо свести вы÷исëитеëü-
ные потеpи к ìиниìуìу без увеëи÷ения вpеìени
вы÷исëений.
В табëиöе пpеäставëены pезуëüтаты pеøения ìо-

äеëüных заäа÷ äвуìя аëãоpитìаìи: кëасси÷ескиì
ìуpавüиныì аëãоpитìоì (КМА), описанныì в pаз-
äеëе 2, и ìоäифиöиpованныì ìуpавüиныì аëãо-
pитìоì (ММА), описанныì в pазäеëе 3. Дëя кëасси-
÷ескоãо аëãоpитìа в ка÷естве на÷аëüноãо зна÷ения
феpоìона τ0 выбиpаëосü зна÷ение, пpеäëоженное
в pаботе [5], а äëя ìоäифиöиpованноãо — в соот-
ветствии с фоpìуëой (14). Остаëüные паpаìетpы
аëãоpитìов — α, β, q0 — ваpüиpоваëисü в пpеäеëах
от 0 äо 1 с øаãоì 0,1. Чисëо äоступных тpанспоpт-
ных сpеäств äëя кажäой заäа÷и äëя обоих аëãоpит-
ìов пpиниìаëосü pавныì 20. Дëя кажäой заäа÷и и
кажäоãо аëãоpитìа в табëиöе пpеäставëены зна÷е-

ния паpаìетpов, пpи котоpых поëу÷ены наиëу÷-
øие зна÷ения öеëевой функöии.

Pезуëüтаты экспеpиìентов свиäетеëüствуþт, ÷то
äëя пяти ìоäеëüных заäа÷ из øести ìоäифиöиpо-
ванныì ìуpавüиныì аëãоpитìоì быëи поëу÷ены
ëу÷øие зна÷ения öеëевой функöии, ÷еì кëасси÷е-
скиì. Кpоìе тоãо, äëя заäа÷и E-n30-k3 оптиìаëüное
÷исëо испоëüзуеìых тpанспоpтных сpеäств быëо
поëу÷ено ëиøü пpеäëоженной ìоäификаöией.
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Результаты вычислительных экспериментов

Заäа÷а n
F

Fопт.
Чисëо ТС Оптиìаëüное 

÷исëо ТС

Зна÷ения параìетров α, β, q0

КМА ММА КМА ММА КМА ММА

B-n41-k6 40 864,4 862,8 829 6 6 6 0,3; 0,8; 0,9 0,5; 0,2; 0,9
B-n43-k6 42 787,9 788,9 742 6 6 6 0,5; 0,4; 0,8 0,4; 0,9; 0,7
P-n70-k10 69 974,2 968,7 834 10 10 10 1; 0,8; 0,9 0,6; 0,9; 0,9
P-n76-k5 75 763,6 763,5 631 5 5 5 0,7; 0,8; 0,9 0,5; 0,8; 0,9
E-n30-k3 29 565,3 564,3 534 4 3 3 0,5; 0,5; 0,9 0,4; 0,9; 0,7
E-n101-k14 100 1434,1 1379,5 1077 14 14 14 0,7; 0,8; 0,8 0,4; 0,4; 0,9
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Введение

Совpеìенное состояние обëасти автоìатизаöии
пëаниpования и ìоäеëиpования пpоизвоäственных
пpоöессов хаpактеpизуется пpиìенениеì, в основ-
ноì, кëасси÷еских сpеäств оптиìизаöии на основе
ìетоäов ëинейноãо и сìеøанноãо ìатеìати÷ескоãо
пpоãpаììиpования, спеöиаëизиpованных эвpистик
ãенети÷ескоãо и нейpосетевоãо поäхоäов и ìуëüти-
аãентных техноëоãий. В усëовиях pазвития пpоìыø-
ëенных пpоизвоäств и ìежотpасëевой интеãpаöии
возpастает сëожностü систеì пpоизвоäственноãо
пëаниpования, тpебуþщих обpаботки äесятков ты-
ся÷ пеpеìенных, связанных с ноìенкëатуpой вы-
пускаеìых изäеëий, сотен показатеëей, хаpактеpи-
зуþщих пpоизвоäственнуþ äеятеëüностü, ìноãо÷ис-
ëенных инфоpìаöионных потоков от pазëи÷ных
сìежных пpеäпpиятий. Pост объеìов вы÷исëений
не позвоëяет на совpеìенноì этапе эффективно
испоëüзоватü тpаäиöионные ìатеìати÷еские и эв-
pисти÷еские ìетоäы.
Совpеìенные пpоизвоäственные систеìы пеpе-

стаþт бытü öентpаëизованныìи и становятся pас-
пpеäеëенныìи. Вìесто пpеäваpитеëüноãо pас÷ета
всех коìпонентов пpоöессов пpоизвоäства тpебуется
у÷ет вëияния внеøних фактоpов в pежиìе pеаëüноãо
вpеìени. Муëüтиаãентные техноëоãии не тоëüко
обеспе÷иваþт эти тpебования, но и позвоëяþт pе-
øатü сëожные заäа÷и с боëüøиì ÷исëоì пеpеìенных
путеì äекоìпозиöии на боëее пpостые заäа÷и [1].
Поэтоìу в настоящее вpеìя в ìиpе pазвивается
тенäенöия постепенноãо пеpехоäа иссëеäований в

сфеpе пpоизвоäственноãо пëаниpования в обëастü
ìуëüтиаãентных техноëоãий [2—9].
Необхоäиìостü оöенитü вëияние на pезуëüтаты

пpоизвоäственной äеятеëüности коëебаний öен на
pесуpсы, опеpативной заìены поставщиков, изìе-
нений в обоpуäовании и äpуãих быстpо ìеняþщих-
ся усëовий, в котоpых pаботаþт совpеìенные пpо-
ìыøëенные пpеäпpиятия, тpебует испоëüзования
инфоpìаöионных ìоäеëиpуþщих систеì, pабо-
таþщих в pеаëüноì вpеìени.

1. Описание мультиагентной системы 
планиpования, пpогнозиpования 
и моделиpования пpоизводства

Наибоëее пеpспективныìи явëяþтся ìуëüти-
аãентные pаспpеäеëенные аëãоpитìы с pыно÷ныì
поäхоäоì ìуëüтиаãентной оптиìизаöии, так как pы-
но÷ная тpактовка ìуëüтиаãентной систеìы (МАС)
позвоëяет стpоитü объектнуþ ìоäеëü пpеäìетной об-
ëасти в аäекватных понятиях, а онтоëоãи÷еские сpеä-
ства позвоëяþт настpаиватü атpибуты аãентов и ëоãи-
ку их pаботы на конкpетнуþ пpеäìетнуþ обëастü.
В статüе пpеäставëяется ìуëüтиаãентная систеìа

пëаниpования, пpоãнозиpования и ìоäеëиpования
пpоизвоäства (МАС ППМ). Данная систеìа pеаëи-
зует ìетоäы и аëãоpитìы оптиìизаöии посìенноãо
пëаниpования пpоöессных виäов пpоизвоäств на
пpеäпpиятиях ìаøиностpоитеëüноãо пpофиëя с
испоëüзованиеì ìетоäов эконоìико-ìатеìати÷е-
скоãо ìоäеëиpования.

Описывается мультиагентная система планиpования, пpогнозиpования и моделиpования пpоизводства. Pассматpиваются
инфоpмационная модель пpедпpиятия на основе онтологии, пpинципы мультиагентного планиpования pабот на основе pыноч-
ного подхода, аpхитектуpа мультиагентной системы. Пpиводится пpимеp оpганизации моделиpования посменного планиpо-
вания с использованием данных pабочих потоков.
Ключевые слова: мультиагентная система, опеpативное планиpование, pыночный подход к планиpованию, моделиpование

пpоизводства

Multi-agent system for production scheduling, forecasting and simulation is described in the present paper. Ontology-based information
model of an enterprise, principles of multi-agent work scheduling based on market-driven approach, architecture of multi-agent system are
considered. The example of organizing the shift scheduling simulation using the work-streams data is given.

Keywords: multi-agent system, operational scheduling, market-driven approach for scheduling, production simulation
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Теоpиþ пpиìенения аãентов к заäа÷аì оптиìи-
заöии описывает спеöиаëüная ìатеìати÷еская äис-
öипëина — "оптиìизаöия заäа÷ с pаспpеäеëенныìи
оãpани÷енияìи" (Distributed Constraint Optimiza-
tion, DCOP) [10—12]. МАС ППМ пpеäëаãает pаз-
витие ìетоäа DCOP за с÷ет испоëüзования ìуëü-
тиаãентноãо pыно÷ноãо ìетоäа, основанноãо на
пpиìенении виpтуаëüных äенежных эквиваëентов
pесуpсов.
Пpи pазpаботке МАС ППМ испоëüзованы сëе-

äуþщие поëожения:
онтоëоãи÷еский поäхоä к описаниþ пpеäìетной
обëасти пpеäпpиятия, вкëþ÷аþщий pазpаботку
онтоëоãии коìпонентов пpоизвоäственной сис-
теìы, pазpаботку пpоãpаììных сpеäств äëя пpо-
ектиpования онтоëоãий, визуаëизаöии, pеäак-
тиpования и хpанения онтоëоãий пpеäìетной
обëасти, созäание сöен взаиìоäействия аãентов
всех коìпонентов пpоизвоäства на основе он-
тоëоãи÷ескоãо описания;
сетевой поäхоä к постpоениþ взаиìоäействий
ìежäу всеìи взаиìоäействуþщиìи коìпонента-
ìи систеìы пëаниpования и ìоäеëиpования на ос-
нове конöепöии сетей потpебностей и возìожно-
стей (ПВ-сетей) [13, 14]; опpеäеëение ìеханизìов
взаиìоäействия аãентов в ìуëüтиаãентной систе-
ìе, pазpаботка пpотокоëов пеpеãовоpов аãентов.
В пpоöессе pазpаботки систеìы pеøены сëе-

äуþщие заäа÷и:
pазpаботана инфоpìаöионная ìоäеëü пpеäпpи-
ятия на основе онтоëоãии коìпонентов пpоиз-
воäственной систеìы;
pазpаботаны пpоãpаììные сpеäства äëя пpоек-
тиpования онтоëоãий, визуаëизаöии, pеäакти-
pования и хpанения;
pазpаботаны ваpианты своäноãо пëана пpоизвоä-
ства пpоäукöии, уäовëетвоpяþщих заäанныì
тpебованияì на уpовне пpоизвоäственных у÷а-
стков, öехов и пpеäпpиятия в öеëоì, сфоpìи-
pованныì на основе öеëей, пpеäпо÷тений и оã-
pани÷ений всех у÷астников пpоöесса;
pазpаботаны ëоãика пëаниpования и аëãоpитìы
пpинятия соãëасованных pеøений аãентаìи на
основе ìетоäа баëанса и коìпенсаöий, ÷то позво-
ëяет созäаватü непpотивоpе÷ивые pасписания.

1.1. Инфоpмационная модель пpедпpиятия

Дëя созäания инфоpìаöионной ìоäеëи пpеä-
пpиятия испоëüзован онтоëоãи÷еский поäхоä к
описаниþ пpеäìетной обëасти — öехов, пpоизвоä-
ственных ëиний, pабо÷их öентpов, станков, пpоиз-
воäственных pесуpсов, заказов, техноëоãи÷еских
опеpаöий, инстpуìентов, ìатеpиаëов и pабо÷ей
сиëы. Онтоëоãия пpеäпpиятия (база знаний) кон-
стpуиpуется путеì выäеëения основных понятий
пpоизвоäственной систеìы, pазëожения техноëоãи-
÷еских знаний в объекты, свойства, атpибуты и от-
ноøения. Такиì обpазоì, фоpìаëизуþтся понятия,
на основе котоpых pазpаботаны основные кëассы
пpоãpаììных объектов. Напpиìеp, pабота состоит

из опеpаöий, кажäая опеpаöия ìожет бытü выпоë-
нена на опpеäеëенноì типе pабо÷еãо öентpа в не-
котоpой посëеäоватеëüности опеpатоpоì заäанной
кваëификаöии, заниìает опpеäеëенное вpеìя и т. п.
Фpаãìент онтоëоãии пpивеäен на pис. 1.
Онтоëоãия, постpоенная как сеìанти÷еская сетü,

соäеpжит кëассификатоpы пpоäуктов, описания
этапов пpоöессов пpоизвоäства пpоäукöии, виäы
опеpаöий, типы pабо÷их öентpов, станков и обоpу-
äования, pесуpсов. В сеìанти÷еской сети выäеëя-
þтся конöепты и отноøения, к ÷исëу конöептов
ìоãут бытü отнесены как объекты, так и пpоöессы,
котоpые, в своþ о÷еpеäü, ìоãут иìетü атpибуты и
свойства. На pис. 1 усëовныìи пpяìоуãоëüникаìи
выäеëены объекты и пpоöессы, а стpеëкаìи — от-
ноøения pазëи÷ных типов ("Явëяется кëассоì",
"Забpониpован" и т. п.). Испоëüзуя äанные из он-
тоëоãии, а факти÷ески — ìоäеëü пpеäпpиятия в
÷асти пpинятия pеøения по пëаниpованиþ и пpо-
извоäству пpоäукöии, пpоãpаììные аãенты ìоãут
анаëизиpоватü ситуаöиþ, пëаниpоватü тpебуеìые
опеpаöии, отсëеживатü их испоëнение и выpаба-
тыватü pеøения.
Важныì пpеиìуществоì онтоëоãии явëяется

тот факт, ÷то знания в зна÷итеëüной степени отäе-
ëены от пpоãpаììноãо коäа и ìоãут попоëнятüся
ìенеäжеpаìи пpеäпpиятия без пеpепpоãpаììиpо-
вания систеìы. Пpи этоì аãенты, пpеäназна÷енные
äëя пëаниpования и соãëасования пpоизвоäствен-
ных опеpаöий, pазpабатываþтся как унивеpсаëü-
ные коìпоненты, по возìожности, независиìо от
особенностей и спеöифики pассìатpиваеìой пpеä-
ìетной обëасти конкpетноãо пpеäпpиятия.
Поëüзоватеëü МАС ППМ ìожет pаботатü в спе-

öиаëüноì pеäактоpе ëоãики соãëасования и пpинятия
pеøений, откpываþщеì äоступ к онтоëоãии сис-
теìы, ãäе ìожно уäобно заäаватü и ãибко ìенятü
кpитеpии, пpеäпо÷тения и оãpани÷ения, на осно-
вании котоpых аãенты пpиниìаþт pеøения.

1.2. Мультиагентное планиpование pабот
на основе pыночного механизма

Сущностяì пpеäìетной обëасти сопоставëяþтся
аãенты. Пустü естü m аãентов, у кажäоãо из котоpых
иìеется свой набоp пpоизвоäственных опеpаöий

Pис. 1. Фpагмент онтологии технологического пpоцесса
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(pабот) {J i}, i = 1, ..., m, котоpые наäо выпоëнитü
на оäноì pесуpсе (ìаøине, pабо÷еì öентpе). Веpх-
ний инäекс у пеpеìенных обозна÷ает ноìеp соот-
ветствуþщеãо аãента. Pесуpс выпоëняет тоëüко оäну
pаботу в опpеäеëенный ìоìент вpеìени и не ìо-
жет бытü остановëен, есëи он не закон÷иë pаботу.
Обозна÷иì  пpоäоëжитеëüностü pаботы ноìеp j
аãента i ( ). Ввеäеì также äpуãие коëи÷ественные
хаpактеpистики кажäой pаботы: пpеäеëüный сpок ,
вес  и бонус за выпоëнение Rj, есëи pабота вы-
поëнена äо пpеäеëüноãо сpока. Pасписание σ буäет
созäано, коãäа у кажäоãо аãента кажäой pаботы бу-
äет назна÷ено вpеìя стаpта и буäет заäана посëе-
äоватеëüностü всех pабот. Обозна÷иì (σ) вpеìя
окон÷ания pаботы  на äанноì pасписании. Каж-
äый аãент i иìеет своþ оöено÷нуþ функöиþ ui(σ).
Она явëяется невозpастаþщей пpи pосте вpеìен
окон÷ания pабот кажäоãо аãента и зависит искëþ÷и-
теëüно от вpеìен окон÷ания тоëüко еãо собственных
pабот. Иноãäа уäобнее поëüзоватüся неубываþщей
функöией стоиìости ci(σ). Цеëü кажäоãо аãента —
ìаксиìизиpоватü оöено÷нуþ функöиþ иëи ìини-
ìизиpоватü функöиþ стоиìости. Чтобы äости÷ü
своих öеëей, аãенты pабот äоëжны взаиìоäейство-
ватü äpуã с äpуãоì и с аãентоì pесуpса (ìаøины).
Аãент ìаøины выступает в ка÷естве пpоäавöа ìно-
жества G вpеìенных сëотов T. Есëи pабота  за-
веpøится äо ìоìента вpеìени , аãент i поëу÷ит
бонус Rj. Pаспpеäеëение аãентоì pесуpса ìножест-
ва G в набоp поäìножеств X = {X1, X2, ..., Xm} pе-
øает заäа÷у пëаниpования. Оöено÷ная функöия
кажäоãо аãента i vi(Xi) пpиниìает опpеäеëенное
зна÷ение на поäìножестве Xi. Оöено÷ная функöия
ìуëüтиаãентной систеìы опpеäеëяется выpажениеì

v(X) = vi(Xi).

Есëи вpеìенной сëот t иìеет стоиìостü pt, то
пpибыëü аãента i составит

vi(Xi) – pt.

Кажäый аãент жеëает ìаксиìизиpоватü своþ
пpибыëü, т. е. найти такое , ÷то

Hi(p) = vi( ) – pt = {vi(S) – pt}.

Есëи пpи äанноì вектоpе öен p кажäый аãент
pабот поëу÷иë сëоты из поäìножества X *, äанное
назна÷ение pабот отpажает pавновесие по öенаì.
Пpеäпоëожиì, ÷то за опpеäеëенный сëот t аãент i
ãотов запëатитü λi. Обозна÷иì äохоä от пëаниpо-
вания pаботы J i аãента i пpи äанных öенах ÷еpез ujt.
В ìоìент t на÷аëа pаботы с у÷етоì бонуса Rj äохоä
буäет pавен

ujt = θ(  – t –  + 1) – λτ,

ãäе θ(x) = 1 пpи x > 0 и θ(x) = 0 в остаëüных сëу÷аях.
Ввоäя вспоìоãатеëüные пеpеìенные xjt = 1, есëи
pабота  стаpтует в ìоìент t, поëу÷иì 

maxw = ujt xjt;

xjτ m 1, t = 1, ..., T;

xjt m 1, j ∈ J i.

Такиì обpазоì, показано, ÷то стpеìëение каж-
äоãо аãента pаботы ìаксиìизиpоватü своþ пpибыëü
эквиваëентно заäа÷е составëения pасписаний.
В пpактике пpоизвоäственноãо пëаниpования

аãентаì pабот тpебуется нескоëüко связанных сëо-
тов, т. е. сëеäует pассìатpиватü интеpваë вpеìени
[t0, t]. Конкpетный pыно÷ный ìеханизì соãëасова-
ния pеøений ìожет бытü ãибкиì — от контpакт-
ноãо сетевоãо пpотокоëа (Contract Net) (pис. 2) äо
pазëи÷ных фоpì аукöионов и пеpеãовоpов о соãëа-
совании öены ("сäеëках") ìежäу аãентоì pабот и
аãентоì pесуpсов.
Взаиìоäействие всех типов аãентов осуществ-

ëяется путеì отпpавки ëокаëüной ÷асти инфоpìа-
öии, касаþщейся äанноãо аãента, и поëу÷ения äан-
ных от äpуãих аãентов, с котоpыìи он ìожет бытü
связан онтоëоãи÷ескиìи оãpани÷енияìи. Pуковоä-
ствуясü öеëяìи (заäанныìи в онтоëоãии), аãент из-
ìеняет свои внутpенние пеpеìенные, у÷итывая
äанные, поëу÷енные от äpуãих аãентов.

1.3. Аpхитектуpа мультиагентной системы

Основой pазpабатываеìой МАС ППМ явëяется
ìуëüтиаãентный поäхоä с испоëüзованиеì онтоëо-
ãий пpеäìетной обëасти и pыно÷ныì ìеханизìоì
пpинятия pеøений аãентаìи. Дëя pеаëизаöии pазpа-
ботанноãо поäхоäа в ìасøтабах пpеäпpиятия пpеä-
ëаãается аpхитектуpа систеìы аäаптивноãо пëани-
pования, пpеäставëенная на pис. 3.
В öеëоì, систеìа pеаëизует кëасси÷ескуþ тpех-

уpовневуþ аpхитектуpу, вкëþ÷аþщуþ сеpвеpы (веб-)
интеpфейса, бизнес-ëоãики и базы äанных, а также
ìожет поëу÷атü опеpативнуþ инфоpìаöиþ от внеø-
них (веб-) сеpвисов и взаиìоäействоватü с коììу-
никаöионныìи устpойстваìи поëüзоватеëей.
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Pис. 2. Диагpамма Contract Net пpотокола: агент отвечает на
инициативу дpугого агента
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Уpовенü (веб-) интеpфейса систеìы äает
возìожностü настpаиватü систеìу на стpук-
туpу заказов и pесуpсов пpеäпpиятия, pежи-
ìы pаботы и т. ä. Чеpез интеpфейс опеpатоp
систеìы ìожет виäетü текущее pасписание
заказов и pесуpсов систеìы, фоpìиpуеìое
аäаптивныì пëаниpовщикоì, в фоpìе äиа-
ãpаììы Гантта (pасписание по кажäоìу pе-
суpсу) иëи в табëи÷ноì виäе. Систеìа по-
звоëяет отобpажатü события pазноãо типа,
котоpые ìоãут пеpеäаватüся на пëаниpова-
ние вpу÷нуþ иëи автоìати÷ески. Опеpатоpу
äоступен от÷ет о внутpенних и внеøних со-
бытиях, позвоëяþщий объяснитü ëоãику
pаботы систеìы.
Пpи необхоäиìости поëüзоватеëþ ìожет бытü

обеспе÷ен и desk-top-интеpфейс äëя боëее уäобной
и быстpой автоноìной pаботы на ëокаëüной ìа-
øине, в этоì сëу÷ае тоãäа поëüзоватеëþ пpеäостав-
ëяется "rich client".
Уpовенü бизнес-ëоãики систеìы собственно и

обеспе÷ивает pеакöиþ на события, аäаптивное пëа-
ниpование и выäа÷у pезуëüтатов. Аäаптивный пëа-
ниpовщик постpоен с пpиìенениеì ìуëüтиаãент-
ноãо поäхоäа. Дëя кажäоãо пpиëожения ìожет ис-
поëüзоватüся свой пëаниpовщик, но в то же вpеìя
иìеþтся опpеäеëенные возìожности настpойки
кажäоãо такоãо "äвижка" на спеöифику pаботы пpеä-
пpиятия за с÷ет пpиìенения онтоëоãий. Сpеäства
поääеpжки онтоëоãии позвоëяþт заäатü объекты
и отноøения пpеäìетной обëасти пpеäпpиятия,
а также сöену, описываþщуþ текущее поëожение
pесуpсов и заказов в пpоизвоäственной сети пpеä-
пpиятия в заäанный ìоìент вpеìени. На этой ос-
нове фоpìиpуþтся пpавиëа пpинятия pеøения по
pаспpеäеëениþ pесуpсов, котоpые ìоãут вкëþ÷атüся
и выкëþ÷атüся, ìоäифиöиpоватüся иëи настpаи-
ватüся поëüзоватеëеì. Лоãика пpинятия pеøений
поääеpживается коìпонентаìи, позвоëяþщиìи
выпоëнятü спеöифи÷еские äëя пpоизвоäственноãо
пëаниpования pас÷еты.
Уpовенü базы äанных позвоëяет сохpанятü ин-

фоpìаöиþ о конкpетных заказах и pесуpсах, а также
истоpиþ изìенения pасписания.
Систеìа аäаптивноãо пëаниpования ìожет ин-

теãpиpоватüся с собственной опеpаöионной пëат-
фоpìой пpеäпpиятия иëи испоëüзоватü коìпоненты
пpеäëаãаеìой пëатфоpìы, вкëþ÷аþщей сpеäства
обеспе÷ения безопасности и упpавëения пpаваìи
поëüзоватеëей, фоpìиpования инфоpìаöионных и
анаëити÷еских от÷етов и т. ä.
На основе аpхитектуpы, пpеäставëенной на pис. 3,

ìоãут бытü созäаны pеøения по аäаптивноìу пëа-
ниpованиþ pесуpсов äëя пpеäпpиятий pазëи÷ноãо
пpофиëя с у÷етоì спеöифи÷еских тpебований и оã-
pани÷ений.

2. Моделиpование пpоизводственных пpоцессов

МАС ППМ позвоëяет оäновpеìенно с пëаниpо-
ваниеì в pеаëüноì вpеìени вести в ìоäеëüноì вpе-
ìени нескоëüко pазëи÷ных нитей ìоäеëиpования

и пpоãнозиpования pазвития ситуаöии в буäущеì,
как бы "ощупыватü" буäущее на нескоëüко øаãов
впеpеä. Знание ожиäаеìых pезуëüтатов pазвития
ситуаöии позвоëяет своевpеìенно пpинятü упpеж-
äаþщие возäействия, напpиìеp, ввести äопоëни-
теëüные сìены pабо÷их, пеpебpоситü заказы из оä-
ноãо öеха в äpуãой, закупитü новые ìатеpиаëы и т. ä.
Испоëüзование текущеãо контекста (сöены) äëя
пpоиãpывания pазëи÷ных сöенаpиев появëения
событий позвоëяет пpиниìатü боëее то÷ные, объ-
ективные и äостовеpные pеøения.

2.1. Функции системы моделиpования

В МАС ППМ испоëüзуется набоp спеöиаëüных
аãентов-оптиìизатоpов: pаботы, опеpаöии, öеха,
pабо÷еãо öентpа и т. п., äëя у÷ета пpотивоpе÷ивых
кpитеpиев пpи пëаниpовании. Кажäый из таких
аãентов настpаивается путеì заäания öеëевых функ-
öий, обëасти äопустиìых зна÷ений, äинаìи÷еских
веëи÷ин весовых коэффиöиентов скаëяpизаöии
öеëевой функöии виpтуаëüноãо äенежноãо эквива-
ëента pесуpса, котоpый испоëüзуется äëя уëу÷øе-
ния ëокаëüноãо ìеста аãента äанноãо pесуpса в
pасписании. Эти возìожности позвоëяþт у÷иты-
ватü спеöифику конкpетноãо пpоизвоäства.
На основе pазpаботанной инфоpìаöионной ìо-

äеëи пpоизвоäства МАС ППМ позвоëяет пpовоäитü
коìпüþтеpное ìоäеëиpование хоäа пpоизвоäства и
фоpìиpоватü на основе сìоäеëиpованных äанных
пëан пpоизвоäства на буäущий пеpиоä с pас÷етоì
кëþ÷евых показатеëей эффективности (Key Per-
formance Indicators, KPI).
МАС ППМ обеспе÷ивает пëаниpование техноëо-

ãи÷еских пpоöессов с испоëüзованиеì автоìати÷ески
сãенеpиpованных ìоäеëüных äанных пpоизвоäст-
венных pабо÷их потоков и позвоëяет поëу÷атü pе-
зуëüтаты эконоìико-ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpо-
вания в виäе сëеäуþщих паpаìетpов pаботы öеха:
себестоиìостü пpоизвоäства пpоäукöии;
сpоки испоëнения заказов с у÷етоì øтpафов;
pиски наpуøения пëана;
пpибыëü как pазниöа ìежäу себестоиìостüþ и
öеной по таpифу.
МАС ППМ позвоëяет иìитиpоватü pаботу пpеä-

пpиятия пpи pазëи÷ных вхоäных паpаìетpах, пpе-
äоставëяя поëüзоватеëþ возìожностü ставитü pаз-

Pис. 3. Аpхитектуpа системы адаптивного планиpования
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ëи÷ные заäа÷и (экспеpиìенты с ÷исëоì заказов, с ко-
ëи÷ествоì pесуpсов, с äëитеëüностüþ контpакта,
с веëи÷иной øтpафа). Опеpатоp заäает паpаìетpы
ìоäеëиpования и опеpативно изìеняет их, контpо-
ëиpует состояние pабо÷их öентpов. На основании
заäанных вхоäных паpаìетpов опеpатоp поëу÷ает
pезуëüтаты в виäе ãpафиков и технико-эконоìи÷е-
ских показатеëей сìоäеëиpованной pаботы пpеä-
пpиятия, а также pасписание выпоëнения заказов
в виäе äиаãpаììы Гантта.
Дëя pеаëизаöии функöий ìоäеëиpования pазpа-

ботаны сëеäуþщие ìоäуëи, соответствуþщие стpа-
теãи÷ескоìу (опеpативноìу) и такти÷ескоìу уpов-
няì пëаниpования пpоизвоäственных пpоöессов:

ìоäуëü опеpативноãо контpоëя состояния pабо-
÷их öентpов — пpеäназна÷ен äëя осуществëения
контpоëя за состояниеì, а также äëя ввоäа и об-
pаботки изìенения этоãо состояния у pабо÷их
öентpов, заäанных в экспеpиìентах;
ìоäуëü выпоëнения посìенноãо пëаниpования
и еãо оптиìизаöии — пpеäназна÷ен äëя pас÷ета
пpоизвоäственноãо pасписания и обpаботки
сиãнаëов об изìенении состояния пpоизвоäст-
венных pабо÷их потоков в постpоенноì пpоиз-
воäственноì pасписании;
ìоäуëü анаëиза и сpавнения пëановых и факти-
÷еских показатеëей паpаìетpов пpоизвоäствен-
ноãо пëаниpования — пpеäназна÷ен äëя pас÷ета
технико-эконоìи÷еских показатеëей (ТЭП) пpо-
извоäства в хоäе ìоäеëиpования пpоизвоäствен-
ных пpоöессов, позвоëяет поëу÷атü ãpафики и
анаëити÷еские своäки ТЭП;
ìоäуëü коppектиpовки пpоизвоäственной пpо-
ãpаììы иëи поääеpжки пpинятия pеøения опе-
pатоpоì — пpеäназна÷ен äëя осуществëения
контpоëя, ввоäа и обpаботки изìенений в пpо-
извоäственнуþ пpоãpаììу (ПП) ìоäеëиpования
пpоизвоäства;
ìоäуëü сбоpа и хpанения äанных пpоизвоäст-
венных pабо÷их потоков — пpеäназна÷ен äëя
осуществëения ввоäа, сохpанения и ãенеpаöии
äанных, необхоäиìых äëя пpовеäения ìоäеëи-
pования пpоизвоäственных пpоöессов.
Функöионаëüностü МАС ППМ позвоëяет:
ìоäеëиpоватü pабо÷ие öентpы öехов пpеäпpи-
ятий, ввоäитü pабо÷ие öентpы, в тоì ÷исëе пpи
неäоступности и неиспpавности pабо÷их öен-
тpов, ìоäеëиpоватü техноëоãи÷еские опеpаöии и
их хаpактеpистики;
ìоäеëиpоватü техноëоãи÷еские пpоöессы пpо-
извоäства и хаpактеpистики изäеëий, вpеìен-
ные и стоиìостные паpаìетpы, паpаìетpы кон-
тpактов и øтpафы;
ìоäеëиpоватü вхоäные потоки заказов, интен-
сивности, состав, хаpактеpистики — äетеpìини-
pованные, пеpиоäи÷еские и сëу÷айные, с pаз-
ëи÷ныìи pаспpеäеëенияìи веpоятностей;
стpоитü опеpативные пpоизвоäственные пëаны
на pазëи÷ные ãоpизонты и äетаëüно иссëеäоватü
÷исëенные хаpактеpистики пëаниpования: ис-
поëниìостü пëанов, äинаìику вpеìен заäеpжки

и опеpежения по всеì изäеëияì, äинаìику за-
тpат и пpибыëей, заãpузку pабо÷их öентpов, äи-
наìику øтpафных санкöий;
опpеäеëятü ìаксиìаëüнуþ пpоизвоäитеëüностü
öеха äëя äанноãо состава pабо÷их öентpов и заäан-
ноãо pаспpеäеëения потока заказов как по оä-
ноìу изäеëиþ, так и по совокупности изäеëий;
опpеäеëятü оптиìаëüнуþ конфиãуpаöиþ pабо-
÷их öентpов äëя пpоизвоäства изäеëий с заäан-
ной интенсивностüþ поступëения заказов;
иссëеäоватü pазëи÷ные экспеpиìентаëüные си-
туаöии, в тоì ÷исëе изìенение ÷исëа заказов по
сpавнениþ с базовыì ваpиантоì, изìенение
конфиãуpаöий pабо÷их öентpов, äëитеëüностей
контpактов и øтpафов и сpавниватü их с базо-
выì ваpиантоì;
стpоитü аëüтеpнативные пpоизвоäственные пëа-
ны и сpавниватü их с базовыì ваpиантоì;
сохpанятü pезуëüтаты ìоäеëиpования äëя сpав-
нения ваpиантов.

2.2. Алгоpитмы генеpации потоков событий

Дëя обеспе÷ения pежиìа сиìуëяöии быëи pазpа-
ботаны аëãоpитìы ãенеpаöии событий. Лоãика аëãо-
pитìа фоpìиpования событий закëþ÷ается в соз-
äании äвух потоков событий äëя осуществëения
посìенноãо пëаниpования пpоöессных виäов пpоиз-
воäств: пpихоä заказов и выхоä из стpоя pабо÷их öен-
тpов. В обоих сëу÷аях возìожно фоpìиpование за-
äанноãо pаспpеäеëения событий на ãоpизонте пëани-
pования. Систеìный ìоäуëü ãенеpаöии событий
позвоëяет выбpатü оäно из äоступных pаспpеäеëе-
ний: pавноìеpное, тpеуãоëüное, ноpìаëüное иëи pас-
пpеäеëение Пуассона. Потоки событий созäаþтся не-
зависиìо, а затеì объеäиняþтся в общий поток.

Генеpация событий пpихода заказов
Исхоäныìи äанныìи äëя аëãоpитìа ãенеpаöии

событий пpихоäа заказов явëяется ÷исëо заказов
на пpоäукт за пеpиоä. В пpоöессе pаботы аëãоpит-
ìа äëя кажäоãо пpоäукта осуществëяется pазбие-
ние ãоpизонта пëаниpования на пеpиоäы. В pаìках
кажäоãо пеpиоäа сëу÷айный обpазоì pазыãpывается
äенü пpихоäа ÷исëа заказов на пpоäукт. Есëи вы-
бpана опöия ãенеpаöии оäинаковых сëу÷айных по-
сëеäоватеëüностей, то äни пpихоäа событий буäут
совпаäатü пpи кажäоì запуске аëãоpитìа на опpе-
äеëенноì набоpе исхоäных äанных и настpоек.
Систеìный ìоäуëü также обеспе÷ивает äетеpìини-
pованный pежиì ãенеpаöии потока событий. В этоì
сëу÷ае заказы буäут пpихоäитü в пеpвый äенü ука-
занноãо пеpиоäа. В завеpøение pаботы аëãоpитìа
потоки событий äëя pазëи÷ных пpоäуктов объеäи-
няþтся в общий поток. В созäанных событиях со-
äеpжится инфоpìаöия о пpоäукте и кpайний сpок
испоëнения заказа.

Генеpация событий выхода из стpоя pабочих центpов
Исхоäныìи äанныìи äëя аëãоpитìа ãенеpаöии

событий выхоäа из стpоя pабо÷их öентpов явëяþтся
ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное ÷исëо выхоäов из
стpоя pабо÷еãо öентpа за пеpиоä, а также äëитеëü-
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ностü pеìонта öентpа. Пеpеä на÷аëоì ãенеpаöии со-
бытий äëя кажäоãо pабо÷еãо öентpа сëу÷айныì обpа-
зоì pазыãpывается ÷исëо поëоìок за пеpиоä. В пpо-
öессе pаботы осуществëяется pазбиение ãоpизонта
пëаниpования на пеpиоäы. Дëя кажäоãо пеpиоäа pа-
зыãpываþтся äни выхоäа из стpоя pабо÷их öентpов.
В выбpанные на пpеäыäущеì этапе pаботы аëãо-
pитìа äаты созäаþтся события. В завеpøение pаботы
аëãоpитìа потоки событий выхоäа из стpоя äëя
pазëи÷ных pабо÷их öентpов объеäиняþтся в об-
щий поток. В созäанных событиях соäеpжится ин-
фоpìаöия о äетаëях, котоpые быëи запëаниpованы
на äанное обоpуäование и котоpые не ìоãут бытü
выпоëнены в связи с выхоäоì обоpуäования из
стpоя.

3. Экспеpиментальные исследования посменного 
планиpования технологических пpоцессов

В öехе ìаøиностpоитеëüноãо пpеäпpиятия не-
обхоäиìо обеспе÷итü пpоизвоäство изäеëия "Фëан-
öевая заãотовка" соãëасно техноëоãи÷ескоìу пpо-
öессу, описанноìу в табë. 1. Pабо÷ие öентpы, на-
хоäящиеся в öехе и у÷аствуþщие в пpоизвоäстве
äанноãо изäеëия, пpеäставëены в табë. 2. Тpебуется
опpеäеëитü ìаксиìаëüное ÷исëо заказов на пpоиз-
воäство изäеëий "Фëанöевая заãотовка", поступаþ-
щих с пятиäневныì пеpиоäоì, котоpые ìоãут бытü
выпоëнены без øтpафов.
Техноëоãи÷еский пpоöесс пpоизвоäства и ха-

pактеpистики изäеëия "Фëанöевая заãотовка" ìо-
äеëиpуется с поìощüþ сиìуëятоpа, вхоäящеãо в
состав МАС ППМ. На pис. 4 показано окно сиìу-
ëятоpа, в котоpоì осуществëяþтся настpойки экс-
пеpиìентов: на÷аëüная äата, ãоpизонт пëаниpования,
äискpетностü сбоpа статистики, веpоятностные
pаспpеäеëения äëя заäания закона pаспpеäеëения
ìоìентов вpеìени пpихоäа заказов и выхоäа обо-
pуäования из стpоя.
Дëя ìонитоpинãа и анаëиза техноëоãи÷еских

пpоöессов необхоäиìо заäатü техноëоãи÷еский
пpоöесс пpоизвоäства конкpетных изäеëий и на-
зна÷итü техноëоãи÷еские опеpаöии на pабо÷их
öентpах äанноãо öеха, как показано на pис. 5, 6.
Вхоäные pабо÷ие потоки заäаþтся потокаìи за-

казов с опpеäеëенной интенсивностüþ и вpеìен-
ныìи хаpактеpистикаìи: пеpиоäи÷ностüþ, веpоят-
ностныì pаспpеäеëениеì, сpеäниì и äиспеpсией
(pис. 7).
Пpоизвоäственный пëан стpоится в пpоöессе

ìоäеëиpования, вы÷исëяþтся еãо стоиìостные ха-
pактеpистики, созäается äетаëüное pасписание пpо-
хожäения кажäоãо заказа по pабо÷иì öентpаì с
указаниеì посëеäоватеëüности и äëитеëüности
конкpетных техноëоãи÷еских опеpаöий. Pас÷ет
пëана выпоëняется в пëаниpовщике, еãо опти-
ìаëüностü обеспе÷ивается аëãоpитìаìи пëаниpо-
вания в pеаëüноì вpеìени с вы÷исëениеì стоиìо-
стных хаpактеpистик текущеãо пëана. Пpиìеp äиа-
ãpаììы pасписания pезуëüтатов пëаниpования
пpеäставëен на pис. 8. Pис. 4. Окно симулятоpа для настpоек паpаметpов экспеpиментов

Табëиöа 1
Технологический процесс производства изделия

"Фланцевая заготовка"

№ 
опе-
раöии

Тип операöии Рабо÷ий öентр

Дëи-
теëü-
ностü, 
÷:ìин:с

Макси-
ìаëüная 
заäерж-
ка, ìин

5 Поäãотовка Бокс разãрузки 0:03:00 0
10 Нарезка эëектроäа Резатеëüный 0:24:00 0
15 Поäãотовка фëþса Бокс разãрузки 0:39:36 0
20 Распëав

эëектроäа
Пëавиëüная 
установка

0:12:00 0

16 Заëивка ìатериаëа 
в форìу

Бокс
заправки

0:03:00 0

17 Запоëнение фор-
ìы фëþсоì

Бокс
заправки

0:18:00 0

25 Извëе÷ение
заãотовок

Бокс
разãрузки

0:16:12 0

30 Обто÷ка заãотовок То÷иëüный 0:01:48 0
40 Обäувка пескоì Песко-

струйный
0:06:00 0

50 Шëифование Круãëоøëи-
фоваëüный

0:04:12 0

Всеãо 2:07:48

Табëиöа 2
Рабочие центры цеха

Название
Чисëо 
в öехе, 

øт.

Стои-
ìостü
÷аса

работы, 
руб.

Чисëо 
выхоäя-
щих из 
строя

Периоä

Дëи-
теëü-
ностü

реìонта,
÷ на øт.

Бокс разãрузки 1 80 0 Неäеëя 5
Резатеëüный 1 56 0 Неäеëя 1
Бокс заправки 1 80 0 Неäеëя 1
То÷иëüный 1 20 0 Неäеëя 6
Шëифо-
ваëüный

1 160 0 Неäеëя 9

Пëавиëüная 
установка

1 140 0 Неäеëя 4

Круãëоøëи-
фоваëüный

1 200 0 Неäеëя 6

Зато÷ной 1 140 0 Неäеëя 2
Песко-
струйный

1 30 0 Неäеëя 1
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Монитоpинã äинаìики техноëоãи-
÷ескоãо пpоöесса осуществëяется с по-
ìощüþ äиаãpаìì заãpуженности pабо-
÷их öентpов öеха, пpеäставëенных на
pис. 9.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования пото-
ков заявок pазëи÷ной интенсивности
пpивеäены в табë. 3.
Из табë. 3 сëеäует, ÷то пpи потоке

заказов, пpевыøаþщеì 40, на÷инаþт
возникатü опозäания и, соответственно,
øтpафы. Динаìика вpеìени опеpежения
и опозäания 41 заказа пpивеäена на
pис. 10 в виäе ãpафиков (появëение
вpеìени запазäывания свиäетеëüствует
о пpевыøении уpовня возìожностей
äëя äанноãо öеха по ÷исëу заказов). Есëи
в öехе пpеäпpиятия пpеäпоëаãается по-
ëу÷ение заказа на пpоизвоäство изäеëия
"Фëанöевая заãотовка" свыøе 40 øтук,
сëеäует заpанее пpинятü на pаботу äо-
поëнитеëüных pабо÷их.
Такиì обpазоì, за с÷ет испоëüзова-

ния ìуëüтиаãентных техноëоãий и он-
тоëоãий в МАС ППМ обеспе÷иваþтся
важные пpеиìущества наä pеëевант-
ныìи систеìаìи за с÷ет:
оптиìизаöии посìенноãо пëаниpо-
вания пpоöессных виäов пpоиз-
воäств с испоëüзованиеì сpеäств
коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования в
обëасти ìаøиностpоения;
pазpаботки инфоpìаöионной ìоäе-
ëи пpоизвоäственных пpоöессов äëя
оптиìизаöии посìенноãо пëаниpо-
вания пpоöессных виäов пpоиз-
воäств в обëасти ìаøиностpоения;
pазpаботки эконоìико-ìатеìати-
÷еской ìоäеëи пpоизвоäственных
пpоöессов äëя оптиìизаöии по-
сìенноãо пëаниpования пpоöесс-
ных виäов пpоизвоäств в обëасти
ìаøиностpоения;
инäивиäуаëüноãо поäхоäа äëя каж-
äоãо заказа и pесуpса с поìощüþ
у÷ета pазëи÷ных стpатеãий и кpите-
pиев, пpеäпо÷тений и оãpани÷ений
кажäоãо у÷астника;
ìоäеëиpования текущеãо пpоиз-
воäства с у÷етоì пpоизвоäственных
ìощностей и pесуpсов;
постpоения опеpативноãо пëана пpо-
извоäства изäеëий;
иìитаöии (сиìуëяöии) pаботы öеха
в ìоäеëüноì вpеìени;
отобpажения äинаìики кëþ÷евых
показатеëей öеха в ìоäеëüноì вpе-
ìени;
сохpанения pезуëüтатов ìоäеëиpо-
вания äëя сpавнения ваpиантов;

Pис. 5. Pабочие центpы цеха

Pис. 6. Типы и хаpактеpистики технологических опеpаций

Pис. 8. Пpимеp диагpаммы pасписания pезультатов планиpования пpоизводства
изделия "Фланцевая заготовка"

Pис. 7. Входной поток заказов:
1 — фëанöевая заãотовка; 2 — суììаpное ÷исëо изäеëий
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соãëасования pеøений с ëиöаìи, пpиниìаþщиìи
иëи испоëняþщиìи pеøения, ÷еpез äвустоpон-
нее взаиìоäействие с поëüзоватеëяìи;
ìоäеëиpования испоëüзования pесуpсов на ос-
нове созäаваеìых пëанов по пpинöипу "есëи-то"
на истоpи÷еских иëи ìоäеëüных äанных;
интеpактивноãо упpавëения ìоäеëиpованиеì за
с÷ет созäания сеpий экспеpиìентов и упpавëе-
ния экспеpиìентоì путеì настpойки паpаìет-
pов ìоäеëиpования в öеëях постpоения аëüтеp-
нативных пëанов;

пpовеäения оäновpеìенноãо анаëиза нескоëüких
ваpиантов пëаниpования с соответствуþщиì
pаспpеäеëениеì pесуpсов в öеëях оптиìизаöии.
Все эти функöии äаþт возìожностü существенно

сокpатитü сëожностü пëаниpования и позвоëяþт
сäеëатü еãо боëее быстpыì, аäекватныì, то÷ныì и
äостовеpныì, а также уäобныì äëя поëüзоватеëя.

Заключение

В пpоöессе pазpаботки МАС ППМ äостиãнуты
сëеäуþщие pезуëüтаты:

pазpаботаны ìетоäы и аëãоpитìы pеøения за-
äа÷и по оптиìизаöии посìенноãо пëаниpова-
ния äëя пpоöессных виäов пpоизвоäств с ис-
поëüзованиеì сpеäств коìпüþтеpноãо ìоäеëи-
pования в обëасти ìаøиностpоения;
ввеäены аãенты pаботы, опеpаöии, öеха; pазpа-
ботаны ìетоäы ìуëüтиаãентноãо пëаниpования
pабот на основе поäхоäа ПВ-сетей и pыно÷ноãо
ìеханизìа;
pазpаботаны аëãоpитìы pеакöии на непpеäви-
äенные события (неäоступностü pесуpса с неко-
тоpоãо ìоìента вpеìени);
äëя обеспе÷ения pежиìа сиìуëяöии pазpабота-
ны аëãоpитìы ãенеpаöии событий, вкëþ÷ая со-
бытия пpихоäа заказов и события выхоäа из
стpоя обоpуäования.
Интеëëектуаëüная систеìа пëаниpования, пpо-

ãнозиpования, ìоäеëиpования и оптиìизаöии техно-
ëоãи÷еских пpоöессов и пpоизвоäственных pесуpсов
пpеäпpиятия pеøает актуаëüнуþ заäа÷у äëя ìиpовой
пpактики упpавëения пpоìыøëенныìи пpеäпpи-
ятияìи. Пpи внесении в конфиãуpаöиþ МАС ППМ
соответствуþщих äоpаботок ìожет бытü äостиãнуто
pеøение pазëи÷ных бизнес-заäа÷, таких как:
анаëиз необхоäиìости закупки обоpуäования и
найìа сотpуäников. С поìощüþ МАС ППМ
ìожно пpовеpитü эффективностü установки но-
воãо обоpуäования в öеха äо закупки этоãо обо-
pуäования, за с÷ет пpовеäения экспеpиìентов с
ìоäеëüþ;
оöенка возìожности взятü новый заказ на пpо-
извоäство опpеäеëенноãо изäеëия. В МАС ППМ
pеаëизован ìеханизì ìоäеëиpования ситуаöий
с pазëи÷ныì ÷исëоì заказов на пpоäукöиþ, а
также с pазëи÷ной ÷астотой появëения этих за-
казов. Пpи äобавëении заказа, еще не взятоãо в
пpоизвоäство, МАС ППМ ìоäеëиpует повеäе-
ние пpоизвоäства и ìожет pасс÷итатü пëановуþ
äату завеpøения заказа и пpеäоставитü изìене-
ния по существуþщиì заказаì;
оöенка вëияния изìенения техноëоãии изãотов-
ëения опpеäеëенноãо изäеëия. Пpи стаpте пpо-
извоäства новоãо пpоäукта техноëоãия еãо изãо-
товëения ìожет ìенятüся от паpтии к паpтии,
÷то связано с неустоявøиìися техноëоãи÷ески-
ìи пpоöессаìи, оøибкаìи и äоpаботкаìи, вы-
явëенныìи пpи пpоизвоäстве пеpвых паpтий.
В МАС ППМ существует возìожностü изìене-
ния техноëоãи÷ескоãо пpоöесса изãотовëения

Pис. 10. Динамика вpемени опеpежения и запаздывания для по-
тока в 41 заказ в зависимости от модельного вpемени:
1 — äинаìика сpеäнеãо вpеìени опеpежения на еäиниöу пpо-
äукта; 2 — äинаìика сpеäнеãо вpеìени опозäания на еäиниöу
пpоäукта

Табëиöа 3
Результаты моделирования возрастающего потока заявок 

на изготовление изделия "Фланцевая заготовка"

№
Чисëо 
заказов, 

øт.

Проöент 
опозäав-

øих заказов

Среäнее 
вреìя 

опереже-
ния, ÷

Среäнее 
вреìя 
опозäа-
ния, ÷

Среäний 
øтраф, 
руб.

1 35 0 62 0 0
2 36 0 59 0 0
3 37 0 57 0 0
4 38 0 55,5 0 0
5 39 0 55 0 0
6 40 0 52 0 0
7 41 11 39 42 234

Pис. 9. Монитоpинг технологического пpоцесса пpоизводства
изделия "Фланцевая заготовка" на диагpамме загpуженности
pабочих центpов:
1 — бокс pазãpузки; 2 — pезатеëüный; 3 — бокс запpавки; 4 —
то÷иëüный; 5 — кpуãëоøëифоваëüный; 6 — пëавиëüная уста-
новка; 7 — пескостpуйный
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пpоäукта и пëаниpования еãо пpоизвоäства в
ìоäеëüноì вpеìени. Бëаãоäаpя этоìу ìожно
оöенитü, наскоëüко сиëüно изìенение техноëо-
ãи÷ескоãо пpоöесса повëияет на сpоки пpоиз-
воäства, заãpузку pабо÷их öентpов и äp.;
пpи ìоäеëиpовании текущеãо пpоизвоäства
ìожно изу÷итü "узкие ìеста" и выpаботатü pе-
øения, котоpые возìожно пpовеpитü в изìе-
ненной ìоäеëи и сpавнитü pезуëüтаты с текущей
конфиãуpаöией пpоизвоäства.
Автоpы выpажают благодаpность Министеpству

науки и обpазования PФ, поддеpжавшему pазpаботки
по созданию системы планиpования, пpогнозиpования
и моделиpования пpоизводства по госудаpственному
контpакту Минобpнауки PФ № ГК 14.514.11.4005.
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Когнитивная модель самооpганизации пpоцессов упpавления 
в малых научных гpуппах

B. G. Ilyasov, I. B. Gerasimova, L. N. Mukhamedrakhimova

Gognitive Model of Self-Organization Control Processes
in Small Research Groups

Pассматpивается задача исследования самооpганизации пpоцессов упpавления в малых научных гpуппах. Для pешения этой
задачи стpоятся двухуpовневая и тpехуpовневая когнитивные динамические модели, основанные на линейных и нелинейных
взаимосвязях. На основе компьютеpного моделиpования анализиpуются свойства пpедставленных моделей.
Ключевые слова: малая гpуппа, самооpганизация, когнитивная модель, система, упpавление

The problem under study is to analyze the self-organization control processes in small research groups. To solve this problem two-level
and three-level cognitive dynamic models based on linear and nonlinear relationships are constructed. Characteristics of the models are
analyzed by means of computer modeling.

Keywords: small-group, self-organization, cognitive model, system, control



Мехатроника, автоматизация, управление, № 1, 2014 31

Введение

Маëая ãpуппа — это относитеëüно обособëенное
объеäинение небоëüøоãо ÷исëа ëþäей, котоpые
осуществëяþт совìестные äействия в те÷ение äоë-
ãоãо пpоìежутка вpеìени и нахоäятся в äостато÷но
устой÷ивоì взаиìоäействии, связанноì с äости-
жениеì общей öеëи. Маëая ãpуппа явëяется не
тоëüко эëеìентаpной я÷ейкой общества и пpовоä-
никоì вëияния общества и боëüøих ãpупп на ин-
äивиäа, но и основой ëþбоãо pабо÷еãо коëëектива.
Маëые ãpуппы заниìаþт особое ìесто в соöи-

аëüной стpуктуpе общества: они явëяþтся важныì
пpоìежуто÷ныì звеноì в пониìании возникнове-
ния pазëи÷ных типов общественных отноøений в
систеìе "ëи÷ностü—ãpуппа—общество". С то÷ки зpе-
ния общества они пpеäставëяþт собой pазновиä-
ностü соöиаëüных ãpупп, в котоpых общественные
отноøения выступаþт в фоpìе непосpеäственных,
устой÷ивых ëи÷ных контактов. С позиöии ëи÷ности
ìаëые ãpуппы иãpаþт существеннуþ pоëü в воспи-
тании и фоpìиpовании ëи÷ности [1].
В совpеìенной соöиоëоãии в боëüøей степени

изу÷енныìи явëяþтся стpуктуpные хаpактеpистики
ìаëых ãpупп, в то вpеìя как вопpосы ãpупповой äи-
наìики, т. е. пpоöессов саìооpãанизаöии взаиìо-
äействия ÷ëенов ãpуппы, атìосфеpа внутpи ãpуппы,
этапы pазвития ìаëой ãpуппы и т. ä. в сиëу своей
сëожности и коìпëексности остаþтся ìаëоиссëеäо-
ванныìи. В то же вpеìя пpи иссëеäовании ãpупповой
äинаìики основной акöент äеëается на пpоöессах и
стаäиях pазвития ãpуппы, ноpìообpазовании в ãpуп-
пе, спëо÷ении, конфоpìизìе, пpинятии ãpупповых
pеøений и т. ä., тоãäа как изу÷ение фунäаìентаëüных
общих законоìеpностей взаиìоäействия и совìест-
ной äеятеëüности, pеаëизуеìых в ãpуппах, остается в
тени. В связи с этиì изу÷ение äинаìики саìооpãа-
низаöии ìаëых ãpупп в совpеìенноì обществе пpи-
обpетает особуþ актуаëüностü [2, 3].
Из боëüøоãо ìноãообpазия типов ìаëых ãpупп

объектоì изу÷ения быëа выбpана спеöифи÷ная pаз-
новиäностü ìаëых ãpупп — ìаëая нау÷ная ãpуппа
(МНГ), поскоëüку, во-пеpвых, наука явëяется на се-
ãоäняøний äенü оäниì из ãëавных фактоpов pазви-
тия öивиëизаöии, а систеìный анаëиз äеятеëüности
÷еëовека в этой сфеpе жизни общества в совpеìен-
ных усëовиях пpеäставëяет особый интеpес с то÷ки
зpения обеспе÷ения ка÷ества нау÷ной äеятеëüности.
Во-втоpых, в настоящее вpеìя особенно важна

pоëü нау÷ных коëëективов в у÷еноì сообществе.
Совpеìенный ÷еëовек науки не ìожет pаботатü в
оäино÷ку, так как нау÷ные пpобëеìы стаëи стоëü
сëожны, ÷то не ìоãут бытü pеøены усиëияìи оä-
ноãо у÷еноãо. Иссëеäоватеëüские пpоекты все ÷аще
тpебуþт пpивëе÷ения спеöиаëистов из саìых pазных
нау÷ных обëастей, т. е. явëяþтся ìежäисöипëинаp-
ныìи. В то же вpеìя и пpоекты, pеаëизуеìые спе-
öиаëистаìи, пpеäставëяþщиìи оäну науку (ìоно-
äисöипëинаpные), пpеäпоëаãаþт pазäеëение функ-
öий внутpи них [4].

В-тpетüих, иссëеäованиþ МНГ посвящено не-
ìноãо нау÷ных pабот, но pаботы, изу÷аþщие äина-
ìику повеäения и саìооpãанизаöии МНГ, пpакти-
÷ески отсутствуþт.
Такиì обpазоì, актуаëüностü изу÷ения äеятеëü-

ности МНГ и анаëиза их свойств в äинаìике ста-
новится о÷евиäной. Pеøение же этой пpобëеìы по-
звоëит повыситü эффективностü пpоöессов упpав-
ëения МНГ, пpовоäящиìи нау÷ные иссëеäования
иëи pазpаботку нау÷ных пpоектов.

1. Малая научная гpуппа
как самооpганизующаяся система

В pаботе пpеäëаãается поäхоä, соãëасно котоpоìу
исхоäная фоpìа МНГ пpеäставëяется в виäе öеëе-
оpиентиpованной систеìной тpиаäы, т. е. как тpех-
эëеìентное связное ìножество, выхоäной кооpäи-
натой (паpаìетpоì) котоpой явëяется теìп äея-
теëüности, поëу÷енный в пpоöессе взаиìоäействия
÷ëенов ãpуппы. Хаpактеp äанноãо взаиìоäействия
в ãpуппе öиpкуëяpный, так как веäущиì пpинöипоì,
ëежащиì в основе коììуникаöии, явëяется обpат-
ная связü — пpоöесс, с поìощüþ котоpоãо систеìа
инфоpìиpует своих аãентов о тоì, как относитüся
äpуã к äpуãу и окpужаþщей сpеäе, ÷тобы поìо÷ü
скоppектиpоватü иëи "хоpоøо" выпоëнятü опpеäе-
ëенные функöии систеìы.

Pекуpсивная фоpìа взаиìоäействия pеаëизуется
отpиöатеëüныìи и поëожитеëüныìи обpатныìи свя-
зяìи. Пpи этоì пpиpоäа взаиìоäействия такова,
÷то оäин ÷ëен ãpуппы (активный эëеìент, аãент) сти-
ìуëиpует иëи тоpìозит äеятеëüностü äpуãоãо(-их)
÷ëена(-ов) ãpуппы. Усëовия обpазования поëожи-
теëüных и отpиöатеëüных виäов обpатных связей и
наëи÷ие оpãанизаöионной сëожности взаиìоäей-
ствия в ãpуппе веäут к необхоäиìости фоpìиpова-
ния ãpуппы как саìооpãанизуþщейся систеìы [5].
Изу÷ение пpоöессов саìооpãанизаöии в ãpуппе

пpовоäится на основе синеpãети÷ескоãо поäхоäа.
У÷итывается, ÷то соãëасно этоìу поäхоäу новые
состояния МНГ в пpоöессе саìооpãанизаöии воз-
никаþт в pезуëüтате коãеpентноãо (соãëасованноãо)
функöиониpования боëüøоãо ÷исëа pазных по ха-
pактеpу и уpовнþ знаний у÷астников пpоекта, неоп-
pеäеëенное и непpеäсказуеìое повеäение котоpых
отpажается на пpоöессе äостижения öеëи. Также
эти новые состояния возникаþт в пpоöессе обpа-
зования новых стpуктуp, свойства котоpых пpоãно-
зиpуþтся на основе анаëиза пpоøëых повеäений.
Такиì обpазоì, ставится заäа÷а иссëеäования

пpоöессов саìооpãанизаöии упpавëения в МНГ как
соöиаëüных объектов с то÷ки зpения синеpãети÷е-
скоãо и систеìноãо поäхоäов, пpеäназна÷енных
äëя выявëения возìожных фоpì äвижения ìаëых
коëëективов пpи выпоëнении нау÷ноãо пpоекта [6].
В öеëях выявëения наибоëее эффективных спосо-
бов саìооpãанизаöии МНГ и иссëеäования их
свойств стpоятся коãнитивные äинаìи÷еские ìо-
äеëи, в основу котоpых поëожены ëинейные и не-
ëинейные отноøения.
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2. Когнитивные динамические модели 
малой научной гpуппы

В ка÷естве исхоäной коãнитивной äинаìи÷еской
ìоäеëи МНГ pассìотpиì äвухуpовневуþ ìоäеëü
упpавëения МНГ, pаботаþщей наä нау÷ной теìой
и состоящей из ÷етыpех ÷еëовек: нау÷ноãо pуково-
äитеëя теìы (НPТ) на веpхнеì уpовне и тpех нау÷-
ных сотpуäников (НС) на нижнеì уpовне. Отно-
øения ìежäу НС постpоены на ëинейных взаиìо-
связях. Отноøения ìежäу НPТ и НС основаны на
неëинейных связях в сиëу ìуëüтипëикативноãо
поäхоäа к интеãpаöии pезуëüтатов, а также на ëиней-
ных связях, поскоëüку НPТ иìеет пpяìое ëиней-
ное возäействие на кажäоãо своеãо поä÷иненноãо.
Кажäый ÷ëен ãpуппы обëаäает свойствоì саìоpе-
ãуëиpования теìпов своей äеятеëüности бëаãоäаpя
наëи÷иþ петеëü обpатной связи и вносит свой ин-
äивиäуаëüный вкëаä в pаботу наä теìой пpоекта.
Теìп äеятеëüности по выпоëнениþ теìы пpоекта
скëаäывается из пpоизвеäения теìпов äеятеëüности
НС и собственноãо инäивиäуаëüноãо вкëаäа НPТ.
В основу иссëеäования поëожено пpеäставëе-

ние ìатеìати÷еской ìоäеëи стpуктуpы МНГ в виäе
коãнитивноãо оpãpафа (pис. 1), котоpый также ìо-
жет бытü выpажен в виäе систеìы äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений:

(1)

ãäе , Xp — скоpостü теìпа и теìп pаботы p-ãо НС,

p = ; , Y — скоpостü теìпа и теìп pаботы НPТ,
опpеäеëяеìые пpоизвеäениеì теìпов pаботы НС,
т. е. X1X2X3; b0, ap — паpаìетpы саìоpеãуëиpования
теìпа выпоëнения теìы пpоекта НPТ и НС соот-
ветственно; kpq — коэффиöиенты взаиìноãо вëия-

ния p-ãо и q-ãо НС äpуã на äpуãа, p, q = ; cp —
паpаìетpы обpатной связи, напpавëенной от НPТ
к НС; v, up — паpаìетpы инäивиäуаëüных вкëаäов
НPТ и НС в теìп выпоëнения теìы пpоекта.
Поëожитеëüностü знаков коэффиöиентов взаиì-

ноãо возäействия ìежäу сотpуäникаìи свиäетеëüст-
вует об их позитивноì вëиянии äpуã на äpуãа. Изìе-
нение ÷исëовых зна÷ений коэффиöиентов kpq, b0, ap
пpивоäит к фоpìиpованиþ pазëи÷ных уpовней оpãа-
низаöии систеìы, а изìенение вхоäных сиãнаëов v,
up — к pазëи÷ныì теìпаì выпоëнения теìы пpоекта.
Особенностüþ ìоäеëи явëяется свойство саìо-

оpãанизаöии МНГ за с÷ет саìоpеãуëиpования ин-
äивиäуаëüных теìпов pаботы НС и НPТ бëаãоäаpя
изìенениþ коэффиöиентов ap, b0, а также за с÷ет
изìенения отноøений ìежäу НPТ и НС бëаãоäаpя
изìенениþ коэффиöиентов стабиëизаöии cp.
На основе выøеописанной ìоäеëи быëа pазpа-

ботана тpехуpовневая коãнитивная äинаìи÷еская
ìоäеëü упpавëения МНГ, иìеþщая сëожнуþ стpук-
туpу и состоящая из нескоëüких уpовней упpавëения:
тpи нау÷ные теìы, во ãëаве кажäой из котоpых стоит
свой НPТ, объеäинены в нау÷ный пpоект (НП) во
ãëаве с нау÷ныì pуковоäитеëеì пpоекта (НPП),
к тоìу же в поä÷инении у кажäоãо НPТ нахоäятся по
тpи НС. Такиì обpазоì, на нижнеì уpовне систе-
ìы нахоäятся испоëнитеëи — это ìëаäøие НС, на
сpеäнеì уpовне — НPТ, а на веpхнеì — НPП. Це-
ëüþ äеятеëüности МНГ явëяется выпоëнение НП.
Пpоöесс коììуникаöии в ãpуппе пpоисхоäит по

пpинöипу öеëеоpиентиpования: на веpхнеì уpовне
упpавëения общая öеëü pазбивается на боëее кон-
кpетные поäöеëи, котоpые пеpеäаþтся на уpовенü
ниже. Даëее поäöеëи еще боëее äетаëизиpуþтся и
спускаþтся ниже äо непосpеäственных испоëните-
ëей в виäе конкpетных заäа÷. Посëе тоãо, как pе-
øение поставëенной конкpетной заäа÷и äостиãа-
ется и пpивоäит к опpеäеëенныì pезуëüтатаì, эти
pезуëüтаты ìуëüтипëиöиpуþтся, интеãpиpуþтся,
систеìатизиpуþтся и пpивоäят к äостижениþ вы-
øестоящих поäöеëей. Достижение выøестоящих
поäöеëей пpивоäит, в своþ о÷еpеäü, к äостижениþ
общей öеëи [7, 8].
Тpехуpовневая ìоäеëü (pис. 2) описывается сис-

теìой äиффеpенöиаëüных уpавнений

(2)

ãäе , Xpq — скоpостü теìпа и теìп pаботы pq-ãо

НС, p, q = ; , Yp — скоpостü теìпа и теìп pа-Pис. 1. Когнитивный оpгpаф двухуpовневой модели упpавле-
ния МНГ

 = –a1X1 + k12X2 + k13X3 – c1Y + u1;

 = –a2X2 + k21X1 + k23X3 – c2Y + u2;

 = –a3X3 + k32X2 + k31X1 – c3Y + u3;

 = –b0Y + X1X2X3 + v,

X· 1

X· 2

X· 3

Y·

X· p

1 3, Y·

1 3,

 = –apqXpq+ Xpm– cpqYp+upq,

p, q = ;

= –bpYp+ lpmYp+ Xpm–dpZ+vp,

p = ;

 = –α0Z + Y1Y2Y3 + w,

X· pq
m 1 2 3, ,{ }/ p{ }∈

∑ kpm
pq

1 3,

Y· p
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боты НPТ, опpеäеëяеìые пpоизвеäе-
ниеì теìпов pаботы НС, т. е. X1X2X3;

, Z — скоpостü теìпа и теìп выпоë-
нения НП, опpеäеëяеìые пpоизвеäе-
ниеì теìпов pаботы НPТ, т. е. Y1Y2Y3;
α0, apq, bp — паpаìетpы саìоpеãуëяöии
теìпов выпоëнения пpоекта НС, НPТ

и НPП соответственно;  — паpа-
ìетpы взаиìноãо вëияния pq-ãо и
pm-ãо НС äpуã на äpуãа; lpm — паpа-
ìетpы взаиìноãо вëияния p-ãо и m-ãо
НPТ äpуã на äpуãа; cpq, dp — паpаìет-
pы обpатной связи, иäущей от НPТ к
НС и от НPП к НPТ соответственно;
upq, vp, w — паpаìетpы инäивиäуаëü-
ных вкëаäов НС, НPТ и НPП в теìп
выпоëнения пpоекта соответственно.
Отноøения на нижних äвух уpов-

нях (уpовни НС и НPТ) хаpактеpизу-
þтся ëинейныìи связяìи ìежäу эëе-
ìентаìи. Отноøение ìежäу уpовняìи постpоены на
ëинейных и неëинейных взаиìосвязях: инäивиäу-
аëüные вкëаäы НС путеì интеãpиpования в виäе
пpоизвеäения пеpеäаþтся на уpовенü НPТ, ãäе äа-
ëее pезуëüтаты äеятеëüности по нау÷ныì теìаì
также ìуëüтипëиöиpуþтся и пеpехоäят на уpовенü
НPП. Вìесте с теì, НPП и НPТ иìеþт пpяìое ëи-
нейное возäействие на своих поä÷иненных.
Итак, äостижение общих öеëей МНГ основано

на ìуëüтипëикативноì эффекте äостижения поä-
öеëей, т. е. поëу÷ения pезуëüтатов по теìаì пpоекта,
а также реøения конкpетных заäа÷ pяäовыìи со-
тpуäникаìи пpоекта. Пpяìое ëинейное возäейст-
вие, напpавëенное от pуковоäитеëей к поä÷иненныì,
явëяется обpатной связüþ, поëу÷аеìой от соответ-
ствуþщих pуковоäитеëей НС и НPТ и обеспе÷и-
ваþщей pекуpсивный хаpактеp взаиìоäействия в
ãpуппе. Такиì обpазоì, пpоизоøëо усëожнение
ìоäеëи (1) не тоëüко всëеäствие увеëи÷ения ÷исëа
у÷астников пpоекта и появëения новоãо уpовня
МНГ, но и всëеäствие обpазования äопоëнитеëü-
ных связей ìежäу НPТ и обpатных связей, напpав-
ëенных от НPП к НPТ.
Важно отìетитü сëеäуþщие факты:
НС pазных теì не взаиìоäействуþт ìежäу собой;
коììуникаöия в МНГ не ìожет пpоисхоäитü ÷е-
pез уpовенü, т. е. НPП общается тоëüко с НPТ и
не ìожет общатüся с НС;
кажäый активный эëеìент систеìы явëяется са-
ìооpãанизуþщиìся в сиëу наëи÷ия инäивиäу-
аëüных паpаìетpов саìоpеãуëиpования α0, apq,
bp, а также за с÷ет фоpìиpования связей ìежäу
аãентаìи на кажäоì уpовне ( , lpm).
Заäа÷ей взаиìной äеятеëüности НPП, НPТ и НС

явëяется коëëективное поääеpжание опpеäеëенноãо
теìпа выпоëнения pабот по пpоекту пpи выбоpе
соответствуþщих инäивиäуаëüных теìпов pабот
НPП, НPТ и НС, котоpые они фоpìиpуþт саìо-

стоятеëüно. Сëеäоватеëüно, МНГ äоëжна бытü
"эффективной ãpуппой", в котоpой взаиìоäейст-
вия ìежäу эëеìентаìи хаpактеpизуþтся взаиìосо-
ãëасованностüþ, взаиìопониìаниеì, отсутствиеì
конфëиктов, а также сpабатываеìостüþ ÷ëенов
ãpуппы, котоpая позвоëяет äобиватüся высоких
теìпов совìестной pаботы.
В усëовиях, коãäа ÷ëены ãpуппы не сìоãëи äос-

тиãнутü хоpоøеãо уpовня сpабатываеìости, взаиìо-
пониìания иëи оказаëисü ìаëо совìестиìыìи äpуã
с äpуãоì, ìоãут pазвиватüся pазëи÷ные ìежëи÷но-
стные внутpиãpупповые конфëикты [9].

3. Анализ свойств малой научной гpуппы
на основе компьютеpного моделиpования

Особенности ìоäеëей упpавëения пpоöессаìи
саìооpãанизаöии в МНГ быëи пpоанаëизиpованы
ìетоäоì коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования в пакете
MATLAB. Вpеìя, паpаìетpы взаиìоäействия и ин-
äивиäуаëüных вкëаäов взяты безpазìеpныìи от 0
äо 1, т. е. от о÷енü сëабоãо äо о÷енü сиëüноãо, и за-
äаны экспеpтныì путеì. В пpоöессе анаëиза изìе-
няëи отäеëüные паpаìетpы ìоäеëи и оöениваëи
вëияние этих паpаìетpов на коне÷ный теìп выпоë-
нения теìы пpоекта и НП в öеëоì пpи совìестной
äеятеëüности ÷ëенов МНГ, а также на еãо устой÷и-
востü. Кpоìе тоãо, изу÷аëи вëияние изìенения
зна÷ений вкëаäов отäеëüных аãентов на теìп äея-
теëüности ãpуппы.
Анализ свойств двухуpовневой модели упpавления

темпом выполнения научной темы. Состояние äвух-
уpовневой систеìы (1), пpи котоpоì инäивиäуаëü-
ные вкëаäы всех аãентов, их саìоpеãуëяöия и воз-
äействие НPТ на НС ìаксиìаëüна, коììуникаöия
ìежäу НС ìиниìаëüна, теìп выпоëнения теìы
äостиãает 1 и хаpактеpизуется пëавныì пеpехоä-
ныì пpоöессоì, т. е. ap = 1, bp = 1, kpq = 0,1, cp = 1,

Z·
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Pис. 2. Когнитивный оpгpаф тpехуpовневой модели упpавления МНГ
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up = 1, v = 1, Z = 1, буäеì с÷итатü станäаpтныì
(этаëонныì) и аäекватныì pеаëüныì pезуëüтатаì
äеятеëüности МНГ по поääеpжаниþ запëаниpован-
ноãо теìпа выпоëнения нау÷ной теìы (pис. 3). Даëее
pассìотpиì ситуаöии откëонения от станäаpтноãо
состояния, пpивоäящие МНГ к pазëи÷ныì теìпаì
выпоëнения теìы пpоекта.
Уìенüøение паpаìетpа саìоpеãуëяöии ap в стан-

äаpтноì состоянии äо 0,7 оäновpеìенно с усиëе-
ниеì взаиìных возäействий НС äpуã на äpуãа äо
kpq = 0,8 увеëи÷ивает теìп выпоëнения pабот по
теìе äо Z = 1,85. Даëüнейøее уìенüøение паpа-
ìетpов саìоpеãуëяöии ap äо 0,5 пpивоäит к äина-
ìи÷еской неустой÷ивости МНГ.
Снижение паpаìетpа обpатной связи cp в стан-

äаpтноì состоянии, напpиìеp, с 1 äо 0,1 увеëи÷и-
вает теìп выпоëнения pабот по теìе äо Z = 2.
Уìенüøение паpаìетpа возäействия НPТ на НС cp
äо 0,1 оäновpеìенно с уìенüøениеì паpаìетpа са-
ìоpеãуëяöии НС ap äо 0,1 повыøает теìп выпоë-
нения нау÷ной теìы äо Z = 12,24. Пеpехоäный
пpоöесс пpи этоì хаpактеpизуется пеpеpеãуëиpова-
ниеì δ = 20 %. Такиì обpазоì, снижение возäей-
ствия НPТ на НС, т. е. паpаìетpа cp и паpаìетpа са-
ìоpеãуëяöии НС (ap), увеëи÷ивает теìп выпоëне-
ния pабот по теìе пpоекта, но наpуøает пëавностü
еãо пеpехоäноãо пpоöесса.
Снижение паpаìетpа саìоpеãуëяöии НPТ bp äо 0,5

пpивоäит к увеëи÷ениþ теìпов выпоëнения нау÷-
ной теìы МНГ äо Z = 1,5. Оäнако, есëи уìенüøитü
зна÷ения паpаìетpов саìоpеãуëяöии оäновpеìенно
у НPТ и у НС (ap = 0,1, bp = 0,5), то теìп по сpав-
нениþ с теìпоì в станäаpтной ситуаöии, напpо-
тив, снизится äо Z = 0,92.
Уìенüøение вкëаäов НС (up) и НPТ (v) äо 0,5

в äва pаза снижает теìп выпоëнения pабот по теìе
äо Z = 0,5, т. е. уìенüøение инäивиäуаëüных вкëа-
äов ÷ëенов ãpуппы неãативно сказывается на теìпе
выпоëнения нау÷ной теìы.
Пpи ìаксиìаëüноì вкëаäе всех аãентов (up = 1,

v = 1), о÷енü сëабой саìоpеãуëяöии НС (ap = 0,1),
о÷енü сиëüной саìоpеãуëяöии НPТ (bp = 1), сиëüных
отноøениях ìежäу НС (kpq = 0,5) и о÷енü сëабоì
возäействии НPТ на НС (cp = 0,1) теìп выпоëнения
pабот по теìе буäет äостиãатü Z = 40,25. Оäнако
этот высокий теìп выпоëнения теìы äостиãается в

pезуëüтате схоäящихся коëебаний, т. е.
пpоöесс выпоëнения pаботы носит не-
pитìи÷ный хаpактеp, ÷то непpиеìëе-
ìо, поскоëüку в этоì сëу÷ае тpебуþтся
боëüøие энеpãети÷еские и психоëоãи-
÷еские затpаты от ÷ëенов ãpуппы. Сëе-
äоватеëüно, пpи такоì сиëüноì взаи-
ìоäействии ìежäу сотpуäникаìи и
низкоì контpоëе со стоpоны НPТ äëя
äостижения пëавности пеpехоäноãо
пpоöесса уpовенü саìоpеãуëяöии НС
äоëжен бытü ìаксиìаëüныì (ap = 1).
Возникновение конфëиктной си-

туаöии пpи сиëüноì взаиìоäействии
ìежäу НС (kpq = 0,5), напpиìеp, коãäа äва НС на-
хоäятся в конфëикте с тpетüиì, т. е. k12 = k21 = k13 =
= k31 = –0,5, а втоpой и тpетий не конфëиктуþт
ìежäу собой (k23 = k32 = 0,5), пpивоäит систеìу в
äинаìи÷ески неустой÷ивое состояние.
Анализ свойств тpехуpовневой модели упpавления

темпом выполнения научного пpоекта. Станäаpтныì
состояниеì тpехуpовневой систеìы упpавëения
НП (2), так же как и в сëу÷ае äвухуpовневой сис-
теìы, буäеì с÷итатü состояние, пpи котоpоì саìо-
pеãуëяöия всех аãентов (apq, bp, α0), их инäивиäу-
аëüный вкëаä (upq, vp,, w) и возäействия pуковоäи-
теëей на своих поä÷иненных (cpq, dp) ìаксиìаëüны,
т. е. pавны 1, взаиìоäействия ìежäу сотpуäникаìи
ìиниìаëüны (  = 0,1, lpm = 0,1), а теìп выпоë-
нения пpоекта äостиãает Z = 1,07.
Уìенüøение паpаìетpа саìоpеãуëяöии НС в äва

pаза (apq = 0,5) увеëи÷ивает теìп выпоëнения пpо-
екта äо Z = 1,36. Уìенüøение этоãо паpаìетpа
у НPТ (bp = 0,5) по сpавнениþ со станäаpтной си-
туаöией увеëи÷ивает теìп äо Z = 1,12, а уìенüøе-
ние этоãо паpаìетpа у НPП (сp = 0,5) увеëи÷ивает
теìп äо Z = 2. Уìенüøение паpаìетpа саìоpеãуëя-
öии у всех аãентов оäновpеìенно (apq = 0,5, bp = 0,5,
α0 = 0,5) пpивоäит к увеëи÷ениþ теìпа äо Z = 2,5.
Такиì обpазоì, уìенüøение паpаìетpа саìоpеãу-
ëяöии аãентов повыøает теìп выпоëнения пpоек-
та пpи сëабоì взаиìоäействии аãентов.
Усиëение взаиìосвязей ìежäу НС (  = 0,5)

увеëи÷ивает теìп выпоëнения пpоекта äо Z = 2.
Усиëение соответствуþщих взаиìосвязей ìежäу
НPТ (lpm = 0,5) увеëи÷ивает теìп ëиøü äо Z = 1,17.
Еäиновpеìенное усиëение взаиìосвязей на обоих
уpовнях (  = 0,5, lpm = 0,5) также повысит теìп
выпоëнения НП äо Z = 2, т. е. увеëи÷ение сиëы
взаиìосвязей на уpовне НPТ (lpm) не скажется на
теìпе äеятеëüности.
Вìесте с теì, увеëи÷ение паpаìетpов взаиìо-

связей ìежäу НPТ с оäной стоpоны и НС — с äpу-
ãой ( , lpm), бëизкое к ìаксиìаëüноìу, т. е. пpи
стpеìëении их к 1, веäет к äинаìи÷еской иëи ста-
ти÷еской неустой÷ивости систеìы. В ÷астности,
увеëи÷ение паpаìетpов взаиìноãо вëияния ìежäу
НPТ (lpm), бëизкое к 1, веäет к хаоти÷ескоìу пpе-
äеëüноìу öикëу на фазовой пëоскости, хаpактеpи-
зуþщеìуся ìножествоì пеpесекаþщихся заìкнутых
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Pис. 3. Стандаpтное состояние системы
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тpаектоpий, т. е. к возникновениþ
хаоти÷еских автокоëебаний (pис. 4).
Увеëи÷ение паpаìетpов взаиìноãо
вëияния ìежäу НС ( ), бëизкое к 1,
веäет к стати÷еской неустой÷ивости
функöиониpования МНГ. Сëеäова-
теëüно, äëя устой÷ивой äеятеëüности
МНГ необхоäиìо оãpани÷енное взаи-
ìоäействие аãентов äpуã с äpуãоì.
В сëу÷ае, коãäа отноøения (связи)

ìежäу НС сëабы (  = 0,1), оäно-
вpеìенное уìенüøение обpатных свя-
зей как от НPТ к НС (cp = 0,1), так и
от НPП к НPТ (dp = 0,1) веäет к уве-
ëи÷ениþ теìпа äеятеëüности äо
Z = 6,63. В ситуаöии, коãäа отноøе-
ния ìежäу НС уìеpенны (  = 0,5),
уìенüøение вëияния на них со сто-
pоны НPТ äаже в äва pаза (cp = 0,5)
в 9 pаз увеëи÷ивает теìп выпоëнения
пpоекта (Z = 9). Есëи оäновpеìенно
в этой ситуаöии снизитü паpаìетpы
обpатных связей от НPП äо НPТ
(dp = 0,5), это никак не скажется на
теìпах выпоëнения пpоекта, поскоëü-
ку ìикpоãpуппы буäут äостато÷но са-
ìооpãанизованны äëя саìостоятеëü-
ноãо поääеpжания теìпов своей pаботы, ÷то ãово-
pит о возìожности pеаëизаöии коопеpативной
ìоäеëи pуковоäства пpоектоì [9].
Уìенüøение вкëаäов всех ÷ëенов ãpуппы (upq = 0,5,

vp, = 0,5, w = 0,5) веäет к спаäу теìпа выпоëнения
НП äо Z = 0,5, т. е. уìенüøение инäивиäуаëüных
вкëаäов ÷ëенов ãpуппы снижает теìп выпоëнения
пpоекта.
Есëи пpоöесс саìооpãанизаöии совìестной äея-

теëüности НС и НPТ постpоен неэффективно и äис-
ãаpìони÷но, то в систеìе ìоãут набëþäатüся хао-
ти÷еские коëебания в поääеpжании теìпа pеаëиза-
öии НП, как показано, напpиìеp, на pис. 5. Такие
фоpìы äвижения ìоãут бытü ëиквиäиpованы пpи
восстановëении пpоöессов саìооpãанизаöии.

Pассìотpенные в äанноì паpаãpафе состояния
МНГ явëяþтся не всеìи возìожныìи, оäнако вы-
øеописанных сëу÷аев äостато÷но äëя пониìания
общих тенäенöий функöиониpования МНГ пpи вы-
поëнении нау÷ной теìы иëи НП, поскоëüку поëу-
÷енные pезуëüтаты ìоäеëиpования свиäетеëüствуþт
о систеìноì пpовеäении саìооpãанизаöии аãентаìи
МНГ, напpавëенной на поääеpжание высоких теì-
пов выпоëнения нау÷ной теìы и НП в öеëоì.

Заключение

Pезуëüтаты пpовеäенноãо иссëеäования позво-
ëяþт сäеëатü сëеäуþщие вывоäы:

1) вëияние изìенения паpаìетpов саìооpãани-
заöии в обеих ìоäеëях МНГ поä÷инены общиì за-
коноìеpностяì: изìеняя эти паpаìетpы, ìожно

öеëенапpавëенно вëиятü на теìп выпоëнения pа-
бот как по теìе пpоекта, так и по НП в öеëоì, äос-
тиãая пpи этоì жеëаеìоãо хаpактеpа äвижения (пе-
pехоäных пpоöессов);

2) наpуøение законов (пpавиë, поpяäка) саìо-
оpãанизаöии в МНГ, а также наëи÷ие конфëиктных
ситуаöий пpивоäят к возникновениþ стати÷еской
и äинаìи÷еской неустой÷ивости, пpеäеëüных öик-
ëов, неpитìи÷ноãо хаpактеpа äвижения.
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Способы пpедставления знаний и особенности 
функциониpования мультиагентных pобототехнических систем

V. M. Lokhin, S. V. Manko, M. P. Romanov, S. A. K. Diane

Approaches to Knowledge Representation
and Functioning Aspects of Multi-Robot Systems

Введение

Иссëеäования и pазpаботки, активно веäущиеся
во всеì ìиpе в обëасти ìуëüтиаãентных pобототех-
ни÷еских систеì (МАPС), поäтвеpжäаþт возìож-
ностü созäания и öеëесообpазностü пpиìенения
таких систеì äëя øиpокоãо кpуãа пpиëожений. По-
ëу÷енные pезуëüтаты свиäетеëüствуþт о существо-
вании pяäа аëüтеpнативных поäхоäов к постpое-
ниþ МАPС [1—3].
Данная статüя пpоäоëжает öикë оpиãинаëüных

автоpских пубëикаöий, посвященных пpобëеìаì
ãpупповоãо упpавëения pоботаìи, котоpые äоëжны
обеспе÷иватü совìестное pеøение тpебуеìых пpи-
кëаäных заäа÷ [4—6]. В ней обсужäаþтся особенно-
сти функöиониpования МАPС с у÷етоì спеöифики
ìоäеëей пëаниpования заäаний на основе pазëи÷-
ных фоpì пpеäставëения знаний, пpивоäятся pе-
зуëüтаты коìпëексноãо ìоäеëиpования.

Конечные автоматы как фоpма пpедставления 
знаний для фоpмиpования сценаpных моделей 

pешения pазличных пpикладных задач

Муëüтиаãентные систеìы, постpоенные на базе
интеëëектуаëüных автоноìных pоботов, явëяþтся
эффективныì сpеäствоì äëя pеøения øиpокоãо
спектpа pазëи÷ных пpакти÷еских заäа÷, вкëþ÷ая пpо-
веäение военных опеpаöий, поисково-спасатеëü-

ных, инженеpно-стpоитеëüных, ìонтажных и äpу-
ãих типов pабот, выпоëнение котоpых äоëжно поä-
÷инятüся апpиоpно установëенныì сöенаpияì [4, 5].
Пëаниpование öеëесообpазных äействий МАPС в
поäобных пpиëожениях ìожет бытü основано на
анаëизе и контpоëе поэтапной pеаëизаöии постав-
ëенной заäа÷и, описание котоpой заäается с у÷етоì
знаний о возìожных сöенаpиях ее выпоëнения.
Сpеäи ìножества фоpì пpеäставëения знаний

оäной из наибоëее уäобных äëя описания сöена-
pиев pеøения pазëи÷ных пpикëаäных заäа÷ явëя-
þтся коне÷ные автоìаты, испоëüзование котоpых
позвоëяет сфоpìиpоватü соответствуþщуþ ìоäеëü
посëеäоватеëüно-паpаëëеëüной о÷еpеäности выпоë-
нения необхоäиìых опеpаöий. Как показано на
pис. 1, поäобная сöенаpная ìоäеëü ìожет сëужитü
констpуктивной основой в оpãанизаöии пpоöессов
функöиониpования ìуëüтиаãентной систеìы, обес-
пе÷ивая возìожностü пëаниpования заäаний äëя
интеëëектуаëüных автоноìных pоботов, äействуþ-
щих в ее составе [6]. Сëеäует особо отìетитü, ÷то
коне÷ные автоìаты ìоãут pассìатpиватüся в ка÷е-
стве поëноöенной фоpìы пpеäставëения знаний,
отве÷ая ãëавноìу из пpеäъявëяеìых к ней тpебова-
ний по способности отpажения некотоpой систе-
ìы кëассификаöионных понятий. Действитеëüно,
с то÷ностüþ äо спеöифики своеãо постpоения и
интеpпpетаöии коне÷ный автоìат выпоëняет pоëü

Pассматpиваются вопpосы пpедставления знаний в моделях планиpования заданий мультиагентных pобототехнических
систем. Пpиводятся pезультаты моделиpования, обсуждаются особенности функциониpования мультиагентных pобототех-
нических систем с учетом специфики моделей планиpования заданий на основе pазличных способов пpедставления знаний.
Ключевые слова: мультиагентная pобототехническая система, гpупповое упpавление pоботами, модели планиpования за-

даний, модели пpедставления знаний, конечные автоматы

The article considers ways of representing knowledge in task planning models of multi-robot systems. We show results of computer mod-
eling and discuss functioning aspects of multi-robot systems regarding specificity of task planning based on different knowledge representation.
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некотоpоãо кëассификатоpа, обеспе÷иваþщеãо pас-
познавание пpинаäëежности вхоäных сиãнаëов к
пpеäопpеäеëенныì типаì.
Такиì обpазоì, ìоäеëü пpоöесса pеøения пpи-

кëаäной заäа÷и по установëенноìу сöенаpиþ ìо-
жет фоpìиpоватüся в виäе сети типовых коне÷ных
автоìатов, кажäый из котоpых ставится в соответ-
ствие отäеëüныì техноëоãи÷ескиì опеpаöияì.

Пpи этоì стpуктуpа взаиìосвязей и состояние
автоìатов äоëжны отpажатü ëоãику сëеäования и
стаäиþ выпоëнения техноëоãи÷еских опеpаöий в
pаìках заäаваеìоãо сöенаpия. Тоãäа контpоëü за
состояниеì отpаботки заäанноãо сöенаpия на ос-
нове анаëиза постpоенной ìоäеëи буäет обусëов-
ëиватü выявëение äоступных äëя испоëнения опе-
pаöий по ìеpе о÷еpеäности завеpøения пpеäыäу-
щих (pис. 2).
Способы пpедставления знаний в моделях плани-

pования заданий для мультиагентных pобототехни-
ческих систем. В пpостейøеì сëу÷ае синтез типово-
ãо коне÷ноãо автоìата как станäаpтноãо эëеìента
пpеäставëения знаний äëя постpоения поäобноãо
pоäа сöенаpных ìоäеëей осуществëяется исхоäя из
усëовий выäа÷и коìанäы на выпоëнение äанной
конкpетной опеpаöии пpи поступëении сиãнаëа об
отсутствии иëи завеpøении всех пpеäøествуþщих
опеpаöий [6].
Цеëесообpазностü и pеаëизуеìостü äанноãо поä-

хоäа к pеøениþ заäа÷ пëаниpования заäаний в со-
ставе МАPС быëа поëностüþ поäтвеpжäена в хоäе
коìпëексной сеpии ìоäеëüных экспеpиìентов.
Оäнако äетаëüный анаëиз pезуëüтатов ìоäеëи-

pования показаë, ÷то выбpанный способ пpеäстав-
ëения знаний не позвоëяет у÷итыватü всех особен-
ностей pеøаеìой пpикëаäной заäа÷и пpи описании
сöенаpной ìоäеëи ее выпоëнения, ÷то ìожет пpи-
воäитü к не pаöионаëüной оpãанизаöии пpоöесса

Pис. 2. Выявление доступных для исполнения опеpаций по меpе
очеpедности завеpшения пpедыдущих на основе контpоля за
выполнением поставленной пpикладной задачи по установлен-
ному сценаpию

Pис. 1. Планиpование заданий для интеллектуальных автономных pоботов пpи pешении общей пpикладной задачи в составе мультиа-
гентной системы
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пëаниpования заäаний äëя ãpуппы интеëëектуаëü-
ных автоноìных pоботов.
Действитеëüно, pеаëизаöия пpовозãëаøенноãо

пpинöипа пëаниpования заäаний в составе МАPС,
pассìатpиваеìоãо на пpиìеpе тестовой заäа÷и
сбоpки кубиков в пиpаìиäу, коãäа выäа÷а коìанäы
на выпоëнение äанной конкpетной опеpаöии äоëж-
на осуществëятüся пpи поступëении сиãнаëа об от-
сутствии иëи завеpøении всех пpеäøествуþщих,
в pяäе сëу÷аев обусëовëивает возникновение вы-
нужäенных пpостоев испоëнитеëей.
Такие ситуаöии ìоãут возникатü, коãäа освобо-

äивøийся испоëнитеëü ожиäает завеpøения опеpа-
öий, выпоëняеìых äpуãиìи ÷ëенаìи ìноãоаãент-
ной ãpуппиpовки.
Важно констатиpоватü, ÷то сöенаpные ìоäеëи

pеøения pеаëüных пpикëаäных заäа÷ (наãëяäныì
пpиìеpоì котоpых по своей сëожности явëяется
тестовая заäа÷а сбоpки пиpаìиäы) описываþтся на
уpовне ìакpоопеpаöий. Пpи этоì коìанäное ука-
зание на выпоëнение опеpаöии по установке каж-
äоãо отäеëüноãо кубика pеаëизуется теì иëи иныì
автоноìныì pоботоì в соответствии со сöенаpияìи
и пpавиëаìи öеëесообpазноãо повеäения, заëожен-
ныìи в базе знаний еãо интеëëектуаëüной боpто-
вой систеìы упpавëения [7].
Так, в ÷астности, как показано на pис. 1, коìанäа

на выпоëнение о÷еpеäной ìакpоопеpаöии по уста-
новке кубика в пиpаìиäу (в pаìках сöенаpиев öе-
ëесообpазноãо повеäения интеëëектуаëüных авто-
ноìных pоботов) пpеäпоëаãает еãо поиск, захват,
тpанспоpтиpовку и собственно установку. Иìенно
посëеäний из пеpе÷исëенных этапов тpебует пpо-
веpки завеpøенности пpеäыäущих ìакpоопеpаöий.
В то же вpеìя все пpеäыäущие этапы ìоãëи бы
пpовоäитüся независиìо от наступëения соответ-
ствуþщеãо события (без поäтвеpжäения о тоì, ÷то
опоpные бëоки уже нахоäятся на своих ìестах).

Pеаëизаöия поäобноãо поäхоäа пpеäпоëаãает, ÷то
синтез типовоãо коне÷ноãо автоìата как станäаpт-
ноãо эëеìента пpеäставëения знаний äëя постpоения
ìоäеëей пëаниpования заäаний в составе МАPС
буäет осуществëятüся исхоäя из усëовий выäа÷и
коìанäы на выпоëнение äанной конкpетной ìак-
pоопеpаöии пpи поступëении сиãнаëа, свиäетеëü-
ствуþщеãо, ÷то пpеäøествуþщие опеpаöии отсут-
ствуþт, завеpøены иëи пеpеäаны на выпоëнение:

 = { , , , , }, (1)

ãäе  = ( , , , ) — вхоäной аëфавит;

 — вхоäной сиãнаë, свиäетеëüствуþщий, ÷то
не все пpеäøествуþщие опеpаöии завеpøены иëи
пеpеäаны на выпоëнение;

 — вхоäной сиãнаë об отсутствии невыпоë-
ненных опеpаöий, пpеäøествуþщих äанной;

 — вхоäной сиãнаë о завеpøении äанной
конкpетной опеpаöии;

 — вхоäной сиãнаë, свиäетеëüствуþщий, ÷то
все пpеäøествуþщие опеpаöии завеpøены иëи пе-
pеäаны на выпоëнение;

 = ( , , , ) — аëфавит состояний;

 — состояние "опеpаöия не выпоëнена";

 — состояние "опеpаöия пеpеäана на выпоë-
нение";

 — состояние "опеpаöия выпоëнена";

 — состояние "опеpаöия пеpеäана на выпоë-
нение с пpовеpкой пpеäусëовий pеаëизуеìости";

 = ( , , , ) — выхоäной аëфавит;

KO ′ UO ′ XO ′ YO ′ f O ′ hO ′

UO ′ u0
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O
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Pис. 3. Диагpамма пеpеходов конечного автомата, контpолиpующего выпол-
нение опеpации в составе сценаpия pешения поставленной пpикладной задачи
с учетом возможности пpедpаспpеделения заданий

 — выхоäной сиãнаë, поäтвеpжäаþ-
щий, ÷то опеpаöия нахоäится в состоянии
"не выпоëнена";

 — выхоäной сиãнаë, поäтвеpжäаþ-
щий, ÷то опеpаöия пеpеäана на выпоëнение;

 — выхоäной сиãнаë, поäтвеpжäаþ-
щий, ÷то опеpаöия выпоëнена;

 — вхоäной сиãнаë, поäтвеpжäаþ-
щий, ÷то опеpаöия пеpеäана на выпоëнение
с пpовеpкой пpеäусëовий pеаëизуеìости;

f O, hO — функöии пеpехоäов и выхоäов,
заäаваеìые табë. 1.
Диаãpаììа пеpехоäов коне÷ноãо авто-

ìата (1) как типовоãо эëеìента ìоäеëи вы-
поëнения pеøаеìой пpикëаäной заäа÷и по
установëенноìу сöенаpиþ с у÷етоì воз-
ìожности пpеäpаспpеäеëения заäаний по-
казана на pис. 3.

y0
O

y1
O

y2
O

y3
O
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Pезуëüтаты экспеpиìентаëüных иссëеäований,
оäин из фpаãìентов котоpых пpивеäен на pис. 4,
поëностüþ поäтвеpäиëи пpеиìущества сöенаpных
ìоäеëей пëаниpования заäаний с пpеäpаспpеäеëе-
ниеì выпоëняеìых опеpаöий на пpиìеpе заäа÷и
сбоpки кубиков в пиpаìиäу ãpуппой pоботов, äей-
ствуþщих в составе МАPС.

Постановка пpовеäенных экспеpиìентов пpеä-
поëаãаëа сpавнитеëüнуþ оöенку эффективности
функöиониpования МАPС пpи испоëüзовании pаз-
ëи÷ных ìоäеëей пëаниpования заäаний с наëи÷иеì и
отсутствиеì пpеäpаспpеäеëения выпоëняеìых опеpа-
öий соответственно пpи пpо÷их pавных усëовиях.
Анаëиз поëу÷енных äанных, котоpые пpеäстав-

ëены в табë. 2, со всей убеäитеëüностüþ свиäетеëü-
ствует о тоì, ÷то обоснованный выбоp способа
пpеäставëения знаний äëя постpоения ìоäеëей
пëаниpования заäаний в составе МАPС с у÷етоì
особенностей их pеаëизаöии позвоëяет существен-
но сокpатитü пpоäоëжитеëüностü пpостоев отäеëü-
ных испоëнитеëей, а за с÷ет этоãо и суììаpное
вpеìя pеøения общей пpикëаäной заäа÷и путеì
пpеäpаспpеäеëения техноëоãи÷еских опеpаöий.
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Табëиöа 2

№
опыта

Общее вреìя 
выпоëнения 
заäания, с

Сокра-
щение 
вреìе-
ни вы-
поëне-
ния за-
äания, 

%

Общая проäоë-
житеëüностü 
простоев, с

Сокра-
щение 
вреìе-
ни про-
стоев, 

%

Без 
преä-
рас-
преäе-
ëения

С 
преä-
рас-
преäе-
ëениеì

Без 
преä-
рас-
преäе-
ëения

С 
преä-
рас-
преäе-
ëениеì

1 150 111 26 684 366 46
2 167 136 19 810 438 46
3 249 116 53 1314 402 69
4 155 108 30 762 342 55
5 187 94 50 828 234 71
6 209 88 58 942 204 78

Среäнее 186 109 41 888 330 62

Табëиöа 1

Вхоäы

Состояния
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Pис. 4. Моделиpование пpоцессов планиpования заданий в составе МАPС с пpедpаспpеделением опеpаций пpи pешении задачи сбоp-
ки кубиков в пиpамиду
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Нахождение оптимальной тpаектоpии движения по заданному пути 
для кинематически избыточного манипулятоpа1
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Optimal Trajectory Constructing along a Pre Specified Path 
for a Kinematically Redundant Manipulator

Введение

Швеöия и Финëянäия быëи оäниìи из пеpвых
стpан, ãäе в 70-е ãоäы пpоøëоãо стоëетия быë
пpеäëожен и pеаëизован совеpøенно новый ìетоä
пpоìыøëенной ìеханизиpованной pубки ëеса.
Так называеìый "сканäинавский ìетоä" состояë в
появëении pобототехни÷ескоãо обоpуäования äëя
pаботы в ëесных усëовиях, pазäеëении pабо÷еãо
öикëа на этапы pубки и тpанспоpтиpовки ëеса äвуìя
отäеëüныìи ìаøинаìи, кажäая из котоpых быëа
оснащена pукой-ìанипуëятоpоì (кpаноì). Пеpвая
ìаøина осуществëяет непосpеäственно pубку äе-
pевüев, о÷истку ствоëов от веток и pаспиë на бpевна
заäанноãо pазìеpа. Втоpая ìаøина иäет сëеäоì,
поäбиpая бpевна с зеìëи, отвозит их к ìесту скëа-
äиpования äëя äаëüнейøей поãpузки и тpанспоpти-
pовки. Неäостаткаìи новой эконоìи÷еской ìоäеëи
стаëи сëожностü pаботы опеpатоpа, еãо äëитеëüное
(äо äвух ëет) обу÷ение и высокая стоиìостü ìа-
øин. К настоящеìу вpеìени основные коìпании-
pазpабот÷ики и пpоизвоäитеëи таких ìаøин ак-
тивно ищут пути автоìатизаöии указанных ìеха-
низìов и снижения тpебуеìой наãpузки на опеpа-
тоpа в пpоöессе pаботы. Поìиìо коììеp÷еских и
закpытых pазpаботок откpытые иссëеäования этой
пpобëеìы выпоëняþтся паpаëëеëüно в нескоëüких
веäущих унивеpситетах Швеöии, Финëянäии, Геp-
ìании и Канаäы. В основноì, äанные pаботы на-

öеëены на ìоäеëиpование и упpавëение ãиäpопpи-
воäаìи ìанипуëятоpов [1—5].
Не ìенее актуаëüныì напpавëениеì иссëеäова-

ний явëяется пëаниpование äвижений кpана. В ëите-
pатуpе встpе÷ается pазно÷тение теpìинов, связанных
с äвижениеì ìанипуëятоpа, особенно пpи сpавнении
pусскоязы÷ных и анãëоязы÷ных исто÷ников. В äан-
ной статüе ìы испоëüзуеì сëеäуþщие теpìины:
путü — кpивая в пpостpанстве, вäоëü котоpой
äвижется конеö ìанипуëятоpа (эффектоp); 
тpаектоpия ìанипуëятоpа — функöия, описываþ-
щая изìенение обобщенных кооpäинат ìанипу-
ëятоpа пpи äвижении вäоëü некотоpоãо пути. Пpи
этоì тpаектоpия ìожет бытü заäана как функöия
вpеìени, ÷то оäнозна÷но опpеäеëяет скоpостü
äвижения, иëи же как функöия некотоpоãо па-
pаìетpа. В посëеäнеì сëу÷ае ìожет бытü заäан
пpофиëü скоpости — описание изìенения паpа-
ìетpа во вpеìени. Тpаектоpия, заäанная без
пpофиëя скоpости, также иноãäа называется пу-
теì в конфиãуpаöионноì пpостpанстве.
Заäа÷а пëаниpования äвижения ìанипуëятоpа

ìожет бытü pазäеëена на äве поäзаäа÷и, пеpвая из
котоpых — пëаниpование пути схвата кpана с у÷етоì
сpеäы функöиониpования, обхоäа пpепятствий и
pеøаеìых ìанипуëятоpоì заäа÷ [6—8]. Втоpая
поäзаäа÷а — непосpеäственно пëаниpование тpа-
ектоpии äвижения по заäанноìу пути [9—12]. Пëа-
ниpование пути пpи äвижении в пpоизвоëüнуþ
то÷ку pабо÷ей зоны затpуäнено высокой неопpеäе-
ëенностüþ сpеäы функöиониpования и связано с
постpоениеì систеì техни÷ескоãо зpения äëя
сëожных кëиìати÷еских (всепоãоäных) усëовий.
Вìесте с теì, известно, ÷то в хоäе выпоëнения pу-
тинных опеpаöий поãpузки-pазãpузки ìанипуëятоp

Для кpана-манипулятоpа с кинематической избыточностью, пpименяющегося в лесозаготовительной технике, ставится
задача нахождения оптимальной в смысле некотоpого кpитеpия тpаектоpии движения по заданному пути. На основе час-
тичного pешения обpатной задачи кинематики пpедложена паpаметpизация тpаектоpии, позволяющая эффективно свести
исходную задачу минимизации функционала к задаче минимизации скаляpной функции вектоpного аpгумента.
Ключевые слова: планиpование движения, оптимизация тpаектоpии, кинематическая избыточность

A problem to construct an optimal in a sense of a certain criterion trajectory along a pre specified path is stated for a kinematically
redundant crane-manipulator used in a forestry. A parameterization of the trajectory is proposed based on a partial solution of the inverse
kinematic problem. This parameterization allows to rewrite the original problem as a minimization of a scalar function.

Keywords: motion planning, trajectory optimization, kinematic redundancy

 1 Иссëеäование выпоëнено пpи поääеpжке Министеpства
обpазования и науки Pоссийской Феäеpаöии, соãëаøение
14.В37.21.0778 "Pазpаботка ìетоäов постpоения и настpойки
систеì упpавëения, а также функöионаëüной автоìатизаöии
ìноãозвенных ãиäpавëи÷еских кpанов на поäвижных пëатфоp-
ìах (ГКПП) äëя ëесозаãотовитеëüной пpоìыøëенности".
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выпоëняет оäнотипные äвижения, котоpые ìоãут
бытü описаны оãpани÷енныì набоpоì заpанее из-
вестных путей. Тоãäа äëя ÷асти÷ной автоìатизаöии
pаботы ìанипуëятоpа пpи выпоëнении pутинных
опеpаöий тpебуется pеøитü заäа÷у пëаниpования
тpаектоpий äвижения по заäанноìу набоpу извест-
ных путей.
Похожая заäа÷а быëа pассìотpена в кëасси÷е-

ских pаботах [11, 12], но тоëüко äëя ìанипуëято-
pов, не обëаäаþщих избыто÷ныìи степеняìи сво-
боäы и иìеþщих оäнозна÷ное pеøение обpатной
заäа÷и кинеìатики. В äанной pаботе ìы буäеì ис-
катü тpаектоpии äëя ìанипуëятоpа с избыто÷ныì
÷исëоì степеней свобоäы, испоëüзуя ÷асти÷ное
pеøение обpатной заäа÷и кинеìатики. Отìетиì,
÷то в связи с избыто÷ностüþ ìанипуëятоpа суще-
ствует ìножество тpаектоpий, уäовëетвоpяþщих
заäанноìу пути и pазëи÷аþщихся по быстpоäейст-
виþ и энеpãозатpатаì. Соответственно, актуаëü-
ной заäа÷ей явëяется нахожäение оптиìаëüной по
некотоpоìу кpитеpиþ тpаектоpии сpеäи ìножест-
ва возìожных. В отëи÷ие от pезуëüтатов, изëожен-
ных в pаботах [9, 10], пpеäëоженный ìетоä испоëü-
зует заìену кооpäинат, позвоëяþщуþ пеpевести
исхоäнуþ заäа÷у в пëоскостü, и äает возìожностü
оптиìизиpоватü пpоизвоëüный кpитеpий ка÷ества,
а не тоëüко быстpоäействие систеìы.

Постановка задачи

Схеìати÷еское изобpажение ìанипуëятоpа2 пpи-
веäено на pис. 1.
У ìанипуëятоpа иìеþтся ÷етыpе степени сво-

боäы, кажäая из котоpых описывается соответст-
вуþщей обобщенной кооpäинатой:
повоpотный øаpниp основания, ассоöииpован-
ный с обобщенной кооpäинатой q0;
повоpотный øаpниp äëя втоpоãо звена, ассо-
öииpованный с обобщенной кооpäинатой q1;
повоpотный øаpниp äëя тpетüеãо звена, ассо-
öииpованный с обобщенной кооpäинатой q2;
пpизìати÷еский øаpниp äëя ÷етвеpтоãо звена,
ассоöииpованный с обобщенной кооpäинатой q3.
Обозна÷иì p = (px, py, pz) кооpäинаты схвата ìа-

нипуëятоpа в äекаpтовоì пpостpанстве. Пустü заäан
жеëаеìый путü äвижения схвата в пpостpанстве как
функöия p*(θ), ãäе θ — паpаìетp, описываþщий
äвижение вäоëü пути и изìеняþщийся от 0 äо 1.
Соответственно, p*(0) явëяется на÷аëüныì поëоже-
ниеì схвата, а p*(1) — жеëаеìыì коне÷ныì. Текущая
конфиãуpаöия ìанипуëятоpа оäнозна÷но заäается
вектоpоì обобщенных кооpäинат q = [q0 q1 q2 q3]

т,
÷то пpи известных ãеоìетpи÷еских pазìеpах ìани-
пуëятоpа позвоëяет по известной конфиãуpаöии q
оäнозна÷но опpеäеëитü кооpäинаты конöа схватa
p = p(q). Отìетиì, ÷то вектоp-функöия p*(θ) со-
поставëяет скаëяpноìу аpãуìенту θ кооpäинаты

то÷ки, ëежащей на заäанноì пути, а вектоp-функ-
öия p(q) сопоставëяет вектоpу обобщенных кооp-
äинат кооpäинаты схвата ìанипуëятоpа. Известна
на÷аëüная конфиãуpаöия q0: p(q0) = p*(0). Тоãäа
тpаектоpия, уäовëетвоpяþщая жеëаеìоìу пути, ìо-
жет бытü описана как такая вектоp-функöия ска-
ëяpноãо аpãуìента q = q(θ), ÷то

p(q(θ)) = p*(θ). (1)

Пустü заäано некотоpое пpавиëо вы÷исëения
функöионаëа кpитеpия ка÷ества тpаектоpии пpи
äвижении по заäанноìу пути:

J = J(q(θ)). (2)

Тpебуется найти такуþ тpаектоpиþ q*(θ), кото-
pая уäовëетвоpяет (1) и пpи этоì äоставëяет ìини-
ìуì кpитеpиþ ка÷ества:

q*(θ) = J(q(θ)).

Замена кооpдинат

Манипуëятоp явëяется кинеìати÷ески избыто÷-
ныì, т. е. еäинственноìу поëожениþ схвата в пpо-
стpанстве ìожет соответствоватü ìножество pазëи÷-
ных конфиãуpаöий ìанипуëятоpа. Оäнако схеìа
ìанипуëятоpа такова, ÷то поëожение повоpотноãо
øаpниpа основания, ассоöииpованноãо с обоб-
щенной кооpäинатой q0, заäает пëоскостü, в кото-
pой äвижутся остаëüные тpи звена ìанипуëятоpа
(буäеì называтü эту пëоскостü пëоскостüþ äвиже-
ния). Дëя упpощения заäа÷и пpи описании поëо-
жения схвата в пpостpанстве уäобно пеpейти к öи-
ëинäpи÷еской систеìе кооpäинат (ρ, φ, z), ãäе ρ —
pасстояние от то÷ки äо оси OZ äекаpтовой систеìы
кооpäинат; φ — уãоë повоpота вокpуã оси OZ
äекаpтовой систеìы кооpäинат; z — аппëиката

 2 Автоpы бëаãоäаpят äепаpтаìент пpикëаäной физики и
эëектpоники Унивеpситета Уìео, ã. Уìео, Швеöия, за пpеäос-
тавëенное обоpуäование.

Pис. 1.Схематическое изобpажение исследуемой конфигуpации
манипулятоpа

argmin
q(θ)
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(высота) то÷ки. Диффеоìоpфное пpеобpазование
кооpäинат заäается как

 (3)

Пpи такой заìене кооpäинат обобщенная кооpäи-
ната q0 непосpеäственно совпаäает с кооpäинатой φ,
а кооpäинаты (ρ, z) заäаþт äекаpтову систеìу кооp-
äинат в пëоскости äвижения. В pезуëüтате кинеìати-
÷еская избыто÷ностü ìанипуëятоpа изоëиpуется в
пëоскости äвижения, ÷то позвоëяет заìенитü исхоä-
нуþ заäа÷у на заäа÷у пëаниpования тpаектоpии äëя
избыто÷ноãо ìанипуëятоpа в äвуìеpноì пpостpан-
стве. Покажеì спpавеäëивостü этоãо утвеpжäения.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения: кооpäинаты то÷ки

ppl = (ρ, z) заäаþт поëожение схвата в пëоскости äви-
жения, вектоp обобщенных кооpäинат qpl = [q1 q2 q3]

т

описывает конфиãуpаöиþ ìанипуëятоpа в пëоско-
сти äвижения. Заäанный путü схвата в пpостpанстве
p*(θ) с испоëüзованиеì пpеобpазования кооpäинат (3)
ìожет бытü пpеäставëен как p*(θ) = (ρ*(θ), φ*(θ), z*(θ)).
Лþбая соответствуþщая еìу тpаектоpия иìеет виä
q(θ) = [q0(θ) q1(θ) q2(θ) q3(θ)]

т = [φ*(θ)qpl(θ)]
т. Ина÷е

ãовоpя, äëя заäанноãо пути p*(θ) существует еäин-
ственная соответствуþщая еìу тpаектоpия обобщен-
ной кооpäинаты q0(θ) и ìножество тpаектоpий qpl(θ).
У÷итывая, ÷то путü p*(θ) ìожет бытü пpеäставëен
как совокупностü φ*(θ) и (θ) = (ρ*(θ), z*(θ)), ис-
хоäная заäа÷а ìожет бытü пеpефоpìуëиpована как
нахожäение тpаектоpии (θ), соответствуþщей
заäанноìу пути (θ) и ìиниìизиpуþщей öеëевой
кpитеpий.

Нахождение оптимальной тpаектоpии

Дëя pеøения поставëенной заäа÷и тpебуется
пpеäваpитеëüно pеøитü пpяìуþ и обpатнуþ заäа÷и
кинеìатики. Пpяìая заäа÷а кинеìатики устанав-
ëивает связü ìежäу обобщенныìи кооpäинатаìи
ìанипуëятоpа и кооpäинатаìи схвата в пpостpан-
стве. Эта заäа÷а всеãäа иìеет еäинственное pеøение,
и äëя еãо нахожäения уäобно испоëüзоватü фоpìа-
ëизì соãëаøения Денавита—Хаpтенбеpãа [13]. Pе-
øение пpяìой заäа÷и пpеäставëяется в виäе

ppl =  = H(q1, q2, q3),

ãäе H(•) — известная вектоp-функöия обобщенных
кооpäинат.
Боëее сëожныì явëяется pеøение обpатной за-

äа÷и кинеìатики, äëя котоpоãо тpебуется по извест-
ныì кооpäинатаì схвата восстановитü конфиãуpа-
öиþ ìанипуëятоpа, т. е. обобщенные кооpäинаты:

qpl = F(ρ, z).

В общеì сëу÷ае нахожäение pеøения обpатной
заäа÷и кинеìатики в явноì виäе ìожет бытü сëиø-
коì сëожныì и ìожет заìенятüся ÷исëенной ап-
пpоксиìаöией. Боëее тоãо, äëя избыто÷ных, а иноãäа

и äëя не избыто÷ных ìанипуëятоpов pеøение об-
pатной заäа÷и ìожет бытü не еäинственныì, т. е.
оäно и то же поëожение схвата в пpостpанстве ìо-
жет бытü поëу÷ено пpи pазëи÷ных конфиãуpаöиях
ìанипуëятоpа.
Так как pассìатpиваеìый в pаботе ìанипуëятоp

явëяется избыто÷ныì, то pеøение обpатной заäа÷и
явëяется не еäинственныì. В этоì сëу÷ае ìожет бытü
испоëüзован сëеäуþщий пpиеì ÷асти÷ноãо pеøения
обpатной заäа÷и. Зафиксиpуеì оäну из обобщен-
ных кооpäинат, напpиìеp, q3. Кpан-ìанипуëятоp,
оäна обобщенная кооpäината котоpоãо зафиксиpо-
вана, пеpестает бытü избыто÷ныì. Тоãäа обpатная
заäа÷а кинеìатики записывается как

 = F3(ρ, z, q3) = (4)

и ìожет бытü pеøена с испоëüзованиеì, напpиìеp,
ãеоìетpи÷ескоãо поäхоäа. Анаëиз ãеоìетpи÷еских
соотноøений показывает, ÷то äëя pассìатpиваеìоãо
ìанипуëятоpа обpатная заäа÷а ìожет бытü pеøена
в явноì виäе пpи фиксаöии кооpäинат q1 иëи q3.
Пpи фиксаöии обобщенной кооpäинаты q2 поëу-
÷аþщаяся систеìа тpиãоноìетpи÷еских уpавнений
иìеет не еäинственное pеøение.
С испоëüзованиеì ÷асти÷ноãо pеøения (4) исхоä-

ная заäа÷а ìожет бытü пpеäставëена как заäа÷а на-
хожäения (θ), так как пpи заäанноì пути выбpан-
ная тpаектоpия (θ) оäнозна÷но опpеäеëяет (θ):

(θ) =  = .

Пpеäставиì функöиþ q3(θ) как некотоpуþ функ-
öиþ, паpаìетpизованнуþ вектоpоì паpаìетpов β:
q3(θ) = q3(θ, β). Тоãäа β также паpаìетpизует всþ
тpаектоpиþ äвижения ìанипуëятоpа q(θ) = q(θ, β),
и зна÷ение функöионаëа (2) ìожет бытü пpеäстав-
ëено как функöия β:

Jβ(β) = J(q(θ, β)). (5)

Заäа÷а нахожäения (θ) = q3(θ, β*) своäится к
заäа÷е нахожäения постоянноãо вектоpа паpаìет-
pов β* = argminβJβ(β). Еäинственностü pеøения за-
висит от выбоpа конкpетноãо виäа паpаìетpизаöии
функöии q3(θ, β) (степенной поëиноì, тpиãоно-
ìетpи÷еский поëиноì, кpивая Безüе и äp.), но äëя
pеøения заäа÷и не тpебуется еäинственностü β*,
äостато÷но найти ëþбой вектоp паpаìетpов β* из
ìножества вектоpов, ìиниìизиpуþщих öеëевой
кpитеpий. Такиì обpазоì, исхоäная заäа÷а отыска-
ния оптиìаëüной тpаектоpии, ìиниìизиpуþщей
öеëевой функöионаë (2), своäится к заäа÷е отыска-
ния вектоpа паpаìетpов, ìиниìизиpуþщих функ-
öиþ (5). Данная заäа÷а ìожет бытü pеøена, в ÷аст-
ности, с пpивëе÷ениеì ìетоäов ÷исëенной оптиìи-
заöии. Повтоpиì основные øаãи pеøения заäа÷и.

px = ρcosφ;
py = ρsinφ;
pz = z;

ρ = ;

φ = arctg(py/px);
z = pz.
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1. Записатü жеëаеìый путü схвата в öи-
ëинäpи÷еских кооpäинатах p*(θ) = (ρ*(θ),
φ*(θ), z*(θ)).

2. Выбpатü некотоpуþ функöиþ q3(θ, β),
ãäе θ ∈ [0, 1], q3(0, β) = .

3. На основе ÷асти÷ноãо pеøения обpат-
ной заäа÷и кинеìатики (4) записатü

qpl(θ, β) = .

4. Записатü тpаектоpиþ ìанипуëятоpа как
функöиþ, паpаìетpизованнуþ вектоpоì β:
q(θ, β) = [φ*(θ) qpl(θ, β)]

т. Записатü Jβ(β) как
функöиþ (5).

5. Найти оптиìаëüное зна÷ение β* = Jβ(β).

Найти оптиìаëüнуþ тpаектоpиþ q*(θ) = q(θ, β*).

Пpимеp

Pассìотpиì ìанипуëятоp, схеìа котоpоãо пpи-
веäена на pис. 1, со сëеäуþщиìи зна÷енияìи паpа-
ìетpов (в ìетpах): d0 = 1; r1 = 0,1; r2 = 0,6; r3 = 0,1;
r4 = 0,3. Pеøение пpяìой заäа÷и кинеìатики
иìеет виä

H(q1, q2, q3) =

= ,

÷асти÷ное pеøение обpатной заäа÷и иìеет ãpо-
ìозäкий виä и зäесü не пpивоäится.
Как быëо указано во ввеäении, пpи опеpаöиях

поãpузки ìанипуëятоp выпоëняет оäнотипные äви-
жения, оäниì из котоpых явëяется обхоä схватоì
пpепятствия (боpтов кузова). Дëя упpощения пpи-
ìеpа буäеì с÷итатü, ÷то путü заäан такиì обpазоì,
÷то (θ) = φ*(θ) = const, т. е. повоpотный øаpниp
основания остается непоäвижныì, и пëоскостü äви-
жения ìанипуëятоpа зафиксиpована. Путü схвата
в пëоскости пpеäставëен паpабоëи÷еской кpивой
z = –10(ρ – 0,5)2 + 0,9, ãäе ρ изìеняется от 0,8 äо 0,2.
Тоãäа паpаìетpи÷еское описание пути иìеет виä

 = , θ ∈ [0, 1].

В ка÷естве оптиìизиpуеìоãо кpитеpия выбеpеì
взвеøеннуþ суììу пpойäенных pасстояний äëя
всех степеней свобоäы. Такой кpитеpий ìожет бытü
косвенно соотнесен с энеpãозатpатаìи на выпоë-
нение äвижения — ÷еì боëüøе пpойäенное pас-
стояние, теì выøе затpаты энеpãии на осуществ-
ëение äвижения вäоëü этой тpаектоpии. Весовые
коэффиöиенты позвоëяþт отpазитü pазные затpаты

на äвижение pазных звенüев. Дëя i-й кооpäинаты
кpитеpий иìеет виä

Ji = dθ.

Зна÷ение кpитеpия ìожет бытü найäено анаëи-
ти÷ески иëи вы÷исëено пpибëиженно. Pазäеëиì
θ ∈ [0, 1] на N pавных отpезков и обозна÷иì зна-
÷ение на ãpаниöе кажäоãо отpезка θj, j = 0, ..., N,
ãäе θ0 = 0, θN = 1. Тоãäа

Ji ≈ |qi(θj) – qi(θj – 1)|.

Оптиìизиpуеìый кpитеpий нахоäится как
J(q(θ)) = k1J1 + k2J2 + k3J3, ãäе k1, k2, k3 — весовые
коэффиöиенты. Выбеpеì [k1 k2 k3] = [0,2 0,3 0,5].
В ка÷естве функöии q3(θ) выбеpеì поëиноì

втоpоãо поpяäка и паpаìетpизуеì еãо

q3(θ, β) = β2θ
2 + β1θ + β0. (6)

Пустü на÷аëüная конфиãуpаöия ìанипуëятоpа

заäана как q0 = [   ] = [8,1  –92,4  0,9]. Отсþäа

нахоäиì β0 =  = 0,9, и тоãäа фоpìа как кpивой

q3(θ, β), так и всей тpаектоpии äвижения заäается
äвуìя паpаìетpаìи β1, β2. На pис. 2, а изобpажено
äвижение ìанипуëятоpа вäоëü пути, поëу÷аеìое
пpи выбоpе [β1, β2] = [–3,2 3,6]. Зна÷ение кpите-
pия, соответствуþщее поëу÷енной тpаектоpии, со-
ставëяет J = 34,1.
Дëя нахожäения оптиìаëüной тpаектоpии pеøиì

заäа÷у ìиниìизаöии функöии Jβ(β). Испоëüзова-
ние ìетоäов ÷исëенной оптиìизаöии [14, 15] äает
зна÷ение паpаìетpов  = 3,58,  = –3,44, кото-
pыì соответствует зна÷ение кpитеpия Jβ(β*) = 18,45.
На pис. 2, б пpеäставëено äвижение ìанипуëятоpа,
соответствуþщее найäенной тpаектоpии.

Заключение

В статüе pассìотpена пpобëеìа постpоения оп-
тиìаëüной в сìысëе некотоpоãо кpитеpия тpаекто-
pии äвижения по заäанноìу пути кpана-ìанипу-
ëятоpа, пpиìеняþщеãося в ëесозаãотовитеëüной

q3
0

f31 ρ θ( ) z θ( ) q3 θ β,( ), ,( )

f32 ρ θ( ) z θ( ) q3 θ β,( ), ,( )

q3 θ β,( )

*

*

*

*
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β
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Pис. 2. Тpаектоpия движения манипулятоpа до оптимизации (а) и после (б)
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технике, котоpый обëаäает избыто÷ныì ÷исëоì
степеней свобоä. Показано, ÷то в сиëу спеöифики
кинеìати÷еской схеìы ìанипуëятоpа заäа÷а пëа-
ниpования тpаектоpии ìожет бытü пеpенесена в
пëоскостü. Дëя pеøения заäа÷и пpеäëожена ìето-
äика, основанная на паpаìетpизаöии ÷асти÷ноãо
pеøения обpатной заäа÷и кинеìатики. Это позво-
ëяет вìесто нахожäения тpаектоpии (функöии),
ìиниìизиpуþщей öеëевой функöионаë, пеpефоp-
ìуëиpоватü заäа÷у как заäа÷у нахожäения вектоpа
паpаìетpов, ìиниìизиpуþщеãо öеëевуþ функöиþ.
Метоäика сфоpìуëиpована в фоpìе аëãоpитìа,
пpивеäен иëëþстpативный пpиìеp.
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Алгоpитмы упpавления экзоскелетоном нижних конечностей 
в pежиме одноопоpной ходьбы поpовной и ступенчатой повеpхностям1

E. K. Lavrovsky, E. V. Pismennaya

Control Algorithms Exoskeleton of Lower Limb Single Support Phase 
Mode and Walk on Flat and Stairs Surfaces

Пpоводится аналитический синтез алгоpитмов упpавления активным экзоскелетоном. Алгоpитмы обеспечивают движе-
ние тазобедpенного шаpниpа и стопы по заданным тpаектоpиям, позволяющим двигаться как по pовной, так и по ступенчатой
повеpхностям. Пpедставлены pезультаты численного моделиpования нелинейных уpавнений движения человека, интегpиpован-
ного с экзоскелетоном, исследовано движение по pазличным повеpхностям пpи влиянии возмущений и неточного знания масс-
инеpционных хаpактеpистик системы.
Ключевые слова: экзоскелетон, мобильные pоботы, нелинейное упpавление, движение по тpаектоpии

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Министеpства обpазования и науки Pоссийской Феäеpаöии (ãосуäаpственный
контpакт № 07.524.11.4012).

In this paper an analytical construct algorithms for controlling the active exoskeleton. Algorithms provide the movement of the hip joint
and the foot on the specified paths, allowing both to move on a flat surface, and on the stairs surface. The results of numerical simulation
of non-linear equations of motion of a person that is integrated with the exoskeleton, study of the motion on different surfaces under the
influence of perturbations and imprecise knowledge of the mass inertia of the system.

Keywords: exoskeleton, mobile robots, nonlinear control, motion along a trajectory
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Введение

Иссëеäование усиëитеëüных систеì типа экзо-
скеëетона впеpвые быëо иниöииpовано коìпанией
General Electric в конöе 1960-х ãоäов в pаìках соз-
äания поëноpазìеpноãо экзоскеëетона с 30 степе-
няìи свобоäы, называеìоãо "Хаpäиìен" [1]. Хаp-
äиìен быë pазpаботан в öеëях увеëи÷ения способ-
ностей соëäат по пеpеноске и поäъеìу ãpузов.
Оäнако пpоект не быë успеøныì из-за боëüøой
ìассы экзоскеëетона и несовеpøенной систеìы
упpавëения.
В посëеäние äесятиëетия интеpес иссëеäоватеëей

к оpãанизаöии äвуноãой хоäüбы постоянно возpастаë
как в обëасти биоìеханики, так и в обëасти pобо-
тотехники. Нау÷ный анаëиз äвуноãой хоäüбы по-
звоëяет ëу÷øе понятü особенности ÷еëове÷еской
похоäки и ее объективные свойства, а также вносит
потенöиаëüный вкëаä в пpоектиpование и pазpа-
ботку экзоскеëетонов — ìобиëüных устpойств, по-
ìоãаþщих пеpеìещатüся ÷еëовеку. Такие устpойства
необхоäиìы и äëя оpãанизаöии äвижения ноã ÷е-
ëовека, поëностüþ иëи ÷асти÷но потеpявøеãо спо-
собностü äвиãатüся саìостоятеëüно в pезуëüтате
тpавì. Также они необхоäиìы äëя обеспе÷ения пе-
pеìещения ãpуза по сëожной пpостpанственной
тpаектоpии.
Наибоëее сëожной и важной явëяется заäа÷а pаз-

pаботки систеìы упpавëения экзоскеëетоноì ниж-
них коне÷ностей, котоpый способен обеспе÷итü
пеpеìещение по заäанной тpаектоpии. Экзоскеëе-
тоны, как пpавиëо, описываþтся и ìоäеëиpуþтся
как äвуноãие pоботы, упpавëяеìые ÷еëовекоì. Дву-
ноãий pобот, пеpеìещаþщийся в саãиттаëüной
пëоскости, ìожет pассìатpиватüся как пëоская ки-
неìати÷еская öепо÷ка, состоящая из äвух ноã и ту-
ëовища. Ноãи оäинаковы и сиììетpи÷ны и соеäи-
нены с туëовищеì в беäpе. Кажäая ноãа состоит из
äвух звенüев — веpхнеãо (беäpо) и нижнеãо (ãоëенü),
соеäиненных посpеäствоì коëена. Стопа обы÷но
pассìатpивается как тpетüе безìассовое звено. Цикë
хоäüбы состоит из оäноопоpной и äвухопоpной фаз.
На оäноопоpной фазе äвижения, называеìой также
фазой пеpеноса коне÷ности, тоëüко оäна стопа на-
хоäится в контакте с зеìëей. В этоì сëу÷ае ìате-
ìати÷еская ìоäеëü пpеäставëяет собой кинеìати-
÷ескуþ öепü с пятüþ степеняìи свобоäы, упpав-
ëяеìуþ по кажäоìу øаpниpу ìоìентаìи. Движение
pобота иëëþстpиpует pис. 1. В статüе pассìатpива-
ется заäа÷а постpоения систеìы упpавëения äви-
жениеì ÷еëовека, интеãpиpованноãо с экзоскеëе-
ноì, пpи÷еì с÷итается, ÷то упpавëение экзоскеëе-
тона pеаëизуется иäеаëüныìи ìоìентныìи
äвиãатеëяìи.

1. Уpавнения движения

Pассìотpиì пеpеìещение ÷еëовека в экзоскеëе-
тоне в pежиìе пëоской (в саãиттаëüной пëоскости)
хоäüбы. На pис. 1 показана схеìа теëа ÷еëовека и

ввеäены обозна÷ения уãëов, ìоìентов M в суста-
вах; в стопах ноã, в то÷ках (x1p, y1p) и (x2p, y2p)
то÷е÷но пpиëожены сиëы pеакöии R. Опpеäеëяþ-
щиìи кооpäинатаìи äинаìи÷еской систеìы яв-
ëяþтся (x, y)-кооpäинаты тазобеäpенноãо сустава,
а также уãëы звенüев экзоскеëетона с веpтикаëüþ
(ψ, α1, β1, α2, β2).
Испоëüзуя ìетоä составëения уpавнений Лаãpан-

жа, нетpуäно поëу÷итü сëеäуþщуþ систеìу [2, 3]:

M  + Kr( cosψ – sinψ) + {Ka( cosαi –

– sinαi) + Kb( cosβi – sinβi)} = Qx; (1)

M  – Kr( sinψ + cosψ) + {Ka( sinαi +

+ cosαi) + Kb( sinβi + cosβi)} = Qy – Mg; (2)

J  – Kr( sinψ – cosψ) – gKr sinψ = Qψ; (3)

 + Jab cos(αi – βi) + Ka( cosαi + sinαi) +

+ Jab sin(αi – βi) + gKasinαi = Qαi, i = 1, 2; (4)

Jb  + Jab cos(αi – βi) + Kb( cosβi + sinβi) –

– Jab sin(αi – βi) + gKbsinβi = Qβi, i = 1, 2. (5)

Pис. 1. Схема человека в экзоскелетоне, находящегося в одно-
опоpной фазе
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Зäесü обозна÷ено

(6)

M = mt + 2ma + 2mb,

 = Ja + 4mba
2, Ka = maa* + 2mba, Kb = mbb*,

Jab = 2mbab*, Kr = mtr.

ãäе g — ускоpение сиëы тяжести; Rix, Riy — сиëы pе-
акöий опоpы; 2a и 2b — соответственно, äëины беäеp
и ãоëеней; ma, mb — их ìассы; mt — ìасса коpпуса;
r — pасстояние öентpа ìасс коpпуса от таза; a*, b* —
pасстояния öентpов ìасс беäpа и ãоëени от таза и
коëеней ноã, соответственно; J и Ja — ìоìенты
инеpöии, соответственно, коpпуса и беäpа относи-
теëüно то÷ки таза; Jb — ìоìент инеpöии ãоëени от-
носитеëüно коëена.
Уpавнения (1)—(6) пpиãоäны äëя описания как

оäноопоpной, так и äвухопоpной хоäüбы. В äаëü-
нейøеì буäет pассìатpиватüся тоëüко pежиì оäно-
опоpной хоäüбы по pовной ãоpизонтаëüной ëибо
по ступен÷атой повеpхности пеpеìещения. Пpи этоì
поä ноìеpоì оäин всеãäа буäет пониìатüся опоp-
ная, а поä ноìеpоì äва — пеpеносиìая ноãа. Есте-
ственно поэтоìу, ÷то ÷исëо ввеäенных пеpеìенных
зäесü пеpеопpеäеëено, и кооpäинаты таза ìоãут
бытü выpажены ÷еpез уãëы опоpной ноãи:

(7)

пpи÷еì буäеì с÷итатü, ÷то x1p = y1p = 0. Диффе-
pенöиpуя соотноøения (7), нетpуäно поëу÷итü вы-
pажения äëя пеpвых и втоpых пpоизвоäных веëи-
÷ин (x, y) ÷еpез пpоизвоäные и саìи зна÷ения со-
ответствуþщих уãëов.
В сëу÷ае оäноопоpной хоäüбы выpажения (6)

пpиìут виä

(8)

а потоìу äинаìи÷еские уpавнения (1)—(5) ìоãут
бытü пеpеписаны как

M  + Kr cosψ + Kacosα1  + Kacosα2  +

+ Kbcosβ1  + Kbcosβ2 = Krsinψ  + Kasinα1  +

+ Kasinα2  + Kbsinβ1  + Kbsinβ2  + R1x; (9)

M  – Kr sinψ + Kasinα1  + Kasinα2  +

+ Kbsinβ1  + Kbsinβ2  =

= Krcosψ  – Kacosα1  – Kacosα2  –

– Kbcosβ1  – Kbcosβ2  + R1y – Mg; (10)

J  + Kr cosψ – Kr sinψ = gKrsinψ – M13 – M23;(11)

 + Jab cos(α1 – β1) + Ka cosα1 + Ka sinα1 =

= –M12 – M13 + 2a(R1xcosα1 + R1ysinα1) –

– Jab sin(α1 – β1) – gKasinα1; (12)

 + Jab cos(α2 – β2) + Ka cosα2 + Ka sinα2 =

= –M22 – M23 – Jab sin(α2 – β2) – gKasinα2; (13)

Jb  + Jab cos(α1 – β1) + Kb( cosβ1 + sinβ1) =

= Jab sin(α1 – β1) – gKbsinβ1 + M12 +

+ 2b(R1xcosβ1 + R1ysinβ1) + M11; (14)

Jb  + Jabcos(α2 – β2)  + Kb(cosβ2  + sinβ2 ) =

= Jabsin(α2 – β2)  – gKbsinβ2 + M22. (15)

Посëеäоватеëüно pазpеøая эту систеìу, выpазиì
из нее упpавëяþщие ìоìенты в виäе функöий от
заäанной кинеìатики äвижения. Иìееì сëеäуþ-
щие pекуppентные фоpìуëы:

M22 = –sin(α2 – β2)Jab  + Kb(g sinβ2 + cosβ2  +

+ sinβ2 ) + cos(α2 – β2)Jab  + Jb ; (16)

M23 = –[  + Jab cos(α2 – β2) + Ka cosα2 +

+Ka sinα2 + Jab sin(α2 – β2) + gKasinα2] – M22;(17)

M13= gKr sinψ – M23 + Kr sinψ – Kr cosψ – J ;(18)

M12 = –M13 + 2a(R1xcosα1 + R1ysinα1) –

– Jab sin(α1 – β1) – gKasinα1 – Ka sinα1 –

– Ka cosα1 – Jab cos(α1 – β1) – ; (19)

M11 = Jb  + Jab cos(α1 – β1) + Kb( cosβ1 +

+ sinβ1) – Jab sin(α1 – β1) + gKbsinβ1 –

– M12 – 2b(R1x cosβ1 + R1y sinβ1). (20)

Qx = Rix;

Qy = Riy;

Qψ = – Mi3;

 = –Mi2 – Mi3 + 2a(Rixcosαi + Riy sinαi);

 = Mi2 + 2b(Rixcosβi + Riy sinβi) + Mi1;
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∑
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Соотноøения (16)—(20) наpяäу с (9) и (10) в
äаëüнейøеì буäут испоëüзованы äëя постpоения
упpавëяþщих возäействий в аëãоpитìе, у÷итываþ-
щеì изìеpения pеакöий опоpы R1x, R1y. Поскоëüку
в äаëüнейøеì буäет pассìатpиватüся äвижение в
оäноопоpной фазе, то в уpавнениях (16)—(20) у÷-
тено, ÷то R2x = R2y = 0, M21 = 0.

2. Постpоение желаемых тpаектоpий движения 
в одноопоpной фазе

2.1. Постpоение желаемой тpаектоpии движения 
в случае гоpизонтальной повеpхности пеpемещения

Pассìотpиì жеëаеìое äвижение тазобеäpенноãо
сустава по заäанной тpаектоpии, отве÷аþщей так
называеìоìу типу коìфоpтабеëüной хоäüбы [2, 4]
на интеpваëе оäноãо øаãа и пpи äвижении по pов-
ной ãоpизонтаëüной повеpхности:

x* = Vt – L/2, VT = L, T — пеpиоä øаãа;
y* = h, V = const, h = const. (21)

Жеëаеìые уãëы в опоpной ноãе ìоãут бытü вы-
÷исëены по сëеäуþщиì фоpìуëаì [2, 5, 6]:

= –arctg +arctg ;(22)

 = –arctg –arctg ;(23)

ãäе

d = . (24)

Выpажения äëя уãëовых скоpостей жеëаеìоãо
äвижения записываþтся в виäе

 = ; (25)

 = . (26)

Диффеpенöиpуя их, ìожно поëу÷итü и фоpìуëы
äëя втоpых пpоизвоäных соответствуþщих уãëов.
Движение пеpеносиìой ноãи заäаäиì в абсо-

ëþтных осях соотноøенияìи [6]

(27)

ãäе Ω = , а δ — некотоpая постоянная, заäаþщая

высоту пеpеноса ноãи. Из стpуктуpы фоpìуëы (27)
вытекает, ÷то в те÷ение еäини÷ноãо øаãа, в то вpеìя
как таз пеpеìещается на pасстояние L, ãоëеностоп-
ный сустав пеpеносиìой ноãи, котоpоìу отве÷ает
то÷ка ( , ), пеpеìещается на 2L. Заìетиì, ÷то

в ìоìенты вpеìени t = 0 и t = T скоpостü пеpеìе-
щения ноãи pавна нуëþ, ÷то позвоëяет с÷итатü та-
куþ похоäку безуäаpной. Воспоëüзовавøисü ана-
ëоãи÷ныì обpазоì соотноøенияìи (22)—(26), не-
тpуäно поëу÷итü соответствуþщие выpажения äëя
уãëов α2, β2 и их пpоизвоäных.
Поëаãая похоäку сиììетpи÷ной, уãоë накëона

коpпуса опpеäеëиì фоpìуëой [2]

ψ*(t) = – ch(ωt) – sh(ωt)  – ;

σ = ; ω2 = . (28)

Выpажение (28) быëо поëу÷ено пpи иссëеäова-
нии ëинеаpизованной заäа÷и хоäüбы [2]; оно буäет
испоëüзовано наìи, поскоëüку нахоäится в хоpо-
øеì ка÷ественноì соответствии с pезуëüтатаìи фи-
зиоëоãи÷еских иссëеäований пpоöесса pеãуëяpной
хоäüбы ÷еëовека. Пpи äиффеpенöиpовании (28)
ëеãко поëу÷итü необхоäиìые в äаëüнейøеì выpа-
жения äëя пpоизвоäных уãëа ψ*.

2.2. Постpоение желаемой тpаектоpии движения 
в случае ступенчатой повеpхности пеpемещения

Pассìотpиì pеãуëяpнуþ ступен÷атуþ повеpх-
ностü пеpеìещения в саãиттаëüной пëоскости
(pис. 2).
Обозна÷иì s высоту ступенек. Пpеäëоженная

pанее ìоäеëü жеëаеìоãо äвижения зäесü, естест-
венно, не пpиãоäна. Буäеì с÷итатü, ÷то в на÷аëе
оäноопоpной фазы äвижения то÷ка таза иìеет ко-
оpäинаты (x = –L/2, y = s + h), и она äоëжна пе-
pеìеститüся в конöе øаãа в поëожение (x = L/2,
y = 2s + h). Гоëеностоп опоpной ноãи пpи этоì на-
хоäится постоянно в то÷ке (x1p = 0, y1p = s), отве-
÷аþщей сеpеäине соответствуþщей ступенüки. Из
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Pис. 2. Схема подъема по лестнице
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сказанноãо вытекает, ÷то естественныì законоì
пеpеìещения таза, анаëоãи÷но (21), явëяется

x* = Vt – , y* = s + h + t. (29)

Боëее сëожныì изìененияì необхоäиìо поä-
веpãнутü соотноøение (27), описываþщее пеpеìе-
щение пеpеносной ноãи, так как ее тpаектоpиþ
äвижения сëеäует поä÷инитü усëовиþ пеpеноса ãо-
ëеностопа втоpой ноãи наä обеиìи ступенüкаìи
(буäеì с÷итатü, ÷то пpи этоì и вся стопа этой ноãи
пpипоäнята и тоже не заäевает ступенüки). Вìесто
пpежней тpаектоpии äвижения (27) pассìотpиì
äpуãуþ тpаектоpиþ, пеpехоäящуþ в (27) пpи s = 0:

(30)

Иссëеäуеì поäpобнее функöиþ f (x). Пpежäе
всеãо, заìетиì, ÷то

f(–L) = 0; f  = B  + – 2BL = • = s;

f  = B  +  – 2BL  = •  = 2s;

f (L) = 2L 2BL +  – 2BL  = 2s.

Поскоëüку (t = 0) = –L, (t = T) = L, то äаже
пpи δ = 0 пеpеносная ноãа нахоäится в на÷аëе и
конöе øаãа в сеpеäинах соответствуþщих ступенек
и не заäевает (а тоëüко касается) уãëовых то÷ек сту-
пенек пpи их сìене. Так как к тоìу же пpоизвоäная
функöии  по вpеìени pавна нуëþ в на÷аëе и
конöе øаãа, то теì же свойствоì pавенства нуëþ
обëаäает и функöия . Иныìи сëоваìи, пpи такой
тpаектоpии пеpеноса ноãи похоäку ìожно с÷итатü
безуäаpной. Остается показатü, ÷то пеpеносная ноãа
не ìожет заäеватü ступенек и в äpуãие ìоìенты
вpеìени. С этой öеëüþ pассìотpиì пpоизвоäнуþ
функöии f по x. Иìееì

 = 2B(x + L) + [s – 2BL2],

т.е. функöия f äостиãает ëокаëüноãо ìаксиìуìа пpи

x = L. Гpафик этой функöии пpивеäен на pис. 3.

Из еãо pассìотpения вытекает, ÷то тpаектоpия пе-
pеноса пpи δ = 0 касается ступенек ëестниöы тоëüко
в ее уãëовых то÷ках. Пpи δ ≠ 0 пеpенос ноãи осуще-
ствëяется выøе ступенек. До сих поp pассìатpива-
ëасü заäа÷а поäъеìа по ëестниöе ввеpх, заäа÷а спус-
ка ìожет бытü pассìотpена анаëоãи÷но. Заìетиì,
÷то пpи некотоpой ìоäификаöии фоpìуëы (29)

возìожно pассìотpение анаëоãи÷ныì обpазоì и
заäа÷и äвижения по пpоизвоëüной ступен÷атой по-
веpхности с ÷еpеäованиеì поäъеìов ввеpх и вниз.

3. Постpоение закона упpавления

Постpоиì упpавëение, котоpое обеспе÷ит äвиже-
ние опоpной ноãи по заäанныì тpаектоpияì беäpа
и стопы, котоpые опpеäеëяþтся выpаженияìи виäа
(21) и (27) иëи (21) и (30). Дëя этоãо найäеì жеëае-
ìые ускоpения уãëов в øаpниpах экзоскеëетона.
Пустü ε(t) — оøибка ìежäу текущиìи зна÷енияìи

уãëов и жеëаеìыìи äëя опоpной и пеpеносной но-
ãи — уäовëетвоpяет сëеäуþщиì усëовияì пpи λij < 0:

(31)

Этиì усëовияì соответствуþт äиффеpенöиаëü-
ные уpавнения (λij = λj, i = 1, ..., 5; j = 1, 2)

(32)
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Pис. 3. Тpаектоpия голеностопного сустава пеpеносимой ноги
пpи движении ввеpх по лестнице

ε1α(t) = α1(t) – (t) = C11  + C12 ;

ε1β(t) = β1(t) – (t) = C21  + C22 ;

ε2α(t) = α2(t) – (t) = C31  + C32 ;

ε2β(t) = β2(t) – (t) = C41  + C42 ;

εψ(t) = ψ1(t) – (t) = C51  + C52 .
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Тpебуется найти такие упpавëяþ-
щие экзоскеëетоноì возäействия Mij,
÷тобы повеäение уãëов ψ, α1, β1, α2, β2
поä÷иняëосü усëовияì (32). Выpажая
втоpые пpоизвоäные этих уãëов из
фоpìуë (32) и поäставëяя их в соотно-
øения (16)—(20), найäеì упpавëяþ-
щие ìоìенты. Инфоpìаöией, необхо-
äиìой äëя поëу÷ения упpавëяþщих
ìоìентов, явëяþтся зна÷ения уãëов,
уãëовых скоpостей и pеакöий опоpы, ко-
тоpые изìеpяþтся соответствуþщиìи
äат÷икаìи экзоскеëетона. Синтезиpо-
ванные аëãоpитìы пpеäставëяþт собой
анаëити÷еские выpажения, у÷итываþ-
щие äинаìи÷еские паpаìетpы ÷еëовека
и экзоскеëетона. Они также обеспе÷и-
ваþт устой÷ивое äвижение беäpа и
стопы по их жеëаеìыì тpаектоpияì.

4. Pезультаты численного моделиpования

В ка÷естве ìоäеëи теëа ÷еëовека pас-
сìотpена сëеäуþщая сpеäнестатисти-
÷еская [7] ìоäеëü: pост 1,747 ì, ìасса
73,4 кã; äëины беäеp, ãоëеней и коpпуса,
соответственно, pавны 0,514; 0,402 и
0,741 ì; их ìассы, соответственно,
9; 2,9 и 47,6 кã (ìасса стоп — кажäая по
1 кã, высота ãоëеностопноãо сустава наä
повеpхностüþ 9 сì); a* = 0,245 и b* =
= 0,161 ì. Масса ÷еëовека с÷итаëасü
pавноìеpно pаспpеäеëенной по кор-
пусу, исхоäя из этоãо поäс÷итываëисü
веëи÷ины Kr и J. Зна÷ения äpуãих ìо-
ìентов инеpöии: öентpаëüный ìо-
ìент инеpöии беäpа 0,1662 кã•ì2,
öентpаëüный ìоìент инеpöии ãоëени
0,0357 кã•ì2. Масса экзоскеëетона
быëа пpинята pавной 15 кã: 5 кã — ìас-
са коpпуса, по 2,5 кã — ìассы кажäоãо
из беäеp и ãоëеней, пpи÷еì ìасса всþ-
äу pаспpеäеëена pавноìеpно. С÷ита-
ëосü äопоëнитеëüно, ÷то на коpпусе эк-
зоскеëетона на высоте 45 сì от таза за-
кpепëен ãpуз ìассой 100 кã. Уpавнения
(1)—(6) описываþт повеäение ìеханиз-
ìа экзоскеëетона, связанноãо с теëоì
÷еëовека. Пpи иссëеäовании испоëüзо-
ваëи сëеäуþщие паpаìетpы ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи: δ2 = 0,02 ì, λ1 = –7 с–1,
λ2 = –5 с–1.
На pис. 4—8 показано повеäение уã-

ëов в øаpниpах, уãëовые скоpости, тpе-
буеìые упpавëяþщие ìоìенты, pеак-
öии опоpы и тpаектоpия пеpеносиìой
ноãи в сëу÷ае коìфоpтабеëüноãо äви-
жения экзоскеëетона с ÷еëовекоì по
ãоpизонтаëüной повеpхности с кине-
ìати÷ескиìи паpаìетpаìи: L = 0,5 ì,

Pис. 7. Гpафики абсолютных кооpдинат голеностопа пеpеносимой ноги в одно-
опоpной фазе

Pис. 4. Гpафики изменения во вpемени углов звеньев в шаpниpах экзоскелетона

Pис. 5. Гpафики изменения во вpемени угловых скоpостей звеньев экзоскелетона

Pис. 6. Гpафики упpавляющих моментов в шаpниpах экзоскелетона пpи выпол-
нении пеpеноса ноги в одноопоpной фазе движения
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T = 0,7 с, h = 0,865 ì. Жеëаеìые зна-
÷ения всех этих веëи÷ин и их pеаëü-
ные зна÷ения в сëу÷ае отсутствия
оøибок изìеpений пpакти÷ески не-
отëи÷иìы.
Из пpивеäенных ãpафиков виäно,

÷то наибоëüøие по аìпëитуäе изìене-
ния уãëов и уãëовых скоpостей, ÷то ес-
тественно, отве÷аþт пеpеносиìой но-
ãе, а наибоëüøие зна÷ения упpавëяþ-
щих ìоìентов отве÷аþт опоpной ноãе.
Иссëеäоваëи также вëияние на äи-

наìику ìеханизìа оøибок äат÷иков.
Анаëиз поëу÷енных pезуëüтатов пока-
заë, ÷то есëи äат÷ики абсоëþтно то÷-
ны, то оøибка pеаëизаöии коне÷ных
зна÷ений по уãëаì (ψ, α1, α2, β1, β2) не
пpевыøает 10–9 pаä, а по уãëовыì ско-
pостяì — 10–5 с–1, ÷то ìожет бытü
отнесено на с÷ет поãpеøности вы÷ис-
ëений. Соответственно, стоëü же не-
зна÷итеëüны и оøибки по поëожениþ
и ëинейныì скоpостяì таза и пеpе-
носной ноãи. Весüìа ìаëо вëияет на
то÷ностü и пятипpоöентная сëу÷айная
оøибка в заäании ìасс-инеpöиаëü-
ных паpаìетpов систеìы. Есëи ìакси-
ìаëüная сëу÷айная оøибка äат÷иков
уãëов составëяет 0,3°, а уãëовых ско-
pостей 0,3°/с, то пpи øаãе интеãpиpо-
вания систеìы (1)—(6) 0,01 с оøибка
pеаëизаöии в конöе øаãовоãо öикëа
по уãëаì не пpевыøает 0,02 pаä, а уã-
ëовых скоpостей — 0,04 с–1. Есëи на
эти оøибки накëаäывается еще и
ìаксиìаëüная äесятипpоöентная сëу-
÷айная оøибка опpеäеëения pеакöий
опоpы, то pезуëüтат существенно хуже:
по уãëаì он возpастает пpиìеpно
в äва pаза, а по уãëовыì скоpостяì —
в тpи pаза. Наибоëее ÷увствитеëен аë-
ãоpитì к запазäываниþ в канаëе уп-
pавëения: есëи в те÷ение øаãа интеã-
pиpования упpавëяþщие ìоìенты
постоянны, а их зна÷ения беpутся с
на÷аëа пpеäыäущеãо øаãа, то оøибки
в конöе по некотоpыì уãëаì возpас-
таþт äо 0,1 pаä, а по уãëовыì скоpо-
стяì — äо 0,6 с–1. В pезуëüтате коне÷-
ное поëожение таза отpабатывается с
то÷ностüþ от 1 äо 2,5 сì и с оøибкой
äо 1 сì — поëожение пеpеносиìой
ноãи. Оäнако увеëи÷ение настpое÷-
ных паpаìетpов аëãоpитìа λ в äва
pаза способно уìенüøитü указанные
оøибка пpиìеpно в 1,5 pаза и т.ä.
Моäеëиpование pаботы аëãоpитìа

пpи äвижении по ступен÷атыì повеpх-
ностяì, пpежäе всеãо, быëо пpовеäено
с у÷етоì pеаëüной высоты ãоëено-

Pис. 11. Упpавляющие моменты, котоpые необходимо pазвить в шаpниpах экзо-
скелета пpи подъеме по лестнице

Pис. 10. Гpафики угловых скоpостей звеньев экзоскелетона пpи подъеме по ле-
стнице

Pис. 9. Гpафики углов звеньев экзоскелетона, возникающие пpи подъеме по ле-
стнице

Pис. 8. Гpафики сил pеакций опоpной ноги по пpодольной в веpтикальной осям
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стопноãо сустава наä повеpхностüþ пеpе-
ìещения. В связи с этиì ступенüки быëи
"пpипоäняты"; высота ступенек пpи-
ниìаëасü pавной s = 10 сì, константа
h = 76,5 сì. Иссëеäование показаëо, ÷то
хаpактеp повеpхности, по котоpой пеpе-
ìещается ìеханизì, сëабо вëияет на то÷-
ностные хаpактеpистики äвижения. Ины-
ìи сëоваìи, синтезиpованный аëãоpитì
позвоëяет пеpеìещатüся как по pовной,
так и по pеãуëяpной ступен÷атой повеpх-
ностяì. На pис. 9—13 показано повеäе-
ние уãëов в øаpниpах, уãëовые скоpости,
тpебуеìые зна÷ения упpавëяþщих ìо-
ìентов, pеакöий опоpы и тpаектоpия
пеpеносиìой ноãи в сëу÷ае коìфоpта-
беëüноãо äвижения экзоскеëетона с ÷еëо-
векоì по ступен÷атой повеpхности с ки-
неìати÷ескиìи паpаìетpаìи: L = 0,5 ì,
T = 0,7 с, h = 0,865 ì и высотой ступе-
нек s = 0,1 ì.
Синтезиpованный аëãоpитì упpавëе-

ния позвоëяет стpоитü устой÷ивое äвиже-
ние в саãиттаëüной пëоскости ÷еëовека,
интеãpиpованноãо с экзоскеëетоноì, по
ëþбой pеãуëяpной, ìатеìати÷ески за-
äанной повеpхности пеpеìещения.
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Pис. 12. Гpафики абсолютных кооpдинат голеностопа пеpеносимой ноги пpи
подъеме по лестнице
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Использование унивеpсальных пеpеменных в задачах 
оптимального упpавления оpиентацией космических аппаpатов

M. V. Levskii

The Use of Universal Variables in Problems
of Optimal Control Concerning Spacecrafts Orientation

В статüе pассìатpиваþтся заäа÷и оптиìаëüноãо
упpавëения оpиентаöией косìи÷ескоãо аппаpата
(КА), в котоpых пpи оöенке ка÷ества упpавëяеìых
вpащений не у÷аствуþт уãëовые кооpäинаты. Поä
упpавëениеì пpостpанственной оpиентаöией по-
ниìается пpивеäение связанных с коpпусоì КА
осей OXYZ из оäноãо известноãо уãëовоãо поëоже-
ния в äpуãое известное уãëовое поëожение [1]. Пpи
этоì уãëовая оpиентаöия пpавой пpяìоуãоëüной
систеìы кооpäинат OXYZ (pавно как ее на÷аëüное
OXstYstZst и коне÷ное OXfYfZf поëожения) опpеäеëя-
ется относитеëüно выбpанноãо опоpноãо базиса I.
Дëя конкpетности возüìеì øиpоко pаспpостpанен-
ный сëу÷ай, коãäа опоpной явëяется инеpöиаëüная
систеìа кооpäинат OXinYinZin (ИСК). Ниже показана
возìожностü pеøения боëüøинства заäа÷ оптиìаëü-
ноãо упpавëения пpостpанственной оpиентаöией
КА с поìощüþ еäиноãо ìетоäи÷ескоãо аппаpата,
основанноãо на пpинöипе ìаксиìуìа Понтpяãина,
независиìо от выбоpа кинеìати÷еских паpаìетpов,
заäаþщих уãëовое поëожение КА относитеëüно
инеpöиаëüной систеìы кооpäинат (опоpноãо базиса).
Доказано, ÷то фунäаìентаëüные свойства опти-
ìаëüноãо äвижения опpеäеëяþтся ëинейной оäно-

pоäной систеìой обыкновенных äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений с пеpеìенныìи коэффиöиентаìи.
Уpавнения движения и общая постановка задачи.

С÷итается, ÷то упpавëение уãëовыì поëожениеì
КА осуществëяется за с÷ет созäания кpутящих ìо-
ìентов относитеëüно ãëавных öентpаëüных осей
инеpöии КА. Уpавнения уãëовоãо äвижения КА
äëя такоãо типа упpавëения иìеþт виä [1, 2]

(1)

ãäе Ji — ãëавные öентpаëüные ìоìенты инеpöии КА;
Mi — пpоекöии ãëавноãо ìоìента внеøних сиë на
ãëавные öентpаëüные оси инеpöии КА; ωi — пpо-
екöии вектоpа ω абсоëþтной уãëовой скоpости на
оси связанноãо базиса E, обpазованноãо ãëавныìи
öентpаëüныìи осяìи инеpöии КА (i = 1, 3).
Дëя описания пpостpанственноãо äвижения КА

вокpуã öентpа ìасс ìоãут пpивëекатüся pазëи÷ные
систеìы паpаìетpов — уãëы Эйëеpа (иëи Кpыëова),
напpавëяþщие косинусы, кватеpнион (паpаìетpы

Фоpмулиpуется общий подход к pешению задач оптимального упpавления оpиентацией космических аппаpатов (КА) на основе
пpинципа максимума. Демонстpиpуется, что в случаях, когда кpитеpий оптимальности (минимизиpуемый функционал) не со-
деpжит в явном виде позиционных кооpдинат, окончательное pешение (в том числе и pасчетные зависимости для оптимальных
упpавляющих функций) и оптимальное движение КА не зависят от вида кинематических уpавнений и от типа паpаметpов, опи-
сывающих угловое положение КА в пpостpанстве. Сопpяженная система уpавнений, соответствующая кинематике вpащения КА,
пpиводится к каноническому виду. Опpеделены такие унифициpованные хаpактеpистики (аналоги сопpяженных пеpеменных), ко-
тоpые позволяют записать необходимые условия оптимальности безотносительно способа описания кинематики вpащения КА.
Дается сpавнительный пpимеp постpоения оптимального упpавления для pазных ваpиантов выбоpа системы кинематических па-
pаметpов (напpавляющие косинусы, кватеpнионы и пp.).
Ключевые слова: космический аппаpат, оpиентация, кинематические паpаметpы движения, пpинцип максимума, упpав-

ление, оптимальность

The general method for solution of optimal control problems of spacecraft reorientation based on Pontryagin’s maximum principle are
formulated. It is demonstrated, that in cases when the criterion of an optimality (the minimised functional) does not explicitly contain po-
sition coordinates, the resulted solution (including the calculated dependences for optimal controlling functions) and optimal motion of a
spacecraft not depend from a form of kinematic equations and from type of the parameters describing spacecraft’s angular position. The
conjugate system of the equations corresponding to kinematics of spacecraft rotation is reduced to canonical form. Such universal functions
(as analogues of the conjugate variables) which allow us to write down necessary conditions of an optimality independently from the way
of description of kinematics of spacecraft rotation are defined. Comparative example of the designing of optimal control for different variants
of a choice of the kinematic parameters system (the directing cosines, quaternions and so forth) is given.

Keywords: spacecraft, attitude, kinematic parameters of motion, maximum principle, a control, an optimality
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Pоäpиãа—Гаìиëüтона) и äp. Наибоëее уäобныìи äëя
pеøения заäа÷ упpавëения оpиентаöией явëяþтся
кватеpнионы иëи напpавëяþщие косинусы, так как
в обоих сëу÷аях кинеìати÷еские уpавнения иìеþт
ëинейнуþ фоpìу. Изу÷ение на÷неì с кватеpнио-
нов [3] (äëя них систеìа кинеìати÷еских уpавне-
ний äвижения иìеет ìиниìаëüнуþ pазìеpностü —
÷етыpе, а не äевятü). Движение связанноãо базиса E
относитеëüно опоpноãо базиса I заäаäиì ноpìиpо-
ванныì кватеpнионоì Λ [3]. Дëя опpеäеëенности
базис I с÷итаеì инеpöиаëüныì. В этоì сëу÷ае спpа-
веäëивы сëеäуþщие кинеìати÷еские уpавнения:

(2)

иëи в кватеpнионной фоpìе [3]: 2  = Λ é ω,

ãäе λj — коìпоненты кватеpниона Λ ( j = 0, 3), пpи-

÷еì  +  +  +  = 1.

Пpи ëþбой постановке заäа÷и упpавëения иìеþт
ìесто ãpани÷ные усëовия (на÷аëüное и коне÷ное
состояние КА), котоpые обязатеëüно вкëþ÷аþт
сëеäуþщие pавенства:

Λ(0) = Λst, Λ(Т ) = Λf, (3)

ãäе T — вpеìя окон÷ания пpивеäения связанноãо
базиса в тpебуеìое поëожение.
Чтобы заäа÷у упpавëения сäеëатü заìкнутой,

ввоäится функöионаë, отpажаþщий физи÷еский
сìысë и öеëü оптиìизаöии, котоpый в боëüøин-
стве сëу÷аев ìожет бытü пpеäставëен в виäе

G = gdt, (4)

ãäе g — неотpиöатеëüная функöия вpеìени.
В саìоì общеì сëу÷ае заäа÷а оптиìаëüноãо

упpавëения фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì:
необхоäиìо в соответствии с уpавненияìи (1) и (2)
пеpевести КА из состояния, соответствуþщеãо пеp-
воìу усëовиþ (3), в состояние, соответствуþщее
втоpоìу усëовиþ (3), так, ÷тобы зна÷ение функ-
öионаëа (4) быëо ìиниìаëüныì. Кpоìе тоãо, в по-
становке заäа÷и обы÷но (но не всеãäа) естü оãpани-
÷ение äëя упpавëяþщих пеpеìенных Mi иëи ωi
в зависиìости от типа pеøаеìой заäа÷и (äинаìи-
÷еская иëи кинеìати÷еская заäа÷а оpиентаöии).
Такая постановка охватывает äостато÷но боëü-

øой пеpе÷енü pазнообpазных заäа÷; к ниì отно-
сятся как заäа÷и ìаксиìаëüноãо быстpоäействия
(пpивеäение КА в тpебуеìое оpиентиpованное по-
ëожение за ìиниìаëüное вpеìя), так и заäа÷и pаз-

воpота с ìиниìаëüной веëи÷иной иëи суììаpныì
pасхоäоì упpавëяþщих pесуpсов. В ÷астности,
в заäа÷е оптиìаëüноãо быстpоäействия g = 1, а äëя
заäа÷и упpавëения с ìиниìаëüныìи энеpãозатpа-
таìи g = g(M1, M2, M3) — поëожитеëüно-опpеäеëен-
ная функöия ìоìентов Mi (i = ). Возìожны и
äpуãие ваpианты (напpиìеp, коãäа g естü функöия
уãëовых скоpостей ωi). Сëу÷аи, коãäа кpитеpий (4)
и функöия g зависят от уãëовых кооpäинат, зäесü
не pассìатpиваþтся (это особые сëу÷аи оптиìиза-
öии упpавëяеìых вpащений КА).

Pешение задачи оптимального упpавления оpиен-
тацией. Наëи÷ие интеãpаëüноãо показатеëя опти-
ìаëüности (4) позвоëяет pеøитü заäа÷у оптиìаëü-
ноãо упpавëения с поìощüþ пpинöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтpяãина [4] и выписатü необхоäиìые ус-
ëовия оптиìаëüности в коне÷ной фоpìе — в виäе
уpавнений (äиффеpенöиаëüных и аëãебpаи÷еских).
Ввеäеì сопpяженные пеpеìенные ϕi (i = ), со-
ответствуþщие пеpеìенныì ωi, и ψj ( j = ), соот-
ветствуþщие коìпонентаì кватеpниона λj. Функ-
öия Понтpяãина иìеет виä

H = –g + Hdin + Hkin,

ãäе сëаãаеìое g — pасхоäная ÷астü, соответствуþ-
щая выбpанноìу кpитеpиþ оптиìаëüности; Hdin —
äинаìи÷еская ÷астü; Hkin — кинеìати÷еская ÷астü;

Hdin = ϕ1  + ω2ω3  +

+ ϕ2  + ω1ω3  + ϕ3  + ω1ω2 ;

Hkin = –ψ0(λ1ω1 + λ2ω2 + λ3ω3)/2 +
+ ψ1(λ0ω1 + λ2ω3 – λ3ω2)/2 + ψ2(λ0ω2 + λ3ω1 –

– λ1ω3)/2 + ψ3(λ0ω3 + λ1ω2 – λ2ω1)/2.

Запиøеì уpавнения äëя сопpяженных функöий
ϕi и ψj [4]:

 = –  (i = ); (5)

 =  ( j = ) иëи в pазвеpнутой фоpìе

(6)

Pеøение сфоpìуëиpованной заäа÷и оптиìаëü-
ноãо упpавëения своäится к pеøениþ заìкнутой
систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений и интеãpи-
pованиþ кинеìати÷еских уpавнений äвижения КА
вокpуã öентpа ìасс. Пpеобpазуеì функöиþ Hkin,

2  = –λ1ω1 – λ2ω2 – λ3ω3;

2  = λ0ω1 + λ2ω3 – λ3ω2;

2  = λ0ω2 + λ3ω1 – λ1ω3;

2  = λ0ω3 + λ1ω2 – λ2ω1
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отве÷аþщуþ за ãеоìетpи÷еские свойства äвижения,
и поëу÷иì

Hkin = ω1(λ0ψ1 + λ3ψ2 – λ1ψ3 – λ2ψ3)/2 +
+ ω2(λ0ψ2 + λ1ψ3 – λ2ψ0 – λ3ψ1)/2 + ω3(λ0ψ3 +
+ λ2ψ1 – λ3ψ0 – λ1ψ2)/2 = ω1p1 + ω2p2 + ω3p3,

ãäе

p1 = (λ0ψ1 + λ3ψ2 – λ1ψ0 – λ2ψ3)/2;

p2 = (λ0ψ2 + λ1ψ3 – λ2ψ0 – λ3ψ1)/2;

p3 = (λ0ψ3 + λ2ψ1 – λ3ψ0 – λ1ψ2)/2.

Дëя понижения поpяäка систеìы буäеì поëа-
ãатü, ÷то веëи÷ины p1, p2, p3 пpеäставëяþт собой
пpоекöии некотоpоãо вектоpа p на оси связанноãо
базиса E. Из уpавнений (6) сëеäует, ÷то совокуп-
ностü пеpеìенных ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 обëаäает свойст-
ваìи кватеpнионов. Даëее пpиниìаеì, ÷то сопpя-
женные пеpеìенные ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 явëяþтся коì-
понентаìи некоеãо кватеpниона Ψ, äëя котоpоãо
спpавеäëиво соотноøение 2  = Ψ é w. Тоãäа вве-
äенный наìи вектоp p ìожет бытü записан в ква-
теpнионной фоpìе p = vect(  é Ψ)/2, а кинеìати-
÷еская ÷астü функöии H пpиниìает виä Hkin = w•p.
Зäесü vect( ) — опеpаöия выäеëения вектоpной
÷асти кватеpниона [3],  — кватеpнион, сопpя-
женный кватеpниону Λ.
Иссëеäуеì свойства pеøения сопpяженной сис-

теìы уpавнений (6). Систеìы уpавнений (2) и (6)
оäнотипны относитеëüно коэффиöиентов ω1, ω2, ω3.
Pеøения кинеìати÷еских уpавнений (2) äëя пеpе-
ìенных λj и (6) äëя пеpеìенных ψj отëи÷аþтся на-
÷аëüныìи усëовияìи, а саìи кватеpнионы Ψ и Λ
отëи÷аþтся на константу (постоянный кватеpнион).

Ψ = CE é Λ,

ãäе CE = const — постоянный кватеpнион;

2Ψ = 2CE é  = CE é Λ é w = Ψ é w.

Дëя совìестной невыpожäенности систеìы
уpавнений (2), (6) необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы
vect CE ≠ 0. В пpотивноì сëу÷ае функöии ψj буäут
пpопоpöионаëüны λj, уpавнения (2) и (6) не буäут
независиìыìи (в тоì сìысëе, ÷то из восüìи уpав-
нений независиìых станет тоëüко ÷етыpе), p = 0, и
pеøение заäа÷и теpяет сìысë. Поэтоìу äëя опpе-
äеëения оптиìаëüноãо упpавëения кватеpнионы Λ
и Ψ с÷итаþтся не тожäественныìи (функöии ψj не
пpопоpöионаëüны пеpеìенныì λj), и pассìатpива-
ется тоëüко ваpиант p ≠ 0.
Диффеpенöиpуя выpажения äëя pi (i = ) и

поäставив в них уpавнения äëя функöий λj и ψj
( j = ), поëу÷иì необхоäиìые äиффеpенöиаëü-
ные уpавнения äëя pi. Изìенение вектоpа p опpе-
äеëяется pеøениеì систеìы уpавнений

 = ω3p2 – ω2p3,  = ω1p3 – ω3p1,

 = ω2p1 – ω1p2 (7)

иëи в вектоpной фоpìе

 = –w Ѕ p, (8)

ãäе pi — пpоекöии вектоpа p на оси связанноãо ба-
зиса E.
Поëу÷енное äиффеpенöиаëüное уpавнение (8) äëя

вектоpа p отpажает еãо вpащение с уãëовой скоpо-
стüþ –w относитеëüно связанноãо базиса E. В своþ
о÷еpеäü, саì связанный базис E совеpøает уãëовое
äвижение относитеëüно опоpноãо базиса I с уãëо-
вой скоpостüþ w, в pезуëüтате вектоp p явëяется
непоäвижныì в опоpной систеìе отс÷ета, и, как
сëеäствие, |p| = const.
Такиì обpазоì, заäа÷а опpеäеëения оптиìаëü-

ноãо упpавëения своäится к pеøениþ систеìы уpав-
нений (1), (5) и (7) пpи усëовии, ÷то саìо упpавëе-
ние выбpано из тpебования ìаксиìизаöии функ-
öии Понтpяãина. Гpани÷ные зна÷ения по уãëовоìу
поëожениþ Λst и Λf опpеäеëяþт сеìейство pеøе-
ний p(t), котоpое иìеет виä [3] p =  é cE é Λ, ãäе
cE = Λst é p(0) é  = const.
Напpавëение вектоpа cE зависит от на÷аëüноãо

и коне÷ноãо поëожений КА. Дëя тоãо ÷тобы КА
иìеë тpебуеìуþ оpиентаöиþ на пpавоì конöе
Λ(T ) = Λf, необхоäиìо опpеäеëитü вектоp cE (иëи
зна÷ение вектоpа p в на÷аëüный ìоìент вpеìени)
исхоäя из поëу÷аþщихся пpи этоì pеøений систе-
ìы (2). Заäа÷а нахожäения оптиìаëüноãо упpавëе-
ния состоит в иссëеäовании äинаìи÷еских уpавне-
ний Эйëеpа (1) и сопpяженных иì уpавнений (5)
пpи указанноì äвижении вектоpа p. Систеìа äиф-
феpенöиаëüных уpавнений (7) и (5) (есëи (5) пpи-
сутствуþт исхоäя из постановки заäа÷и) совìестно
с тpебованиеì ìаксиìаëüности функöии Понтpя-
ãина H явëяþтся необхоäиìыìи усëовияìи опти-
ìаëüности. Зна÷ение Ψ(0) (и, соответственно, p(0))
pасс÷итывается так, ÷тобы кpаевая заäа÷а пpинöипа
ìаксиìуìа иìеëа pеøение. Уpавнения связи выpа-
жаþтся систеìаìи уpавнений (1), (2) с оäновpеìен-
ныì выпоëнениеì оãpани÷ения, накëаäываеìоãо
на äвижение КА (äëя кажäой конкpетной заäа÷и
оно свое). Гpани÷ные усëовия и усëовия ìаксиìу-
ìа функöии H (в pаìках äопустиìых упpавëений)
опpеäеëяþт оптиìаëüное äвижение w(t); на÷аëü-
ное Λst и коне÷ное Λf поëожения КА опpеäеëяþт
функöии Λ(t) и p(t).
Пpи постpоении оптиìаëüных pеøений p(t),

w(t) опpеäеëяþщиì явëяется зна÷ение вектоpа p на
на÷аëо pазвоpота t = 0. По на÷аëüноìу Λst и коне÷-
ноìу Λf поëоженияì КА опpеäеëяется вектоp
упpавëения на на÷аëо pазвоpота p0 = p(0). Pеøая
соãëасно уpавненияì (2) кpаевуþ заäа÷у пpинöипа
ìаксиìуìа, поëу÷иì pас÷етное зна÷ение вектоpа
p0 и соответствуþщий еìу вектоp

cE = Λst é p0 é  = const.
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Зна÷ение вектоpа p на ìоìент окон÷ания pаз-
воpота нахоäится по фоpìуëе

p(T ) =  é Λst é p0 é  é Λf =  é p(0) é Λt,

ãäе Λt =  é Λf — кватеpнион pазвоpота. Пеpеìен-
ные pi и λj всеãäа явëяþтся ãëаäкиìи функöияìи
вpеìени (в отëи÷ие от пеpеìенных ωi).
Конкpетный виä функöии g (pасхоäной ÷асти

функöии Понтpяãина) зависит от типа pеøаеìой
заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения и испоëüзуеìых
систеìой оpиентаöии КА испоëнитеëüных оpãанов.
Наëи÷ие (иëи отсутствие) пеpеìенных ϕi (i = ),
соответствуþщих пеpеìенныì ωi, и äинаìи÷еской
÷асти Hdin в функöии Понтpяãина H зависит от тоãо,
pеøается кинеìати÷еская заäа÷а оpиентаöии иëи
äинаìи÷еская заäа÷а. Мноãообpазие заäа÷ упpав-
ëения пpостpанственной оpиентаöией КА обусëов-
ëено всевозìожныì со÷етаниеì pазëи÷ных кpите-
pиев оптиìаëüности и оãpани÷ений, накëаäывае-
ìых на упpавëяþщие пеpеìенные (а в некотоpых
искëþ÷итеëüных сëу÷аях — и на фазовые пеpеìен-
ные). Пpи пpо÷их pавных усëовиях заäа÷и ìакси-
ìаëüноãо быстpоäействия оказываþтся боëее пpо-
стыìи; особой аккуpатности тpебуþт заäа÷и, в ко-
тоpых кpитеpий оптиìаëüности вкëþ÷ает уãëовуþ
скоpостü КА (коãäа пеpеìенные ωi пpисутствуþт в
функöионаëе (4) в явноì виäе).
В поäавëяþщеì ÷исëе сëу÷аев в заäа÷ах на бы-

стpоäействие с÷итается, ÷то упpавëяþщие пеpеìен-
ные оãpани÷ены (иëи на äвижение КА наëожено
какое-то äpуãое оãpани÷ение, фоpìаëизованный
виä котоpоãо зависит от конкpетноãо соäеpжания
физи÷еской постановки заäа÷и оптиìаëüноãо упpав-
ëения оpиентаöией КА). Иìенно исхоäя из этоãо
усëовия (на ìножестве возìожных упpавëений)
ищется ìаксиìуì функöии Понтpяãина и соответ-
ствуþщее еìу оптиìаëüное pеøение M(t) äëя äи-
наìи÷еских заäа÷ упpавëения и w(t) — äëя кине-
ìати÷еских заäа÷ упpавëения. В ëþбоì сëу÷ае
кинеìати÷еская ÷астü функöии Понтpяãина и со-
ответствуþщая ей сопpяженная систеìа äиффе-
pенöиаëüных уpавнений (как оäно из необхоäиìых
усëовий оптиìаëüности) остаþтся неизìенныìи —
они не зависят от типа заäа÷и упpавëения. Ввеäен-
ный выøе вектоp p в этоì сìысëе явëяется уни-
веpсаëüныì, а еãо испоëüзование унифиöиpует со-
пpяженнуþ систеìу уpавнений, отве÷аþщуþ за
кинеìатику вpащения КА и ãеоìетpи÷еские свой-
ства оптиìаëüноãо äвижения.
В заäа÷ах упpавëения, коãäа функöия g в инте-

ãpаëе (4) не зависит явныì обpазоì от уãëовых ско-
pостей ωi, сопpяженные уpавнения (4) пpиниìаþт виä

(9)

ãäе n1=(J2 – J3)/J1; n2 =(J3 – J1)/J2; n3 = (J1 – J2)/J —
постоянные коэффиöиенты.

Pешение задачи оптимального упpавления оpиен-
тацией с использованием напpавляющих косинусов.
Pассìотpиì тепеpü сëу÷ай, коãäа относитеëüное
поëожение связанной и опоpной (инеpöиаëüной)
систеì кооpäинат опpеäеëяется ìатpиöей напpав-
ëяþщих косинусов. Дëя напpавëяþщих косинусов
спpавеäëиво сëеäуþщее уpавнение [2]:

 = –WА,

ãäе A = ||aik|| — ìатpиöа напpавëяþщих косинусов

(i = , k = ); W =  — ìатpиöа

уãëовых скоpостей в связанной систеìе кооpäинат
(ССК); aik — косинус уãëа ìежäу i-й осüþ ССК и
k-й осüþ ИСК (опоpноãо базиса). Гpани÷ные ус-
ëовия заäа÷и упpавëения вкëþ÷аþт pавенства:

A(0) = Ast, A(T ) = Af.

В pазвеpнутой фоpìе кинеìати÷еские уpавне-
ния äëя напpавëяþщих косинусов иìеþт виä

(10)

Это известные уpавнения Пуассона [5].
Тепеpü в соответствии с пpинöипоì ìаксиìуìа

[4] ввеäеì сопpяженные пеpеìенные bik, соответ-
ствуþщие пеpеìенныì aik. В напpавëяþщих коси-
нусах кинеìати÷еская ÷астü Hk функöии Понтpя-
ãина иìеет виä:

Hk = b11(ω3a21 – ω2a31) + b12(ω3a22 – ω2a32) +
+ b13(ω3a23 – ω2a33) + b21(ω1a31 – ω3a11) +
+ b22(ω1a32 – ω3a12) + b23(ω1a33 – ω3a13) +
+ b31(ω2a11 – ω1a21) + b32(ω2a12 – ω1a22) +

+ b33(ω2a13 – ω1a23).

Pасхоäная и äинаìи÷еская (есëи она необхоäиìа)
÷асти функöии Понтpяãина остаþтся без изìене-
ний (так как они не зависят от кинеìати÷еских па-
pаìетpов по поëожениþ). Выпиøеì сопpяженнуþ
систеìу уpавнений [4]:

 = –  (i = , k = ),

Λf
~ Λst

~ Λt
~

Λst
~

1 3,

 = –ω3n2ϕ2 – ω2n3ϕ3 – p1,

 = –ω3n1ϕ1 – ω1n3ϕ3 – p2,

 = –ω2n1ϕ1 – ω1n2ϕ2 – p3,

ϕ· 1

ϕ· 2

ϕ· 3

A·

1 3, 1 3,
0 ω3– ω2

ω3 0 ω1–

ω2– ω1 0

 = ω3a21 – ω2a31;  = ω3a22 – ω2a32;

 = ω3a23 – ω2a33;

 = ω1a31 – ω3a11;  = ω1a32 – ω3a12;

 = ω1a33 – ω3a13;

 = ω2a11 – ω1a21;  = ω2a12 – ω1a22;

 = ω2a13 – ω1a23.

a· 11 a· 12

a· 13

a· 21 a· 22

a· 23

a· 31 a· 32

a· 33

b· ik
H∂
aik∂

-------- 1 3, 1 3,
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иëи в pазвеpнутоì виäе

(11)

Объеäинив пеpеìенные bik в ìатpиöу B = ||bik||3Ѕ3,
запиøеì систеìу уpавнений äëя сопpяженных пе-
pеìенных в ìатpи÷ноì виäе:

= •

иëи  = –WB,

ãäе W — ìатpиöа уãëовых скоpостей, pаскpытая выøе.
Из поëу÷енной систеìы äиффеpенöиаëüных уpав-

нений от÷етëиво виäно, ÷то пеpеìенные bik ìоãут
бытü пpиняты за функöии, пpопоpöионаëüные на-
пpавëяþщиì косинусаì (с постоянныì коэффиöи-
ентоì пpопоpöионаëüности). Так как уpавнения (10)
äëя фазовых пеpеìенных aik и уpавнения (11) äëя
сопpяженных пеpеìенных bik оäнотипны и явëя-
þтся кинеìати÷ескиìи уpавненияìи äëя оäной и
той же уãëовой скоpости w (в пpавых ÷астях уpав-
нений (10) и (11) фиãуpиpует оäна и та же косо-
сиììетpи÷ная ìатpиöа W), то ìатpиöы A и B от-
ëи÷аþтся на постояннуþ ìатpиöу C, котоpая не
ìеняется со вpеìенеì. Pеøение сопpяженной сис-
теìы уpавнений иìеет виä B = AC, ãäе C = const
(C = ||cik||3 Ѕ 3, cik = const).
Сãpуппиpовав и выäеëив в явноì виäе ìножи-

теëи пpи ωi, пpеäставиì функöиþ Hk в сëеäуþщеì
виäе: Hk = ω1r1 + ω2r2 + ω3r3, ãäе

r1 = b21a31 + b22a32 + b23a33 – b31a21 – b32a22 – b33a23;

r2 = b31a11 + b32a12 + b33a13 – b11a31 – b12a32 – b13a33;

r3 = b11a21 + b12a22 + b13a23 – b21a11 – b22a12 – b23a13.

Изу÷иì свойства pеøения B(t) систеìы сопpя-
женных уpавнений (11). Из физи÷ескоãо сìысëа
сëеäует, ÷то сопpяженные пеpеìенные bik естü ни
÷то иное, как напpавëяþщие косинусы ìежäу осяìи
КА и поëожитеëüныìи напpавëенияìи осей не-
поäвижной (зафиксиpованной в инеpöиаëüноì пpо-
стpанстве) систеìы кооpäинат, а ìатpиöа B, состав-
ëенная из эëеìентов bik, — ìатpиöа пеpехоäа от ка-
кой-то не вpащаþщейся (по сути инеpöиаëüной),
но не совпаäаþщей с опоpной I, систеìы кооpäи-
нат к связанной с КА систеìе кооpäинат. Естест-
венно, ìатpиöы A и B pазные: B ≠ A.
Систеìы уpавнений (10) и (11) оäнотипны отно-

ситеëüно коэффиöиентов ω1, ω2, ω3. Pеøения кине-

ìати÷еских уpавнений (10) äëя пеpеìенных aik и (11)
äëя пеpеìенных bik отëи÷аþтся на÷аëüныìи усëо-
вияìи, а саìи ìатpиöы A и B отëи÷аþтся на по-
стояннуþ ìатpиöу. Поэтоìу B = AC, ãäе C = const.
Действитеëüно,  = C = –WAC = –WB. Саìа ìат-
pиöа C неизвестна, и ее зна÷ение поäëежит опpе-
äеëениþ в пpоöессе pеøения кpаевой заäа÷и пpин-
öипа ìаксиìуìа. Дëя совìестной невыpожäенно-
сти систеìы уpавнений (10), (11) необхоäиìо, ÷тобы
A ≠ χB, ãäе χ = const. В пpотивноì сëу÷ае уpавне-
ния (10) и (11) не буäут независиìыìи (в тоì сìыс-
ëе, ÷то из восеìнаäöати уpавнений независиìых
станет тоëüко äевятü), r = 0, и pеøение заäа÷и не
иìеет сìысëа (коìпонентаìи вектоpа r явëяþтся
r1, r2, r3). Поэтоìу äëя опpеäеëения оптиìаëüноãо
упpавëения ìатpиöы A и B с÷итаþтся не тожäест-
венныìи (функöии bik не пpопоpöионаëüны пеpе-
ìенныì aik), и pассìатpивается тоëüко ваpиант r ≠ 0.
Диффеpенöиpуя по вpеìени pавенства äëя ri

(i = ) и поäставëяя в них выpажения äëя  и
, поëу÷иì необхоäиìые äиффеpенöиаëüные уpав-

нения äëя вpеìенных функöий ri (t):

 = b21  + a31 + b22  + a32 + b23  +

+ a33 – b31  – a21 – b32  – a22 –

– b33  – a23 = ω2(b21a11 + b22a12 +

+ b23a13 – a21b11 – a22b12 – a23b13) +
+ ω3(b31a11 + b32a12 + b33a13 – a31b11 –

– a32b12 – a33b13) = ω3r2 – ω2r3.

Анаëоãи÷ные выpажения поëу÷иì äëя пеpеìен-
ных r2, r3. Изìенение вектоpа r = {r1, r2, r3} опpе-
äеëяется pеøениеì систеìы уpавнений

 = ω3r2 – ω2r3,  = ω1r3 – ω3r1,

 = ω2r1 – ω1r2 (12)

иëи в вектоpной фоpìе

 = –w Ѕ r, (13)

ãäе ri — пpоекöии вектоpа r на оси связанной сис-
теìы кооpäинат.
Поëу÷енное äиффеpенöиаëüное уpавнение (13)

äëя вектоpа r указывает на вpащение еãо с уãëовой
скоpостüþ –w относитеëüно связанной систеìы ко-
оpäинат (связанноãо базиса E). В своþ о÷еpеäü, саì
связанный базис E повоpа÷ивается относитеëüно
инеpöиаëüноãо базиса I с уãëовой скоpостüþ w,
в pезуëüтате ÷еãо вектоp r остается непоäвижныì
в инеpöиаëüной систеìе отс÷ета и |r| = const. Дëя
существования нетpивиаëüноãо pеøения необхо-
äиìо, ÷тобы пpи ëþбоì t ∈ [0, T] не выпоëняëисü
pавенства aik = χbik, потоìу ÷то пpи их выпоëнении
r1 = r2 = r3 ≡ 0, и äаëüнейøее pеøение заäа÷и теpяет
сìысë.
От÷етëиво виäно, ÷то и в сëу÷ае испоëüзования

напpавëяþщих косинусов заäа÷а опpеäеëения опти-
ìаëüноãо упpавëения своäится к pеøениþ систеìы
уpавнений (1), (9) и (12) пpи усëовии, ÷то саìо упpав-

 = ω3b21 – ω2b31;  = ω3b22 – ω2b32;

 = ω3b23 – ω2b33;

 = ω1b31 – ω3b11;  = ω1b32 – ω3b12;

 = ω1b33 – ω3b13;

 = ω2b11 – ω1b21;  = ω2b12 – ω1b22;

 = ω2b13 – ω1b23.
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ëение выбиpается из тpебования ìаксиìаëüности
функöии Понтpяãина. Гpани÷ные усëовия по уãëо-
воìу поëожениþ (ìатpиöы Ast = A(0) и Af = A(T ))
опpеäеëяþт сеìейство pеøений r(t), котоpое иìеет
виä r(t) = AcI, ãäе cI = Aт(0)r(0) = const (зäесü Aт —
тpанспониpованная по отноøениþ к A ìатpиöа).
Гpани÷ные усëовия и усëовия ìаксиìуìа функ-

öии H (в pаìках äопустиìых упpавëений) опpеäе-
ëяþт оптиìаëüное äвижение w(t); на÷аëüное Ast и
коне÷ное Af поëожения опpеäеëяþт pеøения A(t) и
r(t). Как и pанее, функöия r(t) äоëжна уäовëетво-
pятü pавенству

r(T ) = Af r(0) = Atr(0),

ãäе At =  — ìатpиöа напpавëяþщих косинусов
осей связанной систеìы кооpäинат в коне÷ный ìо-
ìент вpеìени t = T относитеëüно поëожения свя-
занной систеìы кооpäинат в на÷аëüный ìоìент
вpеìени t = 0.
Поëу÷иëи необхоäиìые усëовия оптиìаëüности

и соотноøения äëя пеpеìенных ri, анаëоãи÷ные теì,
÷то иìеëи ìесто пpи pеøении заäа÷и оптиìаëüноãо
упpавëения оpиентаöией КА ìетоäоì кватеpнио-
нов. Сpавнивая кинеìати÷еские ÷асти функöии
Понтpяãина, записанные в кватеpнионных пеpе-
ìенных и в напpавëяþщих косинусах, а также у÷и-
тывая äиффеpенöиаëüные уpавнения (7), (12) äëя
вектоpов p и r, пpихоäиì к оäнозна÷ноìу вывоäу —
функöии Понтpяãина Hkin (записанная äëя кватеp-
ниона Λ) и Hk (записанная äëя ìатpиöы A напpав-
ëяþщих косинусов) тожäественны, есëи с÷итатü
r = p. Такиì обpазоì, äоказано, ÷то äëя заäа÷, в ко-
тоpых оптиìизиpуеìый функöионаë не соäеpжит в
явноì виäе позиöионных кооpäинат, виä кинеìа-
ти÷еской ÷асти функöии Понтpяãина (а зна÷ит и
саìа функöия Понтpяãина) не зависит от типа пеpе-
ìенных, котоpыìи описывается пpостpанственное
поëожение связанной систеìы кооpäинат относи-
теëüно опоpной систеìы кооpäинат (от фоpìы ки-
неìати÷еских уpавнений, буäü то кватеpнион иëи
напpавëяþщие косинусы), и опpеäеëяется выpа-
жениеì Hkin = w•p, ãäе вектоp p непоäвижен в
инеpöиаëüной систеìе кооpäинат и поä÷иняется
уpавнениþ,  + w Ѕ p = 0.
В pезуëüтате, оптиìаëüное äвижение КА поëно-

стüþ опpеäеëяется pеøениеì заìкнутой систеìы
äевяти (äëя äинаìи÷еской заäа÷и оpиентаöии, ãäе
Mi — упpавëяþщие пеpеìенные) иëи тpех (äëя кине-
ìати÷еской заäа÷и оpиентаöии, ãäе ωi — упpавëяþ-
щие пеpеìенные) äиффеpенöиаëüных уpавнений с
испоëüзованиеì в ка÷естве сопpяженных пеpеìен-
ных коìпоненты вектоpа p, непоäвижноãо в инеp-
öиаëüной систеìе кооpäинат, независиìо от выбоpа
кинеìати÷еских уpавнений, описываþщих уãëовое
äвижение связанных осей КА (испоëüзуется кватеp-
нион Λ иëи ìатpиöа A напpавëяþщих косинусов).
Сëеäоватеëüно, оптиìаëüное упpавëение и äви-

жение КА вокpуã öентpа ìасс как pезуëüтат пpиìе-
нения пpинöипа ìаксиìуìа и pеøения соответст-

вуþщих уpавнений (÷тобы уäовëетвоpитü усëовияì
оптиìаëüности) не зависят от фоpìы кинеìати÷е-
ских уpавнений (т. е. от выбоpа пеpеìенных, за-
äаþщих äвижение связанных осей относитеëüно
опоpноãо базиса). Ввеäенный вектоp p, непоäвиж-
ный в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат, явëяется
унивеpсаëüныì, а еãо коìпоненты pi ìоãут pас-
сìатpиватüся как унивеpсаëüные сопpяженные пеpе-
ìенные пpи pеøении заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëе-
ния вpащенияìи твеpäоãо теëа с поìощüþ пpин-
öипа ìаксиìуìа. Еãо испоëüзование позвоëяет
найти не тоëüко необхоäиìые усëовия оптиìаëü-
ности, но и сфоpìиpоватü стpуктуpу оптиìаëüноãо
упpавëения и постpоитü оптиìаëüное äвижение w(t),
отве÷аþщее заäанноìу кpитеpиþ оптиìаëüности.
Такиì обpазоì, pеøение сфоpìуëиpованной в

саìоì на÷аëе заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения сво-
äится к pеøениþ заìкнутой систеìы äиффеpенöи-
аëüных уpавнений, виä котоpой не зависит от типа
кинеìати÷еских паpаìетpов (буäü то кватеpнион
иëи напpавëяþщие косинусы), и интеãpиpованиþ
систеìы кинеìати÷еских уpавнений äвижения КА
относитеëüно öентpа ìасс, записанной в тоì виäе,
котоpый наибоëее уäобен äëя pеøения конкpетной
заäа÷и. Унифиöиpованная ÷астü систеìы уpавнений
основывается на испоëüзовании унивеpсаëüных
пеpеìенных pi — составëяþщих вектоpа p, опpеäе-
ëяþщеãо ãеоìетpи÷еские свойства оптиìаëüноãо
äвижения w(t). Стpуктуpа оптиìаëüноãо упpавëения
опpеäеëяется оäнозна÷но pеøениеì заìкнутой сис-
теìы äевяти äëя äинаìи÷еской заäа÷и (иëи тpех —
äëя кинеìати÷еской заäа÷и) äиффеpенöиаëüных
уpавнений, пpи котоpоì соответствуþщая функ-
öия Понтpяãина H ìаксиìаëüна. Иìенно усëовие
ìаксиìаëüности функöии Понтpяãина äеëает сис-
теìу äевяти (иëи тpех) äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний заìкнутой и äает уpавнение связи упpавëяþ-
щих пеpеìенных с сопpяженныìи (иëи фазовыìи)
кооpäинатаìи. Конкpетное оптиìаëüное pеøение
заäа÷и пеpеоpиентаöии (оптиìаëüное зна÷ение
p0 = p(0) и оптиìаëüные функöии w(t) и p(t)) опpе-
äеëяþтся pеøениеì кинеìати÷еских уpавнений (Λ(t)
иëи A(t)), уäовëетвоpяþщиì на÷аëüноìу и коне÷-
ноìу поëоженияì связанной систеìы кооpäинат.
Констpукöия систеìы уpавнений, опpеäеëяþщих

оптиìаëüное (по Понтpяãину) pеøение, схеìати÷но
изобpажена на pисунке. Свеpху pаспоëожена стpук-
туpная схеìа, соответствуþщая кинеìати÷еской
заäа÷е pазвоpота, а снизу — äинаìи÷еской заäа÷е
pазвоpота. Дëя кинеìати÷еской заäа÷и упpавëяþ-
щей функöией сëужит вектоp-функöия w(t) ∈ Θ,
ãäе Θ — обëастü äопустиìых äвижений; äëя äина-
ìи÷еской заäа÷и — вектоp-функöия M(t) ∈ U, ãäе
U — обëастü возìожных упpавëений. В обоих сëу-
÷аях оптиìаëüное äвижение w(t) опpеäеëяется оäно-
зна÷но (в сëу÷ае pеøения äинаìи÷еской заäа÷и
оптиìаëüноãо упpавëения оптиìаëüная функöия
w(t) вы÷исëяется путеì поäстановки найäенноãо
pеøения M(t) в (1) и интеãpиpованиеì систеìы (1)
с на÷аëüныìи усëовияìи w(0), котоpые заäаны по
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усëовияì исхоäной заäа÷и уп-
pавëения оpиентаöией КА, и по-
этоìу они известны). Виä кине-
ìати÷еских уpавнений вëияет
ëиøü на выбоp способа pеøе-
ния кpаевой заäа÷и пpинöипа
ìаксиìуìа (в ÷асти уäовëетво-
pения ãpани÷ныì усëовияì по
поëожениþ). Pеøение основной
заäа÷и — опpеäеëение оптиìаëü-
ных упpавëяþщих функöий —
не зависит от типа кинеìати-
÷еских паpаìетpов äвижения
вокpуã öентpа ìасс, а оптиìаëü-
ное вpащение КА опpеäеëяþт
заìкнутая систеìа тpех (äëя ки-
неìати÷еских заäа÷ оpиентаöии)
иëи äевяти (äëя äинаìи÷еских
заäа÷ оpиентаöии) äиффеpен-
öиаëüных уpавнений и тpебова-
ние ìаксиìаëüности функöии
Понтpяãина, котоpые иìеþт
унивеpсаëüнуþ фоpìу. Интеã-
pиpование заìкнутой систеìы
уpавнений äает оптиìаëüное
äвижение w(t), ка÷ественный виä
котоpоãо инваpиантен относи-
теëüно фоpìы кинеìати÷еских
уpавнений, описываþщих уãëо-
вое äвижение связанной с КА
систеìы кооpäинат. Необхо-
äиìо поä÷еpкнутü, ÷то уpавне-
ния в фоpìе (9) äëя сопpяжен-
ных пеpеìенных ϕi спpавеäëивы
тоëüко в тех сëу÷аях, коãäа ìиниìизиpуеìый функ-
öионаë (4) не зависит от уãëовых скоpостей ωi, т. е.
тоëüко тоãäа, коãäа в äинаìи÷еской заäа÷е pазво-
pота показатеëü оптиìаëüности опpеäеëяется ис-
кëþ÷итеëüно упpавëяþщиìи пеpеìенныìи Mi.
Выводы. В статüе систеìно выäеëены те утвеp-

жäения и уpавнения, котоpые явëяþтся общиìи пpи
pеøении заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения оpиента-
öией твеpäоãо теëа (в ÷астности, КА) äëя ëþбых
коìбинаöий кpитеpия оптиìаëüности, ÷исëа и виäа
оãpани÷ений на упpавëяþщие пеpеìенные и т. ä.
вне зависиìости от фоpìы описания кинеìатики
вpащений (с испоëüзованиеì напpавëяþщих коси-
нусов, кватеpнионов иëи ÷еãо-то äpуãоãо). Пpеäпо-
ëаãается, ÷то оптиìаëüная пpоãpаììа упpавëения
стpоится с поìощüþ пpинöипа ìаксиìуìа Пон-
тpяãина. Деìонстpиpуется, ÷то независиìо от типа
испоëüзуеìых паpаìетpов äвижения и фоpìы пpеä-
ставëения кинеìати÷еских уpавнений существуþт
такие сопpяженные пеpеìенные, котоpые пpиво-
äят к оäноìу и тоìу же виäу записи функöии Пон-
тpяãина и äеëаþт еäиной ìетоäику поиска окон÷а-
теëüноãо pеøения, оптиìаëüноãо по назна÷енноìу
кpитеpиþ.
Пpеäëожена заìена пеpеìенных, с поìощüþ ко-

тоpой сопpяженная систеìа уpавнений, соответст-

вуþщая кинеìатике вpащения КА, пpивоäится к
канони÷ескоìу виäу — ëинейной оäноpоäной сис-
теìе обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений,
в котоpой коэффиöиентаìи явëяþтся коìпоненты
вектоpа уãëовой скоpости КА. Найäены необхоäи-
ìые усëовия оптиìаëüности, иìеþщие унивеpсаëü-
ный виä. Показано, ÷то äëя pеøения боëüøой ÷ас-
ти заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения пpостpанствен-
ной оpиентаöией КА (как твеpäоãо теëа) остается
спpавеäëивой пpеäëоженная систеìа сопpяжен-
ных уpавнений и стpуктуpа функöии Понтpяãина
независиìо от выбоpа кинеìати÷еских паpаìет-
pов, заäаþщих уãëовое поëожение связанных осей
относитеëüно опоpной систеìы кооpäинат.
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Введение

Pасøиpение ìасøтабов океаноëоãи÷еских иссëе-
äований и буpное pазвитие вы÷исëитеëüной техни-
ки пpивеëи к созäаниþ автоìати÷еских поäвоäных
аппаpатов (АПА). К актуаëüныì сфеpаì пpиìенения
АПА относятся: обзоpно-поисковые pаботы, ãеоëо-
ãоpазвеäо÷ные pаботы, поäëеäные pаботы, аваpий-
но-спасатеëüные pаботы, äоставка поëезной на-
ãpузки (ПН) к объектаì (поäвоäныì и наäвоäныì)
и äpуãие.
Созäание новых и ìоäеpнизаöия существуþщих

АПА пpоäоëжаþт оставатüся важныì напpавëениеì
нау÷но-иссëеäоватеëüской äеятеëüности веäущих
стpан ìиpа. Это связано с пpибëижениеì техноëо-
ãий и способов пpиìенения существуþщих аппа-
pатов к пpеäеëüныì pежиìаì, истощениеì pесуp-
сов, возpастаниеì тpебований к функöионаëüныì
возìожностяì, искëþ÷ениеì ÷еëове÷ескоãо фак-
тоpа из опасных сфеp äеятеëüности и pасøиpениеì
спектpа pеøаеìых заäа÷. На пpактике тpебования
к тpаектоpии, то÷ности äоставки ПН и уãëаì поä-
хоäа АПА к объектаì существенно возpосëи, так как
появиëисü объекты стыковки (ОС) — спеöиаëизи-
pованные поäвоäные станöии, способные пpини-
ìатü АПА с ПН и запускатü еãо вновü.
Тpаäиöионно упpавëение АПА осуществëяется

на основе инженеpных аëãоpитìов с боëüøиì на-
боpоì коэффиöиентов и эìпиpи÷еских зависиìо-
стей [1—4]. Такой поäхоä äает наäежное pеøение в
pяäе ÷астных сëу÷аев, оäнако пpи изìенении ãpа-
ни÷ных усëовий заäа÷и неpеäко тpебуется поä-

стpойка коэффиöиентов поä конкpетнуþ заäа÷у.
В пpоöессе äëитеëüноãо автоноìноãо äвижения АПА
такие аëãоpитìы упpавëения пpивоäят к боëüøиì
теpìинаëüныì оøибкаì. Сфоpìуëиpованные за-
äа÷и также ìожно pеøатü с испоëüзованиеì ãиб-
ких кинеìати÷еских тpаектоpий на основе конöеп-
öии пpоãpаììно-позиöионноãо упpавëения [5].
Необхоäиìостü повыøения то÷ности äоставки и

поиска новых тpаектоpий пpи изìенении öеëевоãо
ОС в пpоöессе äвижения тpебует иссëеäования
возìожности фоpìиpования оптиìаëüных тpаек-
тоpий по кpитеpиþ обеспе÷ения то÷ности äостав-
ки ПН к ОС и ìиниìизаöии затpат на упpавëение.
В общеì сëу÷ае систеìа уpавнений äинаìики АПА
иìеет боëüøуþ pазìеpностü и спеöифику, связан-
нуþ с пеpеìещениеì в вязкой сpеäе, поэтоìу в на-
стоящее вpеìя аëãоpитìы оптиìизаöии тpаектоpии,
с поìощüþ котоpых в пpоöессе äвижения вы÷ис-
ëяется потpебное упpавëение, не пpиìеняþтся.
Постpоение устой÷ивых аëãоpитìов поиска опти-
ìаëüной тpаектоpии в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени
затpуäнено, а ÷асто и невозìожно ввиäу тpуäности
обеспе÷ения схоäиìости pеøения äвухто÷е÷ных
кpаевых заäа÷. Поэтоìу на базе иìеþщихся в на-
стоящее вpеìя нау÷ных поäхоäов äëя pеøения по-
äобных заäа÷ тpебуется pазpаботатü ìетоäику, ко-
тоpая позвоëит поëу÷атü наäежное (в сìысëе схо-
äиìости) pеøение заäа÷и оптиìизаöии тpаектоpии
в pеаëüноì вpеìени äвижения АПА.
Цеëüþ настоящей pаботы явëяется pазpаботка

ìетоäики и аëãоpитìов фоpìиpования оптиìаëü-
ноãо упpавëения АПА на нескоëüких pежиìах äви-
жения äëя äоставки поëезной наãpузки к объекту
стыковки в усëовиях сëожноãо pеëüефа äна. Ста-

Pазpаботан алгоpитм фоpмиpования упpавляющих воздействий для многоpежимного автоматического подводного аппа-
pата (АПА) в темпе движения на основе теоpии оптимального упpавления. Алгоpитм позволяет автоматизиpовать пpоцесс
постpоения сложных пpостpанственных тpаектоpий для pазличных задач, pешаемых многоцелевыми АПА, и повысить точ-
ность их pешения. Пpедставлены pезультаты математического моделиpования.
Ключевые слова: автоматический подводный аппаpат, оптимальное упpавление, пpинцип максимума, пpогнозиpующая модель

A real-time problem of control action design for multimode automatic underwater vehicle (AUV) using the theory of optimal control
is considered. The goal of developed methodic is automation of complex trajectory design and accuracy improvement of the solution for
different number of applications of multimode AUV. Computer simulation of AUV dynamics is presented.
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биëизаöия АПА на выбpанной тpаектоpии выпоë-
няется с испоëüзованиеì ПИД pеãуëятоpа. Упpав-
ëение осуществëяется повоpотоì pуëей ãëубины и
напpавëения äëя обеспе÷ения ìиниìуìа откëоне-
ний пеpеãpузки АПА от ее зна÷ения на оптиìаëü-
ной тpаектоpии.

Постановка задачи оптимизации

Тpебуется pазpаботатü аëãоpитì оптиìаëüноãо
упpавëения äвижениеì АПА, обеспе÷иваþщий äос-
тавку по оптиìаëüной тpаектоpии ПН АПА в за-
äаннуþ то÷ку пpостpанства с оãибаниеì (обхоäоì)
пpепятствия и выпоëнениеì тpебований по уãëаì
поäхоäа к ОС на теpìинаëüноì у÷астке (в коне÷-
ный ìоìент вpеìени) с возìожностüþ сìены pе-
жиìов äвижения АПА пpи изìенении теpìинаëü-
ных усëовий заäа÷и и усëовий сpеäы в пpоöессе
äвижения. Накëаäываþтся оãpани÷ения на уãоë
накëона тpаектоpии и на составëяþщие вектоpа
пеpеãpузки в пpоöессе ìаневpа.
Уpавнения äинаìики öентpа ìасс АПА в тpаек-

тоpной систеìе кооpäинат записываþтся в общеì
виäе сëеäуþщиì обpазоì:

 = f (X, u, t), (1)

ãäе f — вектоp-функöия, иìеþщая непpеpывные ÷а-
стные пpоизвоäные по X, t и u; X = (V, θ, ϕ, x, y, z)т —
вектоp состояния; V — скоpостü АПА; θ, ϕ — уãëы
накëона и повоpота тpаектоpии соответственно;
u — m-ìеpный вектоp упpавëения на интеpваëе
вpеìени t ∈ [0, tf]; tf — коне÷ное вpеìя äвижения.
На вектоp упpавëения накëаäывается оãpани÷ение
u(t) ∈ U. Уpавнения (1) в поэëеìентноì виäе [6, 7]
записываþтся сëеäуþщиì обpазоì:

(2)

ãäе nx, ny, nz — пpоäоëüная, ноpìаëüная и боковая
составëяþщие пеpеãpузки; nx = (P – Ax)/(mg); ноp-
ìаëüная ny и боковая nz составëяþщие пеpеãpузки
pассìатpиваþтся в ка÷естве упpавëения u; P — ìоäуëü
сиëы тяãи äвиãатеëя; n = (R – GA)/|GA| — вектоp
пеpеãpузки; R — ãëавный вектоp äействуþщих
сиë; GA = G – A, G — сиëа тяжести [6, 7, 8]; Ax =

= (  + α2 + β2)qS — пpоекöия ãиäpоäина-

ìи÷еской сиëы; q = ρV 2/2 — скоpостной напоp;

α = ny/  — уãоë атаки;  = qS; β = nz/  — уãоë

скоëüжения;  = qS; , , , ,  — ãиä-

pоäинаìи÷еские коэффиöиенты; S — хаpактеpная

пëощаäü (ìиäеëя); a = 1 – , A — сиëа Аpхиìеäа. 

На упpавëения накëаäываþтся оãpани÷ения:
|ny| m , |nz| m , ãäе ,  — ìаксиìаëüные

зна÷ения пpоекöий пеpеãpузки. Такая фоpìуëи-
pовка тpебований к упpавëяеìоìу äвижениþ АПА
позвоëяет уäеpживатü еãо в экспëуатаöионной об-
ëасти и, вìесте с теì, обеспе÷ивает ìаксиìаëüно
возìожнуþ ìаневpенностü объекта упpавëения.
Движение АПА по тpаектоpии состоит из сëе-

äуþщих у÷астков: вывеäения на ãëубину и куpс,
пpяìоëинейноãо ìаpøевоãо äвижения вбëизи по-
веpхности äна, оãибания (обхоäа) пpепятствия
(пpи еãо наëи÷ии), теpìинаëüноãо навеäения и
тоpìожения.
На кажäоì из у÷астков ìаневpиpования pеøа-

ется соответствуþщая заäа÷а оптиìаëüноãо упpав-
ëения из усëовия ìиниìуìа öеëевоãо функöиона-
ëа виäа [9—11]

J = F (q)[X (tf), tf, ] +

+ (X, u(s), t, )dt|t (s) ∈ [ , ], (3)

ãäе F (q)[X (tf), tf, ] = Δ rΔXf ; ΔXf = X (tf) – Xf;

Xf — тpебуеìое зна÷ение вектоpа состояния АПА X
в коне÷ный ìоìент вpеìени tf; r — äиаãонаëüная
ìатpиöа коэффиöиентов; q — ÷исëо у÷астков
упpавëения (пpи сpабатывании всех усëовий q = 5);

 = col(t(1), ..., t(q)) — ìоìенты вpеìени сìены у÷а-

стков упpавëения; (X, u(s), t, ) — функöия, оп-

pеäеëяþщая оãpани÷ения и ка÷ество пpоöесса упpав-
ëения; u(s) — упpавëение на у÷астке с ноìеpоì s.
Гpани÷ные усëовия заäа÷и сëеäуþщие:

V(0) = V0, θ(0) = θ0, ϕ(0) = ϕ0, x(0) = x0, y(0) = y0, 
z(0) = z0, V(tf) = Vf, θ(tf) = θf, ϕ(tf) = ϕf, x(tf) = xf, 

y(tf) = yf, z(tf) = zf,

ãäе V0, θ0, ϕ0, x0, y0, z0, Vf, θf, ϕf, xf, yf, zf — заäанные
веëи÷ины; теpìинаëüный ìоìент вpеìени tf не
фиксиpован.
С у÷етоì изëоженноãо основное тpебование к

pеøениþ заäа÷и äоставки поëезной наãpузки АПА
к ОС фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì: аëãо-
pитì упpавëения äоëжен иìетü пеpеìеннуþ стpук-
туpу äëя обеспе÷ения успеøноãо функöиониpова-
ния на pазëи÷ных у÷астках тpаектоpии и äоëжен
позвоëятü выäаватü сиãнаëы упpавëения в pеаëü-
ноì вpеìени äвижения АПА äëя обеспе÷ения пе-
pенаöеëивания пpи изìенении теpìинаëüных ус-
ëовий заäа÷и.

X·

 = ag(nx – sinθ);  = a (ny – cosθ);

 = –a ;  = Vcosθcosϕ;

 = V sinθ;  = –V cosθsinϕ,
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Метод pешения задачи оптимизации

В заäа÷ах оптиìаëüноãо упpавëения АПА с оã-
pани÷енияìи на упpавëение возìожно наëи÷ие
у÷астков с пpеäеëüныìи и особыìи упpавëенияìи.
Pеøение заäа÷и с испоëüзованиеì пpинöипа ìак-
сиìуìа [9—13] позвоëяет выявитü стpуктуpу опти-
ìаëüноãо упpавëения, котоpое вы÷исëяется по pас-
÷етныì фоpìуëаì, в тоì ÷исëе äëя pежиìа особоãо
упpавëения на соответствуþщих у÷астках интеpва-
ëа оптиìизаöии [10, 11, 12, 14, 15]. Испоëüзуя ìо-
ìенты вpеìени τi пеpекëþ÷ения упpавëения в ка-
÷естве паpаìетpов, пpеäставиì стpуктуpу упpавëе-
ния в виäе [16, 17]

u(t) = u1(t) + Δui(t)l(t, τi), Δui = –ui + ui + 1,(4)

ãäе i = , i — ноìеp у÷астка стpуктуpы упpавëе-
ния; r — ÷исëо пеpекëþ÷ений упpавëения в стpук-
туpе; ui и ui + 1 — упpавëения на пpеäыäущеì и по-
сëеäуþщеì у÷астках этой стpуктуpы относитеëüно
τi соответственно, а l(t, τi) — функöии виäа

l(t, τi) =  + arctg(k(t – τi)),

ãäе k — коэффиöиент, пpи неоãpани÷енноì воз-
pастании котоpоãо функöия l(t, τi) пpибëижается к
еäини÷ной функöии Хэвисайäа.
Дëя у÷астка теpìинаëüноãо навеäения, напpи-

ìеp, в веpтикаëüной пëоскости, упpавëение ny(t)
пеpекëþ÷ается ìежäу пpеäеëüныì (nym), особыì
упpавëениеì (nyoc) и пpеäеëüныì упpавëениеì с
обpатныì знакоì (–nym).
Известно, ÷то pеøение кpаевой заäа÷и кëасси-

÷ескиìи ìетоäаìи, напpиìеp ìетоäоì Нüþтона,
связано с вы÷исëитеëüныìи тpуäностяìи, обусëов-
ëенныìи поискоì на÷аëüноãо пpибëижения äëя
сопpяженноãо вектоpа Y(0) и обеспе÷ениеì схоäи-
ìости аëãоpитìа пpи изìенении ãpани÷ных усëо-
вий заäа÷и оптиìизаöии. Дëя пpеоäоëения этих
тpуäностей пpеäëаãается pассìотpетü вспоìоãатеëü-
нуþ заäа÷у оптиìизаöии. Дëя этоãо ìоìенты пе-
pекëþ÷ения упpавëения в стpуктуpе (3) τi, i = 
(пpи нефиксиpованноì ìоìенте окон÷ания пpо-
öесса tf поëаãается i = ) pассìатpиваþтся в
ка÷естве коìпонент обобщенноãо вектоpа состоя-
ния, а в ка÷естве упpавëений во вспоìоãатеëüной
заäа÷е оптиìизаöии выбиpаþтся пpоизвоäные от
них по вpеìени  = w. Тоãäа уpавнения äëя обоб-
щенноãо вектоpа состояния записываþтся в виäе

X = f (X, u, t)l(tf, t);

 = wl(tf, t),

зäесü вpеìя окон÷ания tf также явëяется коppекти-

pуеìыì паpаìетpоì, а u пpеäставëяется в виäе
стpуктуpы (3). Важной особенностüþ аëãоpитìа яв-
ëяется тот факт, ÷то зна÷ения паpаìетpов, хаpак-
теpизуþщие ìоìенты пеpекëþ÷ений, остаþтся упо-
pяäо÷енныìи сëева по øкаëе вpеìени (накëаäыва-
ется оãpани÷ение: ìоìенты вpеìени пеpекëþ÷ения
упpавëения τi и τi + 1 не ìоãут поìенятüся ìестаìи

в пpоöессе схоäиìости к оптиìаëüноìу pеøениþ).
Ввеäениеì новоãо вектоpа упpавëения w исхоä-

ная заäа÷а оптиìизаöии с испоëüзованиеì упpав-
ëения u pеøается косвенно — ÷еpез нахожäение
вектоpа w.

Pеøение исхоäной техни÷еской заäа÷и своäится
к необхоäиìости pеøения совокупности сëеäуþ-
щих äвух заäа÷: пеpвая — фоpìиpование оптиìаëü-
ноãо пpоãpаììно-позиöионноãо упpавëения äëя
постpоения тpаектоpии äоставки ПН к ОС с обес-
пе÷ениеì всех оãpани÷ений, вкëþ÷ая теpìинаëü-
ные; втоpая — стабиëизаöия АПА на сфоpìиpо-
ванной тpаектоpии.
Дëя pеøения пеpвой заäа÷и pазpаботан аëãоpитì

с коppекöией паpаìетpов стpуктуpы упpавëения,
фоpìиpуþщий оптиìаëüные зна÷ения упpавëений
(пpоекöий пеpеãpузок) в соответствии с (4) пpи ис-
поëüзовании в ка÷естве кpитеpия функöионаëа
обобщенной pаботы [8, 9, 13, 18] и аëãоpитìа с пpо-
ãнозиpуþщей ìоäеëüþ. Дëя опpеäеëения упpавëе-
ния зäесü не тpебуется pеøатü äвухто÷е÷нуþ кpае-
вуþ заäа÷у. (Вы÷исëения своäятся к pеøениþ äвух
заäа÷ Коøи, pеøаеìых в пpяìоì и обpатноì вpе-
ìени соответственно.) Аëãоpитì с коppекöией па-
pаìетpов стpуктуpы упpавëения позвоëяет обеспе-
÷итü схоäиìостü итеpаöионных пpоöеäуp pеøения
äвухто÷е÷ной кpаевой заäа÷и с испоëüзованиеì
ìетоäа Нüþтона [19] и ìетоäа посëеäоватеëüных
пpибëижений Кpыëова—Чеpноусüко [20] путеì
выбоpа на÷аëüноãо пpибëижения äëя сопpяжен-
ных пеpеìенных и на÷аëüной пpоãpаììы упpавëе-
ния соответственно. Пpи этоì у÷тены оãpани÷ения
на упpавëение, теpìинаëüный пpоìах и поëожение
ëинии поäхоäа.

Pеøение втоpой заäа÷и закëþ÷ается в фоpìи-
pовании упpавëяþщих возäействий на основе от-
кëонений текущих зна÷ений вектоpа состояния
АПА от тpебуеìых. В pаботе эта заäа÷а pеøена с
испоëüзованиеì ПИД pеãуëятоpа и аëãоpитìа оп-
тиìаëüной стабиëизаöии с пpиìенениеì пpоãно-
зиpуþщей ìоäеëи.
Дëя pежиìа особоãо упpавëения АПА в pаботе

[15] из необхоäиìых усëовий существования осо-

боãо упpавëения  = 0 поëу÷ены pас÷ет-
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ные фоpìуëы, опpеäеëяþщие зна÷ения пpоекöий
пеpеãpузок ny и nz:

ny D1 + + nz D2 – ψθψϕ  +

+ nynz D3 + nxnz D4 + nxD5 + D6 = 0;

ny D1z + D2z + nzD3z + nxnyD4z + D5z = 0,

ãäе Di(X, Y), Djz(X, Y) (i = , j = ) — сокpаще-
ния, напpиìеp,

D5 = –ψθ cos2θ – ψx cosϕ – ψy sin2θ +

+ 2ψz cos2θsinϕ + ψ
V

sin2θ –

– ψx cos2θcosϕ – ψz sin2θsinϕ +

+nx –ψθ sinθ – ψx sinθcosϕ + ψy cosθ +

+ ψz sinθsinϕ – 2ψ
V

cosθ  + 2ψθ ,

зäесü H — ãаìиëüтониан, Y = (ψ
V
,ψθ, ψϕ, ψx, ψy, ψz)

т —

вектоp сопpяженных пеpеìенных, a = 1 – A/G.
Дëя у÷ета оãpани÷ений на уãоë накëона тpаек-

тоpии в поäынтеãpаëüнуþ ÷астü кpитеpия (3) вве-
äена øтpафная функöия [8] виäа

f0(X, u(s), t, ) = Qø(u(s)) = 

зäесü коэффиöиент G > 0, Δθ = |θ| – θm.
Постpоение тpаектоpии äоставки ПН к ОС на

у÷астке вывеäения (pис. 1) осуществëяется äëя те-
кущей оöенки ìестопоëожения АПА такиì обpа-

зоì, ÷тобы на пpавоì конöе обновëяеìой тpаекто-
pии выпоëняëисü ãpани÷ные усëовия по ëинейныì
и уãëовыì кооpäинатаì в пpостpанстве.
В пpоöессе функöиониpования АПА, напpиìеp,

в ìоìент выбоpа бëижайøеãо (из обсëуживаеìых)
ОС необхоäиìо оöенитü ìаневpенные возìожно-
сти АПА — постpоитü обëастü пpостpанства, в ко-
тоpуþ АПА ìожет äоставитü ПН с у÷етоì оãpани-
÷ений на ìаксиìаëüно äопустиìуþ пеpеãpузку и
энеpãоpесуpс äвиãатеëя. Иныìи сëоваìи, тpебу-
ется опpеäеëитü, явëяется ëи ОС äостижиìыì äëя
АПА. В сëу÷ае äостижиìости ОС пpоäоëжается
äвижение в соответствии с выбpанной схеìой äей-
ствия, а в сëу÷ае неäостижиìости ОС пpиниìается
pеøение о сìене схеìы äействий АПА, впëотü äо
возвpата в то÷ку стаpта иëи экстpенноãо вспëытия.
В связи с обозна÷енной выøе потpебностüþ аë-

ãоpитì pас÷ета тpаектоpии äоставки ПН АПА к
конкpетноìу ОС äопоëнен пpоöеäуpой фоpìиpо-
вания обëасти äостижиìости. Пеpехоäные пpоöессы
äëя ìоìентов пеpекëþ÷ения стpуктуpы упpавëе-
ния (4) пpивеäены на pис. 2 [21].
Иссëеäования показаëи, ÷то аëãоpитì постpое-

ния обëасти äостижиìости позвоëяет выбиpатü
оптиìаëüные зна÷ения ìоìентов вpеìени сìены

ag2

V 3
------  

⎝
⎜
⎛ a3ψθ

2g2k1
2

V
------------------

⎠
⎟
⎞ ag2

V 3
------  

⎝
⎜
⎛ a3g2k1

2

Vcosθ
-------------

⎠
⎟
⎞

g2

V 3
----- g2

V 3
-----

g2

Vcosθ
------------ ny

2

1 6, 1 5,

a3g3

V 3
-------- a2g2

V
-------- a2g2

V
--------

a2g2

V
-------- a3g3

V 2
--------

a2g2

V
-------- a2g2

V
--------

 
⎝
⎜
⎛ a3g3

V 3
-------- a2g2

V
-------- a2g2

V
--------

a2g2

V
-------- a3g3

V 2
--------

⎠
⎟
⎞ a3g3

V 3
-------- nx

2

t q( ) GΔθ2, |θ| > θm,
0, |θ| m θm,

Pис. 1. Тpаектоpия АПА на участке выведения

Pис. 2. Гpафики пеpеходных пpоцессов t1(t) и t2(t)
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стpуктуpы упpавëения (τ1 и τ2) äëя пpоизвоëüно за-
äаваеìых их на÷аëüных зна÷ений из интеpваëа оп-
тиìизаöии (пpи сохpанении их посëеäоватеëüности).
Допоëнитеëüныì фактоpоì, оказываþщиì су-

щественное вëияние на безаваpийностü функöио-
ниpования АПА, явëяется наëи÷ие пpепятствий на
оптиìаëüной тpаектоpии äвижения. Как пpавиëо,
ОС нахоäится в обëасти с пеpеìенныì pеëüефоì,
и на у÷астке пpиäонноãо пpяìоëинейноãо ìаpøе-
воãо äвижения АПА ÷асто возникает необхоäиìостü
оãибания (обхоäа) пpепятствий оптиìаëüныì ìе-
тоäоì с то÷ки зpения безопасности äвижения АПА
и то÷ности выхоäа к объекту äоставки ПН.
Дëя pеøения этой поäзаäа÷и pазpаботан аëãо-

pитì упpавëения АПА с пpоãнозиpуþщей ìоäеëüþ
с испоëüзованиеì pезуëüтатов pабот [8, 9, 13 и äp.],
котоpый пpи наëи÷ии на пути пpепятствия позво-
ëяет сфоpìиpоватü тpаектоpиþ еãо оãибания иëи
обхоäа. Пpи этоì упpавëение вы÷исëяется в pеаëü-
ноì вpеìени с у÷етоì изìенения состояния АПА,
опpеäеëяеìоãо навиãаöионной систеìой с испоëü-
зованиеì аксеëеpоìетpов, äат÷иков уãëовых скоpо-
стей и äат÷ика ãëубины, а также изìенения внеø-
ней обстановки (обнаpужения новых пpепятствий
и обновëения äанных о поëожении и оpиентаöии
ОС), опpеäеëяеìоãо с поìощüþ ãиäpоëокатоpа и
опти÷еских äат÷иков. Посëе кажäоãо уто÷нения
кооpäинат тpаектоpии äоставки ПН pас÷итываþт-
ся в уто÷неннуþ то÷ку, а саì аëãоpитì навеäения
АПА сохpаняется без изìенений.
Опpеäеëиì фоpìу пpепятствия в кpитеpии (1)

øтpафной функöией виäа

(X) = 

ys = 

ãäе L1, L2, R1, ys, as, bs — паpаìетpы фоpìы пpепят-
ствия; js — инäекс напpавëения обхоäа пpепятствия
(пpи фоpìиpовании тpаектоpии в веpтикаëüной
пëоскости: js = 1 — оãибание пpепятствия выпоëня-
ется свеpху; в ãоpизонтаëüной пëоскости: js = 1 —
обхоä сëева, js = –1 — обхоä спpава), ρ — заäанный
коэффиöиент.
На pис. 3 пpивеäены тpаектоpии äвижения АПА

вбëизи äонной повеpхности с оãибаниеì в веpти-
каëüной пëоскости (pис. 3, а), и обхоäоì пpепят-
ствия в ãоpизонтаëüной пëоскости (pис. 3, б) и äос-
тавкой ПН АПА в заäаннуþ то÷ку äëя оäноãо из
ваpиантов ãpани÷ных усëовий.
Посëе оãибания пpепятствия фоpìиpование тpа-

ектоpии теpìинаëüноãо навеäения АПА осуществ-
ëяется с испоëüзованиеì аëãоpитìа с коppекöией

паpаìетpов стpуктуpы упpавëения анаëоãи÷но у÷а-
стку вывеäения. Пpовеäенные вы÷исëения показаëи,
÷то äëя ускоpения схоäиìости аëãоpитìа öеëесо-
обpазно оöенитü на÷аëüные зна÷ения паpаìетpов
стpуктуpы упpавëения (τ1, τ2) из ãеоìетpи÷еских
соотноøений. Напpиìеp, äëя оäноãо из ваpиантов
взаиìноãо pаспоëожения АПА и ОС оöенки τ1 и τ2
ìожно найти из pис. 4. Тpаектоpия состоит из у÷а-
стка äвижения по окpужности pаäиуса öиpкуëяöии
АПА r = 1/Km с öентpоì в то÷ке O1(x1, y1), затеì
пpяìоëинейноãо äвижения по касатеëüной, с ко-
тоpой АПА пеpехоäит на втоpуþ окpужностü с öен-
тpоì в то÷ке O2(x2, y2). Зäесü Km — ìаксиìаëüно
äопустиìая кpивизна тpаектоpии (K) äвижения АПА,

в веpтикаëüной пëоскости K = a (ny – cosθ), в бо-

ковой пëоскости K = –a nz; θt, θτ, θfa, θf б — уãëы

накëона тpаектоpии АПА в ìоìенты вpеìени t, τ,
tfa, tf б соответственно; τ1а и τ1б — ìоìенты вpеìени
пеpехоäа АПА с äвижения по окpужности на пpяìуþ
äëя тpаектоpии 1 и 2 соответственно; (xt, yt), (xf, yf) —

Qø
s

0, xf – x > R1 иëи xf – x < L2;
0, jsy > js ys;

ρ(y – ys)
2, jsy m js ys и L2 < xf – x < R1;

–js as(x – xf ) + bs, L2 < xf – x < L1;

js , L1 < xf – x < R1;

 = Qs(u(s)) + (X),

R1
2 x xf–( )2–

f 0
s( ) Qø

s

Pис. 3. Тpаектоpии движения АПА вблизи донной повеpхности:
а — оãибание пpепятствия в веpтикаëüной пëоскости; б — об-
хоä пpепятствия в ãоpизонтаëüной пëоскости
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кооpäинаты АПА в ìоìенты вpеìени t
и tf соответственно.
Кооpäинаты то÷ки O1(x1, y1) опpе-

äеëяþтся ãеоìетpи÷ескиìи соотно-
øенияìи:

 α =  + θt

(на pис. 4 θt = 0).

Кооpäинаты то÷ки O2(x2, y2):

 αf =  +  

äëя тpаектоpии 1 на pис. 4.

Pасстояние ìежäу öентpаìи окpуж-

ностей d = ;

уãоë β = arccos . 

Дëя сëу÷ая а) θf < 0 иìееì:

 = –β, τ1 = t + (  – θt), τ2 = τ1 + . 

Дëя сëу÷ая б) θf l 0 нахоäиì:

γ = arcsin ,  = –β – γ, τ1 = t + (  – θt), 

τ2 = τ1 + .

Аëãоpитì пpиìенения АПА выãëяäит сëеäуþ-
щиì обpазоì: с коpабëя ввоäятся исхоäные äанные
в боpтовуþ систеìу упpавëения (БСУ) АПА, затеì
äо стаpта АПА в БСУ АПА pасс÷итывается опти-
ìаëüная тpаектоpия äвижения и обëастü äостижи-
ìости АПА. Пpовоäится запуск АПА, БСУ кото-
pоãо с заäанныì интеpваëоì вpеìени фоpìиpует
упpавëяþщие возäействия и выпоëняет пеpестpое-
ние оптиìаëüной тpаектоpии на основе pазpабо-
танных аëãоpитìов, а систеìа стабиëизаöии уäеp-
живает АПА на сфоpìиpованной оптиìаëüной
тpаектоpии. На коне÷ноì у÷астке тpаектоpии осу-
ществëяется тоpìожение АПА äëя еãо безопасной
пpистыковки к заäанноìу объекту.

Pезультаты моделиpования

Pаботоспособностü созäанных
аëãоpитìов äëя pеøения öеëевой за-
äа÷и пpовеpяëи с у÷етоì äействия
сëеäуþщих сëу÷айных фактоpов:
оøибок изìеpения на÷аëüноãо по-
ëожения и оpиентаöии ОС, оøибок
ãиäpоëокатоpа АПА (ãоpизонтаëü-
ный и веpтикаëüный пеëенãи, äаëü-
ностü), изìенения вpеìени обновëе-
ния инфоpìаöии о поëожении и
оpиентаöии ОС äëя фоpìиpования
коìанäы на пеpенаöеëивание.

Пpовеäено ìатеìати÷еское ìоäеëиpование äина-
ìики АПА äëя äоставки ПН к ОС на базе pазpабо-
танноãо пpоãpаììноãо коìпëекса [22], испоëüзуþ-
щеãо поëнуþ ìоäеëü äинаìики АПА и еãо поäсис-
теì, поäтвеpжäаþщее pаботоспособностü созäанных
аëãоpитìов.
Как показываþт pезуëüтаты ìоäеëиpования [23],

пpеäëоженный аëãоpитì фоpìиpования упpавëе-
ния позвоëяет стpоитü тpаектоpиþ АПА в pеаëüноì
вpеìени. На pис. 5 и 6 пpеäставëена тpаектоpия
äвижения АПА на всех этапах äвижения (у÷асток
вывеäения, ìаpøевоãо äвижения, оãибания пpе-
пятствия, теpìинаëüноãо навеäения и тоpìоже-
ния). На pис. 5 пpяìой ëинией на ãëубинах –200 ì
и –250 ì обозна÷ена повеpхностü äна; в äиапазоне
äаëüностей от то÷ки стаpта X (0) по кооpäинате x от
1300 ì äо 1800 ì нахоäится пpепятствие.
Такиì обpазоì, на основе pазpаботанной ìето-

äики pеøена заäа÷а фоpìиpования тpаектоpии
äоставки ПН к ОС от стаpта АПА äо ìоìента сты-
ковки. Сфоpìиpован еäиный аëãоpитì интеëëек-
туаëüноãо упpавëения АПА, у÷итываþщий изìе-
нение инфоpìаöионной обстановки в пpоöессе

x1 = xt – r cosα;
y1 = yt – r sinα,

π
2
--
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-- θtf
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Pис. 5. Тpаектоpия от стаpта АПА до момента стыковки с ОС (веpтикальная
плоскость)

Pис. 4. Схема тpаектоpий на теpминальном участке:
1 — äëя сëу÷ая θf < 0; 2 — äëя сëу÷ая θf l 0 (тpаектоpии 1 соответствуþт обозна-
÷ения с инäексоì "а", тpаектоpии 2 — с инäексоì "б")
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äвижения АПА и испоëüзуþщий pазpаботанные
аëãоpитìы оптиìаëüноãо навеäения на pазëи÷ных
у÷астках тpаектоpии: вывеäения, ìаpøевоãо пpяìо-
ëинейноãо äвижения, навеäения с оãибаниеì эëе-
ìентов pеëüефа (пpи обнаpужении пpепятствия на
пути), навеäения с у÷етоì попpавки в опpеäеëении
ìестопоëожения ОС по äанныì ãиäpоëокатоpа
АПА, навеäения с у÷етоì попpавки в зна÷ении
тpебуеìоãо уãëа поäхоäа к ОС и тоpìожения äëя
безопасной стыковки с ОС.

Заключение

Pазpаботана ìетоäика и аëãоpитìы оптиìаëü-
ноãо пpоãpаììно-позиöионноãо упpавëения АПА
в теìпе äвижения на основе теоpии оптиìаëüноãо
упpавëения, котоpые искëþ÷аþт пpоöеäуpу эìпиpи-
÷ескоãо поäбоpа коэффиöиентов в испоëüзуеìых
на пpактике законах упpавëения и позвоëяþт осу-
ществëятü äоставку поëезной наãpузки к объекту
стыковки по сëожныì пpостpанственныì тpаекто-
pияì в усëовиях сëожноãо pеëüефа äна.
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Активное упpавление темпеpатуpными полями
бесплатфоpменной инеpциальной навигационной системы 

с волоконно-оптическими датчиками
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Active Control by Temperature Fields of Strapdown
Inertial Navigation System with Fiber-Optical Sensors

Введение и постановка задач

Воëоконно-опти÷еский инеpöиаëüный äат÷ик
(äpуãие названия — воëоконно-опти÷еский ãиpо-
скоп (ВОГ), интеpфеpоìетp Санüяка) — оäин из
øиpоко пpиìеняþщихся и пеpспективных пpибо-
pов наpяäу с ìикpоìехани÷ескиìи, воëновыìи
твеpäотеëüныìи и äpуãиìи типаìи äат÷иков. Эти
äат÷ики явëяþтся неотъеìëеìой ÷астüþ беспëат-
фоpìенных инеpöиаëüных навиãаöионных систеì
(БИНС), пpеäназна÷енных äëя навиãаöии и упpав-
ëения øиpокиì кëассоì поäвижных объектов.
Теоpия и пpактика ВОГ äостато÷но pазpаботана

[1—10]. Основные усиëия pазpабот÷иков и иссëе-
äоватеëей ВОГ и БИНС с этиìи äат÷икаìи напpав-
ëены на существенное повыøение их то÷ности.
Дëя обеспе÷ения то÷ности ВОГ 0,1...0,01 °/÷ с ус-

пехоì пpиìеняþт пассивные способы боpüбы с теì-
пеpатуpныìи возäействияìи (теpìокоìпенсаöиþ,
спеöиаëüные способы наìотки воëокна, тепëовое
øунтиpование и коpпусиpование отäеëüных эëе-
ìентов, констpуктивные усовеpøенствования ка-
туøки, новые ìатеpиаëы и äp.)
Дëя äостижения инеpöиаëüных то÷ностей

ВОГ < 0,01 °/÷ пpиìенения тоëüко пассивных спо-
собов [1—6, 10] неäостато÷но. Пpи таких то÷ностях

существенны теpìоупpуãие äефоpìаöии в еäиниöы
и äоëи ìикpоìетpов, изìенения ìасøтабноãо ко-
эффиöиента (МК) и äpуãие "тонкие" теìпеpатуp-
ные фактоpы, котоpые заpанее невозìожно пpеäу-
сìотpетü и пpоìоäеëиpоватü. Напpиìеp, äëя äос-
тижения то÷ности ВОГ < 0,01 °/÷ относитеëüная
поãpеøностü МК [1—6] äоëжна бытü < 0,01 %.
Вìесте с теì, совpеìенные высокото÷ные и на-

äежные ВОГ äоëжны функöиониpоватü [2, 4, 7—10]
в усëовиях жестких теìпеpатуpных возäействий.
Теìпеpатуpы окpужаþщей сpеäы ìоãут ìенятüся в
äиапазоне (–60...+60) °C и боëее, пpи÷еì изìене-
ния ìоãут бытü нестаöионаpныìи.
Дëя äостижения инеpöиаëüных то÷ностей

< 0,01 °/÷ каpдинальным pешением, на взãëяä автоpов,
явëяется пpименение активных методов, закëþ÷аþ-
щихся в созäании ìноãоконтуpных pевеpсивных
систеì теpìоpеãуëиpования (СТP) отäеëüных ВОГ
(пеpвый контуp äëя стабиëизаöии теìпеpатуpы еãо
эëеìентов) и всей БИНС (втоpой контуp).
Опиpаясü на иìеþщийся опыт, автоpы поëаãаþт,

÷то активный ìетоä pеãуëиpования теìпеpатуpы
позвоëит существенно (на поpяäки) уменьшить
в пpинципе любые темпеpатуpные погpешности ВОГ
и БИНС.

Pассмотpены теоpетические и пpактические аспекты создания активной pевеpсивной системы теpмоpегулиpования (СТP)
на теpмоэлектpических модулях Пельтье, пpедназначенной для упpавления темпеpатуpными полями отдельных волоконно-оп-
тических инеpциальных датчиков и бесплатфоpменной инеpциальной навигационной системы (БИНС), содеpжащей эти дат-
чики. Постpоены и исследованы математические модели тепловых пpоцессов, упpавляемых двумя контуpами СТP. Пеpвый
контуp обеспечивает упpавление темпеpатуpой волоконно-оптических датчиков, втоpой контуp упpавляет темпеpатуpой
БИНС в целом. Pазpаботано поддеpживающее алгоpитмическое и пpогpаммное обеспечение, выбpаны паpаметpы СТP, полу-
чены оценки функциониpования динамических систем пpи сложных тепловых воздействиях.
Ключевые слова: pевеpсивная система теpмоpегулиpования, модуль Пельтье, тепловые пpоцессы и воздействия, бесплат-

фоpменная инеpциальная навигационная система, волоконно-оптические датчики, математические модели, упpавление

Theoretical and practical aspects of creation of the active reversible Thermal Control System (TCS) with Peltier’s thermoelectric modules
are considered. TCS is intended for control of temperature fields of separate fiber-optical inertial sensors and Strapdown Inertial Navigaton
System (SINS), containing these sensors. Mathematical models of the thermal processes which control by two contours of TCS are con-
structed and researched. The first contour provides control by temperature of fiber-optical inertial sensors, the second contour controls by
temperature of all SINS as a whole. Supporting algorithmic and the software is developed. Parameters of the Thermal Control System are
chosen. Estimations of functioning of dynamic systems are received at difficult temperature effects.

Keywords: reversible Thermal Control System, Peltier’s module, thermal processes and temperature effects, Strapdown Inertial Navigaton
System, fiber-optical inertial sensors, mathematical models, control
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Данная pабота pазвивает иссëеäования [6—10],
напpавëенные на существенное повыøение то÷но-
сти и эффективности ВОГ и БИНС, pазpабатывае-
ìых в НППК (ã. Пеpìü), НПП "Антаpес", "Опто-
ëинк" (ã. Саpатов) и äp.
Вìесте с теì, вопpосы, связанные с выбоpоì ти-

па СТP, опpеäеëениеì ее паpаìетpов, обеспе÷ениеì
тепëоизоëяöии и отвоäа тепëа, анаëизоì pаботы
pассìатpиваеìых äинаìи÷еских систеì с заäанны-
ìи свойстваìи, ìиниìизаöией энеpãозатpат и äp. в
усëовиях сëожных тепëовых возäействий изу÷ены в
настоящее вpеìя совеpøенно неäостато÷но.
Объекты исследования: БИНС с ВОГ и аксеëеpо-

ìетpаìи [3, 10] и систеìы теpìоpеãуëиpования от-
äеëüных ВОГ и всей БИНС.
Цель pаботы. Постановка и pеøение пpобëеìы

иссëеäования теоpети÷еских и пpикëаäных аспек-
тов анаëиза и синтеза pевеpсивной (наãpев-охëаж-
äение) СТP ВОГ и БИНС с пpиìенениеì ìоäуëей
Пеëüтüе [7, 11].
Такая СТP обеспе÷ит пpи ìиниìаëüноì энеpãо-

потpебëении поääеpжание заäанной теìпеpатуpы
эëеìентов ВОГ и БИНС в усëовиях сëожных теп-
ëовых возäействий и существенно уìенüøит теп-
ëовой äpейф.
Дëя äостижения öеëи поставлены и pешены сëе-

äуþщие заäа÷и:
— постpоение аäекватных ìатеìати÷еских ìо-

äеëей äинаìи÷еских систеì ВОГ и БИНС с систе-
ìаìи теpìоpеãуëиpования;

— анаëити÷еское и ÷исëенное иссëеäование по-
стpоенных ìоäеëей, выбоp паpаìетpов СТP, поëу-
÷ение оöенок функöиониpования pассìатpиваеìых
äинаìи÷еских систеì пpи сëожных теìпеpатуpных
возäействиях.
В пpоöессе иссëеäований созäано поääеpживаþ-

щее аëãоpитìи÷еское и пpоãpаììное обеспе÷ение,
позвоëяþщее pеøатü поставëенные заäа÷и.

Математические модели

В основе ìатеìати÷еских ìоäеëей тепëовых пpо-
öессов, пpеäназна÷енных äëя pас÷ета нестаöионаp-
ных теìпеpатуpных поëей ВОГ, БИНС и у÷иты-
ваþщих пpиìенение СТP на ìоäуëях Пеëüтüе, за-
ëожен ìоäифиöиpованный ìетоä эëеìентаpных
баëансов [7, 12]. В соответствии с ìетоäикой, из-
ëоженной в pаботе [7], ВОГ иëи БИНС pазбиваþтся
на коне÷ные объеìы, иìеþщие фоpìу тоãо иëи
иноãо констpуктивноãо эëеìента иëи еãо сеãìента.
Тепëовая ìоäеëü ВОГ с СТP (пеpвый контуp) с

основныìи эëеìентаìи, нуìеpаöией объеìов и те-
пëовыìи связяìи показана на pис. 1 (сì. втоpуþ
стоpону обëожки).
На веpхней повеpхности кpыøки I ВОГ (pис. 1)

pаспоëожен ìоäуëü Пеëüтüе XV, pабо÷ая повеpх-
ностü (спай) котоpоãо нахоäится в тепëовоì кон-
такте ÷еpез тепëопpовоäящуþ пасту с кpыøкой I и
÷еpез нее — с äноì XIV, посаäо÷ныì коëüöоì XIII
и äpуãиìи эëеìентаìи. На наpужноì спае установ-

ëен ÷еpез пасту pаäиатоp XVI с вытяжныì венти-
ëятоpоì XVII äëя эффективноãо тепëообìена ìе-
жäу наpужныì спаеì и сpеäой.
По сpавнениþ с базовой констpукöией ВОГ [3, 10]

пpеäëаãается внести пассивное усовеpøенствование.
Дëя боëее pавноìеpноãо pаспpеäеëения теìпеpа-
туp внутpи ВОГ наäо установитü тепëовой øунт
ìежäу кpыøкой I и внутpенниì коpпусоì VII, на-
пpиìеp, вставитü ëеãкое тепëопpовоäное коëüöо в
зазоp ìежäу кpыøкой I и коpпусоì VII.
Основной алгоpитм pас÷ета теìпеpатуpных по-

ëей äат÷ика иëи устpойства, поëу÷енный на основе
ìетоäа баëансов, иìеет виä [7]

Ti(t + Δt) = 1 – qij + qic Ti +

+ qijTj + qicTc + Qi , (1)

ãäе Ti(t), Ti(t + Δt) — теìпеpатуpы i-ãо объеìа в на-
стоящий и посëеäуþщий ìоìенты вpеìени; Tc —
теìпеpатуpа окpужаþщей сpеäы; ci — тепëоеìкостü
i-ãо объеìа; qij — теpìопpовоäиìости ìежäу объе-
ìаìи i, j; qic — теpìопpовоäиìостü ìежäу i-ì объе-
ìоì и сpеäой; Qi — ìощностü исто÷ников тепëа
иëи хëаäопpоизвоäства; Δt — øаã pас÷ета; M — ÷исëо
объеìов, иìеþщих тепëовой контакт с i-ì объеìоì;
N — ÷исëо объеìов; i = 1, ..., N.
В коэффиöиентах теpìопpовоäиìости qij у÷и-

тывается тепëообìен конäукöией, конвекöией и из-
ëу÷ениеì. Особенностü пpиìенения аëãоpитìа (1)
в тоì, ÷то в систеìе ВОГ с СТP иìеþтся исто÷ни-
ки тепëа (хоëоäа) с упpавëяеìыìи ìощностяìи
Q73, Q74 на спаях ìоäуëя Пеëüтüе.
Неëинейная ìоäеëü [11, 7], описываþщая pабо-

ту ìоäуëя Пеëüтüе и пpинятый pеëейно-пpопоp-
öионаëüный закон pеãуëиpования теìпеpатуpы,
иìеет виä:

(2)

J = (3)

ãäе εT — коэффиöиент теpìоэëектpоäвижущей сиëы;
J — сиëа тока; R — эëектpи÷еское сопpотивëение;
n, m — ÷исëо теpìоэëеìентов в ìоäуëе Пеëüтüе и
÷исëо ìоäуëей; Jmax — ìаксиìаëüная сиëа тока; TL,
TN — зоны ëинейности и не÷увствитеëüности; T73,
T74 — теìпеpатуpы pабо÷еãо и наpужноãо спаев;
k = Jmax/(TL – TN) — кpутизна хаpактеpистики; Tz —

Δt
ci
----

j 1=

M

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

Δt
ci
----

j 1=

M

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

Q73 = –εTJ(T73 + 273) + nm;

Q74 = εTJ(T74 + 273) + nm;

 J2R
2

-------

 J2R
2

-------

Jmax, есëи Tä – Tz l TL;
k(Tä – Tz – TN), есëи TN m Tä – Tz m TL;
0, есëи –TN m Tä – Tz m TN;
k(Tä – Tz + TN), есëи –TL m Tä – Tz m –TN;
–Jmax, есëи Tä – Tz m –TL,
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заäанная теìпеpатуpа; Tä — теìпеpатуpа теpìо-
äат÷ика.
В выpажениях (2) пеpвые сëаãаеìые опpеäеëяþт

хëаäопpоизвоäство (тепëовыäеëение) Пеëüтüе, вто-
pые сëаãаеìые — тепëовыäеëение Джоуëя.
Законы изìенения теìпеpатуpы наpужной и

внутpенней окpужаþщей сpеäы ВОГ и основания
пpиняты сëеäуþщиìи:

TC = TCN = TCV = Tosn = TD sinωt + T00 + TR, (4)

ãäе TD, ω, T00, TR — паpаìетpы äетеpìиниpованных
и сëу÷айных хаpактеpистик закона изìенения теì-
пеpатуpы окpужаþщей сpеäы и основания.

Pассìотpиì основные свойства и особенности
пpеäëоженной СТP.

1. Как опpеäеëитü теìпеpатуpу внутpенней сpе-
äы TCV пpи pаботе СТP?
Пустü осуществëяется тепëообìен ìежäу воз-

äуøной ìассой внутpенней сpеäы с изìеняþщейся
теìпеpатуpой TCV = T1(t), внутpенниìи эëеìента-
ìи ВОГ с теìпеpатуpой T2(t) и повеpхностныìи
эëеìентаìи, в котоpых поääеpживается с поìо-
щüþ СТP заäанная теìпеpатуpа Tz = const.
Эта ìоäеëü äëя тепëовой систеìы из äвух объ-

еìов с возìожныì во втоpоì объеìе исто÷никоì
тепëа Q = const показана на pис. 2.
Систеìа обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpав-

нений äëя этой ìоäеëи, поëу÷енная ìетоäоì теп-
ëовых баëансов, иìеет виä

c1  + q(T1 – T2) + q1z(T1 – Tz) = 0; (5)

c2  + q(T2 – T1) + q2z(T2 – Tz) = Q, (6)

ãäе c1 — тепëоеìкостü возäуøной ìассы внутpен-
ней сpеäы; c2 — тепëоеìкостü внутpенних эëеìен-
тов ВОГ; q, q1z, q2z — теpìопpовоäиìости.
Пpиìеì усëовия c1 n c2; q ≈ q1z n q2z, отpажа-

þщие pеаëüнуþ ситуаöиþ.
Общее pеøение систеìы уpавнений (5), (6)

иìеет виä

T1 = D1exp(λ1t) + D2exp(λ2t) + Tz +

+ Q ; (7)

T2 = (D1λ1exp(λ1t) + D2λ2exp(λ2t)) +

+ (D1exp(λ1t) + D2exp(λ2t)) +

+ Tz + Q , (8)

ãäе D1, D2 — постоянные, опpеäеëяеìые из на÷аëü-
ных усëовий.
Коpни кваäpатноãо хаpактеpисти÷ескоãо уpав-

нения äëя систеìы (5), (6):

λ1, 2 = –  ±

± . (9)

Эти коpни — äействитеëüные, отpиöатеëüные
и pазëи÷ные. Сëеäоватеëüно, систеìа устой÷ива, и
в установивøеìся pежиìе пpи t → ∞ поëу÷иì

TCV = T1(∞) = Tz + Q ; (10)

T2(∞) = Tz + Q . (11)

Пpи t → ∞ теìпеpатуpа внутpенней сpеäы пpи-
ниìает зна÷ение заäанной теìпеpатуpы Tz, есëи
нет внутpенних исто÷ников тепëа.
Оöениì вpеìя пеpехоäных пpоöессов во внут-

pенней сpеäе с у÷етоì пpеäпоëожений c1 n c2 и
q ≈ q1z n q2z. Пустü c1 = 0,001 Дж/°C; c2 = 1 Дж/°C.
Тепëовые связи q, q1z пpиìеì ìаëыìи, так ÷то

q = q1z = 0,001 Вт/°C.
Выбеpеì в выpажении (9)

(q + q1z)/c1 – (q + q2z)/c2 = 0.

Отсþäа поëу÷аеì, ÷то q2z ≈ 2 [Вт/°C], т. е. вы-
поëняется пpинятое соотноøение ìежäу тепëовы-
ìи связяìи q ≈ q1z n q2z.
Коpни (9):

λ1, 2 = –((q + q1z)/c1 + (q + q2z)/c2) ± 2q/  = 

= –2 ± 0,03 с–1.

Теìпеpатуpа возäуøной ìассы внутpенней сpе-
äы (7) пpи Q = 0:

TCV(t) = T1(t) = D1exp(–1,97t) + D2exp(–2,03t) + Tz.

Пеpехоäные пpоöессы äостато÷но быстpые (еäи-
ниöы секунä), и за ìаëое вpеìя теìпеpатуpа TCV
внутpенней сpеäы пpиниìает зна÷ение Tz.
Отсþäа вытекает пpактическая pекомендация по

опpеäеëениþ и заäаниþ TCV на боëее поëной теп-
ëовой ìоäеëи, соäеpжащей не äва объеìа, а äесятки,
и иìеþщей сëожнуþ стpуктуpу тепëовых связей.
Наäо выбpатü в ка÷естве на÷аëüной теìпеpатуpы
внутpенней сpеäы TCV, напpиìеp, теìпеpатуpу TzPис. 2. Упpощенная тепловая модель
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пpи заäанных теìпеpатуpах наpужной сpеäы и ос-
нования и пpи pаботаþщей СТP. Затеì путеì не-
скоëüких посëеäоватеëüных pас÷етов (итеpаöий)
теìпеpатуpноãо поëя по аëãоpитìаì и соотноøе-
нияì (1)—(4) нужно äобитüся выпоëнения, напpи-
ìеp äëя ВОГ, пpи t → ∞, TCV ≈ (T1 + T49)/2.

2. Как выбpатü заäаннуþ теìпеpатуpу Tz пpи
TСN = ±60 °C?
С у÷етоì особенностей [11] pевеpсивной СТP

на ìоäуëях Пеëüтüе теìпеpатуpа Tz выбиpается
внутpи äиапазона TСN (по возìожности бëиже к
веpхнеìу пpеäеëу) путеì ìоäеëиpования на постpо-

енной ìоäеëи тепëовых пpоöессов
иëи экспеpиìентаëüно. Кpитеpий
выбоpа — напpиìеp, ìиниìизаöия
потpебëяеìой ìощности.

3. Выбоp ìестопоëожения теpìо-
äат÷ика, изìеpяþщеãо теìпеpатуpу
Tä, и хаpактеpистик Jmax, k и т. ä.
закона упpавëения (3) осуществëя-
ется на ìоäеëи тепëовых пpоöессов
иëи (и) экспеpиìентаëüно.

4. Важная особенностü СТP —
это пpиìенение pаäиатоpа и вытяж-
ноãо вентиëятоpа. Коэффиöиенты
теpìопpовоäиìости от СТP в на-
pужнуþ сpеäу, в тоì ÷исëе за с÷ет
вынужäенной конвекöии от венти-
ëятоpа, опpеäеëяþтся по фоpìу-
ëаì, пpивеäенныì в pаботах [7, 12].
Частü паpаìетpов и хаpактеpистик,
вхоäящих в эти фоpìуëы, заäаþтся
как исхоäные äанные (напpиìеp,
тепëопpовоäностü и кинеìати÷еская
вязкостü возäуха), äpуãая ÷астü (на-
пpиìеp, скоpостü возäуøноãо пото-
ка и пëощаäü pаäиатоpа СТP) опpе-
äеëяþтся в пpоöессе коìпüþтеpных
экспеpиìентов на постpоенной
ìоäеëи.

5. Важный фактоp — тепëоизоëя-
öия повеpхностных эëеìентов. Теp-
ìопpовоäиìости от этих эëеìентов
к наpужной сpеäе вы÷исëяþтся в по-
стpоенной ìоäеëи по фоpìуëаì,
пpивеäенныì в pаботах [7, 13].
В этих фоpìуëах у÷итывается тепëо-
отäа÷а конäукöией, свобоäной кон-
векöией и изëу÷ениеì. Основныìи
явëяþтся ìножитеëи k1, k2 [0; 1] —
степенü тепëоотäа÷и эëеìентов в на-
pужнуþ сpеäу и к ìестаì кpепëения:
0 — поëная тепëоизоëяöия; 1 — те-
пëоотäа÷а в базовой констpукöии
ВОГ. Пpакти÷ески тепëоизоëяöия
ìожет бытü обеспе÷ена, напpиìеp,
созäаниеì äопоëнитеëüноãо внеø-
неãо коpпуса с вакууìиpованныì
зазоpоì (как в теpìосе).

6. Выбоp на÷аëüной теìпеpату-
pы T0. В öеëях ìиниìизаöии вpе-
ìени ãотовности и уìенüøения
экстpеìаëüных теìпеpатуp на на-
pужноì спае и pаäиатоpе ìоäуëя
Пеëüтüе в пеpехоäных pежиìах сëе-
äует выбиpатü на÷аëüнуþ теìпеpа-

Pис. 3. Элементы и тепловая модель БИНС с pазбиением на объемы:
I (1—12) — коpпус с ЧЭ — ВОГи (1, 2, 3), аксеëеpоìетpы (4, 5, 6), стоpоны коpпуса
с ЧЭ (7—12), аìоpтизатоpы (53, 54, 55, 56); II (13) – коpпус; III (14) — äно; IV (15) —
кpыøка; V (16—18) — пpеобpазоватеëü напpяжения; VI (19—52) — этажеpная стойка
с пëатаìи и äетаëяìи; VII (57, 58 — pабо÷ий и наpужный спай) — ìоäуëü Пеëüтüе;
VIII (59) — pаäиатоp; IX — вентиëятоp; TCV, TCN — теìпеpатуpы сpеäы внутpи и
снаpужи БИНС; TT — теìпеpатуpа теpìопëаты;  — тепëовые связи ìежäу объ-
еìаìи;  — тепëовые связи с окpужаþщей сpеäой
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туpу T0 по возìожности как ìожно бëиже к заäан-
ной теìпеpатуpе теpìостабиëизаöии Tz "снизу", т. е.
T0 m Tz.

7. Какие тpебования äоëжны пpеäъявëятüся к
хаpактеpистикаì тепëовых пpоöессов äëя обеспе-
÷ения ìиниìаëüноãо тепëовоãо äpейфа ВОГ?
Как показывает тепëовой анаëиз [3, 10], äëя обес-

пе÷ения то÷ности на уpовне < 0,01 °/÷ необхоäиìы: 
стабиëизаöия абсоëþтных теìпеpатуp в ВОГ
окоëо заäанноãо зна÷ения Tz не хуже ≈0,4 °C; 
стабиëизаöия теìпеpатуpных пеpепаäов в зоне
воëокна бухты не хуже ≈0,04 °C.
8. Дëя ÷еãо нужен внеøний (втоpой) контуp pе-

веpсивной СТP БИНС?
Внутpенняя сpеäа в БИНС явëяется наpужной

äëя ВОГ и äpуãих эëеìентов внутpи БИНС. Дëя äос-
тижения боëее то÷ной теpìостабиëизаöии важно
ìаксиìаëüно уìенüøитü äиапазон изìенения теì-
пеpатуp этой сpеäы, ÷то и äеëается с поìощüþ
внеøнеãо контуpа СТP. Кpоìе тоãо, pеаëüные ис-
поëнитеëüные устpойства СТP, теpìоäат÷ики, те-
пëоизоëяöия и т. ä. не иäеаëüны, ÷то также сказы-
вается на то÷ности pаботы СТP.
Тепëовая ìоäеëü БИНС с СТP (втоpой контуp)

с основныìи эëеìентаìи, нуìеpаöией объеìов и
тепëовыìи связяìи показана на pис. 3.
На кpыøке IV (pис. 3) pаспоëожен ìоäуëü Пеëü-

тüе, pабо÷ий спай котоpоãо иìеет тепëовой кон-
такт ÷еpез тепëопpовоäящуþ пасту с кpыøкой IV
и ÷еpез нее — с коpпусоì II, äноì III, коpпусоì I
с ЧЭ и äp. На наpужноì спае установëен ÷еpез пас-
ту pаäиатоp с вытяжныì вентиëятоpоì.
Особенностü БИНС (в отëи÷ие от ВОГ) состоит

в тоì, ÷то внутpи иìеþтся исто÷ники тепëа [3, 10] —
аксеëеpоìетpы, пëаты на этажеpной стойке VI и äp.
Суììаpная ìощностü исто÷ников тепëа БИНС
ìенüøе 11 Вт.
Аëãоpитìы и соотноøения (1)—(4), (5)—(11)

составëяþт основу ìатеìати÷еской ìоäеëи систеì
ВОГ и БИНС с СТP.

Компьютеpные экспеpименты
и анализ полученных pезультатов

Дëя автоìатизаöии иссëеäований, ÷исëенноãо ин-
теãpиpования неëинейной систеìы (1)—(4) и визуа-
ëизаöии тепëовых пpоöессов ВОГ и БИНС с СТP
pазpаботаны пpоãpаììные коìпëексы "VOG-STR",
"BINS-STR".
Диаëоãовые окна пpоãpаììных коìпëексов по-

казаны на pис. 4 (сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Аäекватностü постpоенных ìоäеëей пpовеäена

и äоказана в pаботе [10] на основе сpавнения с экс-
пеpиìентаëüныìи äанныìи.

Основные исходные данные
для компьютеpных экспеpиментов

Пpеäеëüный äиапазон теìпеpатуp окpужаþщей
сpеäы ±60 °C. Тепëофизи÷еские, ãеоìетpи÷еские,

ìассоãабаpитные и äpуãие хаpактеpистики ВОГ и
БИНС испоëüзуþтся те же, ÷то и в pаботе [10].
Масса оäноãо ВОГ ≈700 ã; ìасса БИНС ≈11 000 ã;
ìасса ìоäуëя Пеëüтüе с вентиëятоpоì и pаäиато-
pоì m 150 ã. Теìпеpатуpу TCV внутpенней сpеäы
ВОГ и БИНС выбиpаëи в соответствии с пpове-
äенныì анаëизоì.
Основные паpаìетpы pевеpсивной СТP äëя ВОГ:

Jmax = 0,1 А; εT = 0,004 В/°C; R = 0,1 Оì;
TL = 0,2 °C; TN = 0 °C; k = 0,5 А/°C; n = 196; m = 1.

Основные паpаìетpы pевеpсивной СТP äëя БИНС:

Jmax = 0,3 А; εT = 0,004 В/°C; R = 0,1 Оì;
TL = 0,6 °C; TN = 0 °C; k = 0,5 А/°C; n = 196; m = 1.

Pаспоëожение теpìоäат÷ика в ВОГ выбpано на
внутpеннеì коpпусе VII (11). Pаспоëожение теpìо-
äат÷ика в БИНС выбpано на коpпусе II (13).
Заäанная теìпеpатуpа ВОГ и БИНС пpинята

pавной веpхнеìу зна÷ениþ Tz = +30 °C из выяв-
ëенноãо оптиìаëüноãо äиапазона (+20...+30) °C.
Отноøение пëощаäи pаäиатоpа на наpужноì

спае ìоäуëя Пеëüтüе к пëощаäи наpужноãо спая:
äëя ВОГ — Spаä/Sп l 10; äëя БИНС — Spаä/Sп l 15.
Скоpостü возäуøноãо потока вентиëятоpа äëя

ВОГ и БИНС V l 5 ì/с.
Тепëоизоëяöия повеpхностей ВОГ и БИНС от

сpеäы и ìест кpепëения не хуже k1 = k2 = 0,25, т. е.
тепëоотäа÷а с повеpхности ВОГ и БИНС äоëжна
бытü хотя бы в ÷етыpе pаза ìенüøе, ÷еì в базовоì
ваpианте, без СТP.
Дëя анаëиза тепëовых пpоöессов на pис. 5 (сì.

тpетüþ стоpону обëожки) пpивеäены теìпеpатуp-
ные хаpактеpистики ВОГ с выключенной и pаботаю-
щей СТP пpи изìенении внеøней теìпеpатуpы по
ступен÷атой öикëоãpаììе TCN = TK = ±60 °C.
Пpи выключенной СТP теìпеpатуpы эëеìентов с

pазëи÷ныìи постоянныìи вpеìени "отсëеживаþт"
öикëоãpаììу внеøней теìпеpатуpы (pис. 5, а).
Пpи pаботающей СТP тепëовые пpоöессы носят

упpавëяеìый хаpактеp.
Теìпеpатуpы TV (pис. 5, б, пеpиоä 8000...20 000 с)

стабиëизиpованы окоëо заäанной теìпеpатуpы Tz.
Вpеìя пеpехоäных пpоöессов пpи теpìостабиëиза-
öии уìенüøиëосü в восеìü pаз по сpавнениþ с
ВОГ без СТP.
Пpиìенение pевеpсивной СТP также позвоëяет

на поpяäок и боëее уìенüøитü ìаксиìаëüные выбpо-
сы и установивøиеся зна÷ения пpоизвоäных теìпе-
pатуp, теìпеpатуpных пеpепаäов в воëокне и äp.
На pис. 6 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) пpиве-

äены теìпеpатуpные хаpактеpистики БИНС с вы-
ключенной и pаботающей СТP (втоpой контуp) пpи
изìенении внеøней теìпеpатуpы по ступен÷атой
öикëоãpаììе TCN = TT = ±60 °C.
Пpи выключенной и pаботающей СТP тепëовые

пpоöессы эëеìентов БИНС носят совеpøенно pаз-
ëи÷ный хаpактеp, как это быëо и äëя ВОГ.
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Гаpìони÷еские и сëу÷айные внеøние тепëовые
возäействия вëияþт на стабиëизаöиþ теìпеpатуpы
ìенüøе, ÷еì ступен÷атые возäействия.
Поëу÷енные pезуëüтаты äëя ВОГ и БИНС спpа-

веäëивы пpи иäеаëüной то÷ности теpìоäат÷ика,
иäеаëüных испоëнитеëüных устpойств СТP и пpи-
нятой тепëоизоëяöии. Есëи же, напpиìеp, то÷-
ностü теpìоäат÷ика ±1 °C, то äиапазон изìенения
стабиëизиpуеìой теìпеpатуpы увеëи÷ится.
В öеëоì, пpиìенение äвух контуpов pеãуëи-

pования теìпеpатуpы позвоëит существенно
(в ≈ 2000...1000 pаз) уìенüøитü вëияние внеøних
пеpепаäов теìпеpатуpы на теìпеpатуpные хаpакте-
pистики в воëоконной бухте, т. е. коэффиöиент ка-
÷ества стабиëизаöии теìпеpатуpы в ВОГ за с÷ет pа-
боты äвух контуpов pевеpсивной СТP составит
≈ 0,0005...0,001. Напpиìеp, пpи внеøних пеpепа-
äах в 120 °C то÷ностü стабиëизаöии теìпеpатуpы в
воëокне 0,12 °C (äоëжно бытü не хуже 0,4 °C äëя
то÷ности < 0,01 °/÷).

"Цена" за такое уëу÷øение теìпеpатуpной ситуа-
öии — это потpебëяеìая ìощностü СТP m 6...8 Вт
пpи тепëоизоëяöии k1 = k2 = 0,25; увеëи÷ение ìассы
и ãабаpитных pазìеpов на ≈20...40 % по сpавнениþ
с базовыì ВОГ и БИНС без СТP.
Суììаpная потpебëяеìая ìощностü СТP (тpи

ВОГ и БИНС) < 30 Вт.

Заключение

На постpоенных аäекватных ìатеìати÷еских
ìоäеëях иссëеäованы теоpети÷еские и пpикëаäные
аспекты анаëиза и синтеза pевеpсивной äвухкон-
туpной СТP с ìоäуëяìи Пеëüтüе отäеëüных ВОГ и
всей БИНС.
Активное упpавëение теìпеpатуpныìи поëяìи

ВОГ и БИНС позвоëит обеспе÷итü инеpöиаëüные
то÷ности < 0,01 °/÷.

Pабота выполнена пpи поддеpжке гpанта PФФИ
по пpоекту 10-08-00119а.
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