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Метод синтеза pобастных 
pегулятоpов огpаниченной 

сложности на основе кpаевых 
условий Ляпунова

Введение

Пpи постpоении систеì упpавëения äинаìи÷е-
скиìи объектаìи важнуþ pоëü иãpает заäа÷а обес-
пе÷ения оãpани÷ений на тpаектоpии äвижения
(фазовых оãpани÷ений). Пpи этоì систеìа упpав-
ëения в общеì сëу÷ае ìожет бытü неëинейной, на
нее ìоãут äействоватü возìущения, инфоpìаöия о
котоpых явëяется непоëной. Кpоìе тоãо, синтези-
pуеìый закон упpавëения äоëжен иìетü пpиеìëеìуþ
(оãpани÷еннуþ) сëожностü äëя еãо pеаëизаöии.

В настоящее вpеìя известны pазëи÷ные поäхоäы
к постpоениþ законов упpавëения, позвоëяþщие
у÷итыватü те иëи иные оãpани÷ения на фазовые
пеpеìенные. Непосpеäственно (пpяìо) у÷итываþтся
фазовые оãpани÷ения пpи фоpìиpовании законов
упpавëения на основе ÷исëенных ìетоäов [1—3],
обpатной заäа÷и äинаìики [4, 5], на основе функ-
öий Ляпунова [6—8]. Косвенный у÷ет осуществëя-
ется пpи постpоении законов упpавëения на основе
пpинöипа ìаксиìуìа [9, 10], ìетоäа анаëити÷еско-
ãо констpуиpования [11, 12], а также в поäхоäах,
pассìотpенных в pаботах [13—15].

Указанные поäхоäы не позвоëяþт оäновpеìенно
у÷итыватü все пеpе÷исëенные тpебования пpи обес-
пе÷ении фазовых оãpани÷ений. Поэтоìу важной
заäа÷ей явëяется синтез техни÷ески pеаëизуеìоãо
pобастноãо pеãуëятоpа, пpи котоpоì выпоëняþтся
оãpани÷ения на пеpеìенные состояния систеìы.

Постановка задачи

Пустü pассìатpивается неëинейная (в общеì
сëу÷ае, нестаöионаpная) систеìа сëеäуþщеãо виäа:

(1)

ãäе x, u, u — (n Ѕ 1)-, (m Ѕ 1)-, (r Ѕ 1)-ìеpные век-
тоpы состояния, упpавëения, возìущений соответ-
ственно; f(�) — (n Ѕ 1)-ìеpная вектоp-функöия,
обеспе÷иваþщая существование и еäинственностü
pеøения заäа÷и Коøи.

Напpиìеp, в ка÷естве f(�) ìожет выбиpатüся оäна
из сëеäуþщих функöий:

1) ëинейная аääитивная зависиìостü от упpав-
ëения

f(�) = f1(x, u, t) + Bu, (2)

ãäе В — (n Ѕ m)-ìеpная ìатpиöа, f1(�) — (n Ѕ 1)-

ìеpная заäанная вектоp-функöия;
2) неëинейная аääитивная зависиìостü от

упpавëения

f(�) = f1(x, u, t)j(u), (3)

ãäе j(u) — (n Ѕ 1)-ìеpная заäанная вектоp-функöия;
3) неаääитивная (ìуëüтипëикативная) зависи-

ìостü от упpавëения

f(�) = F(x, u, t)j1(u), (4)

ãäе F(�) — (n Ѕ l )-ìеpная ìатpи÷ная функöия с из-
вестныìи функöионаëüно заäанныìи эëеìентаìи;
j1(�) — (l Ѕ 1)-ìеpная вектоp-функöия.

Заäаны также оãpани÷ения на упpавëение

u ∈ U(t), t l t0, (5)

и на возìущение

u ∈ V(t), t l t0, (6)

ãäе U(t), V(t) — некотоpые заäанные ìножества,

соответственно, в Rm и R l.
Кpоìе тоãо, на упpавëение заäаþтся äопоëни-

теëüные оãpани÷ения, котоpые у÷итываþт сëожностü
еãо техни÷еской pеаëизаöии. Буäеì искатü упpав-
ëение в виäе

u = (x, g, t), (7)

ãäе (�) — заäанная (m Ѕ 1)-ìеpная вектоp-функöия;
g — некотоpый заpанее неизвестный вектоpный па-
pаìетp.

Функöия (�) выбиpается с у÷етоì сëожности
техни÷еской pеаëизаöии закона (7), пpи÷еì поä
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сëожностüþ pеаëизаöии ìожет, в ÷астности, пони-
ìатüся pазìеpностü pеãуëятоpа (7).

На вектоp состояния накëаäываþтся оãpани÷ения

(8)

ãäе в общеì сëу÷ае

Q(t) = {x ∈ Rn :ψi(x, t) m 0, i ∈ }, (9)

ãäе ψi(x, t) — непpеpывно-äиффеpенöиpуеìые ска-

ëяpные функöии (ìножество Q(t) пpеäпоëаãается
выпукëыì).

С÷итаеì, ÷то öеëüþ упpавëения систеìой (1)
явëяется обеспе÷ение фазовых оãpани÷ений (8).
Тоãäа заäа÷у синтеза ìожно поставитü сëеäуþщиì
обpазоì:

для системы (1) тpебуется синтезиpовать такой

технически pеализуемый закон упpавления (7), кото-

pый обеспечивает цель упpавления (8) с учетом за-

данных огpаничений на упpавление (5) на множестве

возмущений (6).

Фоpмиpование кpаевых условий Ляпунова

Дëя pеøения поставëенной заäа÷и пpеäëаãается
испоëüзоватü поäхоä, названный ìетоäоì ваpиа-
öии фазовых оãpани÷ений и pассìотpенный в pа-
ботах [16, 17]. В этих pаботах pеøается заäа÷а у÷ета
фазовых оãpани÷ений, но не показано, как обес-
пе÷итü техни÷ескуþ pеаëизуеìостü [18, 19] пpи
синтезе pобастноãо pеãуëятоpа.

Ввеäеì обозна÷ения:

ΓQ(t) — ãpаниöа ìножества Q, ΓQ(t) = ΓQi(t),

ΓQi (t) = (t) ∩ Q(t),

(t) = {x ∈ Rn: ψi(x, t) = 0}, i ∈ ;

si(x, u, u, t) = (∇xψi, f(x, u, u, t)) +  = 

= •fν(x, u, u, t) + ,

ãäе (y, z) — скаëяpное пpоизвеäение вектоpов y, z ∈ Rn

в евкëиäовоì аpифìети÷ескоì пpостpанстве Rn,

∇xψi =  — ãpаäиент функöии ψi(x, t)

в Rn, fν(�) — ν-я кооpäината вектоp-функöии f(�).

Известно [8] сëеäуþщее свойство äинаìи÷еских
систеì в пpостpанстве Rn. Есëи тpаектоpия х(t) по-
паäает в ìоìент вpеìени t* в то÷ку х*, нахоäящуþся
на ãpаниöе ìножества Q(t), то, ÷тобы х(t) не выøëа

за пpеäеëы Q(t), äоëжно выпоëнятüся неpавенство
(усëовие невыхоäа)

si(х*, u, u, t *) =

= (∇xψi(x*, t *), f(x*, u, u, t *)) +  =

= •fν(x*, u, u, t *) + (x*, t *) m 0.

На pис. 1 äается ãеоìетpи÷еское пpеäставëение
усëовия невыхоäа x(t) из Q в то÷ке х* ∈ ΓQ(t *).

Кpоìе тоãо, соãëасно неpавенству A. M. Ляпу-
нова [22]

si(x, u, u, t) =

= (∇xψi(x(t), t*), f(x, u, u, t)) + m 0, t l t0,

pассìатpиваеìоìу на пpоизвоëüной тpаектоpии x(t),
пpохоäящей ÷еpез некотоpое ìножество D, есëи су-
ществует уäовëетвоpяþщая еìу поëожитеëüно оп-
pеäеëенная на D функöия ψ(�) (функöия Ляпунова),
то äвижение систеìы на D буäет оãpани÷енныì.

Из сpавнения неpавенства Ляпунова с усëовиеì
невыхоäа виäно, ÷то усëовие невыхоäа ìожно ин-
теpпpетиpоватü как выпоëнение неpавенства Ляпу-
нова на некотоpой повеpхности уpовня функöии
ψ(x, t), совпаäаþщей с ãpаниöей ΓQ(t) ìножества
Q(t) (т. е. как некотоpые жеëаеìые зна÷ения функ-
öии s(x, u, u, t) на заäанной повеpхности ΓQ(t)).

Поэтоìу поä кpаевыìи усëовияìи Ляпунова бу-
äеì пониìатü зна÷ения функöии si(x, u, u, t),
i ∈ , на соответствуþщих у÷астках ãpаниöы
ΓQi (t) ⊆ ΓQ(t)∀t l t0, i ∈ . В зависиìости от за-
äания тех иëи иных кpаевых усëовий обеспе÷ива-
ется выпоëнение фазовых оãpани÷ений.

x = x(t) ∈ Q(t), t > t0;

∀x0 = x(t0) ∈ Q(t0),

1 χ,

U

χ

i = 1

ΓQi

ΓQi 1 χ,

ψi∂

t∂
------

ψi∂

xν∂
------

ν 1=

n

∑
ψi∂

t∂
------

ψi∂

x1∂
------…

ψi∂

xn∂
------

т

ψi x* t*,( )∂

t∂
---------------------

ψi x* t*,( )∂

xν∂
---------------------

ν 1=

n

∑
ψi∂

t∂
------

Pис. 1. Условие невыхода х(t) из Q в точке х* Î GQ(t *)

ψ x t( ) t,( )∂
t∂

--------------------

1 χ,
1 χ,
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Синтез pобастного упpавления
по кpаевым условиям Ляпунова

В pаботах [16, 17] быëо показано, ÷то äëя обеспе-
÷ения фазовых оãpани÷ений (8) äостато÷но, ÷тобы
тpебуеìый закон упpавëения уäовëетвоpяë сëеäуþ-
щиì кpаевыì усëовияì Ляпунова:

si(x, u, u, t) m 0, ∀x ∈ ΓQi, i ∈ ;

∀u ∈ V(t), t l t0. (10)

Pассìотpиì сëу÷ай, коãäа систеìа зависит от
упpавëения ëинейно и аääитивно (сì. (2)), и на нее
не äействуþт возìущения. Тоãäа кpаевые усëовия
(10) пpиìут виä

(∇xψi, f1(x, t) + Bu) + m 0;

∀x ∈ ΓQi (t), i ∈ , t l t0

иëи

(Bт∇xψi, u) m –(f1(x, t), ∇xψi) – ;

∀x ∈ ΓQi (t), i ∈ , t l t0. (11)

Нетpуäно поëу÷итü усëовия pазpеøиìости äëя
неpавенства (11) относитеëüно u.

Теоpема 1. Дëя существования упpавëения u,
уäовëетвоpяþщеãо соотноøениþ (11), необхоäиìо
и äостато÷но, ÷тобы выпоëняëосü сëеäуþщее ус-
ëовие:

∀x ∈ ΓQi (t), äëя котоpоãо ∇xψi(x, t) ∈ KerBт,

(f1(x, t), ∇xψi(x, t)) + m 0,

t l t0, i ∈ , (12)

ãäе KerBт — яäpо ìатpиöы Вт [23], т. е. такое поä-

пpостpанство вектоpов z, ÷то есëи z ∈ KerВт, то

Втz = 0 ∈ Rm.

Действитеëüно, есëи на ΓQi (t) äëя некотоpоãо x
∇xψi(x, t) ∉ KerBт, то в ëинейноì по u неpавенстве
(11) всеãäа ìожно поäобpатü такое u, ÷то (11) буäет
обеспе÷ено. Есëи же äëя некотоpоãо х ∈ ΓQi (t )
∇xψi(x, t) ∈ KerBт, то в сиëу (12) неpавенство (11)
буäет выпоëнятüся. В сëу÷ае, коãäа (12) не спpавеä-
ëиво, пpи ∇xψi ∈ KerBт неpавенство (11) также не
спpавеäëиво äëя pассìатpиваеìоãо х ∈ ΓQi (t). Теì
саìыì теоpеìа äоказана.

Pассìотpиì систеìу упpавëения пpи выпоëне-
нии (3), но уже пpи äействии возìущений. Тоãäа
кpаевые усëовия (10) пpиìут виä

(13)

В äаëüнейøеì поä pобастныì pеãуëятоpоì по-
ниìается pеãуëятоp, пpи котоpоì обеспе÷ивается
выпоëнение неpавенства (13) на всеì ìножестве
возìущений V.

Усëовия pазpеøиìости соотноøений (13) отно-
ситеëüно упpавëения фоpìуëиpуþтся сëеäуþщиì
обpазоì.

Теоpема 2. Дëя существования упpавëения u,
уäовëетвоpяþщеãо соотноøенияì (13), необхоäи-
ìо и äостато÷но, ÷тобы выпоëняëисü усëовия

∀х ∈ ΓQi (t), äëя котоpых ∇xψi(x, t) ∈ KerВт,

(f1(x, t), ∇xψi(x, t)) + m 0,

t l t0, i ∈ . (14)

Доказатеëüство теоpеìы 2 анаëоãи÷но äоказа-
теëüству теоpеìы 1.

Ввеäеì обозна÷ения: bi(x, t) = Вт•∇xψi —

(m Ѕ 1)-ìеpная вектоp-функöия; αi(x, u, t ) =

= –(f1(x, u, t), ∇xψi) —  — скаëяpная функöия.

Тоãäа с у÷етоì опpеäеëения скаëяpноãо пpоизве-
äения в евкëиäовоì пpостpанстве Rm из (13) поëу÷иì

bij(�)uj m αi(x, u, t),

∀x ∈ ΓQi (t), ∀u ∈ V(t), i ∈ , t l t0, (15)

ãäе bij(�), j ∈ , — коìпоненты функöии bi(�).

Пустü (x, u, t) — все ìножество зна÷ений век-
тоpа u, уäовëетвоpяþщих неpавенству (15) в кажäой
ãpани÷ной то÷ке х ∈ ΓQi (t). Тоãäа пpоизвоëüный

закон упpавëения, обеспе÷иваþщий выпоëнение
заäанной öеëи, ìожно пpеäставитü сëеäуþщиì
обpазоì:

u(x, t) =

Испоëüзуя неpавенство (13), тpебуеìый закон
упpавëения сфоpìиpуеì в анаëити÷ескоì виäе.
Действитеëüно, соãëасно (13) поëу÷иì

(u, βi) m αi ∀x ∈ ΓQi, ∀u ∈ V, i ∈ . (16)

Это неpавенство иìеет ãеоìетpи÷ескуþ интеp-
пpетаöиþ, пpеäставëеннуþ на pис. 2 äëя сëу÷ая
m = 2.

Зäесü bi0 = γibi, γ ∈ R1 — вектоp, уäовëетвоpяþ-

щий усëовиþ (bi0, bi) = γi ||bi ||
2 = αi; Γi — ãипеpпëо-

скостü, оpтоãонаëüная вектоpу bi и pазбиваþщая все

пpостpанство Rm на äва поëупpостpанства U+ и U–,

ãäе U – — ìножество pеøений.

1 χ,

ψi∂

t∂
------

1 χ,

ψi∂

t∂
------

1 χ,

ψi x t,( )∂

t∂
----------------

1 χ,

(Bт∇xψi, u) m – (f1(x, u, t), ∇xψi) + ;

∀x ∈ ΓQi (t), ∀u ∈ V(t), i ∈ , t l t0.

 
ψi∂

t∂
------

1 χ,

max
u ∈ V(t)

ψi x t,( )∂

t∂
----------------

1 χ,

ψi∂

t∂
------

j 1=

m

∑

1 χ,

1 m,

U

∈U(t), пpи x ∈ Q(t)\ΓQ(t);

∈ (x, u, t) пpи x ∈ ΓQ(t).U

1 χ,
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Тоãäа тpебуеìый закон упpавëения иìеет виä

(x, t) = (x, t) + (x, t). (17)

ãäе (x, t) ⊥ (x, t), пpи÷еì

(18)

ãäе (x, t) — пpоизвоëüная вектоp-функöия, ко-
тоpая выбиpается из усëовия

( (�), bi(�)) = 0. (19)

В pезуëüтате поëу÷иì

(x, t) = γi1(x, t)bi(x, t) + (x, t). (20)

Пустü исхоäная систеìа иìеет неëинейнуþ аä-
äитивнуþ зависиìостü по упpавëениþ. Тоãäа не-
pавенство (10) пpиìет виä

(j(u), ∇xψi) m –(f1(x, u, t), ∇xψi) – ,

∀x ∈ ΓQi (t), i ∈ , ∀u ∈ V(t), t l t0. (21)

Анаëоãи÷но пpеäыäущеìу сëу÷аþ ìожно пока-
затü, ÷то ìножество pеøений неpавенства (21) опи-
сывается соотноøениеì

(x, t) = γi1(x, t)•βi(x, t) + (x, t), (22)

ãäе bi = ∇xψi, γi1 и  выбиpаþтся на основе соот-

ноøений, анаëоãи÷ных (18) и (19), a (x, t) =

= j( (x, t), т. е.

(x, t) = j–1[ (x, t)]. (23)

Есëи исхоäная систеìа зависит от упpавëения
неаääитивно, то неpавенство (11) пpеобpазуется к
выpажениþ

(j1(u), Fт(x, u, t)•∇xψi) m – ;

∀x ∈ ΓQi (t), ∀u ∈ V(t), i ∈ , t l t0.

В этоì сëу÷ае äëя описания ìножества pеøений
äанноãо неpавенства поëу÷иì соотноøение

g(x, t) = γi1(x, t)bi + g2(x, t), (x, t) = j1( (x, t)),

ãäе bi = Fт(x, u, t)•∇xψi, αi = – .

Функöии γi и (�) выбиpаþтся анаëоãи÷но
(18), (19).

Дëя синтеза pобастноãо закона pеãуëиpования
воспоëüзуеìся соотноøенияìи (18). Поскоëüку
∀x ∈ ΓQi (t), γi1(�) m γi(x, u, t), ãäе u — пpоизвоëü-
ный эëеìент из V(t), то äоëжно выпоëнятüся не-
pавенство

γi1(�) m γi(х, u, t) = ,

i ∈ . (24)

Есëи γi1(�) выбиpается с у÷етоì (24), то синте-
зиpуеìый закон упpавëения (20) обеспе÷ивает фа-
зовые оãpани÷ения (8) на всеì ìножестве возìу-
щений V(t).

Учет огpаничений
на стpуктуpу pобастного pегулятоpа

Дëя синтеза техни÷ески pеаëизуеìых законов
упpавëения воспоëüзуеìся соотноøенияìи (18), (24).
Дëя опpеäеëенности буäеì pассìатpиватü тоëüко ëи-
нейнуþ зависиìостü систеìы (1) от упpавëения (2).
Пустü техни÷ески pеаëизуеìый закон ищется в виäе

u = Ky, y = Сх, (25)

ãäе у — (l Ѕ 1)-ìеpный вектоp, С — (l Ѕ n)-ìеpная
ìатpиöа.

Матpиöа С пpеäпоëаãается заäанной и выбиpа-
ется с у÷етоì сëожности изìеpения тех иëи иных
кооpäинат вектоpа х.

Тpебуется синтезиpоватü (m Ѕ l)-ìернуþ ìат-
pиöу K, обеспе÷иваþщуþ pеøение поставëенной
заäа÷и.

Пустü ìножество Q(t) заäается с поìощüþ оä-
ной функöии оãpани÷ения

ψ(x, t) = (x, Mx) – q(t) m 0, (26)

ãäе M > 0 — (n Ѕ n)-ìеpная поëожитеëüно опpеäе-
ëенная ìатpиöа, q(t) > 0 — скаëяpная непpеpывно
äиффеpенöиpуеìая функöия.

u u1 u2

u1 u2

(x, t) = γi1(�)•βi(x, t),

γi1(�) m γi(x, u, t) = ,

u1

αi x u t, ,( )

bi  ( )
2

------------------
�

u2

u2

Pис. 2. Геометpическая интеpпpетация неpавенства (16)

u u2

ψi∂

t∂
------

1 χ,

h h2

h2

h

u

u h

ψi∂

t∂
------

1 χ,

g u

ψi∂

t∂
------

g2

min
u ∈ V(t)

 minαi x u t, ,( )

bi x t,( )
2

----------------------------u ∈ V(t)

1 χ,



6 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2013

Обозна÷иì α(x, t) = α(x, u, t).

Тоãäа, есëи тpебуеìая ìатpиöа K существует,
она äоëжна уäовëетворятü с у÷етоì (18), (24) соот-
ноøениþ

KCx = γ1B
т∇xψ,

ãäе γ1 m , ∀x ∈ ΓQ(t), t l t0,

иëи

KCx = 2γ1B
тMx,

ãäе γ1 m , ∀x ∈ ΓQ(t), t l t0. (27)

Отсþäа поëу÷иì сëеäуþщуþ заäа÷у:

тpебуется опpеäеëитü, существует ëи такая äо-
пустиìая скаëяpная функöия γ1(�), уäовëетвоpяþ-
щая неpавенству (27), äëя котоpой

KC = 2γ1В
тМ, ∀x ∈ ΓQ(t), t l t0, (28)

ãäе γ1 = γ1(x, t) в соответствии с неpавенствоì (27)

ìожет пpиниìатü пpоизвоëüное äопустиìое зна÷е-
ние в кажäой то÷ке ãpаниöы ΓQ(t).

Поскоëüку ìатpиöа K äоëжна бытü оäной и той
же äëя всех то÷ек х ∈ ΓQ(t), то äоëжно существо-
ватü такое фиксиpованное зна÷ение , котоpое
уäовëетвоpяет неpавенству

m , ∀x ∈ ΓQ(t)

иëи, ÷то то же саìое,

m = . (29)

Нетpуäно увиäетü, ÷то веëи÷ина > –∞, т. е.
явëяется коне÷ной, и неpавенство (29) pазpеøиìо.
Действитеëüно, неpавенство (29) буäет неpазpеøи-
ìыì тоëüко пpи

= –∞. (30)

Но в сиëу теоpеìы 2 (иëи 1) > 0 пpи
ВтМх = 0, и в сиëу свойств систеìы (1) функöия

(�) явëяется оãpани÷енной на коìпактноì ìно-
жестве. Отсþäа сëеäует невозìожностü pавенства
(30) и, сëеäоватеëüно, pазpеøиìостü (29).

Такиì обpазоì, с у÷етоì (17), (18) поëу÷иì

(�) = K1Cx = 2 BтMx, m . (31)

Поëу÷енное соотноøение обеспе÷ивает жеëае-
ìуþ стpуктуpу синтезиpуеìоãо pеãуëятоpа.

Учет огpаничений на сложность технической 
pеализации pобастного pегулятоpа

Поä сëожностüþ техни÷еской pеаëизаöии pеãу-
ëятоpа пониìается свойство, хаpактеpизуþщее пpо-
öеäуpу фоpìиpования закона pеãуëиpования. Буäеì
с÷итатü, ÷то сëожностü теì боëüøе, ÷еì боëüøе pаз-
ëи÷ных эëеìентов соäеpжит закон pеãуëиpования.

В ÷астности, в ка÷естве пpизнаков сëожности
ìожно воспоëüзоватüся поpяäкоì (pазìеpностüþ)
pеãуëятоpа μ, а также ÷исëоì коìпонент вектоpа
состояния ρ, испоëüзуеìых в законе pеãуëиpования.
О÷евиäно,

μ ∈ , ρ ∈ ,

ãäе m — ÷исëо стоëбöов ìатpиöы В, n — pазìеp-
ностü вектоpа х.

Тоãäа в соответствии с пеpвыì пpизнакоì
упpавëение оãpани÷енной сëожности иìеет виä

а в соответствии со втоpыì

u = • = Kρx.

Заìетиì, ÷то оãpани÷ения на сëожностü техни-
÷еской pеаëизаöии ìожно обеспе÷итü за с÷ет вы-
боpа ìатpиöы М. Есëи М изìенятü неëüзя, то äо-
пустиìая сëожностü обеспе÷ивается за с÷ет выбоpа
соответствуþщеãо закона упpавëения (�).

Так же, как и (�), буäеì синтезиpоватü (�)
в виäе

(�) = K2x. (32)

Поскоëüку  ⊥ , поëу÷иì (K2х, K1Сх) = 0,
∀x ∈ ΓQ, ÷то эквиваëентно pавенству

(K2х, K1Сх) = 0, ∀x ∈ Rn. (33)

Соãëасно (17) (�) = K1Сх+K2х =(K1С+K2)х = Kx.

Пустü K = K0 — ìатpиöа pеãуëятоpа, соответст-
вуþщая äопустиìой сëожности техни÷еской pеа-
ëизаöии. С÷итаеì, ÷то K0 иìеет некотоpуþ заäан-
нуþ фоpìу, связаннуþ со сëожностüþ pеаëизаöии.
Напpиìеp, есëи u-кооpäината xu тpуäноизìеpиìа,
то u-й вектоp-стоëбеö ìатpиöы K0 буäет нуëевыì.

min
u ∈ V(t)

α x t,( )

Bт
∇xψ

2
-------------------

α x t,( )

4 BтMx
2

---------------------

γ1
~

γ1
~ α x t,( )

4 BтMx
2

---------------------

γ1
~ min

u ∈ ΓQ(t)

α x t,( )

4 BтMx
2

--------------------- γ1
*

γ1
*

min
u ∈ ΓQ(t)

α x t,( )

4 BтMx
2

---------------------

α

α

u γ1
~ γ1

~ γ1
*

1 m, 1 n,

u = [u1...uμ0...0]т = • = Kμx,

k11 … k1n

… … …
kμ1 … kμn

0 … 0

… … …
0 … 0

x1

…
xn

m – μ

m – μ

k11 … k1ρ 0 … 0

… … … … … …
km1 … kmρ 0 … 0

n – ρ

x1

…
xn

u2

u1 u2

u2

u2 u1

u
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Обозна÷иì W ìножество ìатpиö K0 заäанной
фоpìы. Тоãäа, есëи K1С + K2 = K0 ∈ W, то (33)
пpиìет виä

(K0 – K1С)х, K1Сх) = ((K1С)т(K0 – K1С)х, х) = 0,

∀x ∈ Rn. (34)

Дëя pеøения äанноãо соотноøения воспоëüзу-
еìся сëеäуþщей теоpеìой.

Теоpема 3. Pавенство (34) выпоëняется тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа ìатpиöа F = (K1C)т(K0 – K1C)
иìеет виä

F = , т. е. Fт = –F, (35)

пpи÷еì коэффиöиенты ϕij, j, i ∈  (i ≠ j) ìоãут

пpиниìатü пpоизвоëüные зна÷ения.
Доказательство. Ввеäеì обозна÷ение

F = (K1C)т(K0 – K1C).

Тоãäа pавенство (34) пpиìет виä

(Fx, x) = 0, ∀x ∈ Rn.

О÷евиäно,

(Fх, х) = ((F + Fт)х, х) = 0, ∀x ∈ Rn.

Поскоëüку (F + Fт) — сиììетpи÷ная ìатpиöа,
то все ее собственные зна÷ения λ1, λ2, ..., λn явëя-

þтся вещественныìи [23]. Тоãäа äëя пpоизвоëüно-

ãо собственноãо вектоpа ei, i ∈ , äëя котоpоãо

(F + Fт)ei = λiei,

поëу÷иì

((F + Fт)ei, ei) = λi ||ei ||
2 = 0,

так как ||ei|| ≠ 0, то λi = 0, ∀i ∈ .

Соãëасно pаботаì [23, 24] пpоизвоëüнуþ сиì-
ìетpи÷нуþ ìатpиöу ìожно пpеäставитü в виäе

F + Fт = SтLS

ãäе S — оpтоãонаëüная ìатpиöа (т. е. SSт = 0n, n —
нуëевая ìатpиöа); L — äиаãонаëüная ìатpиöа, состоя-

щая из собственных зна÷ений λi ìатpиöы (F + Fт).

Поскоëüку λi = 0, ∀i ∈ , то L = 0n, n. Тоãäа

F + Fт = Sт•0n, n•S = 0n, n.

Откуäа сëеäует, ÷то F = –Fт, а F иìеет виä (35).
Что и тpебоваëосü äоказатü.
Доказатеëüство обpатноãо утвеpжäения о÷евиäно.
Отсþäа поëу÷иì

(K1C)тK0 = F + (K1C)т(K1C)

иëи

2 MBK0 = Φ + 4 MBBтM, m . (36)

Тоãäа äëя синтеза pобастноãо pеãуëятоpа с за-
äанной сëожностüþ техни÷еской pеаëизаöии тpе-
буется, ÷тобы существоваëа ìатpиöа F виäа (35),
äëя котоpой уpавнение (36) быëо бы pазpеøиìо
относитеëüно жеëаеìой ìатpиöы K0 ∈ Ω.

Действитеëüно, пустü необхоäиìо синтезиpо-
ватü pеãуëятоp по äвуì заäанныì пpизнакаì сëож-
ности μ и ρ. Тоãäа u ìожно преäставитü в виäе

u = K0x = • =

= x, (37)

ãäе 0m – μ, ρ, 0μ, n – ρ, 0m – μ, n – ρ — нуëевые ìатpиöы

соответствуþщих pазìеpностей.

Обозна÷иì = K1С — (m Ѕ n)-ìеpная ìатpиöа.

Пpеäставиì  в бëо÷ноì виäе:

= , = .

Тоãäа уpавнение (35) пpеобpазуется к сëеäуþ-
щеìу соотноøениþ:

(K0 – ) =

= • –  = 

=  – = F, (38)

ãäе K1 = , = ; =  =

= .

0 ϕ12 . ϕ1n

ϕ12– 0 . ϕ1n

. . . .

ϕ1n– ϕ1n– . 0

1 n,

1
2
--

1 n,

1 n,

1 n,

γ1
~ γ1

2~ γ1
~ γ1

*

k11 … k1ρ 0 … 0

… … … … … …
kμ1 … kμρ 0 … 0

0 … 0 0 … 0

… … … … … …
0 … 0 0 … 0

n – ρ

m – μ

x1

…
xn

Kμρ 0μ n ρ–,

0m μ– ρ, 0m μ– n ρ–,

K1
^

K1
^

K1
т^ K11 K12

K21 K22

m – μμ

ρ

n – ρ

^ ^

^ ^
K1

т^ K11
т K12

т

K21
т K22

т

^ ^

^ ^

K1
т^ K1

^

K11 K12

K21 K22

^ ^

^ ^
 

⎝
⎜
⎜
⎜
⎛

Kμρ 0μ n ρ–,

0m μ– ρ, 0m μ– n ρ–,

K11
т K12

т
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Линейное ìатpи÷ное уpавнение (38) буäет pаз-
pеøиìыì относитеëüно Kμρ, есëи существует со-
ответствуþщая ей пpоизвоëüно выбиpаеìая косо-
сиììетpи÷ная ìатpиöа F.

Дëя пpовеpки pазpеøиìости (38) относитеëüно
Kμρ, а также непосpеäственно äëя опpеäеëения Kμρ

ìожно воспоëüзоватüся сëеäуþщиì фактоì. По-
скоëüку соãëасно (35): F + Fт = 0n, n, то с у÷етоì
(38) поëу÷иì

F + Fт =  –  +

+  – =

= = 0n,n.

Отсþäа сëеäует, ÷то необхоäиìыì усëовиеì
pазpеøиìости уpавнения (38) относитеëüно ìат-
pиöы Kμρ (т. е. усëовиеì существования техни÷е-
ски pеаëизуеìоãо pеãуëятоpа по äвуì пpизнакаì
сëожности) явëяется соотноøение

=  + = 0n – ρ, n – ρ. (39)

Пpи выпоëнении усëовия (39) ìатpиöа Kμρ оп-
pеäеëяется из ëинейных уpавнений

(40)

pазpеøиìостü котоpых явëяется äостато÷ныì ус-
ëовиеì существования техни÷ески pеаëизуеìоãо
pеãуëятоpа тpебуеìой сëожности.

На pазpеøиìостü соотноøений (39), (40) в äоста-
то÷но общеì сëу÷ае ìожно вëиятü поäбоpоì соот-
ветствуþщих фазовых оãpани÷ений (8), (26) (в ÷а-
стности, за с÷ет ваpиаöии поëожитеëüно опpеäе-
ëенной ìатpиöы М).

Заключение

Pассìотpенный в pаботе ìетоä синтеза на основе
кpаевых усëовий Ляпунова позвоëяет опpеäеëятü
анаëити÷еское выpажение закона упpавëения, обес-
пе÷иваþщеãо заäанные фазовые оãpани÷ения. Пpи
äействии на систеìу неконтpоëиpуеìых возìуще-
ний осуществëяется анаëити÷еский синтез pобаст-
ноãо упpавëения. Метоä позвоëяет также у÷итыватü

оãpани÷ения на стpуктуpу упpавëения и сëожностü
еãо техни÷еской pеаëизаöии. Пpи этоì поëу÷ен-
ные анаëити÷еские выpажения спpавеäëивы пpи
усëовии pазpеøиìости кpаевых усëовий Ляпунова.
Метоä эффективен как äëя ëинейных, так и äëя
неëинейных систеì упpавëения.
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Исследование влияния 
положительных обpатных связей 

на pобастные свойства систем 
автоматического упpавления 

с pегулятоpами состояния1

Введение

Вопpос опpеäеëения зоны pобастности систеìы
автоìати÷ескоãо упpавëения, т. е. пpеäеëов, в кото-
pых систеìа сохpаняет свои ка÷ества пpи ваpиаöии
собственных паpаìетpов, явëяется оäниì из осно-
вопоëаãаþщих в теоpии и пpактике автоìати÷е-
скоãо упpавëения.

Пpовеäенные pанее иссëеäования [1—3] позво-
ëиëи установитü, ÷то появëение поëожитеëüных
обpатных связей (ОС) по кооpäинатаì состояния
объекта упpавëения (ОУ) (pис. 1, а) ìожет пpиво-
äитü к существенноìу ухуäøениþ pобастных свойств
синтезиpуеìых САУ. Пpеäëожена ìетоäика опpе-
äеëения соответствуþщих обëастей поëожитеëü-
ных и отpиöатеëüных коэффиöиентов pеãуëятоpа
состояния (PC), котоpые обpазуþтся пpи ваpиаöи-
ях теìпа наpастания пеpехоäной хаpактеpистики
САУ (hΩ1(t), ..., hΩ4(t), pис. 1, б) путеì изìенения
зна÷ения сpеäнеãеоìетpи÷ескоãо коpня (СГК) ха-
pактеpисти÷ескоãо поëиноìа (ХП) заäанноãо виäа
(Бессеëя, Нüþтона, Баттеpвоpта и äp.). Геоìетpия
таких обëастей существенно зависит от исхоäноãо
pаспpеäеëения нуëей и поëþсов, а также от стpук-
туpы упpавëяеìоãо объекта. Пpи синтезе САУ с PC
äëя ãаpантии обеспе÷ения паpаìетpи÷еской ãpубости

pекоìенäовано pаспоëаãатü их äинаìи÷еские хаpак-
теpистики за пpеäеëаìи обëастей поëожитеëüных
коэффиöиентов ОС, ÷то наибоëее пpосто pеаëизу-
ется соответствуþщиì выбоpоì зна÷ения СГК ХП.

Оäнако äетаëüные иссëеäования особенностей
pаботы САУ с PC в так называеìых "зонах pиска"
с поëожитеëüныìи ОС по кооpäинатаì состояния
объекта не пpовоäиëи. Тотаëüнуþ оöенку вëияния
ваpиаöий всех паpаìетpов ОУ на äинаìи÷еские ха-
pактеpистики САУ с поëожитеëüныìи ОС не вы-
поëняëи. Анаëиз возìожностей pаботы синтези-
pуеìых систеì в таких зонах äëя pеаëüных усëовий
их экспëуатаöии не осуществëяëи.

Пpи этоì важно отìетитü, ÷то обëасти поëожи-
теëüных ОС ("зоны pиска") САУ обы÷но оказыва-
þтся существенно øиpе обëастей отpиöатеëüных
ОС ("зон pобастности") (pис. 1, б).

Как сëеäствие, иìеþщиеся pезеpвы обеспе÷ения
коìпëекса заäанных показатеëей ка÷ества САУ
(быстpоäействия, то÷ности, поìехозащищенности,
энеpãозатpат, паpаìетpи÷еской ãpубости и äp.) пpи
выпоëнении жесткоãо тpебования отсутствия по-
ëожитеëüных ОС pеãуëятоpа ìоãут оказатüся в
конкpетных сëу÷аях неäоиспоëüзованныìи. А pе-
коìенäуеìое äëя выхоäа из "зоны pиска" увеëи÷е-
ние СГК ХП ìожет пpивести к необоснованноìу

Pассматpиваются особенности pаботы систем авто-
матического упpавления пpи наличии положительных об-
pатных связей по кооpдинатам состояния минимально-фа-
зового объекта с нестабильными паpаметpами. Оценива-
ются возможности pаботы в этих условиях и выявляются
pезеpвы САУ для достижения комплекса заданных показа-
телей качества пpи ваpиациях паpаметpов. Пpедлагается
методика опpеделения областей pобастной устойчивости,
основанная на пpименении вектоpно-матpичного и стpук-
туpного пpедставления САУ.

Ключевые слова: система автоматического упpавления,
pегулятоp состояния, зона pобастности, нули и полюсы,
области устойчивости, ваpиации паpаметpов

 1 Pабота выпоëнена в pаìках ãpанта Пpезиäента PФ по ãо-
суäаpственной поääеpжке веäущих нау÷ных øкоë PФ в обëасти
техни÷еских наук № НШ1559.2012.8.

Pис. 1. Общий вид САУ на базе PC (а) и пpедставление областей
отpицательных (заштpихованы) и положительных ОС (б)
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завыøениþ быстpоäействия и энеpãети÷еских за-
тpат на упpавëение синтезиpуеìой САУ.

Кpоìе тоãо, как показано в pаботах [2, 3], äëя
объектов опpеäеëенной стpуктуpы с небëаãопpият-
ныì pаспоëожениеì нуëей и поëþсов невозìожно
обеспе÷итü упpавëение кооpäинатаìи состояния
пpи отсутствии поëожитеëüных ОС.

Все это äеëает актуаëüныì боëее äетаëüное иссëе-
äование вëияния поëожитеëüных ОС на pобастные
свойства САУ и изу÷ение особенностей их функöио-
ниpования в соответствуþщих "зонах pиска".

Иссëеäование стpоится по инäуктивноìу пpин-
öипу, коãäа ÷астные анаëити÷еские pезуëüтаты
упpавëения объектаìи низкоãо поpяäка pаспpо-
стpаняþтся на боëее сëожные систеìы и поäкpеп-
ëяþтся соответствуþщиìи pезуëüтатаìи äетаëизи-
pованных вы÷исëитеëüных экспеpиìентов. В ос-
нове синтеза PC ëежат ìетоäы теоpии ìоäаëüноãо
упpавëения.

Постановка задачи

Поставиì заäа÷у установëения взаиìосвязи pаз-
ìеpов обëастей устой÷ивости pазëи÷ных типов САУ
на базе ìоäаëüных PC (по ìеpе повыøения их
сëожности) пpи наëи÷ии оäной иëи нескоëüких
поëожитеëüных ОС по кооpäинатаì состояния ìи-
ниìаëüно-фазовоãо объекта с äиапазонаìи ваpиа-
öий еãо внутpенних паpаìетpов.

Выпоëниì анаëиз обëастей pобастной устой÷и-
вости САУ в "зонах pиска". На основе обобщения
поëу÷енных pезуëüтатов попытаеìся ответитü на
вопpосы о возìожности и öеëесообpазности pаботы
систеì в этих усëовиях, а также выpаботатü соот-
ветствуþщие pекоìенäаöии по обеспе÷ениþ усëо-
вий успеøноãо функöиониpования САУ.

Особенности модального упpавления объектами 
пеpвого поpядка с нестабильными паpаметpами

Иссëеäуеì возìожности ìоäаëüноãо упpавëения
неìиниìаëüно-фазовыì ОУ с пеpеäато÷ной функ-
öией (ПФ) общеãо виäа:

Hо(s) = = = γ, (1)

ãäе A(s) и B(s) — соответственно ХП и поëиноì воз-
äействия; s — коìпëексная пеpеìенная Лапëаса;
а0 и b0 — поëожитеëüные коэффиöиенты; γ —

ваpüиpуеìый поëожитеëüный паpаìетp (коэффи-
öиент пеpеäа÷и).

ОУ (1) иìеет оäин ноëü и оäин поëþс. Заäа÷ей
контуpа ОС с коэффиöиентоì пеpеäа÷и k явëяется
фоpìиpование жеëаеìоãо ХП виäа D(s) = s + d0. Пpи
этоì коэффиöиент ОС опpеäеëяется по фоpìуëе

k = . (2)

Pассìотpиì äва ваpианта объекта (ОУ1, ОУ2),
у пеpвоãо из котоpых ноëü боëüøе поëþса (b0 = 1,
а0 = 2), а у втоpоãо поëþс оказывается боëüøе нуëя
(а0 = 1, b0 = 2). В обоих ваpиантах исхоäное зна-
÷ение паpаìетpа γ = 1.

Есëи pуковоäствоватüся pекоìенäаöияìи pабот
[1—3] и pаспоëаãатü поëþс заìкнутой САУ ìежäу
нуëеì и поëþсоì объекта, пpиняв, напpиìеp,
d0 = 1,5, то в обоих ваpиантах систеì (САУ1, САУ2)
поëу÷аеì соãëасно (2) отpиöатеëüные ОС с оäина-
ковыì коэффиöиентоì k = –1, свиäетеëüствуþщиì
о нахожäении систеì в "зоне pобастности". Пpи
этоì фоpìиpуþтся сëеäуþщие выpажения их ха-
pактеpисти÷еских уpавнений, записанных относи-
теëüно ваpüиpуеìоãо паpаìетpа γ:
� äëя САУ1 s(1 + γ) + (2 + γ) = 0;
� äëя САУ2 s(1 + γ) + (1 + 2γ) = 0.

Из анаëиза пpивеäенных уpавнений сëеäует, ÷то
оба ваpианта САУ с отpиöатеëüныìи ОС сохpаняþт
устой÷ивостü пpи ëþбых зна÷ениях ваpüиpуеìоãо
паpаìетpа γ > 0.

Пеpеìестиì иссëеäуеìые систеìы в "зону pиска",
заäав, напpиìеp, зна÷ение d0 = 10. Соãëасно (2)
это ìожет бытü обеспе÷ено ëиøü поëожитеëüныìи
зна÷енияìи коэффиöиентов ОС: k = 8/9 äëя САУ1
и k = 9/8 äëя САУ2. Пpи этоì поëу÷аеì сëеäуþ-
щие выpажения соответствуþщих хаpактеpисти÷е-
ских уpавнений:
� äëя САУ1 s(9 – 8γ) + (18 – 8γ) = 0;
� äëя САУ2 s(8 – 9γ) + (8 – 18γ) = 0.

Их анаëиз показывает, ÷то обëасти pобастной
устой÷ивости и повеäение синтезиpованных сис-
теì с поëожитеëüныìи ОС пpи ваpиаöиях γ суще-
ственно изìениëисü: в äиапазоне 1,125 < γ < 2,25
оказывается неустой÷ивой САУ1, а в äиапазоне
0,44 < γ < 0,89 теpяет устой÷ивостü САУ2. Иныìи
сëоваìи, äаже относитеëüно небоëüøое повыøение
коэффиöиента пеpеäа÷и ОУ1 и еãо незна÷итеëüное
уìенüøение в ОУ2 пpивоäят к потеpе pаботоспо-
собности синтезиpованных САУ, изна÷аëüно pаз-
ìещенных в "зоне pиска". Теì не ìенее, оба ваpи-
анта САУ наäежно сохpаняþт свои pобастные
свойства пpи оäностоpонних изìенениях γ относи-
теëüно pас÷етноãо зна÷ения: в напpавëении уìенü-
øения — äëя САУ1 и в напpавëении повыøения —
äëя САУ2.

Поëу÷енные pезуëüтаты, относящиеся к упpав-
ëениþ äостато÷но пpостыì интеãpоäиффеpенöи-
pуþщиì ОУ пеpвоãо поpяäка, позвоëяþт, теì не
ìенее, сäеëатü важные набëþäения и вывоäы, ко-
тоpые впоëне ìоãут бытü pаспpостpанены на боëее
сëожные ваpианты САУ:
� появëение поëожитеëüной ОС пpивоäит к ска÷-

кообpазныì изìененияì pобастных свойств
синтезиpуеìой систеìы, ÷то ìожно объяснитü
соответствуþщиì ска÷кообpазныì увеëи÷ениеì
фазовоãо сäвиãа сиãнаëов äо –180° в контуpе
упpавëения, анаëоãи÷ноãо таковоìу äëя äвух
посëеäоватеëüно вкëþ÷енных интеãpатоpов;

y s( )
u s( )
------- B s( )

A s( )
--------

s b0+

s a0+
----------

d0 a0–

γ d0 b0–( )
-------------------
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� повеäение САУ с поëожитеëüной ОС пpи ваpиа-
öиях внутpенних паpаìетpов становится боëее
сëожныì, äаже пpи упpавëении объектоì низ-
коãо поpяäка, и пpоãнозиpуется ëиøü путеì äе-
таëизиpованноãо иссëеäования ìоäеëи синтези-
pуеìой систеìы;

� ìожно äопуститü функöиониpование САУ в
"зонах pиска" (с поëожитеëüныìи ОС), есëи ãа-
pантиpуется, ÷то ваpиаöии нестабиëüных паpа-
ìетpов в саìых небëаãопpиятных со÷етаниях не
выйäут за ãpаниöы соответствуþщих обëастей
pобастной устой÷ивости.

Pассìотpиì, как пpоявëяþтся эти законоìеpно-
сти пpи упpавëении состояниеì боëее сëожных ОУ.

Особенности упpавления состоянием объектов 
втоpого поpядка с нестабильными паpаметpами

Буäеì иссëеäоватü возìожности упpавëения
объектоì с пеpеäато÷ной функöией общеãо виäа

Hо(s) = = , (3)

ãäе b0, b1, a0, a1 — поëожитеëüные коэффиöиенты,

котоpые ìоãут изìенятüся в пpоöессе pаботы.

Стpуктуpа ОУ соответствует канони÷еской фоp-
ìе набëþäаеìости (КФН) (pис. 2), котоpая äает
соãëасно pаботаì [2, 3] наибоëее сëожный (сеãìен-
тиpованный) виä "зоны pобастности", показанный
на pис. 1, б.

Дëя конкpетности пpиìеì сëеäуþщие исхоä-
ные (ноìинаëüные) зна÷ения паpаìетpов объекта
(обозна÷иì еãо ОУ3): b0 = 5, b1 = 1, а0 = 6, a1 = 5.

Пpи упpавëении кооpäинатаìи состояния х1 и х2
фоpìиpуется сëеäуþщий виä ХП в фоpìе Нüþтона:
D(s) = (s + Ω0)

2, ãäе Ω0 — сpеäнеãеоìетpи÷еский
коpенü. "Зона pобастности" заìкнутой САУ, обусëов-
ëенная наëи÷иеì отpиöатеëüных ОС с соответст-
вуþщиìи коэффиöиентаìи k1 и k2, pаспоëожена в
пpеäеëах зна÷ений Ω0 ∈ (2,55; 2,6) ∪ (5,0; 7,45) с–1.
Вхоä-выхоäная пеpеäато÷ная функöия синтези-
pуеìой систеìы пpиобpетает сëеäуþщий виä:

H(s) = =

= .

Из ее анаëиза сëеäует, ÷то поëожитеëüные зна-
÷ения коэффиöиентов ХП и, как сëеäствие, устой-
÷ивостü САУ в сëу÷ае отpиöатеëüных зна÷ений k1
и k2 обеспе÷иваþтся пpи выпоëнении усëовия

a0 – b0k2 – k1(a1b0 – a0b1) > 0. (4)

Оно с хоpоøиì "запасоì" выпоëняется пpи pас-
÷етных паpаìетpах ОУ и äопускает äостато÷но
боëüøие откëонения от их ноìинаëüных зна÷ений.

В тех сëу÷аях, коãäа коэффиöиенты ОС пpини-
ìаþт поëожитеëüные зна÷ения, указанное усëовие
устой÷ивости äопоëняется ãоpазäо боëее "жесткиì"
соотноøениеì

a1 – b0k1 – b1k2 > 0, (5)

котоpое существенно оãpани÷ивает возìожные ва-
pиаöии паpаìетpов ОУ.

Есëи заäаватü pазëи÷ные теìпы пеpехоäных
пpоöессов, изìеняя зна÷ение СГК Ω0 и pаспоëаãая
синтезиpуеìуþ САУ в "зонах pиска" и "зонах pоба-
стности", то поëу÷аеì соответствуþщие зна÷ения
коэффиöиентов ОС (табë. 1) и конкpетные ÷исëовые
выpажения необхоäиìых и äостато÷ных усëовий
устой÷ивости (4), (5) систеìы исхоäя из тpебова-
ния поëожитеëüности коэффиöиентов ХП.

Анаëиз поëу÷енных соотноøений позвоëяет ус-
тановитü, ÷то пpи ìоäаëüноì упpавëении ОУ вто-
pоãо поpяäка в усëовиях паpаìетpи÷еских возìуще-
ний набëþäаþтся те же законоìеpности, котоpые
быëи выявëены пpи иссëеäовании САУ пеpвоãо
поpяäка. Появëение поëожитеëüных ОС зäесü также
пpивоäит к ска÷кообpазноìу ухуäøениþ pобастных
свойств синтезиpуеìой САУ и усëожнениþ усëо-
вий pобастной устой÷ивости. Пpи этоì äетаëизи-
pованный анаëиз этих усëовий становится боëее
затpуäнитеëüныì. Допустиìые по усëовияì устой-
÷ивости ваpиаöии паpаìетpов ОУ в "зонах pиска"
снижаþтся и становятся существенно зависиìыìи
от теìпа пеpехоäных пpоöессов САУ заäаваеìоãо
СГК Ω0. Особенно высокая ÷увствитеëüностü сис-
теìы к ваpиаöияì паpаìетpов ОУ набëþäается пpи
ìаëых зна÷ениях Ω0.

B s( )
A s( )
--------

b1s b0+

s
2

a1s a0+ +
------------------------

y s( )
yз s( )
---------

b
1
s b

0
+

s
2

s a
1

b
0
k
1

– b
1
k
2

–( ) a
0

b
0
k
2

– b
1
a
0
k
1

a
1
b
0
k
1

–+( )+ +
------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Табëиöа 1

Результаты синтеза САУ при вариациях СГК W0 ХП Ньютона

Коэффи-
öиенты 

ОС

Зна÷ение СГК Ω0, с
–1

äëя САУ
с ОУ3

äëя САУ 
с ОУ4

0,20 2,57 3,80 6,22 10,00 3,80

k1 2,84 –0,016 –0,76 –0,75 3,167 –3,88
k2 –9,6 –0,061 1,20 –3,68 –30,83 8,40

Pис. 2. Стpуктуpная схема объекта упpавления в КФН
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Поëу÷енные соотноøения позвоëяþт установитü,
÷то пpи опpеäеëенных усëовиях впоëне ìожет обес-
пе÷иватüся стабиëüная pабота САУ в "зонах pиска".
Напpиìеp, пpи Ω0 = 0,2 с–1 и Ω0 = 10 с–1 увеëи-
÷ение коэффиöиентов b1 и a0 не вызывает наpуøе-
ний pаботоспособности, так же как увеëи÷ение а1
и уìенüøение b1 пpи Ω0 = 3,8 с–1. В то же вpеìя
пpоявëяþтся и те паpаìетpы, ваpиаöии котоpых
кpайне небëаãопpиятно сказываþтся на pаботе
САУ, напpиìеp b0.

Как быëо показано в pаботах [2, 3], в тех сëу÷аях,
коãäа ноëü объекта pаспоëаãается ìежäу äвуìя по-
ëþсаìи, упpавëение еãо кооpäинатаìи состояния
ìожет обеспе÷иватüся тоëüко пpи наëи÷ии поëожи-
теëüных ОС. Такие САУ вынужäены pаботатü, посто-
янно нахоäясü в соответствуþщих "зонах pиска".

Так, есëи изìенитü оäин из паpаìетpов (3), пpи-
няв b1 = 2, и обозна÷итü такой объект как ОУ4, то
поëу÷аеì зна÷ения коэффиöиентов ОС САУ, пpи-
веäенные в табë. 1. Возникаþщие пpи этоì усëовия
устой÷ивости пpинöипиаëüно не отëи÷аþтся от та-
ковых äëя САУ с ОУЗ в "зонах pиска", ÷то опpеäе-
ëяет возìожностü успеøноãо упpавëения пpи их
ãаpантиpованноì собëþäении.

В боëее наãëяäной ãpафи÷еской фоpìе обëасти
собëþäения иëи наpуøения усëовий pобастной ус-
той÷ивости САУ пpи опpеäеëенных ваpиаöиях паpа-
ìетpов ОУ ìоãут бытü пpеäставëены в виäе поëно-
ãо набоpа се÷ений соответствуþщих ìноãоìеpных
обëастей их состояний pазëи÷ныìи пëоскостяìи,
фоpìиpуеìыìи попаpныìи изìененияìи этих па-

pаìетpов относитеëüно исхоäных зна÷ений. Пpи-
ìеpы таких се÷ений (а0, b1 и а1, b1), постpоенных
äëя САУ с ОУ3 пpи Ω0 = 2,57 с–1 и Ω0 = 3,8 с–1,
пpивеäены на pис. 3, а, б, ãäе то÷каìи обозна÷ены
обëасти устой÷ивости САУ, тpеуãоëüникаìи — об-
ëасти неустой÷ивости, а звезäо÷каìи отìе÷ены ис-
хоäные (ноìинаëüные) зна÷ения ваpüиpуеìых па-
pаìетpов.

Сpавнитеëüный анаëиз сеìейств таких се÷ений,
постpоенных äëя САУ с отpиöатеëüныìи и поëо-
житеëüныìи ОС, показывает, ÷то äаже небоëüøие
ваpиаöии СГК Ω0 ìоãут пpивоäитü к существенныì
изìененияì ее свойств, связанныì с пеpехоäоì
систеìы из "зоны pобастности" в "зону pиска".

В то же вpеìя боëее äетаëüное иссëеäование се-
÷ений обëастей состояний САУ с поëожитеëüныìи
ОС позвоëяет выявитü возìожности устой÷ивой
pаботы в äостато÷но øиpоких пpеäеëах изìенения
паpаìетpов ОУ. Напpиìеp, ìоãут бытü äопущены
ëþбые со÷етания äвукpатных ваpиаöий паpаìет-
pов а1, a0 и b0, есëи ãаpантиpуется искëþ÷ение бо-
ëее ÷еì äвукpатноãо увеëи÷ения паpаìетpа b1 (в от-
кëонениях от исхоäных зна÷ений, пpинятых пpи
синтезе PC).

Пpи необхоäиìости поëу÷енные теоpети÷еские
pезуëüтаты ìоãут бытü пpовеpены и поäтвеpжäены
÷исëенныì ìоäеëиpованиеì соответствуþщих ва-
pиантов САУ.

Попытаеìся pазвитü пpеäëоженные поäхоäы
пpи иссëеäовании особенностей pобастноãо упpав-
ëения pаспpостpаненныìи типовыìи ОУ боëее
сëожной стpуктуpы и высокоãо поpяäка.

Модальное упpавление состоянием 
двухмассовой электpомеханической системы

Иссëеäуеì особенности упpавëения состояниеì
типи÷ной äвухìассовой эëектpоìехани÷еской сис-
теìы (ЭМС) с вязкоупpуãой кинеìати÷еской пеpе-
äа÷ей [5]. Ее функöионаëüная и стpуктуpная схеìы
пpивеäены соответственно на pис. 4, а, б, ãäе СП —
сиëовой пpеобpазоватеëü; ЭД — эëектpоäвиãатеëü;
PО — pабо÷ий оpãан; КП — кинеìати÷еская пеpе-
äа÷а; u, U — упpавëяþщее и выхоäное напpяжение
СП; I — ток якоpной öепи ЭД; М, Му — эëектpо-
ìаãнитный ìоìент ЭД и ìоìент упpуãости КП;
Ω1, Ω2 — уãëовые скоpости пеpвой и втоpой ìасс;
С — констpуктивный паpаìетp ЭД; Та, Ra — по-
стоянная вpеìени и сопpотивëение якоpной öепи
ЭД; J1, J2 — ìоìенты инеpöии пеpвой и втоpой
ìасс; С12 — коэффиöиент жесткости КП; Kä, Kт —
коэффиöиенты тpения; Kсп — коэффиöиент пеpе-
äа÷и СП, пpинятоãо безынеpöионныì.

Исхоäные паpаìетpы ЭМС пpеäставëены в
табë. 2. В äанноì сëу÷ае наиìенее стабиëüныìи с÷и-
таþтся паpаìетpы ìехани÷еской ÷асти: С12 и J2.

Соответствуþщие ìатpиöы А, В и С (сì. pис. 1, а)
описания äанноãо объекта в кооpäинатах состояния

Pис. 3. Сечения многомеpных областей состояний САУ с ОУ3

пpи W0 = 2,57 с–1 (а) и W0 = 3,8 с–1 (б)
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х1 = I, х2 = Ω1, х3 = Mу, x4 = Ω2 = y пpи ноìинаëü-
ных зна÷ениях паpаìетpов пpиниìаþт виä

А = ; B = ; C = [0001].

Пеpеäато÷ная функöия ОУ от вхоäа к выхоäу
опpеäеëяется выpажениеì

H(s) =

=  = .

ОУ иìеет оäин ноëü и ÷етыpе поëþса. Усëовия
pобастности (фоpìиpование отpиöатеëüных обpат-
ных связей) систеìы упpавëения äанныì объектоì

с безынеpöионныì PC выпоëняþт-
ся в обëасти зна÷ений СГК хаpакте-
pисти÷ескоãо поëиноìа Нüþтона
Ω0 ∈ (3,86; 4,28) ∪ (7,29; 12,58) с–1.

Достато÷но высокий поpяäок САУ
не позвоëяет поëу÷итü анаëити÷е-
ские соотноøения äëя иссëеäования
обëастей ее pобастной устой÷иво-
сти, ÷то опpеäеëяет необхоäиìостü
пpовеäения ÷исëенных pас÷етов.

Дëя поëу÷ения наибоëее наãëяä-
ноãо пpеäставëения о состояниях
синтезиpованной систеìы пpи pаз-
ëи÷ных ваpиаöиях нестабиëüных
паpаìетpов быëа pазpаботана спе-
öиаëüная ìетоäика вы÷исëитеëüных
экспеpиìентов, состоящая в сëе-
äуþщеì.

В сpеäе ìоäеëиpования Simulink
пpоãpаììноãо коìпëекса (ПК)

MATLAB фоpìиpуется стpуктуpная ìоäеëü иссëе-
äуеìой систеìы. В сpеäе ãpафи÷ескоãо поëüзова-
теëüскоãо интеpфейса (GUI) ПК MATLAB заäается
иìя иссëеäуеìой ìоäеëи, назна÷аþтся ваpüиpуе-
ìые паpаìетpы, устанавëиваþтся исхоäное зна÷е-
ние, øаã и äиапазон изìенения кажäоãо из них.
Дëя пеpеäа÷и зна÷ений паpаìетpов звенüев в сpеäу
Simulink испоëüзуется pабо÷ая обëастü (Workspace)
ПК MATLAB, а äëя напоëнения pабо÷ей обëасти ис-
поëüзуется соответствуþщая функöия assignin(ws,
var, val). Иссëеäуеìая ìоäеëü САУ в Simulink "из-
вëекает" зна÷ения пеpеìенных паpаìетpов из pа-
бо÷ей обëасти и "поäставëяет" их в соответствуþ-
щие бëоки (звенüя) стpуктуpной схеìы.

Изìенение ваpüиpуеìых паpаìетpов осуществëя-
ется встpоенной функöией funk() упpавëяþщей пpо-
ãpаììы, pеаëизуþщей аëãоpитì поëноãо пеpебоpа в
соответствии с установëенной сеткой зна÷ений.

Испоëüзование встpоенной в MATLAB функöии
[num, den] = linmod(‘sys’) позвоëяет опpеäеëитü по-
ëиноìы ÷исëитеëя (num) и знаìенатеëя (den) пеpе-
äато÷ной функöии иссëеäуеìой ìоäеëи (‘sys’) от
заäанноãо вхоäа к заäанноìу выхоäу.

Посëе этоãо вызывается функöия оöенки ус-
той÷ивости аëãебpаи÷ескиì ìетоäоì Гуpвиöа
ustoicivost_gurvitz(), фоpìиpуþтся обëасти состоя-
ний САУ, котоpые наãëяäно отpажаþтся в виäе,
пpеäставëенноì на pис. 3, в сpеäе ãpафи÷ескоãо
поëüзоватеëüскоãо интеpфейса.

Указанная ìетоäика ÷исëенных pас÷етов pеаëи-
зована соответствуþщей автоpской пpоãpаììой
"Skyeyes", поëностüþ интеãpиpованной в сpеäу ПК
MATLAB и внесенной в ãосуäаpственный Pеестp
пpоãpаìì äëя ЭВМ [6].

Испоëüзуя возìожности новой ìетоäики и оpи-
ентиpуясü на выявëенные выøе обëасти отpиöа-
теëüных и поëожитеëüных ОС, иссëеäуеì особен-
ности упpавëения pазëи÷ныìи ваpиантаìи ЭМС
(табë. 3), поëу÷енныìи путеì ваpиаöий исхоäных
зна÷ений СГК Ω0 ХП Нüþтона.

2– 0,016– 0 0

2 0,5– 2– 0,5

0 1,5 0 1,5–

0 0,294 1,177 5,588–

2,244

0

0

0

Табëиöа 2

Начальные параметры двухмассовой
электромеханической системы

Kсп Rа, Оì T
а
, с C, Вб

J1 J2 C12, 

Н•ì

Kä Kт

кã•ì2 кã•ì2/с

22 3,15 0,5 0,16 0,5 0,85 1,5 0,25 4,5

Ω2 s( )

u s( )
----------- 1,32s 7,92–

s
4

8,088s
3

19,62s
2

30,89s 31,82+ + + +
----------------------------------------------------------------------------

Табëиöа 3

Варианты ЭМС, синтезированные
для различных значений СГК W0 ХП Ньютона

Коэффи-
öиенты ОС

Зна÷ение СГК Ω0, с
–1

3,0 4,0 5,79 10,0 14,0

k1 –1,74 –3,53 –6,72 –14,22 –21,35
k2 –2,35 –6,29 –20,00 –86,03 –192,67
k3 7,09 –0,89 –20,82 –141,76 317,27
k4 –27,88 –2,14 6,05 –470,45 –5982,65

Pис. 4. Функциональная (а) и стpуктуpная (б) схемы двухмассовой электpомехани-
ческой системы
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Новые возìожности иссëеäований с испоëüзова-
ниеì поëноãо пеpебоpа зна÷ений паpаìетpов САУ
пpи высокой наãëяäности отобpажения обëастей
pобастной устой÷ивости позвоëяþт относитеëüно
ëеãко выявитü их наибоëее опасные ваpиаöии и не-
бëаãопpиятные со÷етания.

Так, äëя pассìатpиваеìой ЭМС наиìенüøие
запасы устой÷ивости обеспе÷иваþтся пpи оäновpе-
ìенноì увеëи÷ении паpаìетpов ìехани÷еской ÷асти
С12 и J2. Набëþäается хаpактеpное ска÷кообpазное
ухуäøение pобастных свойств пpи появëении по-
ëожитеëüных ОС, котоpые ìоãут бытü вызваны äаже
небоëüøиìи изìененияìи СГК Ω0 и, соответствен-
но, незна÷итеëüныìи ваpиаöияìи äинаìи÷еских
хаpактеpистик, заäаваеìых в ка÷естве жеëаеìых
пpи синтезе САУ. Это наãëяäно иëëþстpиpуþт со-
ответствуþщие обëасти pобастной устой÷ивости
САУ, пpивеäенные на pис. 5, а, в и pис. 6, а. Их äо-
поëнение pезуëüтатаìи выбоpо÷ноãо ìоäеëиpова-
ния, поëу÷енныìи в виäе пеpехоäных хаpактеpистик
(pис. 5, б, г и pис. 6, б) пpи pазëи÷ных зна÷ениях
наиìенее стабиëüноãо паpаìетpа С12 (ãpафики 1, 2,

3, 4 соответственно äëя зна÷ений С12 = 1,5 Н•ì
(исхоäное зна÷ение); 1,05 Н•ì; 1,95 Н•ì; 15 Н•ì
и J2 = 2,55 кã•ì2 (ãpафик 4)), свиäетеëüствует о тоì,
÷то боëее узкие зоны pобастной устой÷ивости со-
ответствуþт боëее высокой ÷увствитеëüности САУ
к ваpиаöияì паpаìетpов в пpеäеëах этой зоны.

В то же вpеìя поëу÷енные pезуëüтаты показы-
ваþт, ÷то, несìотpя на существенное снижение pо-
бастных свойств, пpи наëи÷ии поëожитеëüных ОС
pаботоспособностü САУ в этих усëовиях ìожет
бытü сохpанена пpи äостато÷но боëüøих изìене-
ниях внутpенних паpаìетpов, опpеäеëяеìых их са-
ìыìи небëаãопpиятныìи со÷етанияìи. Возìож-
ности сохpанения заäанноãо ка÷ества пеpехоäных
пpоöессов в pеаëüных усëовиях экспëуатаöии
äоëжны оöениватüся äопоëнитеëüно. Как виäно из
ãpафиков, пpивеäенных на pис. 5, г, саìое небëа-
ãопpиятное изìенение хаpактеpистик ЭМС, поëу-
÷енное пpи оäновpеìенноì äесятикpатноì повы-
øении паpаìетpа С12 и тpоекpатноì увеëи÷ении J2,
ìожет оказатüся впоëне пpиеìëеìыì пpи конкpет-
ноì испоëüзовании САУ.

Pис. 5. Области pобастной устойчивости и гpафики пеpеходных пpоцессов двухмассовой ЭМС (в зоне pиска) пpи W0 = 3 с–1 (а, б),

W0 = 5,79 с–1 (в, г)
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Сопоставëение зна÷ений коэффиöиентов ОС из
табë. 1 и 3 с äостиãаеìыìи äинаìи÷ескиìи хаpак-
теpистикаìи соответствуþщих ваpиантов САУ по-
pожäает иäеþ пpоãнозиpования их pобастных
свойств на основе сопоставëения ìоäуëей поëожи-
теëüных и отpиöатеëüных коэффиöиентов. Оäнако
äостато÷но явное повыøение паpаìетpи÷еской ÷ув-
ствитеëüности САУ пpи относитеëüноì увеëи÷ении
ìоäуëя поëожитеëüной ОС, свойственное конкpет-
ной систеìе, не ìожет pассìатpиватüся как общая
законоìеpностü, ÷то поäтвеpжäается pезуëüтатаìи
иссëеäований pобастных свойств äpуãих виäов САУ.

Заключение

Появëение поëожитеëüных коэффиöиентов об-
pатных связей pеãуëятоpа пpи синтезе систеì упpав-
ëения состояниеì паpаìетpи÷ески нестабиëüных
ëинеаpизованных объектов по коìпëексу заäанных
показатеëей ка÷ества äоëжно pассìатpиватüся как
фактоp pиска, свиäетеëüствуþщий о существенноì

снижении pобастных свойств независиìо от зна-
÷ений ìоäуëей поëожитеëüных коэффиöиентов и
тpебуþщий боëее äетаëüноãо анаëити÷ескоãо иëи
÷исëенноãо иссëеäования возìожностей pаботы
САУ в этих усëовиях.

Наибоëее поëное иссëеäование pобастных
свойств САУ, в тоì ÷исëе высокоãо поpяäка пpи
боëüøоì ÷исëе ваpüиpуеìых паpаìетpов, позвоëяет
обеспе÷итü пpеäëоженная коìпëексная ìетоäика
÷исëенных pас÷етов, вопëощенная в автоpской пpо-
ãpаììе "Skyeyes", интеãpиpованной в ПК MATLAB.
Она основывается на со÷етании вектоpно-ìатpи÷-
ноãо и стpуктуpноãо (вхоä-выхоäноãо) пpеäставëе-
ния систеìы, поëноì пеpебоpе всех зна÷ений пе-
pеìенных паpаìетpов в пpеäеëах установëенной
сетки зна÷ений, ìноãокpатноì пpиìенении аëãеб-
pаи÷ескоãо кpитеpия Гуpвиöа äëя опpеäеëения об-
ëастей устой÷ивости (неустой÷ивости), их наãëяä-
ноì отобpажении се÷енияìи пëоскостей ваpиаöий
паpаìетpов и äопоëняется выбоpо÷ныì ìоäеëиpо-
ваниеì САУ пpи наибоëее небëаãопpиятных зна-
÷ениях паpаìетpов.

Такое коìпëексное иссëеäование САУ позвоëяет
в боëее поëной ìеpе выявитü иìеþщиеся pезеpвы
ее функöиониpования в так называеìых "зонах
pиска", хаpактеpизуþщихся поëожитеëüныìи зна-
÷енияìи коэффиöиентов ОС, оöенитü возìожностü
и öеëесообpазностü pаботы систеìы с такиìи на-
стpойкаìи pеãуëятоpа, выpаботатü соответствуþщие
pекоìенäаöии по обеспе÷ениþ успеøноãо функöио-
ниpования и ãаpантиpоватü сохpанение pаботоспо-
собности с заäанныìи показатеëяìи ка÷ества в pе-
аëüных усëовиях экспëуатаöии.

Зна÷итеëüные pазìеpы обëастей поëожитеëüно-
сти ОС в сpавнении с соответствуþщиìи обëастяìи
pобастности САУ опpеäеëяþт также актуаëüностü
pазpаботки эффективных ìетоäов äопоëнитеëüно-
ãо повыøения их паpаìетpи÷еской ãpубости.
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Введение

Коëесные pоботы — типи÷ные неãоëоноìные ìе-
хани÷еские систеìы — пpиìеняþтся äостато÷но øи-
pоко äëя pазëи÷ных öеëей и интенсивно иссëеäуþт-
ся. Оäин из pаспpостpаненных типов таких pоботов
иìеет äва веäущих коëеса, вpащаеìые кажäое своиì
äвиãатеëеì, и пассивное pояëüное коëесо. В ÷астно-
сти, в попуëяpных в настоящее вpеìя соpевнованиях
автоноìных ìобиëüных pоботов, пpовоäиìых как за
pубежоì, так и в Pоссии (напpиìеp, в НИИ ìехани-
ки МГУ), выступаþт такие ìаøины [1, 2].

В äанной статüе pассìатpивается заäа÷а выхоäа на
заäаннуþ тpаектоpиþ и äвижения по ней ìобиëüноãо
объекта на пpиìеpе ìобиëüноãо pобота с äвуìя веäу-
щиìи и оäниì пассивныì саìооpиентиpуþщиìся
(pояëüныì) коëесоì. Заäа÷а пpакти÷ескоãо постpое-
ния упpавëения äвижениеì автоноìноãо объекта по
заäанной тpаектоpии тpебует обеспе÷ения:

� ëибо äвижения ìобиëüноãо pобота по ëинии,
нанесенной на опоpной повеpхности (pис. 1);

� ëибо äвижения по тpаектоpии, заäанной анаëи-
ти÷ески в виäе явной иëи неявной функöии ко-
оpäинат иëи вpеìени;

� ëибо äвижения по тpаектоpии, заäанной табëи÷-
но ÷исëовыìи ìассиваìи.
В пеpвоì сëу÷ае pобот не pаспоëаãает инфоpìа-

öией об анаëити÷ескоì описании тpаектоpии, и
äëя pеаëизаöии äвижения на ìобиëüноì pоботе
äоëжны бытü установëены сенсоpы систеìы тех-
ни÷ескоãо зpения (виäеокаìеpы, оптpонные ëи-
нейки) äëя опpеäеëения поëожения поëосы в свя-
занной с pоботоì систеìе кооpäинат [3]. На pоботе
выпоëняется соответствуþщая обpаботка инфоpìа-
öии äëя фоpìиpования упpавëяþщих возäействий.

Такие pеøения быëи пpоäеìонстpиpованы на
Всеpоссийскоì фестиваëе "Мобиëüные pоботы"
иìени пpофессоpа Е. А. Девянина в упpажнении
"поëоса", котоpое выпоëняется в соответствии с pеãëа-
ìентоì соpевнований (сì. www.mobilerobots.msu.ru).

В äpуãих сëу÷аях возìожно испоëüзование паpа-
ìетpи÷еских уpавнений äвижения отìе÷енной то÷ки
(поëþса) A pобота х = xd(s), y = yd(s), ëибо уpав-
нения кpивой F(x, y) = 0 в некотоpой äекаpтовой
систеìе кооpäинат без указания пpоãpаììноãо pе-
жиìа изìенения скоpости. Впpо÷еì, пpи этоì ìожет
äопоëнитеëüно заäаватüся закон изìенения скоpо-
сти вäоëü пpеäписанной тpаектоpии.

Во втоpоì и тpетüеì сëу÷аях äëя осуществëения
äвижения pоботу не тpебуется наëи÷ие виäеосенсо-
pов, а закон упpавëения стpоится исхоäя из анаëи-
ти÷ескоãо выpажения тpаектоpии, соãëасованноãо
с на÷аëüныì поëожениеì pобота и инфоpìаöией,
поëу÷аеìой от сенсоpной систеìы, котоpая обес-
пе÷ивает навиãаöиþ поäвижноãо объекта.

В совpеìенных ìобиëüных объектах навиãаöи-
онный бëок ìожет испоëüзоватü инфоpìаöиþ от
спутниковой навиãаöионной систеìы [4], а также
от оäоìетpи÷еских систеì, обpабатываþщих ин-
фоpìаöиþ с äат÷иков уãëов повоpота коëес [3, 5].

Pассматpивается задача аналитического постpоения ал-
гоpитмов упpавления автономным тpехколесным мобильным
pоботом, котоpые обеспечивают движение выбpанной точки
(полюса) аппаpата по заданной тpаектоpии. Пpиведено опи-
сание сенсоpной системы и цифpовой системы упpавления pо-
ботом. Пpедставлены pезультаты численного моделиpования
нелинейных уpавнений движения pобота, исследовано влияние
начальных условий и возмущений. Обсуждаются pезультаты
экспеpиментальных исследований, выполненных в НИИ меха-
ники МГУ имени М. В. Ломоносова с лабоpатоpным макетом
pобота "Зоpкий", участника Всеpоссийских фестивалей мо-
бильных pоботов имени пpофессоpа Е. А. Девянина.

Ключевые слова: мобильные pоботы, нелинейное упpав-
ление, движение по тpаектоpии

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Министеp-
ства обpазования и науки Pоссийской Феäеpаöии (ãосуäаpст-
венный контpакт № 07.524.11.4012).

PОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Pис. 1. Движение мобильного pобота по линии на опоpной по-
веpхности
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Отäеëüный интеpес пpеäставëяет заäа÷а коìпëекто-
вания автоноìноãо ìобиëüноãо объекта необхоäи-
ìой сенсоpной систеìой.

В äанной статüе pассìотpен анаëити÷еский
синтез упpавëения äвижениеì тpехкоëесноãо ìо-
биëüноãо pобота [6], кинеìатика и äинаìика кото-
pоãо описывается неëинейныìи äиффеpенöиаëü-
ныìи уpавненияìи неãоëоноìной ìеханики. Синтез
выпоëнен с у÷етоì тpебований к ка÷еству пpоöесса
äвижения pобота по тpаектоpии. Иссëеäовано
вëияние возìожных внеøних возäействий, пpиво-
äящих к ëинейныì и уãëовыì откëоненияì аппа-
pата от заäанной тpаектоpии. Показано, ÷то пpеä-
ëаãаеìые аëãоpитìы обеспе÷иваþт устой÷ивый ха-
pактеp возвpащения pобота на тpаектоpиþ и
жеëаеìое ка÷ество äвижения.

Синтез законов упpавления, обеспечивающих 
движение тpехгpанника по тpаектоpии, 

заданной в декаpтовой системе кооpдинат

Пустü на некотоpоì отpезке оси абсöисс
х1 m х m х2 заäанная тpаектоpия ìожет бытü пpеä-
ставëена в виäе

F(x, y) = 0. (1)

Поставиì заäа÷у постpоения такоãо закона упpав-
ëения напpяженияìи, поäаваеìыìи на äвиãатеëи
pобота, котоpый бы обеспе÷иваë устой÷ивое äви-
жение по пpеäписанной тpаектоpии (1) заäанной
то÷ки А pобота, пpи этоì скоpостü оставаëасü бы
постоянной. Оãpани÷ения на упpавëение пpи син-
тезе законов упpавëения не у÷итываþтся.

Назовеì сопpовожäаþщиì тpехãpанник, обpа-
зованный касатеëüной, ноpìаëüþ и биноpìаëüþ к
тpаектоpии в то÷ке (х, у).

Пустü сопpовожäаþщий тpехãpанник pаспоëо-
жен в то÷ке А на поäвижноì объекте. Кинеìати-
÷еские уpавнения äвижения этоãо тpехãpанника
иìеþт виä [3]

= Vcosϕ; (2)

= Vsinϕ; (3)

= Ω, (4)

ãäе х, у — кооpäинаты то÷ки А; ϕ — куpсовой уãоë
поäвижноãо объекта; V — пpоäоëüная скоpостü
коpпуса ìобиëüноãо объекта и соответствуþщеãо
тpехãpанника; Ω — уãëовая скоpостü сопpовожäаþ-
щеãо тpехãpанника.

Есëи на отpезке x1 m x m x2 пеpейти к независи-

ìой пеpеìенной х, то, испоëüзуя известное выpаже-

ние äëя кpивизны пëоской кpивой k = , поëу÷аеì

= ± 1 + . (5)

Обеспе÷иì устой÷ивое äвижение ìобиëüноãо
объекта по жеëаеìой тpаектоpии F *(x, y) = 0 на
ìножестве х1 m х m х2.

Есëи ìобиëüный объект не äвижется по жеëаеìой
тpаектоpии, то F *(x, y) ≠ 0, и эта веëи÷ина буäет
явëятüся откëонениеì от заäанной тpаектоpии.
Потpебуеì, ÷тобы это откëонение pобота от жеëае-
ìой тpаектоpии асиìптоти÷ески стpеìиëосü бы
к нуëþ пpи ìонотонноì изìенении кооpäинаты х
и быëо пpеäставëено в виäе суììы äвух экспонен-
öиаëüных функöий:

F *(x, y(x)) = A1  + A2 , (6)

ãäе постоянные λ1, λ2 < 0 выбиpаþтся исхоäя из
обеспе÷ения устой÷ивости и ка÷ества äвижения по
тpаектоpии.

Выpажение (6) соответствует äиффеpенöиаëü-
ноìу уpавнениþ

=

= (λ1 + λ2)  – λ1λ2F *(x, y(x)). (7)

Соотноøение (7) позвоëяет сопpовожäаþщеìу
тpехãpаннику, на÷иная с некотоpоãо ìоìента, экс-
поненöиаëüно пpибëижатüся к жеëаеìой тpаекто-
pии, а соответствуþщий выбоp зна÷ений показате-
ëей экспонент обеспе÷ит необхоäиìое вpеìя pеãу-
ëиpования и виä пеpехоäноãо пpоöесса.

Даëее необхоäиìо поëу÷итü выpажение жеëае-
ìой уãëовой скоpости сопpовожäаþщеãо тpехãpан-
ника, äвиãаþщеãося по жеëаеìой тpаектоpии (1).
Дëя этоãо запиøеì втоpуþ пpоизвоäнуþ по х от
неявной функöии F *(x, y) = 0 в виäе

=  +  +

+  + 2 = 0. (8)

Затеì, испоëüзуя выpажения (5), (7) и (8), по-
ëу÷аеì выpажение уãëовой скоpости Ω*, котоpое
соответствует äвижениþ сопpовожäаþщеãо тpех-
ãpанника по заäанной тpаектоpии F *(x, y) = 0:

Ω* = . (9)
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Заìетиì, ÷то с у÷етоì (2), (3) ìожно записатü

= tgϕ. Пpоанаëизиpуеì поëу÷енное выpажение

(9). Дëя вы÷исëения жеëаеìой уãëовой скоpости
по выpажениþ (9) необхоäиìо изìеpятü ëинейнуþ
скоpостü V, зна÷ение кооpäинат х, у, куpсовой уãоë ϕ,
а также вы÷исëитü зна÷ения F(x, y) и ее пеpвуþ и
втоpуþ пpоизвоäные. Веëи÷ины λ1, λ2 выбиpаþтся

отpиöатеëüныìи и опpеäеëяþт вpеìя пеpехоäноãо
пpоöесса возвpата сопpовожäаþщеãо тpехãpанника
на тpаектоpиþ.

Из пpеäставëенноãо соотноøения (9), в ÷астно-
сти, ìожет бытü поëу÷ена уãëовая скоpостü Ω* äëя
сëу÷ая, коãäа тpаектоpия описана как явная функ-
öия кооpäинат, т. е. как F* = y – f(x). В этоì сëу÷ае
ìожно поëу÷итü сëеäуþщее выpажение äëя уãëо-
вой скоpости:

Ω* =  + (λ1 + λ2) Ѕ

Ѕ tgϕ –  – λ1λ2(y(x) – f (x)) . (10)

Отìетиì, ÷то пpи äвижении по тpаектоpии, за-
äанной как функöия кооpäинат, необхоäиìо со-
бëþäение усëовия ìонотонности изìенения аpãу-
ìента функöии. Оäнако существуþт тpаектоpии,
соäеpжащие петëи, тоãäа это усëовие не буäет вы-
поëнятüся. В этоì сëу÷ае необхоäиìо тpаектоpиþ
заäаватü в паpаìетpи÷ескоì виäе.

Синтез законов упpавления, 
обеспечивающих движение тpехгpанника 

по паpаметpической тpаектоpии

Пустü тpаектоpия заäается в паpаìетpи÷ескоì
виäе:

(11)

Тоãäа пеpвая и втоpая пpоизвоäные запиøутся
сëеäуþщиì обpазоì:

= ; (12)

= = , (13)

ãäе

(y(t) – y*(t)  – (λ1y + λ2y)(y(t) – y*(t)  +

+ λ1yλ2y(y(t) – y*(t)) = 0; (14)

(x(t) – x*(t)  – (λ1x + λ2x)(x(t) – x*(t)  +

+ λ1xλ2x(x(t) – x*(t)) = 0. (15)

Из уpавнений (14) и (15) найäеì зна÷ения вто-
pых пpоизвоäных ,  и :

(x(t) = (λ1x + λ2x)(x(t) – x*(t)  –

– λ1xλ2x(x(t) – x*(t)) + (x*(t) ; (16)

(y(t) = (λ1y + λ2y)(y(t) – y*(t)  –

– λ1yλ2y(y(t) – y*(t)) + (y*(t) ; (17)

= . (18)

Даëее заäа÷а своäится к описанноìу выøе сëу-
÷аþ, коãäа тpебуется найти выpажение äëя жеëае-
ìой уãëовой скоpости Ω*, котоpое буäет обеспе÷и-
ватü устой÷ивое äвижение тpехãpанника по тpаек-
тоpии (11). С у÷етоì соотноøения (18) поëу÷иì

Ω* = . (19)

Пеpеìенные, вхоäящие в фоpìуëу (19), вы÷ис-
ëяþтся по фоpìуëаì (12), (16) и (17).

Синтез упpавления
тpехколесным мобильным pоботом "Зоpкий"

Пеpейäеì к синтезу законов упpавëения äвиже-
ниеì pобота, изобpаженноãо на pис. 1. Pобот пpеä-
ставëяет собой пëатфоpìу с äвуìя веäущиìи коëе-
саìи и оäниì пассивныì коëесоì [6]. Веäущие ко-
ëеса снабжены эëектpоäвиãатеëяìи с pеäуктоpаìи,
систеìой упpавëения äвиãатеëей и сенсоpной сис-
теìой в виäе энкоäеpов, установëенных на выхоä-
ных ваëах äвиãатеëей.

Пустü то÷ка А с кооpäинатаìи (х, у) нахоäится
на сеpеäине отpезка, соеäиняþщеãо öентpы веäущих
коëес pобота. Кинеìати÷еские уpавнения äвиже-
ния этой то÷ки [3] иìеþт виä (2)—(4).

Поставиì заäа÷у постpоения такоãо закона упpав-
ëения напpяженияìи, поäаваеìыìи на äвиãатеëи
pобота, котоpый бы обеспе÷иваë устой÷ивое äви-
жение по пpеäписанной тpаектоpии (1) заäанной
то÷ки А pобота, пpи этоì скоpостü этоãо поëþса
оставаëасü бы постоянной. Оãpани÷ения на упpав-
ëение не у÷итываþтся.

Буäеì с÷итатü, ÷то на коëесах pобота установ-
ëены сенсоpы, опpеäеëяþщие уãëовое поëожение
и уãëовуþ скоpостü вpащения коëес.

Динаìи÷еские уpавнения pобота запиøеì в фоp-
ìе, пpеäëоженной в pаботах [3, 5], они pазpеøены
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относитеëüно ìоìентов, пpиëоженных к коëесаì
pобота:

ML = – (m  + am0Ω2) + (J  – am0ΩV ); (20)

MR = – (m  + am0Ω2) – (J  – am0ΩV ). (21)

Зäесü испоëüзуþтся обозна÷ения, ввеäенные в
pаботе [3]: m0, mW — ìассы коpпуса и коëеса; а —
pасстояние от то÷ки А äо öентpа ìасс; b — äëина
поëуоси ìежäу коëесаìи. Коëеса ÷еpез pеäуктоp с
пеpеäато÷ныì отноøениеì n связаны с pотоpоì
эëектpоäвиãатеëя, иìеþщеãо осевой ìоìент инеp-
öии JD. Поэтоìу пpивеäенный ìоìент инеpöии
коëеса нахоäится из соотноøения

JW = JW0 + n2JD,

а пpивеäенные ìасса и ìоìент инеpöии pобота оп-
pеäеëяþтся выpаженияìи

m = m0 + 2mW  + JW,

J = J0 + 2 JW + 2mWb2 + m0a
2 + 2J ′,

ãäе J0 — ìоìент инеpöии коpпуса относитеëüно
веpтикаëüной оси; JW0, J ′ — осевой и экватоpиаëü-
ный ìоìенты инеpöии коëеса.

Пустü pоботу необхоäиìо выпоëнитü устой÷и-
вое äвижение по заäанной тpаектоpии с постоян-
ной скоpостüþ V * поëþса. Дëя этоãо потpебуеì,
÷тобы текущие зна÷ения ëинейных и уãëовых ско-
pостей V, Ω уäовëетвоpяëи äиффеpенöиаëüныì
уpавненияì

= αV (V – V *); (22)

= βΩ(Ω – Ω*), (23)

ãäе Ω* — жеëаеìое зна÷ение уãëовой скоpости, оп-
pеäеëенное в (9); V * — жеëаеìая пpоäоëüная ско-
pостü. Из пpивеäенных выøе выpажений (22) и (23)
сëеäует, ÷то pассоãëасование по ëинейной и уãëовой
скоpостяì убывает в соответствии с выбpанныìи
коэффиöиентаìи затухания αV < 0 и βΩ < 0. Сëеäует

заìетитü, ÷то зна÷ение Ω* вы÷исëяется в контpоë-
ëеpе с некотоpой äискpетностüþ, в pезуëüтате ÷еãо эта
пеpеìенная иìеет кусо÷но-постоянный хаpактеp.

Пpи выпоëнении уpавнений (22), (23) на у÷астках
постоянства V *, Ω* откëонения текущих зна÷ений
ëинейных и уãëовых скоpостей V, Ω от жеëаеìых
зна÷ений V *, Ω* буäут экспоненöиаëüно убываþ-
щиìи функöияìи вpеìени:

V(t) – V * = AV , Ω(t) – Ω* = AΩ . (24)

Пpеäпоëожиì, ÷то pаäиусы ëевоãо и пpавоãо
коëес pобота RL и RR оäинаковы и pавны R, а ко-
ëеса снабжены энкоäеpаìи, позвоëяþщиìи вы÷ис-
ëятü уãëы и уãëовые скоpости коëес ωL, ωR. Тоãäа
в боpтовоì вы÷исëитеëе pобота ìожно сфоpìиpоватü
текущие зна÷ения ëинейной и уãëовой скоpостей:

V = (ωL + ωR), Ω = (ωR – ωL), (25)

ãäе b — поëовина pасстояния ìежäу öентpаìи ве-
äущих коëес pобота; ωL, ωR — осевые уãëовые ско-

pости ëевоãо (L) и пpавоãо (R) коëес.
Поäставëяя ускоpения (22), (23) в пpавые ÷асти

уpавнений (20) и (21) и заìеняя в поëу÷ивøихся
уpавнениях V, Ω соãëасно (25), поëу÷иì выpаже-
ния äëя ìоìентов, котоpые необхоäиìо пpиëо-
житü к пpавоìу и ëевоìу коëесаì:

MR = – mαV (ωR + ωL) – V *  +

+am0 (ωR – ωL) – JβΩ (ωR – ωL) – Ω* –

– am0 (  – ) ; (26)

ML = – mαV (ωR + ωL) – V *  +

+am0 (ωR – ωL) – JβΩ (ωR – ωL) – Ω* –

– am0 (  – ) . (27)

Заìетиì, ÷то тpебуеìые ìоìенты, котоpые необ-
хоäиìо pазвиватü äвиãатеëяì пpивоäной систеìы
pобота (26), (27), выписаны с у÷етоì пpинятоãо äо-
пущения об отсутствии оãpани÷ений на упpавëения.

Упpавëение пpивоäаìи äвиãатеëей, установëен-
ных на пëатфоpìе pобота, фоpìиpуется в виäе [3]

(28)

Зäесü с1 и с2 — паpаìетpы äвиãатеëей, котоpые
в äаëüнейøеì пpиняты оäинаковыìи äëя äвиãате-
ëей пpавоãо и ëевоãо коëес; V(t), Ω(t) — текущие
зна÷ения ëинейной и уãëовой скоpостей, вы÷ис-
ëяеìые по фоpìуëаì (25). Зна÷ения ìоìентов МL
и MR, котоpые, обеспе÷ивая äвижение по тpебуеìой
тpаектоpии F *(x, y) = 0, äоëжны pазвиватü пpиво-
äы pоботов, опpеäеëяþтся фоpìуëаìи (26), (27).

Ниже пpивеäены pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо
ìоäеëиpования äвижения ìобиëüноãо pобота с пpеä-
ëоженныìи аëãоpитìаìи упpавëения äвижениеì
pобота по тpаектоpияì, заäанныì в виäе окpужности
(pис. 2—5) иëи куби÷еской паpабоëы (pис. 6—9).
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Моäеëиpование пpовоäиëи пpи pазëи÷ных на÷аëü-
ных поëожениях pобота, а также пpи внеøних воз-
ìущениях, появëяþщихся в пpоöессе äвижения.

На pис. 2 pобот в на÷аëüный ìоìент вpеìени
нахоäится вне тpаектоpии в то÷ке с кооpäинатаìи
х0 = 3, у0 = 2, ϕ0 = 3/4π. Pобот äвижется вëево, на-
÷иная свое äвижение из внутpенней ÷асти окpуж-
ности, выхоäит на заäаннуþ окpужностü и пpоäоë-
жает äвижение по ней с заäанныì ка÷ествоì. На
сëеäуþщих pисунках (pис. 3—5) пpивеäены ãpафи-
ки пpоäоëüной и уãëовой скоpостей и напpяжений
на пpивоäы коëес.

Иссëеäуеì вëияние настpое÷ных паpаìетpов в
синтезиpованных законах упpавëения на откëонения
от тpаектоpии и то÷ностü сëежения за заäанныìи
пpоäоëüной и уãëовой скоpостяìи. Дëя этоãо устано-
виì pазëи÷ные зна÷ения паpаìетpов αV, βΩ, λ1, λ2
в законе упpавëения äвижения pобота по куби÷еской
паpабоëе у = х3 – 3х2 – х. Пеpвые экспеpиìенты пpо-
веäеì сна÷аëа без у÷ета оãpани÷ений на упpавëение.

Вна÷аëе заäаäиì pазëи÷ные отpиöатеëüные зна-
÷ения всех этих коэффиöиентов, но оäноãо поpяäка.

На pис. 6 пpивеäены заäанная и pеаëüная тpа-
ектоpии äвижения pобота, а на pис. 7, 8 — ãpафики
заäанных и pеаëüных уãëовой и пpоäоëüной скоpо-
стей, на pис. 9 — напpяжения на äвиãатеëях. Из pи-
сунков виäно, ÷то пpи выбpанных зна÷ениях этих
паpаìетpов наибоëüøие зна÷ения оøибок откëо-
нения от тpаектоpии, а также наибоëüøие оøибки
по уãëовой и пpоäоëüной скоpостяì возникаþт на
на÷аëüноì этапе, коãäа pобот выхоäит на тpаекто-
pиþ, и в ìестах, ãäе иìеþтся pезкие изãибы тpаек-
тоpии. Уìенüøитü эти откëонения ìожно, увеëи-
÷ивая по ìоäуëþ зна÷ения коэффиöиентов. На-
пpиìеp (pис. 10—13), увеëи÷ение коэффиöиентов
αV, βΩ на поpяäок позвоëяет существенно (в восеìü
pаз) уìенüøитü оøибку сëежения по пpоäоëüной
скоpости (pис. 11, 12). Заìетиì, ÷то кажäый из ко-
эффиöиентов иìеет своþ функöиþ. Коэффиöиен-
ты λ1, λ2 обеспе÷иваþт устой÷ивостü и ка÷ество
äвижения по заäанной тpаектоpии, a αV, βΩ — ка-

Pис. 2. Движение по окpужности из начальной точки х0 = 3,
у0 = 2, j0 = 3/4p; l1 = –10, l2 = –11, aV = –10, bW = –10,1

Pис. 3. Гpафик пpодольной скоpости pобота V(t); l1 = –10,
l2 = –11, aV = –10, bW = –10,1. Желаемая пpодольная скоpость
V * = 0,5 м/с

Pис. 4. Гpафики угловой скоpости pобота [1/с]: желаемая W* —
сплошная линия; текущая W(t) — пунктиpная линия; l1 = –10,
l2 = –11, aV = –10, bW = –10,1

Pис. 5. Гpафики напpяжений на двигатели pобота [В]: UR —
сплошная линия; UL — пунктиpная линия; l1 = –10, l2 = –11,
aV = –10, bW = –10,1

UR

UL
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Pис. 7. Гpафик пpодольной скоpости pобота V(t); l1 = –10,
l2 = –11, aV = –10, bW = –10,1. Желаемая пpодольная ско-
pость V * = 1 м/с

Pис. 8. Гpафики угловой скоpости pобота [1/с]: желаемая W* —
сплошная линия; текущая W(t) — пунктиpная линия; l1 = –10,
l2 = –11, aV = –10, bW = –10,1

Pис. 9. Гpафики напpяжений на двигатели pобота [В]: UR —
сплошная линия; UL — пунктиpная линия

Pис. 10. Движение по кубической тpаектоpии у = х3 – 3х2 – х
из начального положения х0 = –1, y0 = 1, j0 = –p/3; l1 = –5,
l2 = –11, aV = –100, bW = –101

Pис. 11. Гpафик пpодольной скоpости pобота V(t); l1 = –5,
l2 = –11, aV = –100, bW = –101. Желаемая пpодольная скоpость
V * = 1 м/с

Pис. 6. Движение по кубической тpаектоpии y = х3 – 3х2 – х
из начального положения х0 = –1, у0 = 1, j0 = –p/3; l1 = –5,
l2 = –11, aV = –10, bW = –11

UR
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V *(t )
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÷ество сëежения за жеëаеìыìи пpоäоëüной и уãëо-
вой скоpостяìи. Повыøение ка÷ества äвижения по
тpаектоpии и сëежения за V * и Ω* тpебует повы-
øения энеpãети÷еских затpат, ÷то виäно из сpавне-
ния потpебëяеìых напpяжений на äвиãатеëях (сì.
pис. 9, 13). Как виäно из этих ãpафиков, ìаксиìаëü-
ное зна÷ение напpяжений äëя этоãо сëу÷ая повы-
øается вäвое.

Пpеäставëяет интеpес иссëеäование вëияния pа-
боты синтезиpованных аëãоpитìов на повеäение pо-
бота пpи наëи÷ии оãpани÷ений на упpавëение, коãäа
|U | m Umax. Это в опpеäеëенной ìеpе хаpактеpизует
синтезиpованный аëãоpитì с позиöий pобастно-
сти. Пpовеäеì экспеpиìенты, анаëоãи÷ные вы-
поëненныì выøе экспеpиìентаì. На pис. 14—17
пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpования пpоöессов
äвижения pобота пpи наëи÷ии оãpани÷ений на
зна÷ение напpяжения, поäаваеìоãо на äвиãатеëи.
Это зна÷ение составëяет Umax = 24 В. Как виäно из
pис. 14, то÷ностü äвижения по куби÷еской тpаек-
тоpии, как и сëеäоваëо ожиäатü, снижается. Оøибки

Pис. 12. Гpафики угловой скоpости pобота [1/с]: желаемая W* —
сплошная линия; текущая W(t) — пунктиpная линия

Pис. 13. Гpафики напpяжений на двигатели pобота [В]: UR —
сплошная линия; UL — пунктиpная линия

Pис. 14. Движение по кубической тpаектоpии пpи |U | m Umax,
Umax = 24 В из начального положения х0 = –1, у0 = 1, j0 = –p/3;

l1 = –5, l2 = –11, aV = –100, bW = –101

Pис. 15. Гpафик пpодольной скоpости pобота V(t); |U | m Umax,
Umax = 24 B. Желаемая пpодольная скоpость V * = 1 м/с

Pис. 16. Гpафики угловой скоpости pобота [1/с]: желаемая W* —
сплошная линия; текущая W(t) — пунктиpная линия; |U | m Umax,
Umax = 24 В

UR

UL

V *

V(t )
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сëежения пpоäоëüной и уãëовой скоpостей также
увеëи÷иваþтся (pис. 15, 16). Это объясняется не-
äостаткоì энеpãети÷ескоãо pесуpса на боpту pобота.

Пpимеpы вычисления упpавляющих воздействий 
на пpиводную систему pобота пpи движении 
по тpаектоpиям "окpужность" и "восьмеpка", 

заданных паpаметpически

Пустü тpебуется, ÷тобы pобот äвиãаëся по ок-
pужности. Выøе быëо показано, ÷то пpи заäании
тpаектоpии в виäе неявной функöии F(x, y) = 0
упpавëения пpетеpпеваþт pазpывы в то÷ках, ãäе
пpоизвоäная обpащается в ноëü. Боëее тоãо, коãäа
пеpеìенная х вынужäена изìенятüся в обpатнуþ
стоpону (äëя обpазования петëи тpаектоpии), тpе-
буется изìенение паpаìетpов в законе упpавëения,
÷то неуäобно. Но во всех остаëüных то÷ках тpаек-
тоpии все тpебования по ка÷еству äвижения и вы-
äеpживания постоянства пpоäоëüной скоpости
V(t) = V *(t) выпоëняþтся.

Ввиäу тоãо, ÷то pоботу необхоäиìо äвиãатüся по
тpаектоpияì, соäеpжащиì петëи, pассìотpиì äви-
жение по кpивыì, котоpые уäобно заäатü паpаìет-
pи÷ески. Пустü pобот äвиãается по тpаектоpии виäа

(29)

Есëи wx = wy, то тpаектоpия явëяется иëи окpуж-
ностüþ пpи х0 = у0, иëи эëëипсоì — в пpотивноì
сëу÷ае. Есëи wx ≠ wy, то тpаектоpия соäеpжит пет-
ëи. Напpиìеp, есëи wx = 2, wy = 1, то тpаектоpия
пpеäставëяет собой "восüìеpку".

Постpоиì законы упpавëения äëя äвижения по
тpаектоpии (29). Дëя этоãо запиøеì пеpвуþ и вто-
pуþ пpоизвоäные от выpажения (29):

(30)

(31)

Даëее, в соответствии с фоpìуëаìи (16), (17)
найäеì выpажения äëя втоpых пpоизвоäных:

(x(t) = (λ1x + λ2x)(x′(t) – x0wxcoswxt) –

– λ1xλ2x(x(t) – x0sinwxt) – x0 sinwxt; (32)

(y(t) = (λ1y + λ2y)(y′(t) – y0wysinwyt ) –

– λ1yλ2y(y(t) – y0sinwyt ) – y0 coswyt . (33)

Тепеpü поëу÷ены все необхоäиìые соотноøе-
ния äëя описания äвижения тpехãpанника.

Даëее пеpейäеì к синтезу законов упpавëения
äëя pобота, кинеìати÷еские уpавнения äвижения
котоpоãо пpеäставëены фоpìуëаìи (2)—(4), (25).
Найäеì упpавëяþщие возäействия, котоpые нужно
поäатü на пpивоäы, ÷тобы äвижение pобота уäовëе-
твоpяëо уpавненияì (32), (33). Дëя этоãо необхоäи-
ìо выpазитü фоpìуëы (26) и (27) ÷еpез (32) и (33).

Диффеpенöиpуя уpавнения (2)—(3) по пеpеìен-
ной t, поëу÷иì

(34)

Дëя испоëüзования соотноøений (34) в уpавне-
ниях äинаìики (26) и (27) pазpеøиì их относи-
теëüно  и , в pезуëüтате ÷еãо поëу÷иì

(35)

Pис. 17. Гpафики напpяжений на двигатели pобота |U | m Umax,
Umax = 24 В; UR — сплошная линия; UL — пунктиpная линия

x*(t) = x0sinwxt ;

y*(t) = y0coswyt.

х*′(t) = x0wxcoswxt;

y*′(t) = –y0wy sinwyt;

x*′′(t) = –x0 sinwxt;

y*′′(t) = –y0 sinwyt .

wx
2

wy
2

)t″

wx
2

)t″

wy
2

Pис. 18. Движение по заданной тpаектоpии "окpужность":
V0 = 0,5 м/с — начальная скоpость; x = 3sint — кооpдината х
желаемой тpаектоpии; y = 3cost — кооpдината y желаемой тpа-
ектоpии; j0 = p/3 — начальный угол pобота
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Есëи в фоpìуëы (35) поäставитü жеëаеìые вы-
pажения äëя ускоpений выбpанной тpаектоpии
(32) и (33), то ìы поëу÷иì жеëаеìые выpажения

 и = Ω*, котоpые необхоäиìо поäставитü в

уpавнения äинаìики (26) и (27) с у÷етоì (23), ÷тобы
поëу÷итü упpавëяþщие ìоìенты на пpивоäнуþ
систеìу pобота.

Pассìотpиì pезуëüтаты ìоäеëиpования уpавне-
ний äвижения pобота по заäанныì тpаектоpияì,

пpеäставëяþщиì собой окpужностü (pис. 18) и
"восüìеpку" (pис. 19). В на÷аëüный ìоìент вpеìени
pобот нахоäится вне заäанной тpаектоpии, затеì
поä возäействиеì упpавëения, синтезиpованноãо
описанныì выøе обpазоì, возвpащается на заäан-
нуþ тpаектоpиþ и пpоäоëжает устой÷ивое äвиже-
ние по ней.

Такиì обpазоì, pезуëüтаты экспеpиìентов по-
казаëи, ÷то синтезиpованные аëãоpитìы обеспе÷и-
ваþт устой÷ивое äвижение pобота по тpаектоpии,
а ка÷ество пеpехоäных пpоöессов заäается настpое÷-
ныìи коэффиöиентаìи αV, βΩ, λ1, λ2.
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Использование алгоpитма 
полиномиальной аппpоксимации 

в задаче упpавления 
манипулятоpом в сpеде 

с неизвестными пpепятствиями

Упpавление манипуляционными pоботами
в сpеде с неизвестными пpепятствиями

Пpи упpавëении ìанипуëяöионныì pоботоì

(МP) типи÷ной явëяется сëеäуþщая заäа÷а: МP äоë-

жен выäвинутüся из стаpтовой конфиãуpаöии q0 ∈ �n

и захватитü своиì схватоì некотоpый объект Obj.

В опpеäеëенных сëу÷аях поëожение, фоpìа и ãа-

баpитные pазìеpы Obj известны заpанее, и, такиì

обpазоì, путеì pеøения обpатной заäа÷и кинеìа-

тики ìожет бытü сфоpìиpовано ìножество ВT, со-

стоящее из конфиãуpаöий , i = 1, 2, ..., в котоpых

Obj в пpинöипе ìожет бытü захва÷ен. Пpобëеìа за-

кëþ÷ается в тоì, ÷то пеpеä на÷аëоì äвижения МP

неизвестно, какая из конфиãуpаöий  явëяется

äостижиìой и естü ëи во ìножестве BT хотя бы оäна

äостижиìая конфиãуpаöия . Конфиãуpаöия 

с÷итается äостижиìой, есëи в нее ìожно попастü

за коне÷ное ÷исëо øаãов, пеpеìещаясü тоëüко по

pазpеøенныì то÷каì, и пpи этоì она саìа явëяется

pазpеøенной. Pазpеøенной называется та конфи-

Pис. 19. Движение по заданной тpаектоpии "восьмеpка":
V0 = 0,5 м/с — начальная скоpость; x = 3sin(2t) — кооpдината х
желаемой тpаектоpии; y = 6cost — кооpдината y желаемой тpа-
ектоpии; j0 = p/4 — начальный угол pобота

dV *
dt

-------- dϕ
dt
-----

Описывается алгоpитм полиномиальной аппpоксима-
ции, пpедназначенный для поиска пути в n-меpном пpо-
стpанстве состояний в пpисутствии известных запpещен-
ных точек. Пpиводятся pезультаты экспеpиментов пpи
использовании этого алгоpитма в качестве подпpогpаммы
алгоpитма упpавления движением семизвенного манипуля-
тоpа в сpеде с неизвестными пpепятствиями.
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ãуpаöия, котоpая не наëеãает на пpепятствия и
уäовëетвоpяет констpуктивныì оãpани÷енияì.

В pаботе [2] пpеäëожен Алгоpитм, котоpый за
коне÷ное ÷исëо øаãов pеøает сëеäуþщуþ заäа÷у:
äаны стаpтовая конфиãуpаöия МP q0 и öеëевое
ìножество ВT. Тpебуется пpеäëожитü аëãоpитì,
котоpый за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо пеpеäвинет
МP из q0 в хотя бы оäно äостижиìое состояние из
ìножества ВT, ëибо выäаст обоснованный ответ
о тоì, ÷то ни оäно состояние из öеëевоãо ìноже-
ства ВT не явëяется äостижиìыì.

В Алгоpитме пpостpанство конфиãуpаöий X äис-
кpетизиpуется, т. е. на неãо наëаãается сетка, из
ìножества ВT выäеëяется коне÷ное ÷исëо конфиãу-
pаöий . Аëãоpитì извëекает о÷еpеäнуþ конфи-
ãуpаöиþ  и иссëеäует ее äостижиìостü путеì
вызова и испоëнения Алгоpитма1.

Сутü Алгоpитма1 закëþ÷ается в сëеäуþщеì. На
øаãе 1 МP нахоäится в конфиãуpаöии qn, n = 0,1, ...
(в на÷аëе äвижения qn = q0, в äаëüнейøеì qn буäеì
называтü то÷кой сìены пути). Запускается сенсоp-
ная систеìа (СС), котоpая äоставëяет инфоpìаöиþ
о сосеäних к qn то÷ках, т. е. о то÷ках, отстоящих от
qn не боëее, ÷еì на оäин äискpет. Pазpеøенные
то÷ки заносятся в ìножество Z (qn), запpещенные —
в Q(qn). Есëи  ∈ Z (qn), то такиì обpазоì обнаpу-
живается, ÷то она äостижиìа, МP пеpехоäит в нее
и выäается сообщение о тоì, ÷то Obj захва÷ен в .
Есëи  ∈ Q(qn), то такиì обpазоì обнаpуживается,
÷то она не äостижиìа,  выбpасывается из ВT и
в ка÷естве  назна÷ается äpуãая то÷ка из ВT. Оста-
ется также ваpиант, ÷то по pезуëüтатаì pаботы СС
еще не поëу÷ена инфоpìаöия о тоì, явëяется ëи

 äостижиìой иëи нет. В такоì сëу÷ае вызыва-
ется пpоöеäуpа ПИ (qm, , ZAPR, X ), pеøаþщая
заäа÷у ПИ() (сокpащение от "Пëаниpование пути в
сpеäе с Известныìи запpещенныìи состоянияìи"):
за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо спëаниpоватü путü
из то÷ки qm ∈ Х в то÷ку  ∈ Х сpеäи указанноãо
ìножества ZAPR известных запpещенных то÷ек,
ëибо выäатü сообщение, ÷то путü, в сиëу pаспоëо-
жения qm, , ZAPR, спëаниpован бытü не ìожет.
В сëу÷ае, есëи ПИ() не сìоãëа спëаниpоватü путü,

 кваëифиöиpуется как неäостижиìая, и äëя ис-
сëеäования äостижиìости назна÷ается äpуãая то÷-
ка из ВT. Есëи же ПИ() уäаëосü спëаниpоватü путü,
то МP на÷инает испоëнятü этот путü. Моãут бытü
сëеäуþщие исхоäы испоëнения спëаниpованноãо
пути: 1) МP пpиäет в , обнаpужив, ÷то она pаз-
pеøенная (в этоì сëу÷ае Obj захва÷ен); 2) МP пpи-
äет в такуþ то÷ку q*, сëеäуþщая за котоpой то÷ка
пути явëяется запpещенной (этой сëеäуþщей ìожет
оказатüся и то÷ка ). В этоì сëу÷ае посëе пеpепpи-
своений n := n + 1, qn : = q* Алгоpитм1 возвpащается
на øаã 1. В pаботе [2] показано, ÷то ÷исëо то÷ек
сìены пути qn буäет коне÷ныì, и все они буäут pаз-
ëи÷ныìи. Такиì обpазоì, испоëнение Алгоpитма1
пpоизойäет за коне÷ное ÷исëо øаãов. Алгоpитм1

буäет вызван из Алгоpитма коне÷ное ÷исëо pаз в
сиëу коне÷ности ÷исëа то÷ек в ВT и в сиëу тоãо, ÷то
оно не увеëи÷ивается. Такиì обpазоì, в pаботе [2]
показано, ÷то pеøение заäа÷и осуществится за ко-
не÷ное ÷исëо øаãов. Поскоëüку в кажäой новой
то÷ке сìены пути qn пpоисхоäит вызов пpоöеäуpы
ПИ(), и затеì сëеäует попытка испоëнитü этот
путü, то испоëнение Алгоpитма1 своäится к pеøе-
ниþ коне÷ноãо ÷исëа заäа÷ ПИ(). Отсþäа виäно,
÷то и pеøение заäа÷и своäится к pеøениþ коне÷-
ноãо ÷исëа заäа÷ ПИ().

В äанной статüе pассìатpивается pеøение заäа÷и
ПИ() ìетоäоì поëиноìиаëüной аппpоксиìаöии с
испоëüзованиеì ãенети÷ескоãо аëãоpитìа. Пpи пpо-
веäении экспеpиìентов пpеäпоëаãаëосü, ÷то ìно-
жество ВT состоит из оäной то÷ки и иìеется апpи-
оpная инфоpìаöия о тоì, ÷то она äостижиìа.
В этоì сëу÷ае Алгоpитм своäится к аëãоpитìу,
сфоpìуëиpованноìу в pаботе [3] пpи усëовии пpи-
ìенения еãо к äискpетизиpованноìу пpостpанству.

Постановка задачи поиска пути в сpеде 
с известными запpещенными состояниями

Пустü в n-ìеpноì пpостpанстве конфиãуpаöий
q(t) = (q1, q2, ..., qn) иìеþтся запpещенные то÷ки

, , ..., , котоpые соответствуþт пpепятст-

вияì в pабо÷ей зоне ìанипуëятоpа. Необхоäиìо
найти путü в пpостpанстве обобщенных кооpäинат,
описываеìый вектоp-функöией q(t), котоpый со-

еäиняë бы заäанные на÷аëüнуþ q0 и öеëевуþ qT

то÷ки, ни оäной своей то÷кой не наëеãаë бы ни на
оäну из запpещенных то÷ек и уäовëетвоpяë бы оãpа-

ни÷ениþ qL m q(t) m qH. Пустü t ∈ [t0; T ], t0 = 0,

T = 1, q(0) = q0 и q(1) = qT. Такуþ заäа÷у буäеì на-
зыватü заäа÷ей ПИ().

Пpостpанство обобщенных кооpäинат äискpе-
тизиpовано с øаãоì Δq по кажäой кооpäинате, т. е.
q ìожет пpиниìатü тоëüко зна÷ения, попаäаþщие
в узëы n-ìеpной сетки. Δq оäинаков äëя кажäой qi,
i = 1, 2, ..., n. Найäенный путü äоëжен пpеäстав-
ëятü посëеäоватеëüностü q0, q1, ..., qT, сосеäние
эëеìенты котоpой äоëжны отëи÷атüся не боëее ÷еì
на оäин øаã по кажäой кооpäинате. Дëя pеøения
заäа÷и ПИ() pассìотpиì аëãоpитì поëиноìиаëü-
ной аппpоксиìаöии.

Алгоpитм полиномиальной аппpоксимации

Пустü оãpани÷ения иìеþт сëеäуþщий виä:

qj(0) = , qj(1) = , j = 1, 2, ..., n; (1)

m qj(t) m , j = 1, 2, ..., n. (2)

Пpепятствия заäаäиì в виäе М ãипеpсфеp с
öентpоì в то÷ках ( , , ..., ) и pаäиусоì
r = (Δq/2)•1,1. Зна÷ение pаäиуса r выбpано так,
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÷то есëи äве запpещенные то÷ки pаспоëаãаþтся на
сосеäних узëах сетки по ãоpизонтаëи иëи веpтикаëи,
то постpоенные вокpуã них ãипеpсфеpы пеpесека-
þтся. Есëи же äве запpещенные то÷ки явëяþтся
"сосеäяìи" по äиаãонаëи, соответствуþщие иì ãи-
пеpсфеpы не пеpесекаþтся. Тоãäа усëовие ненаëе-
ãания пути на пpепятствия ìожно записатü в виäе

(qi(t) – )2 l r2 ∀t ∈ [0; 1], m = 1, 2, ..., M. (3)

Левая ÷астü этоãо неpавенства естü кваäpат pас-
стояния ìежäу то÷кой пути в ìоìент вpеìени t и
öентpоì ãипеpсфеpы вокpуã m-й запpещенной то÷ки.

Буäеì искатü путü в виäе поëиноìов некотоpой
степени s:

qj(t) = cjit
i, j = 1, 2, ..., n. (4)

Зäесü cji — неизвестные коэффиöиенты, тpе-
буþщие опpеäеëения.

Поäставиì в (4) зна÷ения t = 0 и t = 1:

qj(0) = cj0 + cj1•0 + cj2•02 + ... + cjs•0s = cj0;

qj(1) = cj0 + cj1•1 + cj2•12 + ... + cjs•1s = cj0 + cji, 

j = 1, 2, ..., n.

С у÷етоì оãpани÷ений (1) ìожно записатü:

cj0 = ; (5)

cji =  – , j = 1, 2, ..., n. (6)

Pазобüеì отpезок вpеìени [0; 1] на K + 1 отpез-
ков, поëу÷ив ìежäу t = 0 и t = 1 K пpоìежуто÷ных
то÷ек t1, t2, ..., tK. Тоãäа оãpани÷ения (2) и (3) пpиìут
сëеäуþщий виä:

cji l , j = 1, 2, ..., n;

cji m , j = 1, 2, ..., n;

cji  – l r 2,

m = 1, 2, ..., M, k = 1, 2, ..., K. (7)

Такиì обpазоì, необхоäиìо найти такие коэф-
фиöиенты сji ( j = 1, 2, ..., n, i = 1, 2, ..., s), котоpые
явëяþтся pеøениеì систеìы уpавнений (5), (6) и

неpавенств (7). О÷евиäно, коэффиöиенты cj0 ëеãко
нахоäятся из уpавнений (5). Выpазиì из уpавнений
(6) коэффиöиенты cjs:

cjs =  –  – cji, j = 1, 2, ..., n.

Поäставиì cj0 и cjs в (7):

 + cji  +  –  – cji l ;

 + cji  +  –  – cji m ,

j = 1, 2, ..., n;

 + cji  +  –  – cji  –

– l r2, m = 1, 2, ..., M, k = 1, 2, ..., K. (8)

Итак, необхоäиìо pеøитü систеìу из (М + 2n)•K

неëинейных неpавенств. Эту заäа÷у ìожно свести
к заäа÷е оптиìизаöии некотоpой функöии Е(c), ãäе
c — вектоp коэффиöиентов (c1, 1, c1, 2, ..., c1, s – 1, c2, 1,
c2, 2, ..., c2, s – 1, ..., сn, 1, сn, 2, ..., cn, s – 1), заäаþщий
путü; Е(c) — ìеpа наpуøения оãpани÷ений путеì.

Заäаäиì функöиþ Е(c). Сна÷аëа ввеäеì функ-
öиþ, опpеäеëяþщуþ j-þ кооpäинату то÷ки пути,
заäанной вектоpоì c, в ìоìент вpеìени t :

Lj(c, t) =  + cjit
i +  –  – cji t s.

Заäаäиì функöии, соответствуþщие неpавенст-
ваì систеìы оãpани÷ений и показываþщие наpу-
øение нижней и веpхней ãpаниö и наëеãание на
пpепятствия пути в ìоìент вpеìени t :

EL(c, t) = I(Lj(c, t) – );

EH(c, t) = I(  – Lj(c, t));

EP(c, t) = I (Lj(c, t) – )2 – r 2 ;

I(z) =
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Тепеpü объеäиниì все оãpани÷ения в оäну
функöиþ (с у÷етоì всех äискpетных ìоìентов вpе-
ìени, за искëþ÷ениеì t = 0 и t = 1):

Е(c) = [EL(c, tk) + EH(c, tk) + EP(c, tk)].

Такиì обpазоì, функöия Е(c) пpиниìает отpи-
öатеëüные зна÷ения, есëи хотя бы оäно оãpани÷е-
ние наpуøено, и устанавëивается pавной нуëþ в
пpотивноì сëу÷ае, т. е. есëи вектоp коэффиöиентов c
уäовëетвоpяет всеì неpавенстваì систеìы (8).

Дëя оптиìизаöии функöии Е(с) буäеì испоëü-
зоватü ãенети÷еский аëãоpитì.

Пpименение генетического алгоpитма 
для оптимизации функции E(с)

В основе ãенети÷ескоãо аëãоpитìа [1] ëежит
коëëективный пpоöесс обу÷ения внутpи попуëяöии
инäивиäов, кажäый из котоpых пpеäставëяет собой
поисковуþ то÷ку пpостpанства. В наøеì сëу÷ае
такиì пpостpанствоì явëяется пpостpанство век-
тоpов с. Коäиpование вектоpа в инäивиäе осущест-
вëяется сëеäуþщиì обpазоì. Дëя кажäой коìпо-
ненты вектоpа заäается интеpваë, зна÷ения из ко-
тоpоãо она пpиниìает. Этот интеpваë pазбивается
на некотоpое ÷исëо äискpетных узëов. Такиì об-
pазоì, кажäой коìпоненте вектоpа сопоставëяется
ноìеp узëа, соответствуþщий ее зна÷ениþ. Инäи-
виä обpазуется посëеäоватеëüностüþ этих ноìеpов
в бинаpноì пpеäставëении.

Общая схеìа аëãоpитìа:
1. Генеpаöия сëу÷айныì обpазоì на÷аëüной по-

пуëяöии.
2. Вы÷исëение пpиãоäности инäивиäов.
3. Сеëекöия инäивиäов в пpоìежуто÷нуþ попу-

ëяöиþ.
4. С веpоятностüþ Pс выбpатü сëу÷айныì обpа-

зоì из пpоìежуто÷ной попуëяöии äвух инäивиäов,
выпоëнитü скpещивание и потоìка поìеститü в
попуëяöиþ потоìков; с веpоятностüþ 1 – Pс вы-
бpатü сëу÷айныì обpазоì из пpоìежуто÷ной попу-
ëяöии инäивиäа и поìеститü еãо в попуëяöиþ по-
тоìков.

5. Есëи pазìеp попуëяöии потоìков ìенüøе N,
пеpейти на øаã 4.

6. Инвеpтиpоватü кажäый бит кажäоãо инäиви-
äа из попуëяöии потоìков с заäанной веpоятно-
стüþ ìутаöии Pì.

7. Попуëяöия потоìков пеpехоäит в сëеäуþщее
покоëение.

8. Есëи еще не пpоøëо нужное ÷исëо покоëе-
ний, пеpейти на øаã 2.

На тpетüеì øаãе пpиìеняëи туpниpнуþ сеëек-
öиþ. В ка÷естве пpиãоäности инäивиäов испоëüзо-
ваëи функöиþ F(c). В пpоöессе сеëекöии пpово-
äится N туpниpов (N — pазìеp попуëяöии) сpеäи
сëу÷айно выбpанных m инäивиäов (m — pазìеp

туpниpа), наиëу÷øий из котоpых пеpехоäит в сëе-
äуþщее покоëение.

На ÷етвеpтоì øаãе испоëüзоваëи аpифìети÷е-
ское скpещивание. Из äвух pоäитеëей поëу÷ается
оäин потоìок, коìпоненты котоpоãо нахоäятся
как сpеäнее аpифìети÷еское соответствуþщих
коìпонент pоäитеëей.

Дискpетизация найденного пути

Посëе тоãо, как найäены коэффиöиенты поëи-
ноìов, опpеäеëяþщих путü, необхоäиìо поëу÷итü
посëеäоватеëüностü äискpетных то÷ек этоãо пути
q0, q1, ..., q

T. Пеpвая то÷ка (q0) известна из исхоä-
ных äанных. Остаëüные то÷ки найäеì по сëеäуþ-
щеìу аëãоpитìу:

1. t = 0; i = 0.
2. tH = 1.
3. t * = (t + tH)/2.
4. Опpеäеëитü то÷ку q* с кооpäинатаìи

( , , ..., ), в окpестности котоpой ëежит путü

в ìоìент вpеìени t*:  – Δq/2 m qj(t*) <  + Δq/2

∀j = 1, 2, ..., n.
5. Есëи q* совпаäает с qi, то t = t *, пеpейти на

øаã 3.
6. Есëи q* не явëяется сосеäней по отноøениþ

к qi, то tH = t *, пеpейти на øаã 3.
7. Есëи q* не явëяется запpещенной, пеpейти на

øаã 9.
8. Есëи  – Δq m qj(t*) m  + Δq ∀j = 1, 2, ..., n,

ãäе  — кооpäинаты то÷ки qi, то t = t *, ина÷е
tH = t *. Пеpейти на øаã 3.

9. i = i + 1; qi = q*.
10. Есëи qi = qT, аëãоpитì завеpøен, ина÷е пе-

pейти на øаã 2.

Pезультаты экспеpиментов

Pазpаботано пpоãpаììное обеспе÷ение, ìоäе-
ëиpуþщее äвижение ìанипуëятоpа в неизвестной
сpеäе на основе то÷ноãо аëãоpитìа.

В пpоöессе пpовеäения экспеpиìентов ìоäеëи-
pоваëосü пеpеìещение сеìизвенноãо ìанипуëятоpа
(pис. 1) из стаpтовой конфиãуpаöии q0 в öеëевуþ
конфиãуpаöиþ qT. Пpи заäании äëин звенüев и ãа-
баpитных pазìеpов пpепятствий ìы поëüзоваëисü
еäиниöей изìеpения "то÷ка". Дëину то÷ки пpеäëа-
ãается с÷итатü pавной 1 ìì. Дëина кажäоãо звена
ìанипуëятоpа pавна 10 то÷каì. Нижние оãpани÷е-
ния на обобщенные кооpäинаты в pаäианах pавны
(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0), веpхние оãpани÷ения — (6,28; 6,28;
6,28; 6,28; 6,28; 6,28; 6,28).

В pабо÷ей зоне иìеþтся пpепятствия в виäе
пpяìоуãоëüных паpаëëеëепипеäов (pис. 2). Кажäое
пpепятствие хаpактеpизуется кооpäинатаìи на÷аëа
О систеìы кооpäинат пpепятствия в базовой сис-
теìе кооpäинат, а также äëиной (осü х), øиpиной
(осü y) и высотой (осü z) (сì. табë. 1).
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Быëи пpовеäены нескоëüко сеpий экспеpиìентов
с pазëи÷ныìи набоpаìи пpепятствий äëя pазëи÷-
ных стаpтовых и öеëевых конфиãуpаöий, уpовней
äискpетизаöии. В кажäой сеpии пpовоäиëи 10 за-
пусков пpоãpаììы, посëе ÷еãо pезуëüтаты усpеäня-
ëисü. Испоëüзоваëи сëеäуþщие паpаìетpы: степенü
поëиноìа s = 10; ÷исëо отpезков вpеìени K = 100;
то÷ностü коэффиöиентов поëиноìа 10–5; pазìеp
попуëяöии N = 20; ÷исëо покоëений 20; веpоят-
ностü скpещивания Pс = 0,5; веpоятностü ìутаöии
Pì = 0,1; pазìеp туpниpа 5. Тестиpование пpовоäи-
ëи на коìпüþтеpе с пpоöессоpоì AMD Athlon XP
1800+ (1533 МГö).

В табë. 2 пpивеäены pезуëüтаты pаботы Алгоpит-
ма пpи испоëüзовании аëãоpитìа поëиноìиаëüной
аппpоксиìаöии. Вpеìя pаботы пpоãpаììы скëаäы-
вается из тpех составëяþщих: вpеìени pаботы аë-
ãоpитìа пëаниpования пути в сpеäе с известныìи
пpепятствияìи (поиск пути), äëитеëüности пpо-
веpки найäенноãо пути на пpеäìет наëеãания на
пpепятствия (пpовеpка пути), оöенки вpеìени пе-
pеìещения ìанипуëятоpа по найäенноìу пути из
pас÷ета 12° в секунäу (äвижение).

Табëиöа 1

Характеристики препятствий

№ x y z Дëина Ширина Высота

1 –30 20 0 20 20 20
2 10 20 0 20 20 20
3 –30 20 20 60 20 20
4 –40 –40 –10 200 200 10
5 –30 2 12 80 1,6 2
6 10 –20 0 34 14 20
7 –44 –20 0 34 14 40

Табëиöа 2

Результаты экспериментов

q0 qT
Ноìера 
препят-
ствий

Чисëо 
äиск-
ретов

Вреìя работы, с

Поиск 
пути

Про-
верка 
пути

Дви-
жение

Суì-
ìа

1,57,
1,57,
0,
0,
0, 0,
0, 0

4,71,
1,57,
0,
0,
0, 0,
0, 0

1, 2
40 0,92 1,6 30 33
120 0,84 5,2 24 30
360 1,08 12,7 29 43

1, 2, 3, 4
40 87 47 165 299
120 68 72 148 289
360 64 168 156 387

1,57,
1,57,
0,
4,71,
0,
4,71,
0

4,71,
1,57,
0,
0,
0,
0,
0

5, 6
40 0,4 3 54 58
120 8,7 20 124 153
360 4,5 37 83 125

5, 6, 7
40 1 6 76 83
120 8 28 118 154
360 11 94 146 251

4, 5, 6, 7
40 11 26 195 233
120 145 168 448 761
360 218 452 499 1169

Pис. 3. Путь движения манипулятоpа (пpимеp)

Pис. 2. Pасположение пpепятствия относительно базовой сис-
темы кооpдинат

Pис. 1. Кинематическая схема манипулятоpа
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На pис. 3 показаны кëþ÷евые øаãи пути, поëу-
÷енноãо в сëу÷айноì запуске пpоãpаììы äëя по-
сëеäней сöены (÷етыpе пpепятствия) пpи ÷исëе
äискpетов 120. Межäу кëþ÷евыìи øаãаìи иìеëисü
пpоìежуто÷ные конфиãуpаöии. Пpепятствия иìе-
þт обозна÷ение 4п, 5п, 6п, 7п. Вpеìя äвижения pо-
бота оказаëосü сопоставиìыì со вpеìенеì äвиже-
ния по упpощенноìу аëãоpитìу [3].

Заключение

По pезуëüтатаì экспеpиìентов ìожно сäеëатü
сëеäуþщие вывоäы:

1. Аëãоpитì поëиноìиаëüной аппpоксиìаöии
быстpо нахоäит путü и соответствует кpитеpиþ бы-
стpоäействия аëãоpитìов пëаниpования пути в сpеäе
с известныìи запpещенныìи состоянияìи, сфоpìу-
ëиpованноìу у÷еныì-pобототехникоì К. Гупта [4]:
путü äоëжен бытü спëаниpован в те÷ение äесятков
секунä...äесятков ìинут.

2. Аëãоpитì поëиноìиаëüной аппpоксиìаöии
своäится к pеøениþ заäа÷и оптиìизаöии, но по-
скоëüку ìетоäы, ãаpантиpуþщие pеøение заäа÷и
оптиìизаöии, в общеì сëу÷ае не пpеäëожены, äан-
ный аëãоpитì не в поëной ìеpе отве÷ает тpебова-
нияì к аëãоpитìу äëя pеøения заäа÷и ПИ().

3. Увеëи÷ение степени äискpетизаöии пpостpан-
ства обобщенных кооpäинат не пpивеëо к сиëüно-
ìу ухуäøениþ pаботы аëãоpитìа поëиноìиаëüной
аппpоксиìаöии. Боëее сиëüная äискpетизаöия ìо-
жет äаже сказатüся поëожитеëüно из-за тоãо, ÷то
о÷еpтания пpепятствий становятся боëее ãëаäкиìи,
всëеäствие ÷еãо становится пpоще найти поäхоäя-
щий путü. Вìесте с теì, пpи низкой äискpетизаöии
спëаниpованный путü ìожет пpохоäитü "сквозü"
ìаëенüкие пpепятствия, ÷то обнаpужится пpи испоë-
нении пути, и потpебуется еãо пеpепëаниpование.
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Пpименение интеллектуальных 
систем акустического анализа 
в составе мобильного pобота

Пpименение акустического анализа
в мобильной pобототехнике

В совpеìенной ìобиëüной pобототехнике акту-
аëüны заäа÷и pаспознавания типа объектов, окpу-
жаþщих pобот, а также опpеäеëения тpаектоpий
пеpеìещения äинаìи÷еских объектов с поìощüþ
pоботов [9].

Оäной из таких заäа÷ явëяется заäа÷а синхpонной
ëокаëизаöии объектов сpеäы функöиониpования

pобота и пpовеäения каpтоãpафиpования сpеäы —
заäа÷а SLAM (Simultaneous Localization and Map-
ping) [10, 11] явëяþщаяся, по сути, ÷астныì сëу÷аеì
пpобëеìы обеспе÷ения автоноìноãо функöиони-
pования pобота.

Дëя pеøения заäа÷и SLAM тpебуется как обеспе-
÷ение опpеäеëенноãо аппаpатноãо состава поäсистеì
ìобиëüноãо pобота, поäpазуìеваþщее наëи÷ие сен-
соpных и вы÷исëитеëüных поäсистеì, так и pеаëи-
заöия быстpых аëãоpитìов сбоpа, обpаботки äанных
в öеëях посëеäуþщеãо пpинятия pеøения [11].

Дëя наибоëее эффективноãо pеøения этой заäа-
÷и öеëесообpазно совìестное пpиìенение как ви-
зуаëüноãо, так и акусти÷ескоãо контpоëя за окpу-
жаþщей ìестностüþ [4].

Необхоäиìостü коìпëексноãо испоëüзования
äвух независиìых поäсистеì объясняется возpас-
таþщиìи тpебованияìи к наäежности, äостовеp-
ности и то÷ности pаботы поäсистеì ìобиëüных
pоботов. Акусти÷еские сpеäства коììуникаöии
иìеþт pяä пpеиìуществ пеpеä всеìи остаëüныìи
сpеäстваìи: скоpостü, ãибкостü (пpоникаþт ÷еpез
не о÷енü пëотные вещества, оãибаþт пpепятствия),
независиìостü от световоãо фактоpа, свойство все-
напpавëенноãо äействия. Пpи этоì, есëи систеìы
техни÷ескоãо зpения, в ÷астности, в составе ìо-
биëüных pоботов, а также аëãоpитìы обpаботки
изобpажения быëи äостато÷но øиpоко изу÷ены и
апpобиpованы pоссийскиìи и заpубежныìи у÷е-

Обсуждается стpуктуpа боpтовой интеллектуальной
системы акустического анализа, pассматpиваются тpа-
диционные и интеллектуальные математические методы
обpаботки акустических данных с учетом специфики пpи-
менений в составе мобильных pоботов. Пpиводятся pезуль-
таты математического моделиpования pаботы системы,
полученные в ходе экспеpиментальных исследований.

Ключевые слова: мобильный pобот, автономность, ин-
теллектуальные методы обpаботки данных, нейpонные се-
ти, акустика
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ныìи в посëеäние ãоäы, то поäсистеìы акусти÷е-
скоãо контpоëя äо настоящеãо ìоìента не явëя-
ëисü объектоì веäения øиpоких иссëеäований в
пpиëожении к ìобиëüной pобототехнике.

Сëеäует отìетитü, ÷то отäеëüно поäзаäа÷а ëокаëи-
заöии на основе акусти÷еских эффектов в пpиëо-
жении к ìобиëüныì pоботаì быëа pеøена пpеä-
ставитеëяìи øкоëы ИПМ иì. М. В. Кеëäыøа PАН
(В. Е. Павëовский, В. Е. Пpяни÷ников, В. П. Анä-
pеев и äp.) [12, 13]. Оäнако пpеäëоженная ìетоäика
не поäpазуìеваëа pаспознавание объектов, а зна-
÷ит, ìожет явëятüся ëиøü ÷асти÷ныì pеøениеì
описанной заäа÷и SLAM.

С у÷етоì выøеизëоженноãо в äанной статüе pас-
сìотpена заäа÷а синтеза акусти÷еской поäсистеìы
и сопутствуþщих аëãоpитìов pаспознавания объ-
ектов сpеäы функöиониpования ìобиëüноãо pобота
(МP) в öеëях pеøения ÷астной поäзаäа÷и SLAM
äëя повыøения автоноìности МP. Поä автоноì-
ностüþ МP пониìается еãо способностü существо-
ватü и выпоëнятü свои функöии в пpотяженных
вpеìени, пpостpанстве, а также пpи изìеняþщихся
заäа÷ах и усëовиях окpужаþщей сpеäы, без необ-
хоäиìости взаиìоäействия с äpуãиìи äpужествен-
ныìи субъектаìи иëи субъектаìи высøеãо уpовня
иеpаpхии. Автоноìностü МP обеспе÷ивается pяäоì
ìеp, котоpые ìожно кëассифиöиpоватü по тpеì
напpавëенияì: инфоpìаöионноìу, интеëëектуаëü-
ноìу и ìатеpиаëüно-техни÷ескоìу [2].

Интеллектуальные методы обpаботки данных 
для обpаботки акустических сигналов

Pабота с акусти÷ескиìи äанныìи сопpяжена с
непоëнотой поступаþщей инфоpìаöии (по пpи÷ине
несовеpøенства боpтовой аппаpатной систеìы
поëу÷ения акусти÷ескоãо сиãнаëа, пpиìенения аë-
ãоpитìов äискpетизаöии сиãнаëа), а также с неоп-
pеäеëенностüþ внеøних возìущений и сpеäы функ-
öиониpования (постоpонние сиãнаëы, поìехи).
В такоì сëу÷ае öеëесообpазныì становится испоëü-
зование поäхоäов к упpавëениþ с испоëüзованиеì
ìетоäов и техноëоãий искусственноãо интеëëекта
[7]. Пpиìенение таких техноëоãий пpеäставëяется
опpавäанныì ввиäу оãpани÷енных возìожностей
совеpøенствования аппаpатной поäсистеìы поëу-
÷ения акусти÷ескоãо сиãнаëа в составе МP из-за
объективных ìассоãабаpитных и энеpãети÷еских
оãpани÷ений.

О÷евиäно, ÷то пpи наëи÷ии pазëи÷ноãо pоäа не-
опpеäеëенностей высокий уpовенü автоноìности,
аäаптивности и наäежности систеì упpавëения
äоëжен обеспе÷иватüся путеì повыøения их ин-
теëëектуаëüных возìожностей, основанных на об-
pаботке спеöиаëüных знаний.

Испоëüзование знаний äëя паpаìетpи÷еской и
стpуктуpной настpойки упpавëяþщих аëãоpитìов,
ìоäификаöии пpоãpаììы äостижения öеëей упpав-
ëения, а, пpи необхоäиìости, и их коppекöии с
у÷етоì текущих показаний изìеpитеëüно-инфоp-
ìаöионных сpеäств пpеäпоëаãает pазpаботку пpин-

öипов постpоения и аpхитектуpы интеëëектуаëü-
ной систеìы упpавëения. Пpи этоì ãëавныì кpи-
теpиеì выбоpа äоëжно сëужитü тpебуеìое ка÷ество
функöиониpования систеìы упpавëения в усëовиях
неопpеäеëенности пpи сëу÷айноì хаpактеpе внеø-
них возìущений, к котоpыì ìожно отнести непpе-
äусìотpенное изìенение öеëей, собственных экс-
пëуатаöионных хаpактеpистик, паpаìетpов сpеäы
и т. ä. [5].

Сpеäи конкpетных, возìожных к пpиìенениþ
техноëоãий, относиìых к ÷исëу интеëëектуаëüных,
сëеäует выäеëитü: техноëоãии экспеpтных систеì,
техноëоãии не÷еткой ëоãики, техноëоãии нейpосете-
вых стpуктуp, техноëоãии ассоöиативной паìяти.

Пpи этоì важно отìетитü, ÷то ãëавная аpхитек-
туpная особенностü, котоpая отëи÷ает интеëëекту-
аëüнуþ систеìу упpавëения от постpоенной по
"тpаäиöионной" схеìе, связана с поäкëþ÷ениеì
ìеханизìов хpанения и обpаботки знаний äëя pеа-
ëизаöии способностей по выпоëнениþ тpебуеìых
функöий в непоëно заäанных (иëи неопpеäеëен-
ных) усëовиях пpи сëу÷айноì хаpактеpе внеøних
возìущений [5].

Сpеäи pассìотpенных интеëëектуаëüных техно-
ëоãий нейpонные сети явëяþтся наибоëее иссëеäо-
ванныìи: pазнообpазные нейpосетевые стpуктуpы
и ìоäеëи внеäpены и апpобиpованы äëя pеøения
саìых pазнообpазных заäа÷, кpоìе тоãо, нейpосете-
вые техноëоãи обëаäаþт pяäоì свойств, äеëаþщих
öеëесообpазныì их пpиìенение при реøении по-
ставëенной заäа÷и pаспознавания, к котоpыì ìожно
отнести:
� возìожностü пpовеäения автоìатизиpованноãо

обу÷ения по объективныì кpитеpияì;
� накопëенный опыт пpиìенения пpи pеøении

заäа÷ pаспознавания, кëассификаöии и пpиня-
тия pеøений;

� возìожностü pеаëизаöии функöий ассоöиатив-
ной паìяти;

� высокое быстpоäействие;
� ìасøтабиpуеìостü.

Оäна из пеpеäовых тенäенöий в созäании интеë-
ëектуаëüных систеì связана с попыткаìи интеãpа-
öии pазëи÷ных интеëëектуаëüных техноëоãий äëя
со÷етания их пpеиìуществ. Так, напpиìеp, оäно-
вpеìенное обеспе÷ение высокой функöионаëüной
ãибкости и быстpоäействия ìожет äостиãатüся за
с÷ет коìпëексноãо пpиìенения техноëоãий экс-
пеpтных систеì и нейpосетевых стpуктуp. В то же
вpеìя äëя увеëи÷ения быстpоäействия ассоöиатив-
ной паìяти пpеäëаãаþтся нейpосетевые способы
ее pеаëизаöии. Эффективная pеаëизаöия такой
стpуктуpы возìожна с поìощüþ нейpосетевой pеа-
ëизаöии функöий ассоöиативной паìяти.

Пpиìенение поäхоäа интеãpаöии pазëи÷ных ин-
теëëектуаëüных техноëоãий возìожно и äëя pеøения
заäа÷и pаспознавания объектов по их акусти÷еской
эìиссии. Pассìотpиì ваpиант пpиìенения коìби-
ниpованной нейpонной сети (pис. 1), пеpвая ÷астü
котоpой выпоëняет pоëü ассоöиативной паìяти,
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а втоpая ÷астü — ëинейнуþ функöиþ сети пpяìоãо
pаспpостpанения.

В äанноì сëу÷ае в ка÷естве ассоöиативной па-
ìяти испоëüзуется сетü Хопфиëäа [7]. Заäа÷а, pе-
øаеìая äанной сетüþ в ка÷естве ассоöиативной
паìяти, фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì. Извес-
тен некотоpый набоp äвои÷ных сиãнаëов (звуко-
вых оöифpовок), котоpые с÷итаþтся обpазöовыìи.
Сетü äоëжна уìетü из пpоизвоëüноãо неиäеаëüноãо
сиãнаëа, поäанноãо на ее вхоä, выäеëитü ("вспоì-
нитü" по ÷асти÷ной инфоpìаöии) соответствуþ-
щий обpазеö (есëи такой естü) иëи "äатü закëþ÷ение"
о тоì, ÷то вхоäные äанные не соответствуþт ни оä-
ноìу из обpазöов.

Нейpонная сетü Хопфиëäа состоит из N искусст-
венных нейpонов. Кажäый нейpон систеìы ìожет
пpиниìатü оäно из äвух состояний (÷то анаëоãи÷но
выхоäу нейpона с поpоãовой функöией активаöии):

yi =

Взаиìоäействие нейpонов сети ìожет описы-
ватüся выpажениеì

Е = wijxixj,

ãäе wij — эëеìент ìатpиöы взаиìоäействий W, ко-

тоpая состоит из весовых коэффиöиентов связей
ìежäу нейpонаìи. В эту ìатpиöу в пpоöессе обу-
÷ения записывается М "обpазов" — N-ìеpных би-
наpных вектоpов

Sm = (sm1, sm2, ..., smN).

В сети Хопфиëäа ìатpиöа связей явëяется сиì-
ìетpи÷ной (wij = wji), а äиаãонаëüные эëеìенты
ìатpиöы поëаãаþтся pавныìи нуëþ (wii = 0), ÷то
искëþ÷ает эффект возäействия нейpона на саìоãо
себя и явëяется необхоäиìыì äëя сети Хопфиëäа,
а вкупе с асинхpонныì pежиìоì pаботы обеспе-
÷ивает устой÷ивостü pаботы сети [14].

Аëãоpитì обу÷ения сети Хопфиëäа существенно
отëи÷ается от таких кëасси÷еских аëãоpитìов обу-

÷ения пеpсептpонов, как ìетоä коppекöии оøибки
иëи ìетоä обpатноãо pаспpостpанения оøибки.
Отëи÷ие закëþ÷ается в тоì, ÷то вìесто посëеäова-
теëüноãо пpибëижения к нужноìу состояниþ с вы-
÷исëениеì оøибок все коэффиöиенты ìатpиöы
pасс÷итываþтся по оäной фоpìуëе, за оäин öикë,
посëе ÷еãо сетü сpазу ãотова к pаботе. Вы÷исëение
коэффиöиентов основано на сëеäуþщеì пpавиëе:
äëя всех запоìненных обpазов Xi ìатpиöа связи
äоëжна уäовëетвоpятü уpавнениþ

Xi = WXi,

поскоëüку иìенно пpи этоì усëовии состояния сети
Хi буäут устой÷ивы — попав в такое состояние, сетü

в неì и останется.
Запоìинаеìые вектоpы äоëжны иìетü бинаp-

ный виä. Посëе этоãо выпоëняется pас÷ет весовых
коэффиöиентов по сëеäуþщей фоpìуëе:

wij = XidXjd,

ãäе N — pазìеpностü вектоpов; m — ÷исëо запоìи-
наеìых выхоäных вектоpов; d — ноìеp запоìинае-
ìоãо выхоäноãо вектоpа; Хij — i-я коìпонента за-

поìинаеìоãо выхоäноãо j-ãо вектоpа.
Как тоëüко веса заäаны, сетü ìожет бытü испоëü-

зована äëя поëу÷ения запоìненноãо выхоäноãо век-
тоpа по äанноìу вхоäноìу вектоpу, котоpый ìожет
бытü ÷асти÷но непpавиëüныì иëи непоëныì. Дëя
этоãо выхоäаì сети сна÷аëа пpиäаþт зна÷ения этоãо
на÷аëüноãо вектоpа. Затеì сетü посëеäоватеëüно
ìеняет свои состояния соãëасно фоpìуëе

X(t + 1) = F(WX(t)),

ãäе F — активаöионная функöия; X(t) и X(t + 1) —
текущее и сëеäуþщее состояния сети, äо тех поp,
пока состояния X(t) и X(t + 1) не совпаäут. Иìенно
этот пpоöесс называется конвеpãенöией сети. Во
вpеìя pаботы сети Хопфиëäа пpизнакоì нахожäе-
ния pеøения явëяется ìоìент, коãäа äостиãается
аттpактоp, стати÷еский (коãäа на кажäоì сëеäуþ-
щеì øаãе повтоpяется устой÷ивое состояние Х(t))

Pис. 1. Стpуктуpа комбиниpованной нейpонной сети
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иëи, возìожно, äинаìи÷еский (коãäа бесконе÷но
÷еpеäуþтся äва состояния {X(t), X(t + 1)}). Это ко-
не÷ное состояние сети и явëяется ее pеакöией на
äанный обpаз.

Такиì обpазоì, сетü с обpатной связüþ фоpìи-
pует ассоöиативнуþ паìятü. Сетü Хопфиëäа ìожно
отнести к автоассоöиативной паìяти, т. е. такой,
котоpая ìожет завеpøитü иëи испpавитü обpаз, но
не ìожет ассоöииpоватü поëу÷енный обpаз с äpуãиì

обpазоì. В pезуëüтате описанная ÷астü нейpонной
сети, pеаëизуþщая функöиþ ассоöиативной паìяти,
соотносит поступаþщий на вхоä обpаз с этаëонаìи,
поäанныìи на этапе обу÷ения. Посëе обpаботки
обpаз пpеäъявëяется äëя кëассификаöии с поìо-
щüþ сети пpяìоãо pаспpостpанения.

Чисëо сëоев сети пpяìоãо pаспpостpанения,
а также ее тип ìожет ваpüиpоватüся в зависиìости
от тpебований, пpеäъявëяеìых к ка÷еству и быст-
pоте pаспознавания. Обу÷ение сети также ìожет
пpовоäитüся с испоëüзованиеì pазëи÷ных ìетоäов.

Аpхитектуpа боpтовой системы мобильных pоботов

В аппаpатный состав pазpабатываеìой систеìы
вхоäит ìассив из ÷етыpех ìикpофонов и внеøняя
звуковая каpта, позвоëяþщая осуществëятü ìноãо-
канаëüнуþ записü сиãнаëа. Обpаботка сиãнаëа пpо-
воäится с поìощüþ боpтовой ЭВМ, вхоäящей в со-
став МP. Обобщенная стpуктуpа äанной систеìы
пpеäставëена на pис. 2.

Сpавнивая поëу÷енные акусти÷еские äанные с
äанныìи пpоãpаììных бибëиотек с пpиìенениеì
описанных нейpосетевых техноëоãий, ìожно опpе-
äеëитü, каков пpеäпоëожитеëüный тип объекта,
какое обоpуäование вхоäит в еãо состав. Оäновpе-
ìенно бëаãоäаpя пpиìенениþ нескоëüких ìикpо-
фонов становится возìожныì осуществëение
ëокаëизаöии объектов [12, 13].

Экспеpиментальные исследования pаботы системы

Дëя оöенки эффективности pазpабатываеìой
систеìы быëо пpовеäено ìоäеëиpование pаботы
нейpосетевых стpуктуp äëя pаспознавания объек-
тов в сpеäе MATLAB. В хоäе экспеpиìентаëüноãо
иссëеäования описанных аëãоpитìов быëа опpо-
бована нейpосетевая стpуктуpа, состоящая из по-
сëеäоватеëüно соеäиненной сети Хопфиëäа и сети
пpяìоãо pаспpостpанения типа äвухсëойный пеp-
öептpон, пеpвый сëой котоpоãо пpеäставëяë собой
набоp нейpонов с ãипеpбоëи÷ескиì танãенсоì в
pоëи функöии активаöии, а втоpой быë ëинейныì.

Pезуëüтат pаспознавания объекта, поëу÷енный
с поìощüþ ìоäеëиpования pаботы такой сети,
пpеäставëяется нестабиëüныì (pис. 3).

Оøибка pаботы такой нейpосетевой стpуктуpы
ìожет бытü pасс÷итана äëя конкpетноãо пpиìеpа как

(  – )2 = 3,6970•10–22,

ãäе  — вхоäной вектоp, заãpуженный из файëа,

соäеpжащеãо спектpоãpаììу истинноãо объекта,

а  — соответствуþщий еìу выхоä ãибpиäной

сети, 512 — ÷исëо то÷ек спектpа.
Гоpазäо бо́ëüøая äостовеpностü pаспознавания

äостиãается пpи ввеäении в пpоãpаììный бëок pас-
познавания нейpосетевой стpуктуpы, состоящей из
посëеäоватеëüно соеäиненных сети Хопфиëäа и

Pис. 2. Стpуктуpная схема системы

Pис. 3. Pезультат pаспознавания. Гpафики истинного (а) и вос-
становленного (б) сигнала объекта
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pаäиаëüно-базисной сети. В этоì сëу-
÷ае пеpвая поäсетü pеаëизует функöии
ассоöиативной паìяти, а втоpая — вы-
боpку pаспознанноãо объекта. В сëу÷ае
испоëüзования такой стpуктуpы äосто-
веpный pезуëüтат pаспознавания äости-
ãается äаже пpи оäновpеìенноì наëо-
жении сиëüных аääитивных, иìпуëüс-
ных и ãауссовых øуìов.

В хоäе экспеpиìента быëо пpовеäено
обу÷ение коìбиниpованной сети пятüþ
этаëонныìи вектоpаìи, кажäый из ко-
тоpых соäеpжаë äанные о 512 то÷ках
спектpа оäноãо из заpанее известных
этаëонных объектов. Обу÷ение поäсети
Хопфиëäа пpоисхоäит так, ÷тобы сетü
иìеëа стабиëüные выхоäы, соответст-
вуþщие поäаваеìыì вектоpаì объек-
тов. Обу÷ение поäсети pаäиаëüно-ба-
зисноãо типа пpовоäится öикëи÷ески
äо тех поp, пока отсëеживаеìое зна÷е-
ние сpеäнекваäpати÷ной оøибки не
äостиãнет заäанноãо уpовня.

Затеì на обу÷еннуþ связку поäаваë-
ся сиãнаë äëя pаспознавания. Исхоäный
незаøуìëенный вхоäной спектpаëüный
сиãнаë оäноãо из известных сети объек-
тов пpивеäен на pис. 4. Этот же сиãнаë,
но с оäновpеìенно наëоженныìи аääи-
тивныì øуìоì в äиапазоне от 0 äо 512
(т. е. по всеì то÷каì спектpа), иìпуëüс-
ныì øуìоì, наëоженныì в тоì же äиа-
пазоне с веpоятностной пëотностüþ 0,1,
и ãауссовыì øуìоì со сpеäниì 3000 и
äиспеpсией 2000 в еäиниöах пëотности
спектpа показан на pис. 5.

Пpи ìоäеëиpовании сети быë восстановëен сиã-
наë, наибоëее бëизкий к вхоäноìу, котоpый быë
впосëеäствии коppектно pаспознан (вывеäен инäекс
известноãо сиãнаëа объекта, явëяþщеãося ÷астüþ
обу÷аþщеãо ìножества нейpонной сети).

Как виäно, несìотpя на наëоженный øуì, вектоp
сетüþ быë pаспознан пpавиëüно. Пpовеäенные в
сpеäе MATLAB экспеpиìенты поäтвеpжäаþт эффек-
тивностü пpиìенения интеëëектуаëüных ìетоäов.

Заключение

Испоëüзование акусти÷ескоãо анаëиза сpеäы в
pаботе МP — äинаìи÷но pазвиваþщееся напpавëе-
ние совpеìенной pобототехники. Пpиìенение аëãо-
pитìов обpаботки звуков позвоëяет зна÷итеëüно уве-
ëи÷итü эффективностü pаботы pоботов, упpоститü,
сäеëатü боëее естественныì общение ìежäу ÷еëо-
векоì и pоботоì. Бëаãоäаpя ìетоäаì акусти÷ескоãо
анаëиза ìожно опpеäеëитü поëожение исто÷ников
звука, их тип. Эти äанные ìоãут бытü испоëüзованы
как пpи составëении каpт сpеäы pоботоì, так и äëя
pаспознавания и нахожäения исто÷ника звука.

Пpеиìущество äанной систеìы сëежения закëþ-
÷ается в тоì, ÷то pобот ìожет набëþäатü за объек-

таìи, pаспоëоженныìи в ëþбой из то÷ек пpяìой
äосяãаеìости pобота. Есëи пpи pаботе оäной ëиøü
систеìы техни÷ескоãо зpения äостато÷но веëика
веpоятностü невеpноãо pаспознавания объекта, то
пpи коìпëексной обpаботке äанных акусти÷еской
и визуаëüной систеì pаспознавания объектов по-
выøается наäежностü pаботы в öеëоì, так как фак-
ти÷ески оäновpеìенно pаботаþт äве независиìые
систеìы pаспознавания. Поìиìо этоãо несоìнен-
ныì пpеиìуществоì äанной систеìы явëяется воз-
ìожностü ее pаботы в пpеäеëах пpяìой äосяãаеìо-
сти pобота, а не тоëüко в поëе еãо виäения, как это
пpоисхоäит с систеìой техни÷ескоãо зpения. На
взãëяä автоpов, такое совìестное испоëüзование
визуаëüно-акусти÷еской систеìы pаспознавания
объектов позвоëяет уìенüøитü оøибки оäной из них
и наибоëее то÷но опpеäеëитü поëожение объекта.

Испоëüзование интеëëектуаëüных ìетоäов в об-
pаботке акусти÷еских äанных позвоëяет ìиниìи-
зиpоватü возìожные оøибки, возникаþщие пpи
pаспознавании объектов, pасøиpитü зону эффек-
тивной pаботы МP, а также äости÷ü автоноìноãо
функöиониpования в усëовиях непоëноты и неоп-
pеäеëенности поступаþщей инфоpìаöии пpи на-
ëи÷ии сëу÷айных возìущений внеøней сpеäы.

Pис. 5. Сигнал с наложенными шумами

Pис. 4. Загpуженный входной сигнал
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Введение

Pасøиpение ãpаниö ìежäунаpоäных pынков и
увеëи÷ение их äоëи в ìиpовоì товаpообоpоте пpи-
веëо к тоìу, ÷то пpобëеìа повыøения ка÷ества
пpоäукöии стаëа пpиоpитетной äëя боëüøинства
товаpопpоизвоäитеëей и заняëа веäущее ìесто в
обеспе÷ении конкуpентоспособности пpоäукöии и
усëуã, постpоении новых отноøений ìежäу потpе-
битеëеì и пpоизвоäитеëеì, уäовëетвоpении ìате-
pиаëüных потpебностей, соöиаëüных интеpесов и
äуховных запpосов общества. Особуþ зна÷иìостü
эта пpобëеìа пpиобpетает в усëовиях эконоìи÷е-
скоãо кpизиса, сопpовожäаþщеãося pаспаäоì эко-
ноìи÷еских связей, снижениеì пpоизвоäства, утpа-
той позиöий на внеøнеì и внутpеннеì pынках.

Истоpи÷еский опыт США, Японии, Геpìании и
pяäа äpуãих стpан показывает, ÷то обеспе÷ение пpо-
ãpесса в обëасти ка÷ества путеì пpиìенения соответ-
ствуþщих эффективных ìетоäов и сpеäств техно-
ëоãи÷ескоãо контpоëя явëяется оäниì из основных
pы÷аãов, с поìощüþ котоpоãо иì уäаëосü пpеоäо-
ëетü кpизис в эконоìике и занятü пpо÷ные пози-
öии на ìиpовоì pынке.

Своевpеìенное обнаpужение äефектов в ответ-
ственных äетаëях техни÷еских изäеëий pазëи÷ноãо
назна÷ения поëожитеëüно вëияет на их наäеж-
ностü, ÷то снижает pасхоäы, связанные с отказаìи
и аваpияìи, не ãовоpя уже о сохpанении ÷еëове÷е-
ских жизней.

В сфеpе ìассовоãо пpоизвоäства наибоëüøее пpи-
ìенение наøеë ìетоä неpазpуøаþщеãо контpоëя
(НК) [1], пpи испоëüзовании котоpоãо äетаëи и
объект контpоëя в öеëоì остаþтся пpиãоäныìи
äëя äаëüнейøеãо пpиìенения по пpяìоìу назна-
÷ениþ. Совокупностü ìетоäов НК и соответствуþ-
щих сpеäств, пpеäназна÷енных äëя обнаpужения
äефектов äетаëей без их pазpуøения, составëяет
основу äефектоскопии. В зависиìости от физи÷еских
явëений, поëоженных в основу, ìетоäы НК поä-
pазäеëяþтся на виäы: ìаãнитный, эëектpи÷еский,
вихpетоковый, pаäиовоëновой, тепëовой, опти÷е-
ский, pаäиаöионный, акусти÷еский и пpоникаþ-
щиìи веществаìи.

В посëеäнее вpеìя øиpокое pаспpостpанение
поëу÷иë оäин из виäов ìаãнитноãо НК феppоìаã-
нитных изäеëий — феppозонäовый ìетоä (ФМ), ко-
тоpый основан на обнаpужении и изìеpении ìаãнит-
ных поëей, в тоì ÷исëе и поëей pассеяния, возни-
каþщих в зоне äефектов, с поìощüþ феppозондов —
ìаãнитоäинаìи÷еских ìаãнитоìетpов (МДМ) [2].

Феppозонä пpеäставëяет собой ìаãнитный уси-
ëитеëü, обы÷но с pазоìкнутыì ìаãнитопpовоäоì,
в котоpоì возäействие внеøнеãо постоянноãо ìаã-
нитноãо поëя пpивоäит к возникновениþ ÷етных
ãаpìоник ЭДС. Обëаäая высокой ÷увствитеëüно-
стüþ, феppозонäы позвоëяþт обнаpуживатü повеpх-
ностные äефекты ãëубиной окоëо 0,1 ìì и закpы-
тые äефекты с pазìеpаìи по высоте 0,1...0,5 ìì,
заëеãаþщие на ãëубине äо 10 ìì. Они также хаpак-
теpизуþтся возìожностüþ непосpеäственноãо из-
ìеpения составëяþщих вектоpа ìаãнитноãо поëя
(обеспе÷ивая теì саìыì поëу÷ение поëной инфоp-
ìаöии о стpуктуpе поëя и еãо исто÷никах), возìож-
ностüþ pаботы в о÷енü сëабых ìаãнитных поëях,
в øиpокоì теìпеpатуpноì äиапазоне и пpи наëи-
÷ии эëектpоìаãнитных поìех; отëи÷аþтся высокой
наäежностüþ, äоëãове÷ностüþ и низкой стоиìо-
стüþ; по своиì паpаìетpаì и стабиëüности нуëя
пpибëижаþтся к абсоëþтныì квантовыì пpибоpаì
и пpиìеняþтся, ãëавныì обpазоì, äëя коìпонент-
ных изìеpений сëабых поëей (поpяäка 0,8 А/ì) не-
боëüøоãо объеìа [3].

В связи с теì, ÷то ФМ позвоëяет созäаватü поë-
ностüþ автоìатизиpованные установки, обëаäаþ-
щие äостато÷но высокой пpоизвоäитеëüностüþ,
заäа÷и äаëüнейøеãо совеpøенствование МДМ и
уëу÷øения их ìетpоëоãи÷еских хаpактеpистик все-
ãäа остаþтся в поëе зpения pазpабот÷иков и явëя-
þтся актуаëüныìи.

Для pешения задач дефектоскопии пpедлагается новый
пpинцип постpоения феppозонда, основанный на использова-
нии в качестве напpяжения накачки паpафазных сигналов.
Пpедставлена стpуктуpная схема магнитометpа и ваpи-
ант констpукции феppозонда, pассмотpены особенности
pежимов их функциониpования.

Ключевые слова: дефектоскопия, неpазpушающий кон-
тpоль, феppозондовый метод, магнитодинамический маг-
нитометp, полемеp, гpадиентометp
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Физические основы феppозондового метода

ФМ основан на пpеобpазовании ãpаäиента иëи
напpяженности ìаãнитноãо поëя в эëектpи÷еский
сиãнаë с поìощüþ ìаãнито÷увствитеëüных эëеìен-
тов — феppозонäов, состоящих ÷аще всеãо из äвух
÷астей — поëузонäов. Кажäый поëузонä иìеет ìаã-
нитоìяãкий (обы÷но пеpìаëëоевый) сеpäе÷ник и
äве обìотки: оäну, возбужäаþщуþ пеpеìенное поëе,
котоpыì наìаãни÷ивается сеpäе÷ник, и äpуãуþ —
инäикатоpнуþ. Как возбужäаþщие (пеpви÷ные), так
и инäикатоpные (втоpи÷ные) обìотки поëузонäов,
соеäинены попаpно ìежäу собой опpеäеëенныì
обpазоì, в pезуëüтате ÷еãо ЭДС на выхоäе инäика-
тоpных обìоток пpопоpöионаëüна ëибо ãpаäиенту,
ëибо напpяженности изìеpяеìоãо постоянноãо
ìаãнитноãо поëя, в котоpоì нахоäится феppозонä.

Пpиìеняþтся äва типа феppозонäов: поëеìеpы
и ãpаäиентоìеpы. Пеpвый äает возìожностü опpе-
äеëятü наëи÷ие и напpяженностü ìаãнитноãо поëя,
а втоpой — ãpаäиент напpяженности ìаãнитноãо
поëя в еãо pазëи÷ных то÷ках. Схеìы феppозонäа-
ãpаäиентоìеpа и феppозонäа-поëеìеpа отëи÷аþтся
äpуã от äpуãа тоëüко изìенениеì напpавëения вкëþ-
÷ения обеих обìоток оäной из катуøек.

Pассìатpиваеìые схеìы постpоения МДМ ìожно
отнести к кëассу феppоинäукöионных пpеобpазо-
ватеëей с пpоäоëüныì возбужäениеì [3]. Пpинöип
äействия такоãо типа пpеобpазоватеëей основан на
испоëüзовании изìенения ìаãнитноãо состояния
феppоìаãнитноãо теëа, наìаãни÷иваеìоãо пеpеìен-
ныì поëеì (поëе возбужäения) с неизìенныì зна-
÷ениеì еãо напpяженности, пpи наëожении внеø-
неãо постоянноãо поëя, инäукöия котоpоãо изìе-
pяется. В этоì сëу÷ае изìенение поëноãо потока,
сöепëяþщеãося с контуpоì изìеpитеëüной катуøки,
непосpеäственно связано с ìоäуëяöией ìаãнитной
пpониöаеìости феppоìаãнитноãо сеpäе÷ника. Пpи
этоì постоянная составëяþщая ìаãнитноãо поëя в
стеpжне зависит от напpяженности пеpеìенноãо
наìаãни÷иваþщеãо (возбужäаþщеãо) поëя.

Неëинейностü зависиìости В(Н) (В — инäукöия,
Н — напpяженностü ìаãнитноãо поëя) в pассìатpи-
ваеìоì сëу÷ае явëяется пpинöипиаëüныì фактоpоì,
ответственныì за появëение ЭДС, несущей ин-
фоpìаöиþ об изìеpяеìоì постоянноì поëе, а эф-
фект поäìаãни÷ивания стеpжня посpеäствоì вспо-
ìоãатеëüноãо постоянноãо поëя В(Н0) обеспе÷ит
необхоäиìый pост сиëы пеpеìенноãо тока в изìе-
pитеëüной обìотке феppозонäа, теì боëüøий, ÷еì
боëüøе В(Н0). Это явëяется сëеäствиеì тоãо, ÷то с
повыøениеì В(Н0) äëя поëу÷ения заäанноãо äиапа-
зона изìенения инäукöии, оäнозна÷но опpеäеëяе-
ìоãо пpиëоженныì к обìотке возбужäения пеpе-
ìенныì напpяжениеì, тpебуется изìенение на-
пpяженности поëя во все боëее øиpоких пpеäеëах.

Данное свойство стеpжней с вспоìоãатеëüныì
поäìаãни÷иваþщиì поëеì ìожет бытü pеаëизовано
пpи pазpаботке пpинöипов постpоения äефекто-
скопа на базе новоãо типа МДМ, пpи÷еì в ка÷естве

исто÷ника такоãо вспоìоãатеëüноãо поëя ìожет
бытü пpиìенен постоянный ìаãнит.

Поäобные ìаãниты ìожно pассìатpиватü как
"ìаãнитные батаpеи" с высокой и постоянной ìаã-
нитно-äвижущей сиëой (МДС). Пока совìестно
äействуþщие наëоженное и саìоpазìаãни÷иваþ-
щее поëя не пpевыøаþт поëя, соответствуþщеãо
пеpеãибу кpивой B(H), эта МДС по÷ти не зависит
от поëя [4]. Они ìоãут также äействоватü непосpеä-
ственно иëи вбëизи возäуøноãо зазоpа, в котоpоì
необхоäиì ìаãнитный поток, в pезуëüтате ÷еãо
своäится к ìиниìуìу паpазитный поток. Маãниты
ìоãут бытü коpоткиìи и иноãäа ìоãут иìетü не-
обы÷нуþ фоpìу, сохpаняя в то же вpеìя оäноpоä-
нуþ наìаãни÷енностü. Дëя изìенения иëи ìоäу-
ëяöии поëя в зазоpе ìожно наëаãатü о÷енü сиëüные
внеøние ìаãнитные поëя, котоpые ìоãут возбуж-
äатüся обìоткаìи, поìещенныìи непосpеäствен-
но на постоянноì ìаãните и не вызываþщиìи из-
ìенения еãо ìаãнитноãо ìоìента.

Дëя пояснения существа pассìатpиваеìоãо во-
пpоса пpоанаëизиpуеì сна÷аëа пpинöип pаботы
феppозонäа-поëеìеpа (pис. 1).

Как виäно из pис. 1, возбужäаþщие катуøки со-
еäинены посëеäоватеëüно. Оäнако их пеpеìенные
ìаãнитные поëя всеãäа иìеþт пpотивопоëожное
напpавëение, но pавнуþ веëи÷ину. Мãновенное зна-
÷ение напpяженности этих поëей обозна÷иì Н∼.
Аìпëитуäа пеpеìенноãо тока, котоpыì питаþтся
пеpви÷ные обìотки, как пpавиëо, выбиpается такой,
÷тобы ìатеpиаë сеpäе÷ника äовоäиëся äо ìаãнит-
ноãо насыщения.

Допустиì, ÷то ìы иìееì катуøку, питаеìуþ
пеpеìенныì токоì, с сеpäе÷никоì, у котоpоãо от-
сутствуþт потеpи от ãистеpезиса, т. е. еãо ìаãнит-
ная инäукöия pавна нуëþ в тот ìоìент, коãäа на-
пpяженностü Н внеøнеãо поëя pавна нуëþ. В этоì
сëу÷ае кpивая наìаãни÷ивания буäет изобpажатüся
не в виäе петëи ãистеpезиса, а спëоøной ëинией
(pис. 2). Пpи пpотекании пеpеìенноãо тока ÷еpез
обìотку катуøки напpяженностü ее ìаãнитноãо
поëя Н∼ буäет коëебатüся сиììетpи÷но относитеëüно
оси вpеìени (pис. 2). Есëи сеpäе÷ник поìеститü в
постоянное ìаãнитное поëе (Н= < Н∼) пpи сохpа-
нении возäействия пеpеìенноãо ìаãнитноãо поëя,

Pис. 1. Схема феppозонда-полемеpа:
e1, e2 — ЭДС; K1, K2 — серäе÷ники; H=, H

~
 — напряженности

постоянноãо и переìенноãо ìаãнитных поëей соответственно
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то кpивая наìаãни÷ивания сìестится эквиäистантно
в ãоpизонтаëüноì напpавëении вäоëü оси Н и зай-
ìет поëожение, показанное øтpиховой ëинией.

В сëу÷ае äействия на сеpäе÷ник оäновpеìенно
äвух поëей (H= и Н∼), коãäа напpяженностü пеpе-
ìенноãо поëя pавна нуëþ, инäукöия В не äостиãает
нуëя, потоìу ÷то на сеpäе÷ник äействует постоян-
ное ìаãнитное поëе, а инäукöия буäет иìетü зна÷е-
ние В1. Инäукöия pавна нуëþ в тот ìоìент, коãäа
pавна нуëþ суììаpная напpяженностü ìаãнитноãо
поëя, т. е. ìãновенное зна÷ение пеpеìенноãо поëя
пpотивопоëожно по напpавëениþ и pавно по веëи-
÷ине постоянноìу ìаãнитноìу поëþ (H∼ = –Н=)
(то÷ка b на pис. 2). Поэтоìу кpивая наìаãни÷ива-
ния сìещается в стоpону, обpатнуþ напpавëениþ
постоянноãо ìаãнитноãо поëя на веëи÷ину H=.

Пpовеäеì анаëиз хаpактеpистик pежиìов pаботы
феppозонäа-поëеìеpа, пpеäставëенных на pис. 3.

Напpяженности пеpеìенных поëей Н∼ поëузон-
äов pавны по веëи÷ине, но иìеþт пpотивопоëож-
ное напpавëение. Пpи äопущении, ÷то сеpäе÷ники
K1 и K2 не обëаäаþт ãистеpезисоì, кpивые их на-
ìаãни÷ивания буäут изобpажатüся спëоøныìи ëи-
нияìи (I, II). В этоì сëу÷ае суììаpная инäукöия
обоих сеpäе÷ников (B1 + B2) все вpеìя pавна нуëþ,
так как кpивые наìаãни÷ивания I и II поëностüþ
сиììетpи÷ны. Пpи этоì ЭДС во втоpи÷ной (инäи-
катоpной) обìотке не возникает, так как

e ≈ d(B1 + B2)/dt.

Есëи оба поëузонäа поìещены в постоянное ìаã-
нитное поëе напpяженностüþ Н= пpи оäновpеìен-
ноì äействии пеpеìенных поëей, то кpивые наìаã-
ни÷ивания сеpäе÷ников сäвинутся паpаëëеëüно са-
ìиì себе в пpотивопоëожноì напpавëении на
отpезки "0а" и "0b", pавные по абсоëþтной веëи÷ине
H= (øтpиховые кpивые на pис. 3, а). Суììаpная
инäукöия (B1 + B2) в кажäой то÷ке, pавная суììе
оpäинат øтpиховых кpивых, уже не буäет pавна нуëþ
и ìожет бытü изобpажена кpивой, пpивеäенной на
pис. 3, б. Пpи такоì хаpактеpе кpивой (B1 + B2)
ЭДС е2 во втоpи÷ной обìотке не pавна нуëþ. Ос-
новной хаpактеpистикой феppозонäа-поëеìеpа и
явëяется зависиìостü ìежäу изìеpяеìой напpяжен-
ностüþ постоянноãо ìаãнитноãо поëя и втоpи÷ныì
напpяжениеì.

Pассìотpиì феppозонä-ãpаäиентоìеp (pис. 4).

Напpавëение поëей возбужäения Н у обеих кату-
øек оäинаковое, а втоpи÷ные обìотки соеäинены
встpе÷но. Коãäа в ìесте pаспоëожения äвух испы-
татеëüных катуøек pавноìеpное постоянное поëе
буäет наëожено на пеpеìенные поëя и паpаëëеëüно
иì, то обе кpивые наìаãни÷ивания пеpеìестятся
эквиäистантно вäоëü оси Н в оäноì и тоì же напpав-
ëении и на оäно и то же pасстояние — Н= (øтpи-
ховые кpивые на pис. 5). Пpи встpе÷ноì вкëþ÷е-
нии втоpи÷ных обìоток (сì. pис. 4) возникаþщая
в них ЭДС буäет опpеäеëятüся уже pазностüþ ìаã-
нитных инäукöий (В1 – В2). Так как pазностü ин-

Pис. 3. Кpивые намагничивания и суммаpной индукции феppо-
зонда-полемеpа

Pис. 4. Схема феppозонда-гpадиентомеpа

Pис. 5. Кpивые намагничивания и суммаpной индукции феppо-
зонда-гpадиентомеpа

Pис. 2. Кpивая намагничивания феppомагнитного матеpиала без
потеpь на гистеpезис
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äукöий pавна нуëþ, то и на выхоäе втоpи÷ных об-
ìоток ЭДС pавна нуëþ.

Есëи катуøки поìещены в ìесте с pазëи÷ной
напpяженностüþ постоянных ìаãнитных поëей, то
кpивые наìаãни÷ивания сìестятся на pазëи÷нуþ
веëи÷ину (pис. 5), т. е. поä äействиеì неpавноìеp-
ноãо постоянноãо ìаãнитноãо поëя сеpäе÷ники на-
ìаãни÷иваþтся по-pазноìу и pазностü инäукöий
(В1 – В2) уже не буäет pавна нуëþ. Поэтоìу на вто-
pи÷ной обìотке появëяется напpяжение, котоpое
иìеет уäвоеннуþ ÷астоту по отноøениþ к ÷астоте
наìаãни÷иваþщеãо тока.

Дëя pассìатpиваеìых типов МДМ тpаäиöионно
испоëüзуþтся äва способа возбужäения эëектpо-
ìаãнитноãо поëя: инäуктивный, пpи котоpоì ис-
то÷никоì эëектpоìаãнитноãо поëя сëужит ìноãо-
витковая катуøка, обтекаеìая пеpеìенныì токоì,
и ãаëüвани÷еский, пpи котоpоì исто÷никоì эëек-
тpоìаãнитноãо поëя явëяþтся эëектpи÷еские токи
пpовоäиìости в феppоìаãнитноì эëеìенте ìежäу
эëектpоäаìи ãенеpатоpа нака÷ки. В посëеäнеì сëу-
÷ае сеpäе÷ник зонäа выпоëнен в виäе отpезка феp-
pоìаãнитной пpовоëоки кpуãëоãо се÷ения, по ко-
тоpой пpотекает пеpеìенный ток возбужäения.

В пpивеäенных схеìах феppозонäа-поëеìеpа
(сì. pис. 1) и феppозонäа-ãpаäиентоìеpа (pис. 5)
испоëüзуется инäуктивный способ с пpоäоëüныì
возбужäениеì эëектpоìаãнитноãо поëя.

С у÷етоì выøеизëоженноãо вìесто тpаäиöионной
схеìы возбужäения феppозонäа (сì. pис. 1 и pис. 4),

основанной на испоëüзовании ìаãнитноãо äипоëя
(ãенеpатоpная катуøка), ìожно пpеäëожитü аëüтеp-
нативный ваpиант, испоëüзуþщий в ка÷естве эëе-
ìента "нака÷ки" изëу÷аþщуþ pезонанснуþ антенну
конäенсатоpноãо типа (С-антенну), пpеäставëяþ-
щуþ собой конäенсатоp с сосpеäото÷енной еìко-
стüþ С, возбужäаеìый с поìощüþ äëинной ëинии
(pис. 6) [5].

На pис. 6 пpеäставëена обобщенная схеìа такоãо
МДМ, состоящая из ãенеpатоpа возбужäения паpа-
фазноãо "напpяжения нака÷ки" 1; эëеìентов на-
ка÷ки 2 ′ и 2 ′′ (С-антенны); феppитовоãо стеpжня 3;
пpиеìноãо эëеìента 4 и изìеpитеëüноãо пpеобpа-
зоватеëя 5.

Сëеäует отìетитü, ÷то феppозонäы с ãенеpатоpной
катуøкой оpиентиpованы на pеаëизаöиþ pежиìа
заäанноãо тока, т. е. pежиìа заäанной напpяжен-
ности поëя возбужäения, пpи котоpоì неизбежны
зна÷итеëüные потеpи энеpãии и существенная не-
стабиëüностü как паpаìетpов составëяþщих эëе-
ìентов, так и нуëевых показаний пpибоpа. Пpеä-
ëаãаеìый ваpиант МДМ с эëеìентоì "нака÷ки" в
виäе конäенсатоpа с сосpеäото÷енной еìкостüþ С
pеаëизует pежиì заäанноãо напpяжения возбужäе-
ния, т. е. pежиì заäанной инäукöии поëя возбуж-
äения, пpи котоpоì все выøеуказанные фактоpы,
как пpавиëо, ìаëозна÷иìы иëи выpажены сëабо.

Пpинципы постpоения и функциониpования МДМ

Стpуктуpная схеìа (pис. 7) пpеäëаãаеìоãо МДМ
состоит из сëеäуþщих функöионаëüных бëоков:
ìаãнитоìетpи÷ескоãо äат÷ика 1, ãенеpатоpа возбу-
жäения (ГВ), пеpви÷ноãо и втоpи÷ноãо изìеpи-
теëüных пpеобpазоватеëей (ПИП и ВИП).

Маãнитоìетpи÷еский äат÷ик 1 пpеäставëяет со-
бой феppозонä, состоящий из äвух феppоìаãнит-
ных стеpжней 2 и 3 с общиì поäìаãни÷иваþщиì
эëеìентоì 4 (постоянный ìаãнит), äвух иäенти÷-
ных ìоäуëятоpов 5 и 6 (С-антенны), инäукöион-
ноãо пpеобpазоватеëя 7.

ПИП состоит из вхоäноãо ìоäуëя 8 и сеëектив-
ноãо усиëитеëя 9. ВИП, в своþ о÷еpеäü, обpазован
совокупностüþ сëеäуþщих эëектpонных бëоков:

синхpонноãо äетектоpа 10, буфеpноãо уси-
ëитеëя 11 и фоpìиpоватеëя опоpноãо на-
пpяжения 14.

Пpоöесс пpоäоëüноãо возбужäения
("нака÷ка") феppоìаãнитных стеpжней 2
и 3 осуществëяется посpеäствоì ìоäуëято-
pов 5 и 6, пpеäставëяþщих собой конäен-
сатоpы с сосpеäото÷енныìи еìкостяìи С
с обкëаäкаìи в виäе поëуöиëинäpов, pас-
поëоженных по äëине феppоìаãнитных
стеpжней в непосpеäственной бëизости от
их повеpхности. Моäуëятоpы 5 и 6 поä-
кëþ÷ены к соответствуþщиì паpафаз-
ныì выхоäаì ãенеpатоpа синусоиäаëüных
напpяжений 13. Пpи питании ìоäуëято-
pов 5 и 6 паpафазныìи синусоиäаëüныìи

Pис. 6. Схема магнитометpа с генеpатоpным конденсатоpом

Pис. 7. Стpуктуpная схема МДМ
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напpяженияìи функöиониpование ìаãнитоìетpи-
÷ескоãо äат÷ика 1 оpãанизуется в pежиìе заäанноãо
напpяжения возбужäения.

Феppоìаãнитные стеpжни 2 и 3 факти÷ески яв-
ëяþтся эëеìентаìи составной ìаãнитной антенны
с пpоäоëüно поäìаãни÷иваþщиì постоянныì ìаã-
нитоì 4, соäеpжащей инäукöионный пpеобpазова-
теëü 7 в виäе пpиеìной катуøки (соëеноиäа). Пpи-
еìная катуøка 7 поäкëþ÷ена ÷еpез буфеpный ìо-
äуëü 8 к вхоäныì öепяì сеëективноãо усиëитеëя 9,
ãäе пpоисхоäит пеpви÷ная обpаботка инфоpìаöи-
онноãо сиãнаëа. Поäìаãни÷иваþщий эëеìент 4
обеспе÷ивает необхоäиìый pежиì pаботы всеãо
ìаãнитоìетpи÷ескоãо äат÷ика 1.

Выхоä усиëитеëя 9 поäкëþ÷ен к инфоpìаöион-
ноìу вхоäу синхpонноãо äетектоpа 10, опоpныì
напpяжениеì котоpоãо явëяется выхоäной сиãнаë
синфазноãо фоpìиpоватеëя 14. Опоpные напpяже-
ния äëя синхpонноãо äетектоpа фоpìиpуþтся из
соответствуþщеãо синусоиäаëüноãо напpяжения,
поäаваеìоãо с выхоäа ãенеpатоpа возбужäения 12
на вхоä бëока 14. Выхоä синхpонноãо äетектоpа 10,
pеаëизуþщеãо втоpи÷нуþ обpаботку инфоpìаöион-
ноãо сиãнаëа, соеäинен с буфеpныì усиëитеëеì 11.
Паpаìетpы выхоäноãо сиãнаëа бëока 11 отpажаþт
веëи÷ину и хаpактеp ëокаëüноãо ìаãнитноãо поëя
pассеяния, вызванноãо наëи÷иеì äефекта.

Феppоìаãнитные стеpжни 2, 3 и постоянный
ìаãнит 4 pаспоëожены соосно äpуã с äpуãоì в оäну
ëиниþ, обpазуя пpи этоì pазоìкнутуþ пpостpан-
ственно пpотяженнуþ феppоìаãнитнуþ систеìу.

Pассìатpиваеìая схеìа постpоения МДМ отно-
сится к кëассу феppоинäукöионных пpеобpазова-
теëей с пpоäоëüныì возбужäениеì [3]. Пpинöип
äействия такоãо типа пpеобpазоватеëей основан на
испоëüзовании изìенения ìаãнитноãо состояния
феppоìаãнитноãо теëа, наìаãни÷иваеìоãо пеpеìен-
ныì поëеì (поëеì возбужäения) с неизìенныì зна-
÷ениеì еãо напpяженности, пpи наëожении внеø-
неãо постоянноãо поëя, инäукöия котоpоãо изìе-
pяется. В этоì сëу÷ае изìенение поëноãо потока,
сöепëяþщеãося с контуpоì изìеpитеëüной катуøки,
непосpеäственно связано с ìоäуëяöией ìаãнитной
пpониöаеìости феppоìаãнитноãо сеpäе÷ника [3].

Иссëеäуеì взаиìное вëияние такоãо pоäа совìе-
щенных ìаãнитных поëей в ìаãнитной систеìе
äанноãо типа пpеобpазоватеëей.

Дëя этоãо ìаãнитнуþ систеìу изìеpитеëüных
пpеобpазоватеëей pассìотpиì в усëовиях совìест-
ноãо наìаãни÷ивания постоянныì и пеpеìенныì
ìаãнитныìи поëяìи:

F = Fc + Fv,

ãäе F — суììаpная наìаãни÷иваþщая сиëа; Fc, Fv —

наìаãни÷иваþщие сиëы, созäаваеìые постоянныì
и пеpеìенныì наìаãни÷иваþщиìи токаìи.

Пpи совìестноì наìаãни÷ивании возбужäаþ-
щее поëе иìеет виä

Н = Н0 + Hm sinωt. (1)

Из выøесказанноãо о÷евиäно, ÷то неëинейностü
зависиìости В(Н) äействитеëüно явëяется пpин-
öипиаëüныì фактоpоì, ответственныì за появëе-
ние ЭДС, несущей инфоpìаöиþ об изìеpяеìоì
постоянноì поëе, а эффект поäìаãни÷ивания стеpж-
ня посpеäствоì вспоìоãатеëüноãо постоянноãо поëя
В(Н0) обеспе÷ит необхоäиìый pост сиëы пеpеìен-
ноãо тока в изìеpитеëüной обìотке феppозонäа,
теì боëüøий, ÷еì боëüøе В(Н0). Это явëяется сëеä-
ствиеì тоãо, ÷то с повыøениеì В(Н0) äëя поëу÷ения
заäанноãо äиапазона изìенения инäукöии, оäно-
зна÷но опpеäеëяеìоãо пpиëоженныì к обìотке
возбужäения пеpеìенныì напpяжениеì, тpебуется
изìенение напpяженности поëя во все боëее øиpо-
ких пpеäеëах. Данное свойство стеpжней с вспоìо-
ãатеëüныì поäìаãни÷иваþщиì поëеì ìожно ис-
поëüзоватü пpи pазpаботке пpинöипов постpоения
новоãо типа ìаãнитоìетpа, пpи÷еì в ка÷естве ис-
то÷ника такоãо вспоìоãатеëüноãо поëя ìожет бытü
пpиìенен постоянный ìаãнит.

Тепеpü pассìотpиì особенности функöиониpо-
вания äанноãо МДМ [6].

Пpи питании пpостpанственных конäенсатоpов
синусоиäаëüныì паpафазныì напpяжениеì виäа
u1(t) = ±Umcosωt внутpи наìаãни÷иваеìых сеpäе÷-
ников возникает ìаãнитная инäукöия

B(t) = Bm sinωt, (2)

ãäе Bm = Um/[ωf(Ck)s]; f(Ck) — констpуктивная функ-

öия, опpеäеëяеìая паpаìетpаìи пpостpанственноãо
конäенсатоpа.

Поток вектоpа этой инäукöии ÷еpез се÷ение s
феppоìаãнитных стеpжней факти÷ески опpеäеëяет
изìеняþщиеся во вpеìени ìаãнитные потоки ÷еpез
äанное се÷ение, котоpые, в своþ о÷еpеäü, навоäят
в изìеpитеëüной обìотке пpиеìной катуøки 7 со-
ответствуþщие тpансфоpìатоpные ЭДС:

e′(t) = ws(dΦ′/dt); e ′′(t) = –ws(dΦ′′/dt).

В общеì сëу÷ае сиãнаë на выхоäе пpиеìной ка-
туøки 7 (напpяжение небаëанса) ìожет бытü пpеä-
ставëен в виäе суììы äвух тpансфоpìатоpных ЭДС:

e(t) = e ′(t) + e ′′(t) = ws[(dΦ′/dt) – (dΦ′′/dt)],

навоäиìых ìаãнитныìи потокаìи, вызванныìи
паpафазныìи поëяìи возбужäения. С у÷етоì тоãо,

÷то напpяжения "нака÷ки" ìоäуëятоpов  = –

( = – ), а составная ìаãнитная антенна, об-

pазованная констpуктивно иäенти÷ныìи феppо-
ìаãнитныìи стеpжняìи 2 и 3, обëаäает осевой сиì-
ìетpией, ìожеì записатü:

e(t) = e ′(t) + e ′′(t) = 0.

Иныìи сëоваìи, в сëу÷ае питания ìоäуëято-
pов 5 и 6 паpафазныìи напpяженияìи в стpуктуpе
составной ìаãнитной антенны пpоисхоäит взаиìная
коìпенсаöия тpансфоpìатоpных ЭДС, ÷то, в коне÷-
ноì с÷ете, обеспе÷ивает отсутствие сиãнаëа на вы-

U1
′ U1

″

H1
′ H1

″
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хоäе пpиеìной катуøки, а также ноpìаëüное функ-
öиониpование феppозонäа в pежиìе поëеìеpа.

В pезуëüтате "нака÷ки" феppоìаãнитной стpук-
туpы осуществëяется возäействие ìаãнитноãо поëя
на ìаãнитнуþ пpониöаеìостü вещества μ. Пpи этоì
функöиþ [B1(t)] ìожно pассìатpиватü как функ-
öиþ вpеìени (ωt).

Тоãäа в соответствии со сäеëанныìи заìе÷ания-
ìи выхоäной сиãнаë пpиеìной катуøки 7 ìожно
пpеäставитü в виäе ìаãнитоìоäуëяöионной ЭДС
(поëезная ЭДС):

e(t) = ws•d[B ′( ) + B ′′( )]/dt =

= ws•d[ f (H0 + ) + f (H0 – )]/dt, (3)

ãäе  и  — напpяженности вспоìоãатеëüных пе-
pеìенных эëектpоìаãнитных поëей (поëей нака÷ки);
Н0 — напpяженностü постоянноãо изìеpяеìоãо ìаã-
нитноãо поëя в pабо÷ей зоне ìаãнитоìетpи÷ескоãо
äат÷ика;  — напpяженностü суììаpноãо ìаãнит-
ноãо поëя, созäаваеìоãо поëеì нака÷ки ( ) от эëе-
ìента возбужäения 5 ìоäуëятоpа и фоновыì посто-
янныì ìаãнитныì поëеì Н0,  — напpяженностü
суììаpноãо ìаãнитноãо поëя, созäаваеìоãо поëеì
нака÷ки ( ) от эëеìента возбужäения 6 ìоäуëято-
pа и фоновыì постоянныì ìаãнитныì поëеì Н0.

Воспоëüзуеìся аппpоксиìаöией зависиìости
В(НΣ) укоpо÷енныì поëиноìоì тpетüей степени [7]:

B(HΣ) = aHΣ + b ,

ãäе а и b — поëожитеëüные коэффиöиенты аппpок-
сиìаöии.

Тоãäа с у÷етоì выpажений (1) и (2) поëу÷иì

В ′(HΣ) = a  + aH1 – b( )3 –

– 3b( )2H1 – 3b (Н1)
2 – b(Н1)

3;

B ′′(HΣ) = a  – aH1 – b( )3 +

+ 3b( )2H1 – 3b (H1)
2 + b(H1)

3.

В сëу÷ае возäействия изìеpяеìоãо постоянноãо
ìаãнитноãо поëя оäновpеìенно на феppоìаãнитные
стеpжни 2 и 3, т. е. = = Н0, ìожеì записатü:

В′( ) + B′′( ) = 2аН0 – 2b(Н0)
3 – 6bН0(Н1)

2. (4)

Тоãäа d [2aH0 – 2b(H0)
3 – 6bН0(H1)

2]/dt =

= 6bH0[d (t )/dt].

Посëеäнее сëаãаеìое в (4) хаpактеpно теì, ÷то
соäеpжит пpоизвеäение напpяженностей изìеpяе-
ìоãо постоянноãо Н0 и вспоìоãатеëüноãо пеpеìен-
ноãо H1 ìаãнитных поëей, котоpое как pаз и явëя-
ется пpи÷иной появëения ЭДС в изìеpитеëüной
обìотке феppозонäа:

e(t)| = 6bswH0[d (t)/dt] ≠ 0. (5)

В общеì сëу÷ае вспоìоãатеëüное пеpеìенное
поëе ìожет бытü пpеäставëено в виäе суììы äвух
поëей от независиìых исто÷ников:

Н1(t) = Hmsinωt + H2, (6)

ãäе Н2 — напpяженностü постоянноãо (неизìеpяе-
ìоãо) поëя.

Поäставëяя выpажение (6) в (5), поëу÷аеì äëя
феppозонäа с взаиìно паpаëëеëüныìи поëяìи
(пpи H0 = const ≠ 0)

e(t) = 6ωbswH0(2H2Hmcosωt + sin2ωt). (7)

Из уpавнения (7) сëеäует, ÷то выхоäная ЭДС
пpиеìной катуøки 7 пpопоpöионаëüна ÷астоте ω
вспоìоãатеëüноãо пеpеìенноãо поëя. Это озна÷ает,
÷то пpи пpо÷их pавных усëовиях, напpиìеp, пpи
оäинаковых констpуктивных паpаìетpах феppо-
зонäа всеãäа иìеется pезеpв повыøения еãо ÷увст-
витеëüности (коэффиöиента пpеобpазования) за
с÷ет ÷астоты пеpеìенноãо поëя.

Также о÷евиäно, ÷то выхоäная ЭДС пpиеìной
катуøки иìеет ÷астоту, кpатнуþ ÷астоте пеpеìен-
ноãо поëя. Это озна÷ает, ÷то в пpоöессе пpеобpазо-
вания осуществëена ìоäуëяöия, т. е. сиãнаë нуëевой
÷астоты, несущий инфоpìаöиþ об изìеpяеìоì
постоянноì поëе, тpанспониpован "ввеpх", в обëастü
боëее высоких ÷астот. В pассìатpиваеìоì сëу÷ае —
в обëастü спектpаëüной ëинии втоpой ãаpìоники
от ÷астоты вспоìоãатеëüноãо пеpеìенноãо поëя.

Кpоìе тоãо, из выpажения (7) пpи выпоëнении
усëовия (6) сëеäует, ÷то инфоpìаöиþ об изìеpяе-
ìоì поëе Н0 ìожет нести как пеpвая, так и втоpая
ãаpìоники выхоäной ЭДС. Отсþäа о÷евиäна воз-
ìожностü pеаëизаöии äëя äанноãо типа МДМ äвух
основных pежиìов pаботы [8].

Пpи пеpвоì pежиìе аìпëитуäа напpяженности
Нm выбиpается относитеëüно ìаëой, а напpяжен-
ностü H2 — боëüøой, т. е. выпоëняется соотноøе-
ние Нm n Н2. В этоì сëу÷ае спpавеäëива записü

e1(t) = 12ωbswH2H0Hmcosωt.

Пpи втоpоì pежиìе аìпëитуäу напpяженности
Нm выбиpаþт боëüøей по сpавнениþ с напpяжен-
ностüþ изìеpяеìоãо поëя Н0, а напpяженностü Н2
пpиpавниваþт к нуëþ, т. е. выпоëняþт соотноøе-
ние Нm . Н2 и Н2 = 0. Дëя äанноãо pежиìа ìожно
поëу÷итü зависиìостü виäа

e2(t) = 6ωbswH0 sin2ωt.

Такиì обpазоì, заäавая те иëи иные соотноøения
ìежäу паpаìетpаìи Нm, Н0 и Н2, ìожно pеаëизо-
выватü pазëи÷ные pежиìы функöиониpования
МДМ. Испоëüзуя это свойство, ìожно эффектив-
но pеøатü заäа÷и обнаpужения и иäентификаöии
äефектов по изìеpяеìыì паpаìетpаì созäаваеìых
иìи ëокаëüных ìаãнитных поëей pассеивания.
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Заключение

Пpовеäенные экспеpиìентаëüные иссëеäова-
ния ìакетноãо обpазöа ìаãнитоìетpа с паpафазной
систеìой возбужäения посpеäствоì изëу÷аþщих
С-антенн поäтвеpäиëи состоятеëüностü пpеäëаãае-
ìоãо новоãо техни÷ескоãо pеøения. Pазpаботанный
тип МДМ отëи÷ается констpуктивной пpостотой и
техноëоãи÷ностüþ изãотовëения, ÷то, в коне÷ноì
с÷ете, обеспе÷ивает еãо наäежностü и эффектив-
ностü в пpоöессе экспëуатаöии.

Пpиìенение новоãо типа МДМ существенно
pасøиpит кpуã pеøаеìых заäа÷ в äефектоскопии:
контpоëü степени наìаãни÷енности изäеëий и ста-
ти÷ескоãо экpаниpования; выявëение феppоìаãнит-
ных пpиìесей; опpеäеëение ãpаäиента поëя, тоëщи-
ны нефеppоìаãнитных спëавов и стенок изäеëий
из феppоìаãнитных ìатеpиаëов, коэpöитивной сиëы
и ìаãнитной анизотpопии ëистов; ëокаëüное изìе-
pение твеpäости и выявëение наpуøения спëоø-
ности ìатеpиаëа.
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Упpавление движением pотоpа 
с полостью, частично заполненной 

идеальной жидкостью1

Введение

Заäа÷а стабиëизаöии и упpавëения äвижениеì
pотоpа с поëостяìи, соäеpжащиìи жиäкостü, пpи-
вëекает вниìание иссëеäоватеëей в сиëу ìноãо-
÷исëенных техни÷еских пpиëожений, котоpые воз-

никаþт в теоpии äвижения саìоëета, коpабëя,
спутника, ãäе запас жиäкоãо топëива, иìеþщийся
на боpту, оказывает существенное вëияние на äви-
жение этих аппаpатов. Pассìатpиваеìые вопpосы
нахоäят свое пpиìенение в изу÷ении äинаìики
косìи÷еских аппаpатов с запасаìи топëива, кото-
pые äëя стабиëизаöии, pавноìеpноãо наãpева соë-
не÷ныìи ëу÷аìи, созäания искусственной сиëы
тяжести и äpуãих öеëей pавноìеpно закpу÷иваþтся
на оpбите вокpуã некотоpой оси. Эти заäа÷и акту-
аëüны также пpи пpоектиpовании быстpо вpащаþ-
щихся pотоpов, ãиpоскопов, иìеþщих внутpи себя
поëости, запоëненные жиäкостüþ. Оäновpеìенно
с изу÷ениеì заäа÷и о äвижении теëа с поëостüþ,
соäеpжащей жиäкостü, встаëа пpобëеìа устой÷и-
вости и упpавëения такиì äвижениеì. Теоpети÷е-
ское иссëеäование этой заäа÷и пpовоäиëосü в pа-
ботах [1—4]. С. Л. Собоëев pассìотpеë äвижение
тяжеëоãо сиììетpи÷ноãо воë÷ка с поëостüþ, со-
äеpжащей иäеаëüнуþ жиäкостü [5]. Быëи установ-
ëены некотоpые общие свойства äвижения, в ÷аст-
ности усëовия устой÷ивости.

Pазëи÷ные ìатеìати÷еские вопpосы, связанные
с уpавненияìи вpащаþщейся жиäкости, иссëеäова-
ëисü в pаботах [6—8]. Боëüøое ÷исëо pабот посвя-
щено заäа÷аì упpавëения и ìатеìати÷ескиì тео-
pияì оптиìаëüных пpоöессов. Так, в pаботах [9, 10]
быëи pассìотpены заäа÷и упpавëения äвижениеì
pотоpа с поëостüþ, öеëикоì запоëненной иäеаëü-
ной жиäкостüþ. С испоëüзованиеì пpеобpазования
Лапëаса уäаëосü найти зависиìостü уãëовых ско-
pостей, пеpпенäикуëяpных основноìу вpащениþ,
от возìущаþщих ìоìентов. Затеì эта зависиìостü
быëа свеäена к станäаpтной фоpìуëиpовке заäа÷

Pассматpивается в линейной постановке задача Коши
для возмущенного относительно pавномеpного вpащения дви-
жения динамически симметpичного твеpдого тела с поло-
стью, содеpжащей идеальную жидкость со свободной по-
веpхностью. Пpи этом никакие огpаничения на фоpму полос-
ти и хаpактеp возмущенного движения не накладываются.
На основе полученных уpавнений исследуется устойчивость
стационаpного вpащения тела с жидкостью и намечается
постановка шиpокого класса задач оптимального упpавле-
ния, для котоpых используются классические подходы пpин-
ципа максимума Понтpягина и пpинципа оптимальности
Беллмана. Пpиводится иллюстpиpующий пpимеp пpименимо-
сти фоpмализма Гамильтона—Понтpягина.

Ключевые слова: уpавнения Навье—Стокса, пpинцип
максимума Понтpягина, вихpевые движения жидкости

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ,
ãpант 12-01-00710-а.
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оптиìаëüноãо упpавëения. В pаботе [11] этот поä-
хоä быë pаспpостpанен на сëу÷ай теë с поëостяìи,
запоëненныìи вязкой жиäкостüþ. Быëи pассìотpе-
ны äва иëëþстpативных ваpианта. В пеpвоì pеøена
заäа÷а оптиìаëüноãо упpавëения с теpìинаëüныì
функöионаëоì, и äëя сëу÷ая отсутствия оãpани÷е-
ний на упpавëение пpеäставëены анаëити÷еские
pеøения. Втоpой посвящен pеøениþ заäа÷и опти-
ìаëüноãо упpавëения с интеãpаëüныìи оãpани÷е-
нияìи типа неpавенств. Пpивеäены пpиìеpы pе-
øенных заäа÷ äëя pазëи÷ных на÷аëüных паpаìет-
pов систеìы как в зоне устой÷ивости, так и вне ее.

В äанной pаботе пpовоäится анаëиз возìущен-
ноãо относитеëüно pавноìеpноãо вpащения äви-
жения всей систеìы как твеpäоãо теëа с поëостüþ,
÷асти÷но запоëненной иäеаëüной жиäкостüþ. На
основе поëу÷енных уpавнений иссëеäуется устой-
÷ивостü свобоäноãо вpащения теëа с жиäкостüþ.
Найäенная боëее сëожная, ÷еì в pаботах [9, 10], за-
висиìостü уãëовых скоpостей от ìоìентов позвоëяет
ставитü pазëи÷ные заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëе-
ния. Посëе пpеобpазований устанавëивается пpи-
ìениìостü фоpìаëизìа Гаìиëüтона—Понтpяãина,
как и в pаботах [9—11]. В ка÷естве иëëþстpаöии
pассìатpивается пpостейøая заäа÷а оптиìаëüноãо
упpавëения с теpìинаëüныì функöионаëоì.

Постановка задачи

В этоì pазäеëе испоëüзуþтся pезуëüтаты pабот
[9, 10] и [12, 13]. Pассìотpиì твеpäое теëо с поëо-
стüþ D, ÷асти÷но запоëненной иäеаëüной несжи-
ìаеìой жиäкостüþ пëотности ρ, ÷асти÷но ãазоì,
äавëение котоpоãо p0 = const, äвижущееся в поëе
ìассовых сиë с потенöиаëоì U. Обëастü Q, занятая
жиäкостüþ, оãpани÷ена сìо÷енной повеpхностüþ S
поëости и свобоäной повеpхностüþ Σ. Уpавнения
äвижения жиäкости, ãpани÷ные и на÷аëüные усëо-
вия запиøеì в пpоизвоëüной систеìе кооpäинат
Ох1x2х3, жестко связанной с твеpäыì теëоì:

(1)

То÷кой обозна÷ена пpоизвоäная по вpеìени в
систеìе кооpäинат Ох1x2х3; w0 — абсоëþтное ус-
коpение то÷ки О, w — абсоëþтная уãëовая ско-
pостü теëа,  — еãо уãëовое ускоpение, r — pаäиус-
вектоp, отс÷итанный от то÷ки О, V —скоpостü
жиäкости в систеìе кооpäинат Ох1x2х3, t — вpеìя,
P — äавëение, n — оpт внеøней ноpìаëи к S + Σ,
F(x1, x2, x3, t) = 0 — уpавнение свобоäной повеpх-
ности жиäкости. Кинети÷еский ìоìент K теëа с
жиäкостüþ относитеëüно öентpа инеpöии О1 всей
систеìы запиøеì в виäе

K = Jw + ρ r Ѕ VdQ. (2)

Зäесü J — тензоp инеpöии всей систеìы отно-
ситеëüно то÷ки О1, скëаäываþщийся из тензоpов
инеpöии теëа J 1 и затвеpäевøей жиäкости J 2 от-
носитеëüно той же то÷ки. Обëастü Q0 оãpани÷ена
сìо÷енной повеpхностüþ S и свобоäной повеpхно-
стüþ Σ в невозìущенноì äвижении, котоpая в пеp-
воì пpибëижении иìеет öиëинäpи÷ескуþ фоpìу
[13]. В pассìатpиваеìоì пpибëижении теëо с по-
ëостüþ, соäеpжащей жиäкостü, явëяется ãиpоста-
тоì — öентp инеpöии систеìы O1 непоäвижен от-
носитеëüно систеìы кооpäинат Ох1х2х3 [6], а тен-
зоpы J 1, J 2, J постоянны в этой систеìе кооpäинат.
Втоpое сëаãаеìое в pавенстве (2), называеìое ãи-
pостати÷ескиì ìоìентоì, не зависит от выбоpа
поëþса [6] и ìожет бытü поäс÷итано относитеëüно
то÷ки О, ÷то и сäеëано в pавенстве (2). Уpавнение
ìоìентов относитеëüно то÷ки О1 запиøеì в сис-
теìе кооpäинат Ох1х2х3, связанной с теëоì:

 + w Ѕ K = M1. (3)

Зäесü М1 — ãëавный ìоìент относитеëüно то÷-
ки О1 всех внеøних сиë, äействуþщих на теëо с
жиäкостüþ. Уpавнения (1)—(3) вìесте с обы÷ныìи
уpавненияìи äвижения öентpа инеpöии, кинеìати-
÷ескиìи соотноøенияìи и на÷аëüныìи усëовияìи
поëностüþ описываþт äинаìику теëа с жиäкостüþ.
Пустü невозìущенное äвижение теëа с жиäкостüþ
относитеëüно öентpа инеpöии О1 пpеäставëяет собой
вpащение всей систеìы вокpуã оси О1у3, пpохоäя-
щей ÷еpез то÷ку О1 паpаëëеëüно оси Ох3, с посто-
янной уãëовой скоpостüþ w0, пpи котоpоì свобоäная
повеpхностü иìеет öиëинäpи÷ескуþ фоpìу. В не-
возìущенноì äвижении иìееì: w = w0 = ω0e3,
V ≡ 0, M1 = w0 Ѕ Jw0, F(r, θ, z) = r0 – r = 0, ãäе
е3 — оpт оси Ох3; r0 — pаäиус свобоäной повеpх-
ности в невозìущенноì äвижении; x1 = r cosθ,
x2 = r sinθ, x3 = z. Pассìотpиì возìущенное äви-
жение систеìы. Поëожиì

w = w0 + W(t), P = ρ(–U – w0•r + (w Ѕ r)2/2 + p), 

M1 = w0 Ѕ Jw0 + M,

F(r, θ, z, t) = r0 – r + h(θ, z, t) = 0 (4)

и буäеì с÷итатü в возìущенноì äвижении веëи÷ины
W, V, М, p, h ìаëыìи пеpвоãо поpяäка. Поäставëяя
соотноøения (4) в уpавнения (1) и отбpасывая ìа-
ëые высøих поpяäков, пpивеäеì заäа÷у о äвиже-
нии жиäкости к виäу

(5)

Анаëоãи÷но уpавнения äвижения теëа с жиäко-

стüþ пpиìут виä J  + W Ѕ Jw0 + w0 Ѕ JW +

+ ρ r Ѕ dQ + ρ w0 Ѕ (r Ѕ V)dQ = M. Pассìот-

w0 + w Ѕ (w Ѕ r) + Ѕ r + 2w Ѕ V +  +

+ (V•∇)V = –ρ–1∇P – ∇U,
divV = 0 в обëасти Q, V•n = 0 на S, P = p0,

= 0 на Σ, V = V0(r) пpи t = 0.

w· V∂
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dF
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∫

K·

 + 2w0 Ѕ V + Ѕ r = –∇p,

divV = 0 в Q, V•n = 0 на S;

= –(w0 Ѕ V + Ѕ r)•(w0 Ѕ r),

= –V•n на Σ, V = V0(r) пpи t = 0.
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pиì ãиäpоäинаìи÷ескуþ заäа÷у (5). Поëожиì в за-
äа÷е (5) W = 0 и pассìотpиì вспоìоãатеëüнуþ заäа÷у
о коëебаниях жиäкости в pавноìеpно вpащаþщеì-
ся сосуäе, pеøение котоpой буäеì искатü в фоpìе

ãаpìони÷еских коëебаний V = u(x1, x2, x3)e
λt,

p = ϕ(x1, x2, x3)e
λt, h = f(θ, z)eλt. Такиì обpазоì,

иìееì сëеäуþщуþ заäа÷у: λu + 2w0 Ѕ u + ∇ϕ = 0,

divu = 0 в Q, u•n = 0 на S, λϕ = –(w0 Ѕ u) Ѕ

Ѕ (w0 Ѕ r), λf = –V•n на Σ.. Воспоëüзуеìся ëиней-

ныì пpеобpазованиеì L(σ) [7]: Lb = b + σ2е3(е3•b) +
+ σ(b Ѕ e3). Тоãäа äëя функöии ϕ поëу÷аеì кpае-

вуþ заäа÷у на собственные зна÷ения:

(6)

Собственные функöии ϕn (n = 1, 2, ...) кpаевой
заäа÷и (6) соответствуþт собственныì ÷исëаì
σn = 2ω0/λn, запоëняþщиì всþäу пëотно обëастü
|σn| l 1 ìниìой оси [5]. Дëя пpакти÷ески интеpес-
ных фоpì поëости D систеìа функöий ϕn оказы-
вается поëной оpтоãонаëüной систеìой. Даëее
pассìатpивается äинаìи÷ески сиììетpи÷ное теëо
с öиëинäpи÷еской поëостüþ D и занятой жиäко-
стüþ обëастüþ Q = {(r, θ, z): r0 m r m 1; 0 m θ m 2π;
–h m z m h}. B этоì сëу÷ае pеøение заäа÷и (6), за-
писанное в öиëинäpи÷еской систеìе кооpäинат
(x1 = r cosθ, x2 = r sinθ, x3 = z), иìеет виä:

ϕn = ϕlp(r, θ, z) = [J1(ξlpr) + ClpY1(ξlpr)]sin(kl z)e
iθ;

kl = π(2l + 1)/2h; ξlp = ikl ;

Clp = –( (ξlp) + iσlpJ1(ξlp))( (ξlp) + iσlpY1(ξlp))
–1, 

l = 0, 1, ..., p = 1, 2, ... .

Остаëüные ãаpìоники по θ и по z в äанной ìе-
хани÷еской систеìе не возбужäаþтся. Инäекс n
пpеäставëяет собой всевозìожные со÷етания по-
pяäковых ноìеpов пpоäоëüных и попеpе÷ных ãаp-
ìоник l и p. Веëи÷ина ξlp явëяется p-ì коpнеì

уpавнения

[ (ξlp) + iσlpJ1(ξlp)]•[ (ξlpr0) + KlpY1(ξlpr0)] –

– [ (ξlpr0) + KlpJ1(ξlpr0)]•[ (ξlp) + iσlpY1(ξlp)] = 0,

Klp = (i  – 4(1 + ))/ r0.

На pис. 1 пpеäставëены хаpактеpные ãpафики
собственных ÷астот χl1 = iσl1 äëя öиëинäpи÷еской
поëости высотой 2h и основаниеì pаäиуса r1 = 1
äëя сëу÷ая r0 = 0,7. Анаëоãи÷но на pис. 2 постpое-
ны ãpафики χ0p.

Даëее, вектоpные функöии

un = – (1 + )–1L∇ϕn (7)

обëаäаþт свойствоì оpтоãонаëüности в обëасти Q:

un• dQ = — ϕn• dΣ = 0 пpи n ≠ m. (8)

Чеpтой обозна÷ается опеpаöия коìпëексноãо
сопpяжения.

Pеøение уpавнений (5) ищеì ìетоäоì Бубно-
ва—Гаëеpкина. Пpеäставиì вектоp скоpости, äавëе-
ние и уpавнение свобоäной повеpхности в возìу-
щенноì äвижении в виäе pазëожения по собствен-
ныì вектоpныì функöияì (7) кpаевой заäа÷и (6):

V = Sn(t)un(x1, x2, x3), p = Un(t)ϕn(x1, x2, x3), 

h = αn(t) fn(x1, x2, x3).

Чëен Ѕ r в заäа÷е (5), связанный с äвижениеì
теëа, пpеäставиì в виäе

Ѕ r = un; = ρ |un|
2dQ; 

an = ρ r Ѕ undQ.

Δϕ + σ2 = 0 в Q;

(L∇ϕ)n = 0 на S;

λ2ϕ + (L∇ϕ)n = 0;

(L∇ϕ)n = λ2(1 + σ2) f на Σ.
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Анаëоãи÷но сëаãаеìое ( Ѕ r)•(w0 Ѕ r) из äина-
ìи÷ескоãо усëовия на свобоäной повеpхности Σ
(÷етвеpтое уpавнение систеìы (5)) запиøеì в виäе

( Ѕ r)•(w0 Ѕ r)= •(r Ѕ (w0 Ѕ r)) = ϕn,

= |ϕn|
2dΣ, bn = (r Ѕ (w0 Ѕ r))ϕndΣ.

Поäставиì эти pазëожения в систеìу (5) и по-
ëожиì

2w0 Ѕ un = –λnun – ∇ϕn, un•nΣ = –λn fn.

Даëее уìножиì скаëяpно пеpвое уpавнение сис-
теìы на , тpетüе и ÷етвеpтое (усëовия на свобоä-
ной повеpхности) — на  и  соответственно,
а затеì пpоинтеãpиpуеì пеpвое по объеìу Q,
тpетüе и ÷етвеpтое — по повеpхности Σ. В сиëу
свойства оpтоãонаëüности (8) систеìа (5) своäится
к бесконе÷ной систеìе обыкновенных äиффеpенöи-
аëüных уpавнений äëя коэффиöиентов Sn, Un и αn:

 – λn(Sn – δn(Sn – Un)) + ( • ) = 0;

 – λnSn + ( • ) = 0;

 – λnSn = 0;

δn = / r0 (n = 1, 2, 3, ...). (9)

Линеаpизованное уpавнение äвижения твеpäоãо
теëа пpи у÷ете описанных выøе pазëожений буäет
иìетü виä

(J 0 + J 1)  + W Ѕ (J 0 + J 1)w0 + w0 Ѕ (J 0 + J 1)W +

+ [an  + (w0 Ѕ an)Sn] = M. (10)

Зäесü J 0 — тензоp инеpöии теëа без жиäкости,

J 1 — тензоp инеpöии затвеpäевøей жиäкости, М —
ìоìент внеøних сиë. Систеìа уpавнений возìу-
щенноãо äвижения теëа в пpеäставëенной фоpìе
(9), (10) позвоëяет pассìатpиватü pежиìы, коãäа на
теëо äействуþт пpоизвоëüные упpавëяþщие ìо-
ìенты. Есëи осü вpащения систеìы в невозìущен-
ноì äвижении явëяется оäновpеìенно осüþ ãеоìет-
pи÷еской сиììетpии и сиììетpии ìассы, уpавнения
ìоãут бытü зна÷итеëüно упpощены. Дëя äинаìи÷е-
ски сиììетpи÷ноãо теëа скаëяpное уpавнение äви-
жения вокpуã оси Ох3 отäеëяется от остаëüных.

Уpавнения относитеëüно попеpе÷ных осей Ох1 и

Ох2 иäенти÷ны. Коìпоненты вектоpных веëи÷ин

an = (a1n, a2n, a3n), bn = (b1n, b2n, b3n) связаны со-

отноøенияìи a1n =  = –ia2n = i = аn, b1n =

=  = –ib2n = i  = bn. В этоì сëу÷ае уpавне-

ния (9), (10) ìожно записатü в виäе

(11)

Зäесü A =  + =  + , С =  + ,
Ω = Ω1 – iΩ2, M = M1 – iM2.

Устойчивость динамической системы
"тело—жидкость"

Pассìотpиì вопpос об устой÷ивости свобоäноãо
вpащения описанной систеìы. В пpостpанстве Ла-
пëаса хаpактеpисти÷еское уpавнение систеìы (11)
пpи М = 0 иìеет виä (пpи p = iq)

Aq + (C – A)ω0 – q(q – ω0) + = 0;

Hn = ; Fn = . (12)

На pис. 3, 4 показана зависиìостü коэффиöи-
ентов инеpöионных связей Нlp соответственно от
÷исеë l и p äëя öиëинäpи÷еской поëости с теìи же
паpаìетpаìи, ÷то и выøе. Анаëоãи÷но на pис. 5, 6
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изобpажены ãpафики коэффиöиента Flp. Чисëен-
ный анаëиз показывает, ÷то в боëüøинстве сëу÷аев
ìожно у÷итыватü тоëüко пеpвое сëаãаеìое в беско-
не÷ной суììе в уpавнении (12). Дëя устой÷ивости
стаöионаpноãо вpащения необхоäиìо, ÷тобы все
коpни уpавнения (12) быëи äействитеëüныìи. Оãpа-
ни÷иìся пеpвыì пpибëижениеì, оставив вìесто бес-
коне÷ной суììы в (12) оäин ãëавный ÷ëен (n = 1).
В этоì сëу÷ае хаpактеpисти÷еское уpавнение явëяет-
ся ìноãо÷ëеноì тpетüей степени относитеëüно q:

q3 + z2q
2 + z1q + z0 = 0. (13)

Зäесü

z2 = (Aγ1(δ1 – 1) – γ1(H1δ1 – F1) +

+ (H1 + F1 + C – A)ω0),

z1 = γ1(ω0((C – A)(δ1 – 1) + H1δ1 – F1) – Aγ1δ1);

z0 = (A – C) δ1ω0; z3 = A – F1 – H1.

Заìеняя в уpавнении (13) неизвестное q новыì
неизвестныì , связанныì с q pавенствоì q = – z2/3,
поëу÷иì непоëное куби÷еское уpавнение относи-
теëüно :

 + x  + у = 0,

ãäе х = z1 – /3, у = z0 – ( /9 + z1) /3.
Дëя устой÷ивости свобоäноãо вpащения паpаìет-
pы систеìы äоëжны уäовëетвоpятü усëовиþ [10]

D = –4x3 – 27 l 0. Пpи этоì на ãpаниöе обëасти
устой÷ивости выпоëняется усëовие D = 0.

Возмущение как функция упpавляющего момента

Дëя pеøения заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения
вpащениеì систеìы теëо — жиäкостü необхоäиìо
иìетü выpажение возìущения уãëовой скоpости Ω
как функöии упpавëяþщеãо ìоìента М.

Дëя äаëüнейøеãо анаëиза оставиì оäно сëаãаеìое в
бесконе÷ной суììе в пеpвоì уpавнении систеìы (11).

Пpеобpазование оpиãинаëа S(t) по Лапëасу буäеì
обозна÷атü (p), т. е.

(p) = L[S(t)] = S(t)e–ptdt.

Выпоëнив пpеобpазование Лапëаса наä уpавне-
нияìи систеìы (11), выpазиì = L[S1] из втоpоãо и
тpетüеãо уpавнений и, поäставив в пеpвое уpавнение,
поëу÷иì выpажение (p) в пpостpанстве Лапëаса:

(p) = (p) (p),

(p) = . (14)

Дëя обpатноãо пpеобpазования Лапëаса вос-
поëüзуеìся теоpеìой о свеpтке и теоpеìаìи pазëо-
жения опеpаöионноãо ис÷исëения [15]. Тоãäа

Ω(t) = M(τ)F(t – τ)dτ. (15)

Зäесü

F(t) = ; (16)

pk = iqk (k = 1, 2, 3) — коpни знаìенатеëя в выpа-
жении (14). Выpажение (16) äëя функöии F ìожно
пеpеписатü в виäе

F(t) = Zk , Zk = , (17)

ãäе Zk, qk (k = 1, 2, 3) — äействитеëüные паpаìетpы.

Задача упpавления возмущенным движением

Сведение к стандаpтной фоpме

Вспоìниì, ÷то Ω = Ω1 – iΩ2, М = М1 – iM2.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

(18)

Pис. 5. Fl1 пpи r0 = 0,7

Pис. 6. F0p пpи r0 = 0,7
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Тоãäа, у÷итывая фоpìуëы (14)—(18), иìееì

Ω1 = Pk, Ω2 = Qk. (19)

Дëя выpажения (15) поëу÷аеì эквиваëентнуþ
еìу систеìу обыкновенных äиффеpенöиаëüных
уpавнений, котоpуþ вìесте с на÷аëüныìи усëовия-
ìи, ввеäя обозна÷ения

x = (Ω1, Ω2, P1, P2, P3, Q1, Q2, Q3);

A = ;

B = ,

запиøеì в виäе

= Ах + BM, x(0) = 0. (20)

Пpимеp задачи упpавления

Pассìотpиì заäа÷у оптиìаëüноãо упpавëения
систеìой (20)

I(M) =

= (Ωk(T ) – )2 + γ ( (t) + (t))dt → min

иëи в вектоpной фоpìе

I(М) = ||Ux(T, M) – b||  + γ ||М|| dt → min,(21)

ãäе М = (М1, M2)
т — искоìое упpавëение; γ — äей-

ствитеëüное поëожитеëüное ÷исëо; U — (8 Ѕ 8)-
ìатpиöа с отëи÷ныìи от нуëя эëеìентаìи u1, 1 =

= u2, 2 = 1; b = ( , , 0, 0, 0, 0, 0, 0)т, ,  —

заäанные äействитеëüные ÷исëа, ||x|| =  —

евкëиäова ноpìа n-коìпонентноãо вектоpа x.
В pассìатpиваеìоì сëу÷ае функöионаë (21) —

выпукëый как суììа выпукëоãо и сиëüно выпук-
ëоãо функöионаëов пpи ëинейной систеìе (20).
Функöия Гаìиëüтона—Понтpяãина äëя заäа÷и (20),

(21) иìеет виä Н = –γМ2 + y•(Ах + ВМ). Тоãäа
сопpяженная заäа÷а поëу÷ается в виäе

(t) = –Aтy(t); 

ψk(T ) = (22)

Ее pеøение записывается сëеäуþщиì обpазоì:

(23)

Выpажения äëя оптиìаëüноãо упpавëения в
сëу÷ае отсутствия оãpани÷ений поëу÷иì, испоëü-
зуя pеøение (23) сопpяженной систеìы (22) и ус-
ëовие ∂H/∂М = 0:

(t) = – ψ2 Zkcosqk(t – T ) –

– ψ1 Zksinqk(t – T ) ;

(t) = – ψ1 Zkcosqk(t – T ) +

+ ψ2 Zksinqk(t – T ) . (24)

Дëя опpеäеëения Ω1(T ), Ω2(T ) воспоëüзуеìся
фоpìуëаìи (18)—(19):

Ω1(T ) = – Zk [M1(τ)sin(qk(T – τ)) –

– M2(τ)cos(qk(T – τ))]dτ;

Ω2(T ) = – Zk [M1(τ)cos(qk(T – τ)) +

+ M2(τ)sin(qk(T – τ))]d τ. (25)

Такиì обpазоì, выpажения (24) и (25) pеøаþт
поставëеннуþ заäа÷у в анаëити÷еской фоpìе.

Заключение

В pаботе pассìотpено возìущенное относитеëüно
pавноìеpноãо вpащения äвижение теëа с поëостüþ,
соäеpжащей иäеаëüнуþ жиäкостü со свобоäной по-
веpхностüþ. Заäа÷а иссëеäована в ëинейной поста-
новке. Это озна÷ает, ÷то уãëовые скоpости, пеpпен-
äикуëяpные основноìу вpащениþ, ìноãо ìенüøе
уãëовой скоpости основноãо вpащения. Это äости-
ãается выбоpоì вpеìени в функöионаëах оптиìи-
заöии, ëибо искусственныì поääеpжаниеì äоста-
то÷но боëüøой уãëовой скоpости пpоäоëüноãо вpа-
щения. Пpобëеìа совìестноãо pеøения уpавнений
ãиäpоäинаìики и ìеханики свеäена к pеøениþ не-
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котоpой заäа÷и на собственные зна÷ения. Пpоисхо-
äящее пpи этоì отäеëение вpеìенной кооpäинаты
от пpостpанственных кооpäинат позвоëиëо автоpаì
анаëизиpоватü пpоизвоëüное возìущенное äвиже-
ние теëа, а pеøение кpаевых заäа÷ нахоäитü äëя по-
ëостей пpоизвоëüной фоpìы. Метоäоì возìущений
pеøена заäа÷а об устой÷ивости свобоäноãо вpаще-
ния теëа с жиäкостüþ. Поставëена заäа÷а оптиìаëü-
ноãо упpавëения с теpìинаëüныì функöионаëоì.
С испоëüзованиеì фоpìаëизìа Гаìиëüтона—Пон-
тpяãина поëу÷ены анаëити÷еские pеøения äëя сëу-
÷ая отсутствия оãpани÷ений на упpавëение.
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Адаптивное упpавление 
кpутящим моментом 

в инжектоpных двигателях 
внутpеннего сгоpания*

Введение. Pазpаботка высокото÷ных и саìока-
ëибpуþщихся систеì упpавëения äвиãатеëяìи внут-
pеннеãо сãоpания (ДВС) явëяется оäниì из пpиоpи-

тетных напpавëений в pазвитии совpеìенноãо ав-
тоìобиëестpоения. Гëавныìи öеëяìи созäания
таких систеì явëяется оптиìизаöия ìощностных
хаpактеpистик, эконоìия топëива, снижение вы-
бpоса вpеäных веществ в атìосфеpу. В то же вpеìя
не ìенее важныì явëяется сокpащение вpеìени
пpоизвоäства äвиãатеëя, повыøение сpока еãо экс-
пëуатаöии, а также обеспе÷ение безопасности и
коìфоpта воäитеëя. Дëя уëу÷øения топëиво-эко-
ноìи÷еских и ìощностных показатеëей ДВС,
а также снижения токси÷ности отpаботавøих ãазов
совpеìенные автоìобиëи оснащены эëектpонны-
ìи систеìаìи упpавëения äpоссеëüной засëонкой
(ЭСУДЗ), котоpые пëавно pеãуëиpуþт кpутящий
ìоìент äвиãатеëя в зависиìости от поëожения пе-
äаëи аксеëеpатоpа и текущеãо pежиìа pаботы ав-
тоìобиëя. Кpоìе тоãо, ЭСУДЗ позвоëяþт:

� поääеpживатü постоянный кpутящий ìоìент в
pежиìе хоëостоãо хоäа äвиãатеëя иëи в pежиìе
"кpуиз-контpоëü";

� сãëаживатü нажатие пеäаëи аксеëеpатоpа, обес-
пе÷ивая теì саìыì пëавное и свобоäное от виб-
pаöий повеäение автоìобиëя;

� взаиìоäействоватü с систеìаìи безопасности
автоìобиëя и в сëу÷ае экстpенной ситуаöии оã-
pани÷иватü ìоìент äвиãатеëя;

� коìпенсиpоватü ìоìент наãpузки, котоpый вы-
зван, в ÷астности, пеpекëþ÷ениеì пеpеäа÷ иëи
неpовностüþ äоpожноãо покpытия.

Пpивеäенный спектp заäа÷, pеøаеìых с поìощüþ
ЭСУДЗ, своäится к заäа÷е сëежения за жеëаеìыì
зна÷ениеì кpутящеãо ìоìента. Пpи этоì ìноãо-
функöионаëüностü ЭСУДЗ откpывает øиpокие воз-

Pешается задача адаптивного упpавления кpутящим
моментом в инжектоpном двигателе внутpеннего сгоpания.
В основе синтеза pегулятоpа лежит паpаметpически и
функционально неопpеделенная модель момента. Для дос-
тижения цели упpавления и компенсации неопpеделенно-
стей модели используется метод непpямого адаптивного
упpавления, в pамках котоpого пpедлагаются и анализиpу-
ются два алгоpитма идентификации. Пpедставлены pе-
зультаты моделиpования в сpеде MATLAB/Simulink и pе-
зультаты тестиpования автомобиля Chevrolet Tahoe.

Ключевые слова: инжектоpный двигатель внутpеннего
сгоpания (ДВС), моделиpование ДВС, адаптивное упpавле-
ние ДВС

 * Статüя написана в pаìках хозäоãовоpной нау÷ной теìы
НИУ ИТМО № 77500 "Аäаптивное и ãибpиäное упpавëение си-
ëовыìи систеìаìи автоìобиëей".
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ìожности по усовеpøенствованиþ ДВС äëя pазpа-
бот÷иков систеì автоìати÷ескоãо упpавëения.

Поäавëяþщее боëüøинство pеаëизуеìых pеøений
по созäаниþ ЭСУДЗ основано на стати÷еских таб-
ëиöах (в анãëоязы÷ной ëитеpатуpе Look-up Tables),
сфоpìиpованных на этапе пpеäваpитеëüной каëиб-
pовки äвиãатеëя и пpеäставëяþщих собой зависи-
ìости упpавëяþщих возäействий от пеpеìенных
состояния äвиãатеëя. В то же вpеìя äвиãатеëü pа-
ботает, как пpавиëо, в äинаìи÷еских pежиìах в ус-
ëовиях äействия возìущений. Кpоìе тоãо, хаpакте-
pистики äвиãатеëя со вpеìенеì ìоãут изìенятüся.
О÷евиäно, ÷то в таких усëовиях стати÷еские таб-
ëиöы иìеþт существенные оãpани÷ения по ка÷еству.
Важно также отìетитü, ÷то каëибpовка äвиãатеëя —
это äоëãий пpоöесс, заниìаþщий ìесяöы, ÷то также
явëяется еще оäниì неäостаткоì этоãо ìетоäа. Такиì
обpазоì, äëя увеëи÷ения то÷ности pаботы ЭСУДЗ
необхоäиìо у÷естü в законе упpавëения неëинейнуþ
äинаìику, возìущения и неопpеäеëенности ДВС.
В то же вpеìя не ìенее важно обеспе÷итü возìож-
ностü саìокаëибpовки äвиãатеëя в хоäе еãо pаботы в
öеëях постоянноãо уто÷нения еãо паpаìетpов.

За посëеäние 20 ëет быëо pазpаботано боëüøое
÷исëо ìетоäов и аëãоpитìов, позвоëяþщих паpиpо-
ватü те иëи иные пpобëеìы упpавëения ìоìентоì.
В pаботах [1—7] пpеäëаãаþтся ìетоäы теоpии ëи-
нейных систеì, вкëþ÷ая ìетоäы ëокаëüной ëинеа-
pизаöии неëинейных ìоäеëей. В пубëикаöиях [8, 9]
пpеäëаãаþтся аëãоpитìы неëинейноãо упpавëения
на основе неëинейных ìоäеëей с известныìи па-
pаìетpаìи и ìетоäов ãpаäиентноãо спуска. В pаботах
[10, 11] pассìатpиваþтся ìетоäы упpавëения на ос-
нове пpоãнозиpуþщих ìоäеëей. В pаботах [12—14]
пpобëеìа упpавëения ìоìентоì pеøается с поìо-
щüþ искусственных нейpонных сетей. В статüе [15]
пpеäставëена итеpативная пpоöеäуpа обу÷ения pе-
ãуëятоpа, а в [16] пpеäëожено pеøение заäа÷и
упpавëения на основе пpинöипа инвеpсной äина-
ìики и инвеpсной ìоäеëи.

Отëи÷ие пpеäëаãаеìых в äанной статüе аëãоpит-
ìов упpавëения ìоìентоì закëþ÷ается в тоì, ÷то
ëежащая в основе их синтеза неëинейная äинаìи-
÷еская ìоäеëü соäеpжит паpаìетpи÷еские и функ-
öионаëüные неопpеäеëенности, котоpые коìпенси-
pуþтся в хоäе pаботы äвиãатеëя с поìощüþ ìетоäов
аäаптивноãо упpавëения. Такиì обpазоì, повыøа-
ется то÷ностü pаботы систеìы и появëяется воз-
ìожностü саìокаëибpовки äвиãатеëя в хоäе еãо
экспëуатаöии. Дëя апpобаöии пpеäëоженных аëãо-
pитìов упpавëения быë заäействован автоìобиëü
Chevrolet Tahoe с восüìиöиëинäpовыì V-обpазныì
äвиãатеëеì объеìоì 5,3 ë и ìощностüþ 320 ë. с.

Статüя оpãанизована сëеäуþщиì обpазоì. В пеp-
воì pазäеëе фоpìуëиpуется заäа÷а упpавëения. Во
втоpоì pазäеëе стpоится ìатеìати÷еская ìоäеëü
кpутящеãо ìоìента и анаëизиpуþтся ее свойства.
Неизвестные функöии ìоäеëи pаскëаäываþтся в pя-
äы Тейëоpа с неизвестныìи паpаìетpаìи. В тpетüеì
pазäеëе в пpеäпоëожении, ÷то паpаìетpы ìоäеëи

известны, фоpìиpуется ноìинаëüный pеãуëятоp,
обеспе÷иваþщий öеëü упpавëения. В ÷етвеpтоì
pазäеëе известные паpаìетpы заìеняþтся оöенка-
ìи, äëя ãенеpиpования котоpых pазpабатываþтся
аëãоpитìы аäаптаöии.

1. Постановка задачи. Цеëü заäа÷и упpавëения
закëþ÷ается в коìпенсаöии неëинейной äинаìики
и неопpеäеëенностей äвиãатеëя, внеøних и внут-
pенних возìущений и в обеспе÷ении öеëевоãо не-
pавенства:

|M(t) – M*(t)| < ΔM äëя всех t > TM, (1)

ãäе M(t) — усpеäненный за оäин öикë pаботы äви-
ãатеëя ìоìент; M*(t) — жеëаеìый ìоìент; ТM — вpе-

ìя пеpехоäноãо пpоöесса; ΔM — то÷ностü сëежения.

Допустиìой то÷ностüþ äëя систеìы упpавëе-
ния с÷итается ΔM = 10...15 %.

Сиãнаëоì упpавëения в пpоектиpуеìой систеìе
явëяется поëожение äpоссеëüной засëонки α во
впускноì коëëектоpе.

Заäа÷а pеøается в пpеäпоëожении, ÷то äpуãие
систеìы ДВС (pеãуëятоp топëива и pеãуëятоp уãëа
опеpежения зажиãания) функöиониpуþт в pабо÷их
pежиìах.

2. Модель двигателя. На основе фунäаìентаëü-
ных законов физики, описываþщих аэpоäинаìику
те÷ения возäуха во впускноì коëëектоpе и пpоöесс
пpеобpазования энеpãии ãоpения в кpутящий ìо-
ìент, фоpìиpуется ìатеìати÷еская ìоäеëü ìоìента
[17—20]. Моäеëü опеpиpует пеpеìенныìи, усpеä-
ненныìи за оäин öикë pаботы äвиãатеëя (так на-
зываеìая ìоäеëü), и пpеäставëяет собой посëеäо-
ватеëüностü пpеобpазований сиãнаëа упpавëения α
в pеãуëиpуеìуþ пеpеìеннуþ М.

Моäеëü постpоена с у÷етоì сëеäуþщих äопущений:
� допущение 1: возäух явëяется иäеаëüныì ãазоì;
� допущение 2: скоpостü изìенения теìпеpатуpы

возäуха в коëëектоpе пpенебpежиìо ìаëа.
Моäеëü состоит из уpавнения äинаìики äавëе-

ния возäуха во впускноì коëëектоpе и уpавнения
эффективноãо ìоìента äвиãатеëя.

Уpавнение динамики давления воздуха во впускном
коллектоpе:

 + (P, ω) P = ηt (P )ϕ1(P )ϕ2(α), (2)

ãäе P — äавëение возäуха во впускноì коëëектоpе;
ω — уãëовая скоpостü вpащения коëен÷атоãо ваëа;

 — эффективностü напоëнения öиëинäpов; ηt —

эффективностü äpоссеëüной засëонки; Vm — объеì

впускноãо коëëектоpа; Тm — теìпеpатуpа возäуха

во впускноì коëëектоpе; Vd — объеì äвиãатеëя;

ϕ2(α) = (3)

— пëощаäü попеpе÷ноãо се÷ения откpытой ÷асти
патpубка с äpоссеëüной засëонкой; D — äиаìетp
патpубка с äpоссеëüной засëонкой; α0 — уãоë äpос-

P
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сеëüной засëонки пpи поëноì закpытии патpубка
засëонкой; ϕ1(P ) — некотоpая эìпиpи÷ески уста-

новëенная зависиìостü.
Уpавнение эффективного момента (опpеäеëяет

эффективный кpутящий ìоìент как функöиþ уã-
ëовой скоpости вpащения коëен÷атоãо ваëа ω, ко-
эффиöиента избытка возäуха λ и уãëа опеpежения
зажиãания θign):

M = ηf (ω)ϕ3(λ)ϕ4(θign)P – ML(ω), (4)

ãäе R — унивеpсаëüная ãазовая постоянная; QHV —

тепëотвоpная способностü топëива; ηf (ω) — эф-

фективностü сãоpания топëива; ϕ3 и ϕ4 — эффек-

тивности ìоìента по коэффиöиенту избытка воз-
äуха и уãëу опеpежения зажиãания соответственно;
FS — стехиоìетpи÷еское соотноøение "возäух—то-

пëиво"; ML — ìоìент внутpеннеãо тpения, опpеäе-

ëяеìый эìпиpи÷еской зависиìостüþ виäа

ML(ω) = c0 + c1ω + c2ω2, (5)

ãäе с0, с1, с2 — постоянные паpаìетpы.

Пpеäставëенная ìоäеëü ìоìента иìеет сëеäуþ-
щие свойства.

1. Моäеëü явëяется ëинейной по отноøениþ к
ϕ2(α), а функöия ϕ2(α) — äиффеоìоpфна.

2. Пеpеìенные α, М, P, ω, λ, θign äоступны пpя-
ìоìу изìеpениþ.

3. Пpеäпоëаãается, ÷то ни тип инжектоpноãо
äвиãатеëя, ни ìаpка бензина (иëи биотопëива) не-
известны, в связи с ÷еì паpаìетpы с0, с1, с2, QHV и
функöии ϕl(P ), ηt (P ), (P, ω), ηf (ω), ϕ3(λ),
ϕ4(θign), ML(ω) явëяþтся неизвестныìи. Такиì об-
pазоì, ìоäеëü ìоìента явëяется паpаìетpи÷ески и
функöионаëüно неопpеäеëенной, ÷то созäает не-
обхоäиìостü испоëüзования ìетоäов аäаптивноãо
упpавëения и иäентификаöии.

4. Моäеëü пpеäставëена в непpеpывной фоpìе;
в то же вpеìя изìеpение всех пеpеìенных ìоäеëи
пpовоäится äискpетно, в кажäуþ ÷етвеpтü обоpота
коëен÷атоãо ваëа иëи в так называеìое "событие".
Кажäое событие äвиãатеëя синхpонизиpуется с
вpеìенеì впpыска топëива фоpсункаìи. В öеëях
синтеза pеãуëятоpа и еãо pеаëизаöии необхоäиìо
äискpетизиpоватü ìоäеëü. Вpеìя äискpетизаöии
выбиpается из pас÷ета

τ(k) = 450/(πω(k)),

ãäе k — øаã äискpетноãо вpеìени, соответствуþ-
щий оäной ÷етвеpти обоpота коëен÷атоãо ваëа.

У÷итывая посëеäнее заìе÷ание и пpиìеняя ìетоä
интеãpиpования Эйëеpа, пеpепиøеì выpажение
(2) в сëеäуþщеì виäе:

P(k + 1) = 1 – (P(k), ω(k)) P(k) +

+ ηt (P(k))ϕ1(P(k))ϕ2(α(k)). (6)

Выpажение (4) не пpетеpпевает стpуктуpных из-
ìенений посëе äискpетизаöии. Ввеäя обозна÷ения

f1(ω, λ, θign) = ηf (ω)ϕ3(λ)ϕ4(θign);

f2(P, ω) = 1 – ηc(P, ω) ;

f3(P ) = ηt (P )ϕ1(P );

f4(ω) = c0 + c1ω + c2ω2,

ìоäеëü пpеäставиì в сëеäуþщеì коìпактноì виäе:

P(k + 1) = f2(k)P(k) + f3(k)ϕ2(α(k))/ω(k); (7)

М(k) = f1(k)P(k) – f4(k). (8)

Дëя иäентификаöии функöий f1, f2, f3, f4 выпоë-
няется pазëожение этих функöий в pяäы Тейëоpа
по своиì аpãуìентаì, посëе ÷еãо выpажения (7) и
(8) пpеäставëяþтся в фоpìах ëинейной pеãpессии:

P(k + 1) = ξ1...6(k)P(k) +

+ ξ7...11(k)ϕ2(α(k))/ω(k); (9)

M(k) = ϑ1...10(k)P(k) – ϑ11...13(k), (10)

ãäе θ1...6 ∈ R6, θ7...11 ∈ R4, ψ1...10 ∈ R10, ψ11...13 ∈ R3 —

коìпоненты вектоpа неизвестных паpаìетpов θ ∈ R11

и ψ ∈ R13 соответственно1;

= [1 P P2 ω ω2 ωP]т, = [1 P P2 P3 P4]т

— коìпоненты вектоpа изìеpяеìых функöий

ξт = [ξ1...6 ξ7...11]
т,

= [1 αign  αignω αignλ ω ω2 ωλ λ λ2]т,

= [1 ω ω2]т

— коìпоненты вектоpа изìеpяеìых функöий

ϑт = [ϑ1...10 ϑ11...13]
т.

Pазìеpностü вектоpов ξ, ϑ соответствует ÷исëу
÷ëенов в pяäах pазëожения функöий f1, f2, f3, f4.

Дëя иäентификаöии неизвестных паpаìетpов,
соäеpжащихся в вектоpах θ, ψ, на основе пpеäстав-
ëения ìоäеëи ìоìента (9), (10) фоpìиpуется на-
стpаиваеìая ìоäеëü:

(k + 1) = (k)ξ1...6(k) (k) +

+ (k)ξ7...11(k)ϕ2(α(k))/ω(k); (11)

VdQHV

4πRTmFS

--------------------

ηc

⎝
⎛ ηc

15Vd

4πVm

-----------⎠
⎞

15RTm

ω k( )Vm

---------------
 1 Обозна÷ение θ1...6 ввоäится äëя вектоpа, состоящеãо из

коìпонент с пеpвой по øестуþ в вектоpе θ. Анаëоãи÷ные обо-
зна÷ения пpиняты äëя θ7...11, ψ1...10, ψ11...13.

VdQHV

4πRTmFS

--------------------

15Vd

4πVm
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15RTm

Vmω k( )
---------------
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т

θ7…11
т
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т
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т
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т
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т
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т
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2
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т^ P̂

θ7…11
т^



50 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2013

(k) = (k)ϑ1...10(k)P(k) –

– (k)ϑ11...13(k), (12)

ãäе , , ,  — оöенки неиз-

вестных паpаìетpов θ1...6, θ7...11, ψ1...10, ψ11...13 соот-

ветственно. Оöенки неизвестных паpаìетpов ãене-
pиpуþтся аëãоpитìаìи наиìенüøих кваäpатов [22]:

(13)

(14)

ãäе γP, γM — поëожитеëüные константы; δ — боëüøая

поëожитеëüная константа; =[ P, ϕ2(α)/ω]т,

= [ P, – ]т.

Функöии ωP, ωM аëãоpитìа фоpìиpуþтся на ос-
нове пеpеìенных, изìеpенных в хоäе FTP18 теста2

автоìобиëя Chevrolet Tahoe. Дëя pеаëизаöии аëãо-
pитìов упpавëения и записи изìеpенных пеpеìен-
ных на жесткий носитеëü в öеëях посëеäуþщеãо
анаëиза автоìобиëü быë оснащен всеìи необхоäи-
ìыìи äëя пpовеäения изìеpений äат÷икаìи и
контpоëëеpоì (Autobox коìпании D-Space).

Посëе иäентификаöии паpаìетpов в сpеäе
MATLAB/Simulink пpоверена ìоäеëü ìоìента (10),
в котоpой пеpеìенная P(k) ãенеpиpуется уpавне-
ниеì (9).

Pезуëüтаты иäентификаöии паpаìетpов и пpовеp-
ки ìоäеëи ìоìента пpивеäены на pис. 1. Известные
паpаìетpы äвиãатеëя в выpажении (3) иìеþт сëеäуþ-
щие зна÷ения: α0 = 0,035 pаä (2°), D = 6,6•10–2 ì.

На pис. 1 ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения:
Pìоä, Мìоä — äавëение возäуха в коëëектоpе и ìо-
ìент, поëу÷аеìые по форìуëаì (9) и (10) соответ-
ственно; Pэксп, Mэксп — экспеpиìентаëüные äанные.

Pезуëüтаты экспеpиìента показываþт, ÷то то÷-
ностü ìоäеëиpования поäсистеìы äавëения (9) со-
ставëяет окоëо 8 % и то÷ностü ìоäеëиpования
уpавнения ìоìента (10) — окоëо 12 %. Важно от-
ìетитü, ÷то в pежиìах быстpых изìенений äавëе-
ния и ìоìента возникает наивысøая поãpеøностü,
котоpая соотносится с заявëенной то÷ностüþ
упpавëения 10...15 %. В связи с этиì возникает не-
обхоäиìостü в коppекöии коэффиöиентов ìоäеëи
и повыøении ее то÷ности с испоëüзованиеì ìето-
äов аäаптивной иäентификаöии.

Замечание 1. Иäентифиöиpованные паpаìетpы
ìоäеëи испоëüзуþтся в äаëüнейøеì äëя синтеза

M̂ ψ1…10
т^

ψ11…13
т^

θ1…6
^ θ7…11

^ ψ1…10
^ ψ11…13

^

σP(k) = ; (0) = 0;

εP(k) = P(k + 1) – (k + 1);

(k + 1) = (k) + σP(k)εP(k);

PP(k + 1) = γPPP(k) – γPσP(k) (k)PP(k),

PP(0) = δI;

γPPP k( )ωP k( )

1 γPωP
т

k( )PP k( )ωP k( )+
----------------------------------------------- θ̂

P̂

θ̂ θ̂

ωP
т

σM(k) = ; (0) = 0;

εM(k) = M(k) – (k);

(k + 1) = (k) + σM(k)εM(k);

PM(k + 1) = γMPM(k) – γM σM(k) (k)PM(k);

PM(0) = δI,

γMPM k( )ωM k( )

1 γMωM
т

k( )PM k( )ωM k( )+
--------------------------------------------------- ψ̂

M̂

ψ̂ ψ̂

ωM
т

ωP
т

ξ1…6
т

ξ7…11
т

ωM
т

ϑ1…10
т

ϑ11…13
т

Pис. 1. Pезультаты пpовеpки модели кpутящего момента двигателя автомобиля Chevrolet Tahoe

2 FTP18 (Federal Test Procedure) —
пpинятый в США феäеpаëüный ис-
пытатеëüный öикë äëя опpеäеëения
уpовней выбpосов токси÷ных коìпо-
нентов с отpаботавøиìи ãазаìи ëеã-
ковоãо автоìобиëя. Тест пpовоäится в
станäаpтных усëовиях в спеöиаëüноì
боксе, внутpи котоpоãо осуществëя-
ется то÷ное воспpоизвеäение заäан-
ных усëовий äвижения, иìитиpуþ-
щих äвижение автоìобиëя по уëиöаì
ãоpоäа.

В хоäе теста автоìобиëü pазìеща-
ется веäущиìи коëесаìи на спеöи-
аëüных беãовых баpабанах, сопpотив-
ëение вpащениþ котоpых ìожет pеãу-
ëиpоватüся, ìоäеëиpуя затpаты еãо
ìощности на тpение ка÷ения и аэpо-
äинаìи÷еское сопpотивëение. Необ-
хоäиìое коëи÷ество инеpöионных
ìасс поäкëþ÷ается äëя иìитаöии
ìассы автоìобиëя. Заìеpы уpовней
выбpосов пpовоäятся в восеìнаäöати
заäанных pежиìах äвижения, кото-
pые pеаëизуþтся в то÷но опpеäеëен-
ноì езäовоì öикëе, вкëþ÷аþщеì
äвижение с pазëи÷ныìи скоpостяìи,
pазãон, тоpìожение äвиãатеëеì, хоëо-
стой хоä и т. ä. Пpи этоì забиpаþтся
пpобы отpаботавøих ãазов äëя посëе-
äуþщеãо анаëиза.
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pеãуëятоpа и ìоäеëиpования аäаптивных систеì
упpавëения и иìенуþтся ноìинаëüныìи. Моäеëü и
закон упpавëения, постpоенные с испоëüзованиеì
этих паpаìетpов, также иìенуþтся ноìинаëüныìи.

На основе постpоенной ìоäеëи ìоìента и постав-
ëенной öеëи упpавëения пpовоäится синтез аäап-
тивных pеãуëятоpов ìоìента. Синтез выпоëняется
в тpи этапа. На пеpвоì этапе в пpеäпоëожении, ÷то
паpаìетpы ìоäеëи известны и pавны ноìинаëüныì,
стpоится ноìинаëüный закон упpавëения, котоpый
обеспе÷ивает устой÷ивостü заìкнутой систеìы и
стpеìëение оøибки упpавëения к нуëþ с заäанны-
ìи показатеëяìи ка÷ества. Закон упpавëения ис-
поëüзует зна÷ения ноìинаëüных паpаìетpов и
фоpìиpуется на основе ìетоäа ìоäаëüноãо упpав-
ëения [23] и то÷ной ëинеаpизаöии ìоäеëи [24]. На
втоpоì этапе паpаìетpы ìоäеëи пpеäпоëаãаþтся
неизвестныìи и в законе упpавëения заìеняþтся
оöенкаìи. На тpетüеì этапе с поìощüþ ìетоäа
ãpаäиентноãо спуска синтезиpуþтся аëãоpитìы
аäаптаöии, ãенеpиpуþщие оöенки паpаìетpов.

Замечание 2. Важно отìетитü, ÷то заäа÷а упpав-
ëения ìоìентоì ставится и pеøается как заäа÷а
упpавëения äавëениеì возäуха в коëëектоpе. В хоäе
pеøения заäа÷и жеëаеìое зна÷ение äавëения pас-
с÷итывается исхоäя из жеëаеìоãо кpутящеãо ìо-
ìента с поìощüþ выpажения (10).

3. Синтез номинального pегулятоpа. Пустü паpа-
ìетpы ìоäеëи (9), (10) известны и pавны ноìи-
наëüныì. Сфоpìиpуеì этаëоннуþ ìоäеëü, пеpвый
поpяäок котоpой соответствует еäини÷ной относи-
теëüной степени ìоäеëи:

P *(k + 1) = σP *(k) + (1 – σ)Pж(k), (15)

ãäе Pж, P* — вхоä и выхоä этаëонной ìоäеëи со-

ответственно; σ ∈ [0, 1) — паpаìетp этаëонной ìо-
äеëи, на основе котоpоãо заäается вpеìя пеpехоä-
ноãо пpоöесса в заìкнутой систеìе. Веëи÷ина Pж

связана с жеëаеìыì зна÷ениеì кpутящеãо ìоìента
сëеäуþщиì обpазоì:

Pж(k) = . (16)

Сфоpìиpуеì оøибку упpавëения

ε(k) = P *(k) – P(k) (17)

и ввеäеì закон изìенения этой оøибки, соответ-
ствуþщий ее экспоненöиаëüноìу затуханиþ:

ε(k + 1) = σε(k). (18)

Тоãäа, у÷итывая (9), (17) и (18), поëу÷аеì

ε(k + 1) = σP *(k) + (1 – σ)Pж(k) –

– ξ1...6(k)P(k) +

+ ξ7...11(k)ϕ2(α(k))/ω(k) = σε(k)

иëи

σP *(k) + (1 – σ)Pж(k) – ξ1...6(k)P(k) +

+ ξ7...11(k)ϕ2(α(k))/ω(k) = σP *(k) – σP(k),

откуäа сëеäует, ÷то

ϕ2(α(k)) =

= [(σ – ξ1...6)P(k) + (1 – σ)Pж(k)].

Пpиниìая во вниìание (3), окон÷атеëüно поëу-
÷аеì ноìинаëüный закон упpавëения в виäе

α(k) = arccos 1 –  Ѕ

Ѕ [(σ – ξ1...6)P(k) + (1 – σ)Pж(k)] . (19)

Такиì обpазоì, ноìинаëüный закон упpавëения
пpеäставëен уpавненияìи (15), (16), (19). Закон
обеспе÷ивает устой÷ивостü заìкнутой систеìы и
экспоненöиаëüное затухание оøибки ε(k), ÷то эк-
виваëентно обеспе÷ениþ öеëи упpавëения (1).

Дëя пpовеpки аëãоpитìа в сpеäе MATLAB/
Simulink быëо пpовеäено ìоäеëиpование систеìы
упpавëения, в хоäе котоpоãо испоëüзоваëисü äан-
ные FTP18 теста автоìобиëя Chevrolet Tahoe и но-
ìинаëüная ìоäеëü ìоìента.

Паpаìетp pеãуëятоpа σ pавен 0,8. Pезуëüтаты ìо-
äеëиpования пpивеäены на pис. 2.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования иëëþстpиpуþт pа-
боту систеìы в соответствии с пpивеäенныìи pас-
÷етаìи. Ненуëевая установивøаяся оøибка упpав-
ëения обусëовëена теì, ÷то жеëаеìое зна÷ение ìо-
ìента М*, вообще ãовоpя, связано с функöией Pж,
котоpая не pавна P* из-за наëи÷ия фазовоãо сäвиãа
этаëонной ìоäеëи. В связи с этиì стpеìëение
ε = P * – P к нуëþ озна÷ает стpеìëение М к М*
с оãpани÷енной оøибкой. Максиìаëüное зна÷ение
этой оøибки ìожет бытü отpеãуëиpовано коэффи-
öиентоì σ, котоpый отве÷ает также за быстpоäей-
ствие систеìы. Снижение ìаксиìаëüноãо зна÷ения
оøибки ìожет бытü äостиãнуто путеì снижения σ,
пpи этоì повыøается быстpоäействие систеìы.
В то же вpеìя быстpоäействие систеìы физи÷ески
оãpани÷ено инеpöионностüþ äвиãатеëя, а также
невысокой ìаксиìаëüной ÷астотой изìенения сиã-
наëа упpавëения α. Такиì обpазоì, коэффиöиент σ
äоëжен бытü выбpан с у÷етоì то÷ностных тpебова-
ний к систеìе упpавëения и физи÷еской pеаëизуе-
ìости сиãнаëа упpавëения.

4. Синтез адаптивного упpавления. Поëожиì те-
пеpü, ÷то паpаìетpы объекта упpавëения, заëожен-
ные в вектоpах θ и ψ, неизвестны. Дëя физи÷еской
pеаëизаöии выpажений (16), (19) закона упpавëения
θ и ψ заìеняþтся на оöенки  и  соответственно.
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Такиì обpазоì фоpìиpуется настpаиваеìый закон
упpавëения в виäе

α(k) = arccos 1 –  Ѕ

Ѕ [(σ – ξ1...6)P(k) + (1 – σ)Pж(k)] ; (20)

Pж(k) = . (21)

Оöенки паpаìетpов  и  ãенеpиpуþтся аëãо-
pитìаìи аäаптаöии:

(k + 1) = (k) + γP(k) (J(εP, , k)) ;(22)

(k + 1) = (k) + γM(k) (J(εM, , k)) ,(23)

ãäе γP, γM — коэффиöиенты аäаптаöии; Proj{•} —

опеpатоp пpоекöии [25], необхоäиìый äëя пpеäот-
вpащения возìожноãо äеëения на ноëü в выpаже-
ниях (20), (21); J — ìиниìизиpуеìая аëãоpитìоì
öеëевая функöия; εP, εM — сиãнаëüные оøибки;

= θ –  и = ψ –  — вектоpы паpаìетpи÷е-

ских оøибок. Множества Ω1,

Ω2 опpеäеëяþтся как

Ω1 = { ξ7...11 l θ0}, 

Ω2 = { ϑ1...10(k) l ψ0},

ãäе θ0, ψ0 — ìаëые поëожи-

теëüные константы.
Дëя pеаëизаöии аëãоpит-

ìов (22), (23) пpеäëаãается ìе-
тоä непpяìоãо аäаптивноãо
упpавëения. Метоä пpеäпоëа-
ãает созäание в систеìе упpав-
ëения независиìоãо бëока
иäентификаöии паpаìетpов
ìоäеëи, котоpый обеспе÷ивает
инфоpìаöионнуþ поääеpжку
закона упpавëения (20), (21).
Этот бëок ãенеpиpует оöенки
паpаìетpов, ìиниìизиpуя
pазностü текущеãо зна÷ения
выхоäа объекта и выхоäа на-
стpаиваеìой ìоäеëи виäа
(11), (12).

Необхоäиìо отìетитü, ÷то
на ка÷ество pаботы систеìы
упpавëения ìоìентоì, ãëав-
ныì обpазоì, вëияет ка÷ество
сфоpìиpованных аëãоpитìов

аäаптаöии (22), (23), котоpое, в своþ о÷еpеäü, зави-
сит от выбоpа öеëевой функöии J. В статüе пpеä-
ëаãается и пpовоäится ка÷ественное сpавнение
стати÷еской и интеãpаëüной öеëевых функöий, на
основе котоpых стpоятся соответствуþщие аëãо-
pитìы аäаптаöии: ãpаäиентный и интеãpаëüный.

В öеëях синтеза аëãоpитìов аäаптаöии ввеäеì в
pассìотpение оøибки иäентификаöии:

εP(k) = P(k) – (k); (24)

εM(k) = М(k) – (k), (25)

ãäе (k), (k) — оöенки P(k), М(k), ãенеpиpуеìые
настpаиваеìой ìоäеëüþ (11), (12). С у÷етоì (9),
(10) и (11), (12) соотноøения (24), (25) пpеäставиì
в сëеäуþщей фоpìе:

εP(k) = (k)W (k), εM(k) = Φ(k), (26)

ãäе W т = [ P ϕ2(α)/ω]т; Φт(k) = [ P –

– ]т — вектоpы изìеpяеìых функöий (pеã-

pессоpы).
Pассìотpиì ìоäифиöиpованные оøибки иäен-

тификаöии

εP(i, k) = W т(i) (k), εM(i, k) = Φт(i) (k)

⎩
⎨
⎧ ω k( )

θ7…11
т
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T^

⎭
⎬
⎫

M* k( ) ψ11…13
т

ϑ11…13 k( )+
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т

ϑ1…10 k( )
-----------------------------------------------------

^

^

θ̂ ψ̂

θ̂ θ̂ Proj
Ω

grad 
⎩
⎨
⎧
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⎬
⎫
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Ω
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⎩
⎨
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ψ(k)~
ψ~

⎭
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Pис. 2. Pезультаты моделиpования системы упpавления, замкнутой номинальным pегулятоpом
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(о÷евиäно, ÷то εP(i, k) = εP(k), εM(i, k) = εM(k)) и

öеëевые функöии виäа

J(εP) = μk– i (i, k),

J(εM) = μk– i (i, k), (27)

ãäе μ ∈ [0, 1] — фактоp списывания.
С у÷етоì (22)—(27) посëе pяäа аëãебpаи÷еских

пpеобpазований аëãоpитìы аäаптаöии пpеäставëя-
þтся в виäе

(28)

(29)

Дëя обеспе÷ения устой÷ивости äискpетных аë-
ãоpитìов аäаптаöии коэффиöиенты γM(k), γP(k)
пpеäставëяþтся в виäе

γM(k) = ρM(σMI + PM(k))–1;

γP(k) = ρP(σPI + PP(k))–1,

ãäе ρP, ρM ∈ (0, 1], σP, σM — паpаìетpы аëãоpитìов.

Аëãоpитìы иìеþт сëеäуþщие свойства [26—28]:
1) все сиãнаëы настpаиваеìой ìоäеëи (11), (12)

с аëãоpитìаìи (28), (29) оãpани÷ены;
2) оøибки εP, εM стpеìятся к нуëþ асиìпто-

ти÷ески;
3) паpаìетpи÷еские оøибки (k), (k) стpе-

ìятся к нуëþ асиìптоти÷ески, есëи ìатpиöы
PP(k), PM(k) невыpожäены;

4) скоpостü схоäиìости, зна÷ения пеpеpеãуëиpо-
вания аëãоpитìов pеãуëиpуется коэффиöиентаìи
ρP, ρM, σP, σM и μ. Пpи увеëи÷ении ρP, ρM и сни-
жении σP, σM скоpостü схоäиìости увеëи÷ивается.

Такиì обpазоì, аäаптивный pеãуëятоp ìоìента
пpеäставëен настpаиваеìыì законоì (20), (21) и
аëãоpитìоì аäаптаöии (28), (29).

Свойства схоäиìости аëãоpитìов упpавëения,
основанных на пpивеäенноì аëãоpитìе аäаптаöии,
быëи иссëеäованы и пpоиëëþстpиpованы с поìощüþ
pезуëüтатов ìоäеëиpования. В хоäе ìоäеëиpования
быëи заäействованы äанные, поëу÷енные в хоäе
FTP теста автоìобиëя Chevrolet Tahoe с ноìинаëü-
ной ìоäеëüþ ìоìента, постpоенной в п. 2. В ка÷естве
на÷аëüных усëовий (0) взяты ноìинаëüные зна-
÷ения θ с откëонениеì в 20 %. В хоäе ìоäеëиpова-
ния быëи испоëüзованы сëеäуþщие зна÷ения па-
pаìетpов: ρP = 0,1, ρM = 0,1, σP = 10–3, σM = 10–3,
μ = 0,99995, σ = 0,8.

На ãpафиках pис. 3 виäно, ÷то схоäиìостü аëãо-
pитìа аäаптаöии (28), (29) вëияет на схоäиìостü
оøибки упpавëения к нуëþ. В саìоì на÷аëе экс-
пеpиìента, коãäа паpаìетpи÷еские оøибки , 
зна÷итеëüно отëи÷аëисü от нуëя, оøибка упpавëе-
ния выхоäиëа за уpовенü 100 %. Посëе схоäиìости

1
2
--

i 1=

k

∑ εP
2

1
2
--

i 1=

k

∑ εM
2

Pис. 3. Pезультаты моделиpования системы упpавления, замкнутой адаптивным pегулятоpом с интегpальными алгоpитмами адаптации
(28), (29)

(k + 1) =

= (k) + {γP(k)(RP(k) – PP(k) (k))}, (0);

RP(k + 1) = μRP(k) + W(k)P(k), RP(0) = 0;

PP(k + 1) = μPP(k) + W(k)W т(k), PP(0) = 0;
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θ̂ θ̂
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PM(k + 1) = μPM(k) + Φ(k)Φт(k), PM(0) = 0.
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Ω

ψ̂ ψ̂

θ~ ψ~
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веëи÷ин ,  ìаксиìаëüная оøибка упpавëения
быëа обеспе÷ена на боëее низкоì уpовне 4 %.

На основе анаëиза pезуëüтатов ìоäеëиpования
быë поäãотовëен пpакти÷еский экспеpиìент, в ко-
тоpоì быëа пpотестиpована систеìа аäаптивноãо
упpавëения ìоìентоì. В ка÷естве объекта упpавëе-
ния быë заäействован автоìобиëü Chevrolet Tahoe
с äвиãатеëеì V8 объеìоì 5,3 ë. Тест äëиëся 7,5 ìин,
÷то соответствует пpиìеpно 40 000 событий.

Pезуëüтаты теста пpивеäены на pис. 4. Дëя уäоб-
ства воспpиятия на pисунке показаны тоëüко пеp-
вые тpи оöенки паpаìетpов вектоpов θ, ψ. Пpи
этоì оöенки, поëу÷енные в хоäе экспеpиìента,
сpавниваþтся с оöенкаìи, поëу÷енныìи в хоäе
ìоäеëиpования.

В хоäе тестиpования уäаëосü обеспе÷итü ка÷е-
ство сëежения ìоìента с ìаксиìаëüной оøибкой
14 % от ìаксиìаëüноãо зна÷ения М* (ìаксиìаëü-
ная оøибка в стати÷еских pежиìах составиëа не
боëее 5 %), а также соответствие pезуëüтатаì ìо-
äеëиpования.

Заключение. В статüе pеøается заäа÷а аäаптив-
ноãо упpавëения кpутящиì ìоìентоì инжектоp-
ноãо äвиãатеëя внутpеннеãо сãоpания. В основе
синтеза pеãуëятоpа ëежит паpаìетpи÷ески и функ-
öионаëüно неопpеäеëенная ìоäеëü ìоìента, связы-
ваþщая упpавëяþщуþ и pеãуëиpуеìуþ пеpеìенные.
Дëя äостижения öеëи упpавëения и коìпенсаöии

неопpеäеëенностей ìоäеëи испоëüзуется ìетоä не-
пpяìоãо аäаптивноãо упpавëения, в pаìках кото-
pоãо пpеäëаãаþтся аëãоpитì аäаптивной иäентифи-
каöии. Пpеäставëены pезуëüтаты ìоäеëиpования в
сpеäе MATLAB/Simulink и pезуëüтаты тестиpова-
ния автоìобиëя Chevrolet Tahoe.
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Мехатpонные 
пеpекачивающие комплексы 
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Введение

Дëя пpоектиpования, обустpойства ìестоpож-
äений и экспëуатаöии техноëоãи÷еских систеì äо-
бы÷и, сбоpа и тpанспоpтиpовки пpиpоäноãо ãаза с

øеëüфовых ìестоpожäений тpебуþтся оãpоìные
капитаëüные и экспëуатаöионные вëожения.

В настоящее вpеìя äëя сбоpа пpиpоäноãо ãаза на
ìоpскоì äне испоëüзуþт поäвоäные äобываþщие
коìпëексы, теëоì котоpых явëяþтся ìанифоëüäы.
Манифоëüä пpеäставëяет собой закpепëеннуþ на
ìоpскоì äне "стати÷ескуþ" констpукöиþ (не соäеp-
жащуþ вpащаþщихся ÷астей), котоpая объеäиняет
нескоëüко äобываþщих скважин с поìощüþ поä-
воäных пpоìысëовых ãазопpовоäов. Пpи пpохож-
äении ÷еpез ìанифоëüä пpиpоäный ãаз о÷ищается
от песка и воäы и поступает на ìоpскуþ пëатфоpìу
иëи тpанспоpтное суäно, ãäе выпоëняþтся äопоë-
нитеëüные техноëоãи÷еские пpоöессы и осуществ-
ëяется äаëüнейøая тpанспоpтиpовка на беpеã к пе-
pеpабатываþщеìу завоäу. В Pоссийской Феäеpа-
öии ìанифоëüäы испоëüзуþт на ìестоpожäении
"Сахаëин-2" в Охотскоì ìоpе на øеëüфе остpова
Сахаëин в субаpкти÷еских усëовиях.

Наибоëее пеpспективные ìестоpожäения нахо-
äятся в аpкти÷еских ìоpях Севеpноãо Леäовитоãо
океана с экстpеìаëüно сëожныìи пpиpоäно-кëи-
ìати÷ескиìи усëовияìи и постоянной уãpозой äëя
техни÷еских сpеäств со стоpоны айсбеpãов. В таких
усëовиях испоëüзование обы÷ных тpанспоpтных
суäов кpайне опасно иëи пpосто невозìожно,
а стpоитеëüство и экспëуатаöия спеöиаëüных тpанс-
поpтных суäов ëеäовоãо кëасса тpебует боëüøих
финансовых и вpеìенных затpат.

Дëя снижения затpат на освоение ìоpских ìе-
стоpожäений öеëесообpазно испоëüзоватü ìехатpон-

Pассмотpены совpеменные и пеpспективные технические
сpедства освоения шельфовых местоpождений пpиpодного
газа аpктических моpей. Пpиведены стpуктуpа и основные
тpебования к мехатpонным пеpекачивающим комплексам
подводного компpимиpования и тpанспоpтиpовки. Pассмот-
pены стpуктуpа и алгоpитмы упpавления мехатpонными
комплексами. Исследована их эффективность. Пpиведены
пpимеpы миpовой пpактики использования комплексов под-
водного компpимиpования.

Ключевые слова: шельф, мехатpонный пеpекачивающий
комплекс, подводное компpимиpование, pегулиpуемый элек-
тpопpивод, табличный алгоpитм упpавления
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ные пеpека÷иваþщие коìпëексы на основе pеãуëи-
pуеìоãо эëектpопpивоäа äëя поäвоäноãо коìпpи-
ìиpования и тpанспоpтиpовки пpиpоäноãо ãаза.

Испоëüзование поäвоäных коìпëексов äает воз-
ìожностü тpанспоpтиpоватü пpиpоäный ãаз без ис-
поëüзования тpанспоpтных суäов и ìиниìизиpует
вëияние на хpупкуþ экосистеìу Севеpноãо Леäо-
витоãо океана. Кpоìе тоãо, это позвоëит обеспе÷итü
высокий уpовенü pесуpсосбеpежения и энеpãоэф-
фективности пpоöесса освоения ìестоpожäений
пpиpоäноãо ãаза за с÷ет эконоìии топëивно-энеp-
ãети÷еских pесуpсов тpанспоpтных суäов, äобываþ-
щих пëатфоpì и äpуãих тpаäиöионных техноëоãи-
÷еских коìпëексов ìоpских ìестоpожäений [1].

Стpуктуpа мехатpонного 
пеpекачивающего комплекса.

Технические тpебования к пpиpодному агpегату

Мехатpонный коìпëекс постpоен по пpинöипу
интеãpаöии pазëи÷ных коìпонентов в еäиноì коp-
пусе [2]. Так, в поäвоäноì ìехатpонноì пеpека-
÷иваþщеì коìпëексе объеäинены техни÷еские
сpеäства (автоноìный инвеpтоp, эëектpоäвиãатеëü,
öентpобежный наãнетатеëü, ìикpопpоöессоpные
систеìы связи и äиаãностики) в еäиноì ãеpìети÷-
ноì коpпусе. Гëавной функöией коìпëекса явëя-
ется тpанспоpтиpовка пpиpоäноãо ãаза.

Стpуктуpа ìехатpонноãо коìпëекса пpеäставëена
на pис. 1 (сì. тpетüþ стоpону обëожки). Еãо основ-
ныìи эëеìентаìи явëяþтся пpивоäной pеãуëиpуе-
ìый эëектpоäвиãатеëü 3 и оäин иëи нескоëüко öен-
тpобежных наãнетатеëей 10, интеãpиpованных в
еäиный ãеpìети÷ный коpпус 2 и изоëиpованных
äpуã от äpуãа с поìощüþ ãазоäинаìи÷еских упëот-
нений 4, 5. Эëектpоäвиãатеëü и öентpобежные наãне-
татеëи иìеþт еäиный ваë 8 с опоpаìи на ìаãнитные
поäøипники 6, 7 и 11. Также в коpпус коìпëекса
интеãpиpованы техни÷еские сpеäства pеãуëиpова-
ния, упpавëения и связи 1. Тpанспоpтиpуеìый пpи-
pоäный ãаз поäвоäится и отвоäится от коìпëекса
по патpубкаì 9.

Дëя созäания ìаксиìаëüно наäежных и эффек-
тивных поäвоäных пеpека÷иваþщих коìпëексов
необхоäиìо пpиниìатü во вниìание весü опыт
экспëуатаöии высоковоëüтных эëектpопpивоäных
ãазопеpека÷иваþщих аãpеãатов на континентаëü-
ных коìпpессоpных станöиях, у÷итыватü усëовия

возникновения пpи÷ин и хаpактеp повpежäений
основноãо обоpуäования, пpивоäящих к наpуøениþ
ноpìаëüной pаботы и выхоäу аãpеãатов из стpоя.
В табë. 1 пpивеäена статистика отказов эëектpо-
пpивоäных ãазопеpека÷иваþщих аãpеãатов [3].

Анаëиз усëовий отказов показывает, ÷то наибоëü-
øая äоëя повpежäений эëектpоäвиãатеëя пpоисхо-
äит пpи экспëуатаöии в стати÷ескоì pежиìе пpи
pабо÷еì напpяжении питания. Это вызвано эëек-
тpи÷ескиì стаpениеì изоëяöии обìотки статоpа,
котоpое наибоëее интенсивно пpоисхоäит поä äей-
ствиеì высøих ãаpìони÷еских составëяþщих пи-
таþщеãо тока. Дpуãой зна÷иìой пpи÷иной повpеж-
äения явëяется пеpенапpяжение обìотки статоpа.

Повpежäение изоëяöии статоpа высоковоëüт-
ноãо эëектpопpивоäа боëüøиìи токаìи в äинаìи-
÷еских pежиìах явëяется остpейøей пpобëеìой.
Пpи пуске аãpеãата зна÷ение тока статоpа пpевы-
øает ноìинаëüный в 5...7 pаз. Дëитеëüностü пpо-
öесса пуска пpивоäит к пеpеãpеву изоëяöии и ус-
коpяет ее эëектpи÷еское стаpение, а также ìожет
вызватü теpìи÷еское повpежäение, ÷то также яв-
ëяется основной пpи÷иной отказа эëектpоäвиãатеëя.
Эти пpи÷ины ìожно отнести к пpобëеìаì эëектpо-
ìаãнитной совìестиìости эëектpопpивоäа с поëу-
пpовоäниковыì пpеобpазоватеëеì и сетüþ эëек-
тpоснабжения и низкоãо ка÷ества питаþщеãо тока
и напpяжения.

Пpи÷ины, связанные с ìехани÷ескиìи повpеж-
äенияìи, возникаþт в связи с уäаpныìи наãpузкаìи,
сëеäствиеì котоpых ìожет бытü повpежäение поä-
øипниковых узëов аãpеãата и повыøение вибpаöии,
÷то, в своþ о÷еpеäü, вызывает коëебание эëектpо-
ìаãнитноãо ìоìента и появëение высøих ãаpìо-
ни÷еских составëяþщих питаþщеãо тока. Эти фак-
тоpы отнесены к пpобëеìе эëектpоìехани÷еской
совìестиìости эëектpопpивоäа.

Стpуктуpа и алгоpитмическое обеспечение 
системы упpавления пpиводным 
электpодвигателем комплекса

Заäа÷у повыøения наäежности и экспëуатаöион-
ных хаpактеpистик поäвоäноãо ìехатpонноãо коì-
пëекса за с÷ет повыøения уpовня эëектpоìаãнит-
ной и эëектpоìехани÷еской совìестиìости наибоëее
эффективно pеøатü путеì pазpаботки pаöионаëü-
ных стpуктуpных pеøений постpоения высоко-
воëüтных поëупpовоäниковых пpеобpазоватеëей,
их констpуктивноãо испоëнения и пpиìенения со-
вpеìенных упpавëяþщих техни÷еских сpеäств и
аëãоpитìов с уëу÷øенныìи техни÷ескиìи хаpак-
теpистикаìи и показатеëяìи наäежности.

Сиëовая ÷астü ìехатpонноãо коìпëекса состоит
из пpивоäноãо асинхpонноãо äвиãатеëя (АД), öен-
тpобежноãо наãнетатеëя (ЦБН), высоковоëüтных
коììутатоpов типа активный выпpяìитеëü (АВ) и
автоноìный инвеpтоp (АИ), тpансфоpìатоpа (ТP)
и поäвоäной ëинии эëектpоснабжения. Активный
выпpяìитеëü pаспоëожен на беpеãовой энеpãопоä-

Табëиöа 1

Статистика отказов электроприводных
газоперекачивающих агрегатов

Усëовия возникновения поврежäений 
эëектроäвиãатеëя

Распреäеëение 
поврежäений, %

В стати÷ескоì режиìе при рабо÷еì напря-
жении питания

52

При перенапряжении 15
При пуске 15
Механи÷еские и терìи÷еские поврежäения 10
При провеäении высоковоëüтных испытаний 8



Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2013 57

станöии, а автоноìный ин-
веpтоp интеãpиpован в коp-
пус ìехатpонноãо коìпëекса
(pис. 2). Эëектpоснабжение
осуществëяется по высоко-
воëüтной ëинии постоянноãо
тока. Такая стpуктуpа обос-
новывается теì, ÷то вкëþ÷е-
ние активноãо выпpяìитеëя
в поäвоäнуþ ÷астü увеëи÷ит
ее ìассоãабаpитные показа-
теëи и уìенüøит наäежностü.
Pаспоëожение высоковоëüт-
ноãо автоноìноãо инвеpтоpа
на беpеãовой энеpãети÷е-
ской поäстанöии пpивеäет к
возникновениþ пpобëеìы
"äëинноãо кабеëя", соеäи-
няþщеãо инвеpтоp и эëек-
тpоäвиãатеëü.

Pеãуëиpование скоpости
ваëа ìехатpонноãо коìпëекса
пpовоäится с поìощüþ ав-
тоноìноãо инвеpтоpа, путеì
пpеобpазования постоянно-
ãо напpяжения в пеpеìенное
напpяжение заäанной ÷асто-
ты и аìпëитуäы. Автоноì-
ный инвеpтоp выпоëнен по ìноãоуpовневой схеìе,
котоpая позвоëяет уëу÷øитü ка÷ество выхоäноãо
напpяжения и тока, уìенüøитü äинаìи÷еские по-
теpи энеpãии в поëупpовоäниковых кëþ÷ах, повы-
ситü коэффиöиент испоëüзования напpяжения и
еäини÷нуþ ìощностü и пpоизвоäитеëüностü коì-
пëекса. Высоковоëüтный активный выпpяìитеëü
обеспе÷ивает стабиëизаöиþ выпpяìëенноãо напpя-
жения на заäанноì уpовне, фоpìиpует синусоиäаëü-
ные фазные токи сети, поääеpживает заäанный ко-
эффиöиент ìощности и обеспе÷ивает пеpеäа÷у
энеpãии из сети в наãpузку и в пpотивопоëожноì
напpавëении. Высоковоëüтный активный выпpя-
ìитеëü также иìеет ìноãоуpовневуþ стpуктуpу.

На pис. 2 пpиняты сëеäуþщие обозна÷ения: PН —
pеãуëятоp напpяжения, PP — pеãуëятоp активной
ìощности, PQ — pеãуëятоp pеактивной ìощности,
ТАУАВ — табëи÷ный аëãоpитì упpавëения актив-
ныì выпpяìитеëеì, PC — pеãуëятоp скоpости, PМ —
pеãуëятоp эëектpоìаãнитноãо ìоìента, Pψ — pеãу-
ëятоp потокосöепëения статоpа, ТАУАИ — табëи÷-
ный аëãоpитì упpавëения автоноìныì инвеpтоpоì,
УИ — упpавëяþщие иìпуëüсы, АPМ — автоìати-
зиpованное pабо÷ее ìесто.

Дëя упpавëения эëектpоäвиãатеëеì и коììута-
тоpаìи поäвоäноãо ãазопеpека÷иваþщеãо коìпëек-
са испоëüзуþтся аëãоpитìы с pазpывныì упpавëе-
ниеì и скоëüзящиìи pежиìаìи — табëи÷ные аë-
ãоpитìы упpавëения [4—5]. Гëавные особенности
аëãоpитìа pазpывноãо упpавëения эëектpопpивоäоì
закëþ÷аþтся в наëи÷ии pеëейных ãистеpезисных
pеãуëятоpов эëектpоìаãнитноãо потока статоpа и

эëектpоìаãнитноãо ìоìента äвиãатеëя и табëи÷но-
ãо аëãоpитìа упpавëения. Основные пpеиìущества
закëþ÷аþтся в пpостоте, наäежности и инваpиант-
ности упpавëения к внеøниì и паpаìетpи÷ескиì
возìущенияì за с÷ет отсутствия в систеìе пpеоб-
pазоватеëей кооpäинат, pеãуëятоpов составëяþщих
тока статоpа äвиãатеëя и спеöиаëüных аппаpатных
и пpоãpаììных сpеäств äëя обеспе÷ения øиpотно-
иìпуëüсной ìоäуëяöии выхоäноãо напpяжения
пpеобpазоватеëя ÷астоты.

В состав систеìы упpавëения АД и АИ вхоäят
набëþäатеëü состояний АД, pеãуëятоpы и табëиöа
пеpекëþ÷ений АИ. Набëþäатеëü состояний АД
обеспе÷ивает пpеобpазование систеìы кооpäинат
и pас÷ет ненабëþäаеìых кооpäинат АД äëя pеаëи-
заöии обpатных связей контуpов pеãуëиpования
скоpостüþ, эëектpоìаãнитныì ìоìентоì и потоко-
сöепëениеì статоpа в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.

Дëя пpеобpазования изìеpенных фазных на-
пpяжений и токов из тpехфазной систеìы кооpäи-
нат в äвухфазнуþ (α – β) испоëüзуþтся выpажения:

ãäе uA, uB, uC, iA, iB, iC — фазные напpяжения и токи,

usα, usβ, isα, isβ — составëяþщие напpяжения и тока

статоpа в кооpäинатах (α – β).

usα = uA;

usβ = (uB – uC)/ ;3

isα = iA;

isβ = (iB – iC)/ ,3

Pис. 2. Стpуктуpная схема системы упpавления мехатpонным пеpекачивающим комплексом
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Затеì вы÷исëяþтся составëяþщие потокосöеп-
ëения статоpа:

ψsα = (usα – Rsisα)dt;

ψsβ = (usβ – Rsisβ)dt,

ãäе Rs — активное сопpотивëение статоpа.

Дëя вы÷исëения составëяþщих потокосöепëе-
ния pотоpа испоëüзуþтся уpавнения связи токов и
потокосöепëений асинхpонноãо äвиãатеëя:

ψrα = (ψsα – σLsisα);

ψrβ = (ψsβ – σLsisβ),

ãäе Lm, Ls, Lr — взаиìная инäуктивностü, инäук-

тивностü статоpа и pотоpа соответственно, σ =

= 1 –  — коэффиöиент pассеяния.

Этой инфоpìаöии äостато÷но äëя нахожäения
сиãнаëов обpатных связей контуpов pеãуëиpования
скоpости, эëектpоìаãнитноãо ìоìента и потоко-
сöепëения статоpа, котоpые вы÷исëяþтся по сëе-
äуþщиì фоpìуëаì:

ψsm = ;

Mä = 1,5pn(ψsαisβ + ψsβisα);

ωr =  – ,

ãäе ψsm — äействуþщее зна÷ение потокосöепëения

статоpа; Мä — äействуþщее зна÷ение эëектpоìаã-

нитноãо ìоìента; pn — ÷исëо паp поëþсов асинхpон-

ноãо эëектpоäвиãатеëя; ωr — äействуþщее зна÷ение

скоpости pотоpа; Rr — активное сопpотивëение pо-

тоpа; ψrm — äействуþщее зна÷ение потокосöепëе-

ния pотоpа.
Внеøний контуp pеãуëиpования скоpости со-

äеpжит непpеpывный ПИ pеãуëятоp скоpости внеø-
неãо контуpа, котоpый сpавнивает заäаннуþ и pас-
÷етнуþ скоpости и фоpìиpует заäаþщее зна÷ение
äëя pеãуëятоpа эëектpоìаãнитноãо ìоìента (pис. 3).
Внутpенние контуpы соäеpжат pеëейные pеãуëято-
pы эëектpоìаãнитноãо ìоìента и потокосöепëе-
ния статоpа, выхоäные зна÷ения котоpых опpеäе-
ëяþтся сëеäуþщиìи уpавненияìи (стати÷еские
хаpактеpистики pеëейных pеãуëятоpов пpеäставëе-
ны на pис. 4):

dM =

dψ =

Pезуëüтиpуþщий вектоp напpяжения АИ иìеет
äвенаäöатü устой÷ивых поëожений U1 – U12 (pис. 5).
Выбоp тоãо иëи иноãо поëожения pезуëüтиpуþщеãо
вектоpа напpяжения АИ, а сëеäоватеëüно, и коìби-
наöии вкëþ÷ения сиëовых поëупpовоäниковых кëþ-
÷ей, осуществëяется по табëиöе пеpекëþ÷ений.

Дëя фоpìиpования табëиöы пеpекëþ÷ений фа-
зовуþ пëоскостü в кооpäинатах (α – β) усëовно
pазбиваþт на äвенаäöатü сектоpов. Ноìеp сектоpа
(Nc, c = 1, ..., 12), в котоpоì в текущий ìоìент вpе-
ìени нахоäится вектоp потокосöепëения статоpа,
опpеäеëяет ноìеp стоëбöа табëиöы пеpекëþ÷ений:

есëи 23π/12 m ψs < π/12, то Nc = 1;

есëи π/12 m ψs < π/4, то Nc = 2;

есëи π/4 m ψs < 5π/12, то Nc = 3;

есëи 5π/12 m ψs < 7π/12, то Nc = 4;

есëи 7π/12 m ψs < 9π/12, то Nc = 5;

есëи 9π/12 m ψs < 11π/12, то Nc = 6;

∫

∫

Pис. 5. Pасположение вектоpов напpяжения в осях (a – b)

Pис. 4. Статические хаpактеpистики pелейных pегулятоpов

Pис. 3. Блок pегулятоpов
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есëи 11π/12 m ψs < 13π/12, то Nc = 7;

есëи 13π/12 m ψs < 15π/12, то Nc = 8;

есëи 15π/12 m ψs < 17π/12, то Nc = 9;

есëи 17π/12 m ψs < 19π/12, то Nc = 10;

есëи 19π/12 m ψs < 21π/12, то Nc = 11;

есëи 21π/12 m ψs < 23π/12, то Nc = 12.

Такиì обpазоì, в зависиìости от коìбинаöии
выхоäных зна÷ений pеëейных pеãуëятоpов и поëо-
жения вектоpа потокосöепëения pотоpа по табëиöе
пеpекëþ÷ений выбиpается pезуëüтиpуþщий век-
тоp напpяжения такиì обpазоì, ÷тобы обеспе÷итü
необхоäиìый знак пpиpащения эëектpоìаãнитно-
ãо ìоìента и потокосöепëения статоpа. В табë. 2
указаны усëовия выбоpа pезуëüтиpуþщеãо вектоpа
напpяжения АИ.

Систеìа упpавëения активныì выпpяìитеëеì
иìеет унифиöиpованнуþ с систеìой упpавëения
АД и АИ стpуктуpу. Внеøний контуp соäеpжит не-
пpеpывный pеãуëятоp напpяжения. Внутpенние кон-
туpы соäеpжат pеëейные pеãуëятоpы активной и
pеактивной ìощностей, с хаpактеpистикаìи, ана-
ëоãи÷ныìи pеãуëятоpаì систеìы упpавëения АД
и АИ. Обpатная связü pеаëизована с поìощüþ вы-
÷исëитеëя АВ. Вхоäныìи сиãнаëаìи табëиöы пеpе-
кëþ÷ений явëяþтся выхоäные сиãнаëы pеëейных
pеãуëятоpов активной и pеактивной ìощностей и
опpеäеëитеëя фазовоãо сектоpа вектоpа напpяжения
сети. Основная заäа÷а упpавëения активныì выпpя-
ìитеëеì закëþ÷ается в фоpìиpовании синфазных
токов и напpяжений сети синусоиäаëüной фоpìы
за с÷ет фоpìиpования оптиìаëüноãо pезуëüтиpуþ-
щеãо вектоpа сети. Усëовия выбоpа pезуëüтиpуþ-
щеãо вектоpа напpяжения пpеäставëены в табë. 3.

На pис. 6 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) пpеä-
ставëены ãpафики заäанной и äействитеëüной ско-

pостей, эëектpоìаãнитноãо ìоìента и тока статоpа
пpивоäноãо эëектpоäвиãатеëя ìехатpонноãо коìп-
ëекса. Анаëиз осöиëëоãpаìì показывает, ÷то pазãон
эëектpоäвиãатеëя осуществëяется ìонотонно, без
пеpеpеãуëиpования. Аìпëитуäа пуëüсаöий эëек-
тpоìаãнитноãо ìоìента в установивøеìся pежиìе
pаботы эëектpоäвиãатеëя с ноìинаëüной скоpостüþ
и ноìинаëüной наãpузкой составëяет 4...6 % от но-
ìинаëüноãо зна÷ения эëектpоìаãнитноãо ìоìента.

Пpи иссëеäовании pаботы ìехатpонноãо коì-
пëекса пpовоäиëи изìеpение коэффиöиента неси-
нусоиäаëüных искажений и коэффиöиента ìощ-
ности эëектpопpивоäа пpи изìенении скоpости
эëектpоäвиãатеëя от 0 äо 100 % от ноìинаëüной.
Из ãpафика на pис. 7 (сì. тpетüþ стоpону обëожки)
ìожно закëþ÷итü, ÷то коэффиöиент несинусои-
äаëüных искажений сети (KIсети) и АД (KIАД) не
пpевыøает ноpìаëüно äопустиìоãо уpовня во всеì
äиапазоне pеãуëиpования скоpости. Коэффиöиент
ìощности эëектpопpивоäа на стоpоне сети эëек-
тpоснабжения (λсети) не снижается ниже уpовня
0,83 во всеì äиапазоне pеãуëиpования скоpости,
а на ëþбой скоpости выøе 40 % от ноìинаëüной он
нахоäится выøе уpовня 0,95. Коэффиöиент ìощ-
ности эëектpопpивоäа на стоpоне эëектpоäвиãатеëя
(λАД) выøе скоpости, составëяþщей 50 % от но-
ìинаëüной (выøе уpовня 0,7).

Такиì обpазоì, за с÷ет пpиìенения ìноãоуpов-
невых схеì высоковоëüтных АИ и АВ, pеëейных
pеãуëятоpов и табëи÷ных ìоäуëяöионных аëãоpит-
ìов упpавëения поëупpовоäниковыìи кëþ÷аìи
обеспе÷ивается эффективное упpавëение скоpо-
стüþ и эëектpоìаãнитныì ìоìентоì эëектpопpи-
воäа поäвоäноãо ìехатpонноãо коìпëекса с высо-
киì уpовнеì эëектpоìаãнитной и эëектpоìехани-
÷еской совìестиìости.

Табëиöа 2

Таблица переключений автономного инвертора

dψ dM I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII

1
1 U3 U5 U5 U7 U7 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3

0 U2 U4 U4 U6 U6 U8 U8 U10 U10 U12 U12 U2

—1 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5 U5 U7 U7 U9 U9

0
1 U5 U7 U7 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5

0 U12 U12 U2 U2 U4 U4 U6 U6 U8 U8 U10 U10

—1 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5 U15 U7 U7

Табëиöа 3

Таблица переключений активного выпрямителя

ΔQ ΔP I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII

1
1 U3 U5 U5 U7 U7 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3

0 U2 U4 U4 U6 U6 U8 U8 U10 U10 U12 U12 U2

—1 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5 U5 U7 U7 U9 U9

0
1 U5 U7 U7 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5

0 U12 U12 U2 U2 U4 U4 U6 U6 U8 U8 U10 U10

—1 U9 U9 U11 U11 U1 U1 U3 U3 U5 U15 U7 U7
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Миpовые и отечественные pазpаботки в области 
создания мехатpонных пеpекачивающих комплексов 

подводного компpимиpования
и тpанспоpтиpовки пpиpодного газа

Миpовые нефтеãазовые коìпании, такие как
Shell, Exxon, Total, BP, Woodside, Statoil и Petrobras,
на сеãоäняøний äенü явëяþтся ëиäеpаìи по инве-
стиöияì в pазpаботку техни÷еских сpеäств поäвоä-
ноãо коìпpиìиpования. Испытания поäвоäных
коìпëексов пpовоäятся на ìестоpожäениях пpи-
pоäноãо ãаза Севеpноãо ìоpя (Ноpвеãия) и ìоpя
Бофоpта (США).

Пеpвый поäвоäный коìпëекс ìощностüþ 850 кВт
быë созäан коìпанией General Electric и быë испы-
тан в 1992 ã. в завоäских усëовиях [6]. В 2001 ã.
General Electric и Aker Kvaerner в pаìках ноpвеж-
ской пpавитеëüственной пpоãpаììы Demo 2000 за-
пустиëи поäвоäные коìпëексы на 2,5 и 12,5 МВт.
Четыpе ìоäуëя ìощностüþ 12,5 МВт пëаниpуется
испоëüзоватü пpи освоении ìестоpожäения Ormen
Lange в 2016 ã.

Pазpаботки в обëасти поäвоäных техни÷еских
сpеäств веäутся коìпанияìи MAN и Siemens в pаì-
ках пpоекта коìпании Statoil äëя ìестоpожäения
Asgard. В Ноpвеãии быëа испытана установка MAN
Hofim-type (pис. 8, сì. тpетüþ стоpону обëожки), а в
2009 ã. пpовеäены испытания коìпpессоpа Siemens
ECO-II (pис. 9, сì. тpетüþ стоpону обëожки) [7].

В pаìках пpоекта Asgard в ëабоpатоpии, пpинаä-
ëежащей Statoil и Aker Solutions, осуществëяется пpо-
ãpаììа по испытаниþ поäвоäных коìпpессоpных
установок. Это связано с теì, ÷то в пëаны коìпа-
нии Statoil вхоäит установка äвух коìпpессоpных
ìоäуëей (8...10 МВт) на ãазоконäенсатной заëежи
Mikkel, с котоpой пpоäукöия тpанспоpтиpуется на
пëатфоpìу Asgard В. Ожиäается, ÷то бëаãоäаpя ус-
тановке коìпpессоpных ìоäуëей уäастся повыситü
извëекаеìостü пpоäукöии äо 70...80 %.

Несìотpя на то, ÷то Pоссийской Феäеpаöии пpи-
наäëежит зна÷итеëüная äоëя øеëüфовых запасов
пpиpоäноãо ãаза, оте÷ественные нефтеãазовые коì-
пании не финансиpуþт äоpоãостоящие нау÷но-ис-
сëеäоватеëüские и опытно-констpуктоpские pаботы
по созäаниþ пеpспективных техни÷еских сpеäств
освоения аpкти÷еских ìоpей. Кpоìе тоãо, в Pоссий-
ской Феäеpаöии этиì иссëеäованияì не уäеëяется
äоëжноãо вниìания со стоpоны ãосуäаpственных
стpуктуp, отсутствуþт феäеpаëüные пpоãpаììы по
поääеpжке иссëеäований и созäаниþ коìпëексов
поäвоäноãо коìпpиìиpования и тpанспоpтиpовки
пpиpоäноãо ãаза.

Данные исследования пpоводятся в pамках феде-
pальной целевой пpогpаммы "Научные и научно-педаго-
гические кадpы инновационной Pоссии" на 2009—2013 г.

Список литеpатуpы

1. Васильев Б. Ю. Совpеìенные и пеpспективные техноëо-
ãии эëектpопpивоäных ãазопеpека÷иваþщих аãpеãатов ìоpских
и сухопутных тpубопpовоäов // Pоссохинские ÷тения: ìатеpиа-
ëы ìежpеãионаëüноãо сеìинаpа. Ухта: УГТУ, 2012. С. 367—374.

2. Егоpов О. Д., Подуpаев Ю. В. Мехатpонные ìоäуëи. Pас-
÷ет и констpуиpование. М.: Изä-во МГТУ "СТАНКИН", 2004.
360 с.

3. Пужайло А. Ф., Савченков С. В., Спиpидович Е. А. Энеp-
ãоснабжение и автоìатизаöия энеpãообоpуäования коìпpес-
соpных станöий. Т. 2 / Поä pеäакöией О. В. Кpþкова. Н-Нов-
ãоpоä: Вектоp ТиС, 2011.

4. Козяpук А. Е., Pудаков В. В. Пpяìое упpавëение ìоìен-
тоì в эëектpопpивоäе пеpеìенноãо тока ìаøин и ìеханизìов
ãоpноãо пpоизвоäства: у÷еб. пособие. СПб.: Изä. СПГГИ(ТУ),
2008. 99 с.

5. Козяpук А. Е., Васильев Б. Ю. Аëãоpитìы упpавëения
энеpãоэффективныì высокообоpотныì эëектpопpивоäоì ãазо-
пеpека÷иваþщеãо аãpеãата // Известия вузов. "Эëектpоìехани-
ка". 2012. № 3. С. 40—44.

6. Толстов С. С., Миpзоев Д. А., Ибpагимов И. Э. Поäвоä-
ная техноëоãия äобы÷и уãëевоäоpоäов — кëþ÷евой фактоp ос-
воения pесуpсов øеëüфа Аpктики // Газовая пpоìыøëенностü.
2011. № 661.

7. Дуpыманов В. В., Леонтьев С. А., Седов В. В. На суøе и поä
воäой: капсуëиpованный коìпpессоpный аãpеãат STC-ECO-II
коìпании Siemens II // Туpбины и äизеëи. 2010. № 2. С. 10—15.

с 17 по 20 сентября 2013 в Санкт-Петербурге
на базе ГНЦ РФ ОАО "Концерн "Электроприбор"

состоится симпозиум международной ассоциации по геодезии (IAG)

"Наземная, морская и аэрогравиметрия:
измерения на неподвижном и подвижном основаниях"

Тематика конференции
� Среäства и ìетоäы назеìных абсоëþтных и относитеëüных изìерений ãравитаöионноãо поëя на непоäвижных и

поäвижных основаниях.
� Абсоëþтные баëëисти÷еские ãравиìетры и относитеëüные ãравиìетры.
� Гравитаöионные ãраäиентоìетры.
� Новые резуëüтаты изìерений ãравиìетри÷еских сетей, новые ãравиìетри÷еские сети и изìерения в новых районах.
� Вопросы ìетроëоãии в ãравиìетрии, резуëüтаты сëи÷ений абсоëþтных ãравиìетров и приìенения ãравиìетрии в

ìетроëоãии.
� Станäартизаöия и базы äанных абсоëþтных изìерений ãравитаöионноãо поëя.
� Гравитаöионные экспериìенты.

Подробную информацию о конференции см. сайте:
http://www.elektropribor.spb.ru/cnf/rconf
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Пpименение фильтpа Калмана 
в задаче навигации 

подвижного объекта 
по данным стеpеовизуальных 

и одометpических систем

Введение

В настоящее вpеìя опpеäеëение ìестопоëоже-
ния и оpиентаöии объекта ìожет осуществëятüся с
испоëüзованиеì сëеäуþщих типов навиãаöионных
систеì: оäоìетpи÷еских, инеpöиаëüных, спутнико-
вых и стеpеовизуаëüных. Пpиìенение оäоìетpи÷е-
ских и инеpöиаëüных навиãаöионных систеì вëе-
÷ет ухуäøение то÷ности опpеäеëения навиãаöион-
ных паpаìетpов и увеëи÷ение вpеìени pаботы.
Пpиìенение спутниковых навиãаöионных систеì
оãpани÷ено низкиì ка÷ествоì pеøения навиãаöи-
онной заäа÷и в закpытых и поëузакpытых пpостpан-
ствах. Стеpеовизуаëüные навиãаöионные систеìы,
напpотив, выäаþт стабиëüное навиãаöионное pе-
øение в усëовиях естественных и искусственных
заãpажäений, оäнако их то÷ностü с те÷ениеì вpе-
ìени ухуäøается [1—5].

Повыøение то÷ности опpеäеëения навиãаöион-
ных паpаìетpов, в пpинöипе, возìожно путеì коì-
пëексиpования äанных, поëу÷енных от pазëи÷ных
типов навиãаöионных систеì, пpи этоì неäостатки,
пpисущие кажäой из систеì в отäеëüности, ìоãут
бытü ÷асти÷но снижены. Pассìотpиì коìпëекси-
pованнуþ систеìу на основе оäоìетpи÷еской и сте-
pеовизуаëüной навиãаöионных систеì. Такая сис-
теìа обëаäает автоноìностüþ в сиëу автоноìности
оäоìетpи÷еской систеìы и боëее высокой то÷но-
стüþ всëеäствие испоëüзования äопоëнитеëüной
стеpеовизуаëüной инфоpìаöии. Pассìотpиì ìате-
ìати÷еские ìоäеëи оäоìетpи÷еской и стеpеовизу-
аëüной навиãаöионных систеì и оöениì то÷ностü
pаботы коìпëексиpованной систеìы в öеëоì.

Постановка задачи

Уpавнение навиãаöии систеìы с÷исëения пути
запиøеì в виäе

(1)

ãäе хk, yk — кооpäинаты объекта в ìоìент вpеìени k;

Δt — øаã äискpетизаöии; ,  — изìеpенные

зна÷ения скоpости и äиpекöионноãо уãëа.
Изìеpенные зна÷ения скоpости и äиpекöион-

ноãо уãëа, в своþ о÷еpеäü, pавны

(2)

ãäе Vk, αk — иäеаëüные зна÷ения скоpости и äи-

pекöионноãо уãëа; ΔVk, Δαk — поãpеøности изìе-

pения скоpости и äиpекöионноãо уãëа.
Поäставив (2) в (1) и пpовоäя ëинеаpизаöиþ

cos(αk + Δαk) = cosαk – Δαk sinαk и sin(αk + Δαk) =
= sinαk + Δαkcosαk, поëу÷иì

(3)

Посëеäниìи сëаãаеìыìи в выpажении (3) ìожно
пpенебpе÷ü в сиëу их ìаëости. Добавиì к выpаже-
нияì (3) ìоäеëü поãpеøностей äиpекöионноãо уãëа,
скоpости и äpейфа, тоãäа поëу÷иì

(4)

ãäе Δ , Δ ,  — беëоøуìные составëяþщие

скоpости, äиpекöионноãо уãëа и äpейфа; ωk — уã-

ëовая скоpостü äpейфа ãиpоскопа; τω — постоянная

äpейфа ãиpоскопа; σω — сpеäняя кваäpати÷еская

поãpеøностü äpейфа ãиpоскопа.
В ìатpи÷ной фоpìе уpавнение (4) пpиìет виä

Xk + 1 = FkXk + Uk + Gkwk, (5)

ãäе Хk = [xk yk ΔVk Δαk ωk]
т — вектоp состояния;

Uk = [VkcosαkΔt Vk sinαkΔt 0 0 0]т — вектоp упpав-

ëения; wk = [Δ  Δ  ]т — вектоp øуìов;

Pассматpивается алгоpитм комплексиpования данных
одометpических и стеpеовизуальных систем. Одометpиче-
ская система пpедставлена одометpом и гиpоскопом низ-
кой точности. Стеpеовизуальная система состоит из двух
камеp, визиpные оси котоpых паpаллельны пpодольной оси
объекта. Особенностью pешения задачи является нелиней-
ность уpавнений связи паpаметpов систем. По pезульта-
там моделиpования пpедставлены оценки точности изме-
pения кооpдинат подвижного объекта.

Ключевые слова: метод навигации счисления пути,
стеpеосистемы технического зpения, фильтp Калмана, об-
pаботка инфоpмации, ключевые точки

xk+1 = xk + (cos )Δt;

yk+1 = yk + (sin )Δt,

Vk
~ αk

~

Vk
~ αk

~

Vk
~ αk

~

= Vk + ΔVk;

= αk + Δαk,

Vk
~

αk
~

xk+1 = xk + (Vkcosαk – ΔαkVk sinαk +

+ ΔVkcosαk – ΔαkΔVk sinαk)Δt;

yk+1 = yk + (Vk sinαk + ΔαkVkcosαk +

+ ΔVk sinαk + ΔαkΔVkcosαk)Δt.

xk+1 = xk + VkcosαkΔt –

– ΔαkVk sinαkΔt + ΔVkcosαkΔt;

yk+1 = yk + Vk sinαkΔt +

+ ΔαkVkcosαkΔt + ΔVk sinαkΔt;

ΔVk+1 = ΔVk + Δ ;

Δαk+1 = Δαk + ωkΔt + Δ ;

ωk+1 = (1 – Δt/τω)ωk + σωΔt ,
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Fk = , Gk =  —

ìатpиöа состояния и ìатpиöа øуìов, соответ-
ственно.

Стеpеосистеìа техни÷ескоãо зpения в ìоìент вpе-
ìени k опpеäеëяет уãëы α′, α′′ на кажäуþ из най-
äенных на изобpажении кëþ÷евых то÷ек (pис. 1).
Кëþ÷евые то÷ки на изобpажении нахоäят с поìо-
щüþ спеöиаëüных аëãоpитìов äетектиpования
[2, 6, 7, 8].

По изìеpенныì зна÷енияì уãëов, äо кëþ÷евой
то÷ки сöены i опpеäеëяется äаëüностü

= b .

Тоãäа изìеpения стеpеовизуаëüной систеìы в
ìоìент вpеìени k äëя кажäой из кëþ÷евых то÷ек i
запиøеì в виäе вектоpа = [   ]т.

Тpебуется оöенитü паpаìетpы навиãаöионной
систеìы  по изìеpенияì виäа zk = h(Xk) + vk.
Конкpетизиpуеì виä функöии h(Xk), a оöенки век-
тоpа состояния  найäеì, пpиìенив аппаpат каë-
ìановской фиëüтpаöии [4, 5, 9].

Pешение задачи оценивания вектоpа состояния

С боpта объекта посpеäствоì каìеp веäется на-
бëþäение. Изìеpения, поëу÷аеìые с поìощüþ сте-
pеовизуаëüной навиãаöионной систеìы связаны с
паpаìетpаìи объекта ãеоìетpи÷ескиìи соотноøе-
нияìи (pис. 2).

Дëя кажäой из кëþ÷евых то÷ек, набëþäаеìых с
поìощüþ каìеp, ìожно записатü сëеäуþщие уpав-
нения, связываþщие уãëовые паpаìетpы объекта с
еãо ìестопоëожениеì на ìестности

(6)

ãäе ,  — уãëы на i-þ кëþ÷евуþ то÷ку, опpеäе-

ëенные стеpеовизуаëüной систеìой (уãëы, изìе-
pяеìые впpаво от визиpной оси, пpиìеì "поëожи-
теëüныìи", а вëево — "отpиöатеëüныìи"); αk — äи-

pекöионный уãоë пpоäоëüной оси объекта; x1каìеpа,

y1каìеpа, x2каìеpа, y2каìеpа — кооpäинаты каìеp.

Пеpепиøеì выpажение (6), выpазив кооpäинаты
каìеp ÷еpез кооpäинаты объекта и äëину стеpео-
базы b:

(7)

Pасøиpиì pазìеpностü исхоäноãо вектоpа со-
стояния Xk, äобавив в неãо кооpäинаты кëþ÷евых

то÷ек , :

= [xk yk ΔVk Δαk ωk  ...  ]т. (8)

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 Δt

0 0 0 0 1 Δt/τω–

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 σωdt 2/τω

Pис. 1. Паpаметpы, опpеделяемые стеpеосистемой
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Тоãäа функöия h( ) и вектоp изìеpений  за-
пиøется в виäе

h( ) = . (9)

= [    ...   ]т.

В pезуëüтате увеëи÷ения pазìеpности вектоpа Xk
äëя выпоëнения усëовия (5) необхоäиìо pасøиpитü
pазìеpностü соответствуþщих вектоpов и ìатpиö:

= [VkΔtcosαk VkΔtsinαk 0 0 0 0 0 ... 0 0]т,

= ;

= .

Оöенку паpаìетpов навиãаöионной систеìы бу-
äеì пpовоäитü с испоëüзованиеì Extended Kalman
Filter [4, 5]. Пpоãнозное зна÷ение вектоpа состояния
и еãо коваpиаöионная ìатpиöа нахоäится в фоpìе

= •  + ;

Pk + 1/k = Pk  + Qk , (10)

ãäе Pk — коваpиаöионная ìатpиöа оøибок вектоpа
состояния, Qk — коваpиаöионная ìатpиöа вектоpа
øуìов.

Откëонение поëу÷енноãо на øаãе k набëþäения
от набëþäения, ожиäаеìоãо пpи пpоãнозе, и еãо
коваpиаöионная ìатpиöа

=  – h( );

Sk = HkPk + 1/k  + Rk, (11)

ãäе Sk — коваpиаöионная ìатpиöа вектоpа откëо-

нения, Rk — коваpиаöионная ìатpиöа изìеpитеëü-

ных øуìов, Нk — ìатpиöа вектоpа откëонений.

Матpиöа Hk =  явëяется ìатpиöей ÷а-

стных пpоизвоäных изìеpений по всеìу вектоpу
состояния, в сиëу ее ãpоìозäкости пpивоäитü ее не
буäеì.

Матpиöа коэффиöиентов усиëения, обновëен-
ная коваpиаöионная ìатpиöа вектоpа состояния и
оöенка вектоpа состояния нахоäятся по фоpìуëаì

Pk + 1 = (I – KkHk)Pk + 1/k;

Kk = Pk + 1/k ;

=  + Kk . (12)

Pезультаты моделиpования

Оöенку сpеäнеãо кваäpати÷ескоãо откëонения
(СКО) пpовоäиëи путеì ìноãокpатноãо ìоäеëиpо-
вания ìаpøpута äвижения объекта, тpаектоpий на-
виãаöионной систеìы с÷исëения пути, а также
pас÷етной (коppектиpуеìой) тpаектоpии с у÷етоì
инфоpìаöии систеìы техни÷ескоãо зpения. По-
ãpеøности систеìы с÷исëения пути в основноì
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Pис. 3. Зависимость сpедней квадpатической погpешности оп-
pеделения кооpдинат от пpойденного пути
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опpеäеëяëисü äpейфоì ìикpоìехани÷ескоãо ãиpо-
скопа, pавныì 1000 °/÷.

Маpøpут состояë из тpех пpяìоëинейных у÷а-
стков общей пpотяженностüþ 900 ì. На ìаpøpуте
сëу÷айныì обpазоì ãенеpиpоваëи 45 кëþ÷евых то-
÷ек, пpи этоì систеìа техни÷ескоãо зpения ìоãëа
испоëüзоватü тоëüко те кëþ÷евые то÷ки, котоpые
нахоäиëисü в зоне виäиìости (äаëüностü не боëее
50 ì, уãоë поëя зpения не боëее 45°).

На pис. 3 пpеäставëены зависиìости СКО оп-
pеäеëения кооpäинат от пpойäенноãо объектоì пу-
ти äëя äвух систеì: систеì с÷исëения пути и коp-
pектиpуеìой по инфоpìаöии систеì техни÷ескоãо
зpения систеìы с÷исëения пути. Из pис. 3 виäно,
÷то испоëüзование äопоëнитеëüной инфоpìаöии
систеì техни÷ескоãо зpения позвоëяет снизитü äи-
наìику pоста поãpеøностей.

Выводы

Совìестное испоëüзование инфоpìаöии систеì
с÷исëения пути и стеpеовизуаëüных систеì позво-
ëяет повыситü то÷ностü опpеäеëения навиãаöионных
паpаìетpов. Pеøение заäа÷и оöенивания ìожет
бытü постpоено на основе аппаpата каëìановской
фиëüтpаöии, в ÷астности Extended Kalman Filter.
В хоäе pеøения заäа÷и оöенивания вектоpа со-
стояния pеøается заäа÷а каpтоãpафиpования —

уто÷нения кооpäинат кëþ÷евых то÷ек, такая заäа-
÷а в анãëийской ëитеpатуpе поëу÷иëа название Si-
multaneous Localization and Mapping (SLAM). Эф-
фект коppекöии навиãаöионных паpаìетpов опpе-
äеëяется äëитеëüностüþ набëþäения оäной и той
же кëþ÷евой то÷ки.
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Упpавление оpиентацией 
летательного аппаpата 

с неизвестным 
тензоpом инеpции1

Введение

Заäа÷а упpавëения оpиентаöией ëетатеëüных
аппаpатов явëяется объектоì активных иссëеäова-
ний [12, 17, 24, 29]. Аëãоpитìы упpавëения на ос-
нове теоpии устой÷ивости Ляпунова пpеäставëены
в pаботах [1, 10, 22, 25, 27—30]. В статüе [11] заäа÷а
оптиìаëüноãо упpавëения pассìотpена äëя ìноãо-
канаëüноãо объекта. В посëеäнее вpеìя боëüøой
интеpес пpиобpетает теоpия аäаптивноãо и pобаст-
ноãо упpавëения оpиентаöией ëетатеëüных аппаpа-
тов [15, 16, 20, 21, 23].

В äанной статüе пpеäëаãается аëãоpитì pобаст-
ноãо упpавëения, обеспе÷иваþщий тpебуеìые по-
казатеëи ка÷ества в заìкнутой систеìе, несìотpя на
внеøние возìущения и неопpеäеëенности. Такие
возìущения ìоãут бытü связаны с неопpеäеëенно-
стüþ äинаìи÷еской ìоäеëи, внеøниìи возìущаþ-
щиìи возäействияìи, поìехаìи в канаëе изìеpения,
оøибкаìи в оöенивании пеpеìенных состояния и
сбояìи испоëнитеëüных оpãанов упpавëения.

Пpедложен новый pобастный подход в задаче упpавления
оpиентацией летательного аппаpата. Полученный закон
упpавления не зависит от компонентов тензоpа инеpции
или их оценок. Пpедставлено доказательство асимптоти-
ческой устойчивости оpиентации космического аппаpата.
Для иллюстpации эффективности пpедлагаемого алгоpит-
ма упpавления пpедставлен числовой пpимеp.

Ключевые слова: pобастное упpавление, оpиентация
летательного аппаpата, тензоp инеpции

 1 Pабота поääеpжана Феäеpаëüной öеëевой пpоãpаììой
"Иссëеäования и pазpаботки по пpиоpитетныì напpавëенияì
pазвития нау÷но-техноëоãи÷ескоãо коìпëекса Pоссии на 2007—
2013 ãоäы" (ãосуäаpственный контpакт № 11.519.11.4007).
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Пpи синтезе систеìы упpавëения ëетатеëüноãо
аппаpата у÷итываþтся äва виäа неопpеäеëенностей,
такие как инеpöионные паpаìетpы и внеøние воз-
ìущения. Неопpеäеëенностü паpаìетpов тензоpа
инеpöии ìожет бытü обусëовëена оøибкаìи изìеpе-
ния на этапе пpеäваpитеëüных испытаний, изìене-
нияìи в конфиãуpаöии ëетатеëüноãо аппаpата иëи
изìененияìи коëи÷ества топëива в пpоöессе pаботы.

В pаботах [13, 17] пpеäставëены аëãоpитìы пpя-
ìоãо аäаптивноãо упpавëения оpиентаöией пpи ус-
ëовии паpаìетpи÷еской неопpеäеëенности тензоpа
инеpöии. Основныì неäостаткоì такоãо поäхоäа
явëяется тот факт, ÷то аëãоpитì не ãаpантиpует
схоäиìостü оöенок инеpöионных паpаìетpов к их
pеаëüныì зна÷енияì, несìотpя на схоäиìостü
оøибок сëежения к нуëþ.

В pаботе [3] пpеäëожен øиpокий обзоp pазëи÷-
ных поäхоäов в обëасти упpавëения оpиентаöией. По
ìнениþ автоpов, наибоëее зна÷иìые pезуëüтаты
поëу÷ены в pаботах [3, 14]. В статüе [3] аëãоpитì
упpавëения поëу÷ен с поìощüþ пpоöеäуpы ëинеа-
pизаöии по обpатной связи. Дëя пpиìенения такоãо
аëãоpитìа необхоäиìо знатü то÷ные зна÷ения коì-
понентов тензоpа инеpöии, ÷то осëожняет еãо ин-
женеpнуþ pеаëизаöиþ. В pаботе [14] pеøена заäа÷а
аäаптивноãо упpавëения с испоëüзованиеì аëãо-
pитìа оöенивания коìпонентов тензоpа инеpöии.
Оäнако аëãоpитì не ãаpантиpует схоäиìостü оøи-
бок оöенивания к нуëþ.

Хоpоøо известен pобастный ìетоä упpавëения
по выхоäу "посëеäоватеëüный коìпенсатоp" äëя
кëасса неëинейных систеì с запазäываниеì по со-
стояниþ, стpуктуpныìи и внеøниìи возìущения-
ìи, паpаìетpи÷ескиìи и функöионаëüныìи неоп-
pеäеëенностяìи. Основные поëожения ìетоäа
"посëеäоватеëüный коìпенсатоp" впеpвые быëи
пpеäставëены в пубëикаöиях [4—9]. Поäхоä основан
на пpинöипе сиëüной обpатной связи (high-gain
principle) [19]. Данный ìетоä не соäеpжит в своей
стpуктуpе паpаìетpов ìоäеëи объекта упpавëения,
пеpеìенных состояния иëи их оöенок.

В äанной статüе пpеäëаãается новый аëãоpитì
pобастноãо упpавëения äëя pеøения заäа÷и упpав-
ëения оpиентаöией. Поëу÷енный закон упpавëения
не зависит от коìпонентов тензоpа инеpöии иëи
их оöенок. Доказана теоpеìа об асиìптоти÷еской
схоäиìости оpиентаöии ëетатеëüноãо аппаpата к
заäанноìу зна÷ениþ. Дëя иëëþстpаöии эффектив-
ности пpеäëаãаеìоãо pеãуëятоpа пpеäставëен ÷и-
сëовой пpиìеp.

Постановка задачи

Запиøеì систеìу уpавнений, описываþщуþ
кинеìатику вpащатеëüноãо äвижения ëетатеëüноãо
аппаpата. Пустü с коpпусоì ëетатеëüноãо аппаpата
связана систеìа кооpäинат (СК) АЕ с на÷аëоì в
то÷ке А и оpтаìи е1, е2, е3. Пpеäпоëожиì, ÷то по-
ëожение öентpа ìасс ëетатеëüноãо аппаpата отно-
ситеëüно СК АЕ в пpоöессе äвижения не ìеняется

и совпаäает с то÷кой А. Непоäвижнуþ СК с на÷а-
ëоì в то÷ке А и оpтаìи i1, i2, i3 обозна÷иì AI. Же-
ëаеìуþ оpиентаöиþ заäаäиì СК АК с на÷аëоì в
то÷ке А и оpтаìи k1, k2, k3.

Дëя опpеäеëения относитеëüной оpиентаöии СК
буäеì испоëüзоватü аппаpат ãипеpкоìпëексных
÷исеë [2]. Напоìниì, ÷то ноpìиpованный кватеp-
нион Λ ∈ Н с коìпонентаìи

Λ = (λ0, l), λ0 = scal(Λ) = cos , 

l = vect(Λ) = lsin

опpеäеëяет повоpот СК на уãоë α вокpуã еäини÷-
ноãо вектоpа l ∈ P3 Ѕ 1 (pис. 1), ãäе λ0 и l — соот-
ветственно скаëяpная и вектоpная коìпоненты
кватеpниона Λ, опеpатоp scal(•): H → P возвpащает
скаëяpнуþ коìпоненту кватеpниона, опеpатоp
vect(•): Н → P3 Ѕ 1 — вектоpнуþ. Кватеpнион Λ яв-
ëяется ноpìиpованныì, есëи выпоëняется сëеäуþ-
щее pавенство:

Λ é =  é Λ = 1,

ãäе = (λ0, –l) — сопpяженный к Λ кватеpнион,

зна÷коì é обозна÷ена опеpаöия уìножения кватеp-
нионов.

Оpиентаöиþ АЕ относитеëüно AI заäаäиì ноp-
ìиpованныì кватеpнионоì Φ, оpиентаöиþ АК от-
носитеëüно AI — ноpìиpованныì кватеpнионоì Ψ
(pис. 2). Цеëüþ упpавëения явëяется обеспе÷ение
заäанной оpиентаöии ëетатеëüноãо аппаpата. С то÷-
ки зpения аппаpата кватеpнионов, öеëü упpавëе-
ния выãëяäит как

y(t) = 0, (1)

ãäе pеãуëиpуеìая пеpеìенная

y = 1 – |scal(  é Φ)| (2)

α
2
--

α
2
--

Λ~ Λ~

Λ~

Pис. 1. Повоpот системы кооpдинат

lim
t → ∞

Ψ~
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хаpактеpизует откëонение pеаëüной оpиентаöии от
жеëаеìой. Пpи  é Φ = (±1,0) и, сëеäоватеëüно,
y = 0 — оpиентаöия ëетатеëüноãо аппаpата совпа-
äает с жеëаеìой. Заìетиì, ÷то в сиëу ноpìиpован-
ности кватеpнионов, усëовие scal(  é Φ) = ±1 яв-
ëяется необхоäиìыì и äостато÷ныì äëя совпаäе-
ния систеì кооpäинат АЕ и АK.

Дëя записи уpавнений äинаìики объекта упpав-
ëения воспоëüзуеìся уpавненияìи Эйëеpа äина-
ìики вpащатеëüноãо äвижения [2] (äëя связи
упpавëяþщеãо ìоìента с уãëовой скоpостüþ)

J = –w Ѕ Jw + t (3)

и уpавнениеì Пуассона кинеìатики вpащатеëüно-
ãо äвижения [2] (äëя связи уãëовой скоpости с коì-
понентаìи кватеpниона Φ)

= Φ é w, (4)

ãäе w ∈ P3 Ѕ 1 — уãëовая скоpостü коpпуса ëетатеëü-

ноãо аппаpата, заäанная в АЕ, t ∈ P3 Ѕ 1 — упpавëяþ-

щий ìоìент относитеëüно АЕ; J ∈ P3 Ѕ 3 — тензоp
инеpöии ëетатеëüноãо аппаpата в АЕ, зна÷коì Ѕ
обозна÷ено вектоpное пpоизвеäение.

Заäа÷у pеãуëиpования сфоpìуëиpуеì сëеäуþ-
щиì обpазоì: необхоäиìо найти закон упpавëения
t = t(Ψ, Φ, w) объектоì упpавëения (2)—(4), пpи
котоpоì выпоëняется öеëевое усëовие (1).

Анализ существующих pешений

Pассìотpиì некотоpые известные автоpаì pе-
øения заäа÷и упpавëения оpиентаöией ëетатеëü-
ноãо аппаpата и выäеëиì их кëþ÷евые неäостатки.
В pаботе [3] пpовоäится ëинеаpизаöия обpатной
связüþ по состояниþ исхоäной систеìы уpавне-
ний (3), (4). Дëя ëинеаpизованной систеìы фоp-
ìиpуется виpтуаëüный закон упpавëения, ãаpанти-
pуþщий асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü, из кото-
pоãо обpатныì пpеобpазованиеì выpажается закон
упpавëения исхоäной систеìой. В наøих обозна-

÷ениях такой аëãоpитì ìожет бытü записан сëе-
äуþщиì обpазоì:

t = b–1(Φ)v(w, Φ, Ψ),

b–1(Φ) = 

= ,

ãäе v(w, Φ, Ψ) — некотоpая вектоpная функöия; ϕ4

и ϕ1, ϕ2, ϕ3 — скаëяpная и вектоpные коìпоненты

кватеpниона Φ соответственно. Как виäно, пpи
ϕ4 = 0 обpатное пpеобpазование оказывается выpо-

жäенныì, и суäитü об устой÷ивости систеìы в ок-
pестности äанной то÷ки неëüзя. Кpоìе тоãо, упpав-
ëение t неоãpани÷енно возpастает пpи пpибëиже-
нии тpаектоpий систеìы к äанной то÷ке, ÷то äеëает
аëãоpитì упpавëения физи÷ески неpеаëизуеìыì.
Автоpы pеøаþт äаннуþ пpобëеìу ввеäениеì оãpа-
ни÷ения на ìиниìаëüное по ìоäуëþ зна÷ение зна-

ìенатеëя, поäставëяя = ϕ4 + δ вìесто ϕ4. Теì не

ìенее, устой÷ивостü систеìы упpавëения вбëизи
то÷ки ϕ4 = 0 пpи такой заìене не äоказывается.

В pаботе [14] äëя синтеза закона упpавëения
пpиìеняется втоpой ìетоä Ляпунова. Пpоизвоäная
pассìатpиваеìой функöии Ляпунова в сиëу уpав-
нений систеìы явëяется ëиøü отpиöатеëüно поëу-
опpеäеëенной, она обpащается в ноëü на ìножестве
w = 0. Дëя äоказатеëüства асиìптоти÷еской устой-
÷ивости автоpы pассìатpиваþт äинаìику пpоиз-
воäных высøих поpяäков функöии Ляпунова.
Пpоизвоäная тpетüеãо поpяäка в наøих обозна÷е-
ниях ìожет бытü записана сëеäуþщиì обpазоì:

= –2scal(  é Φ)vect(  é Φ)т Ѕ

Ѕ[ J–1K1J
–1K2]vect(  é Φ),

ãäе K1, K2 ∈ P3 Ѕ 3 — некотоpые ìатpиöы. Как виäно,

< 0 пpи scal(  é Φ) ≠ 0 ∪ vect(  é Φ) ≠ 0. То÷ка

vect(  é Φ*) = 0 соответствует поëожениþ pавно-

весия систеìы, но в то÷ке scal(  é Φ*) = 0 асиì-
птоти÷еская устой÷ивостü систеìы теpяется.

В pаботе [3] зна÷ение коìпонент тензоpа инеp-
öии пpеäпоëаãается апpиоpно известныì. В pаботе
[14] синтезиpуется аëãоpитì аäаптаöии, котоpый,
вообще ãовоpя, не ãаpантиpует схоäиìостü оøибки
оöенки коìпонент тензоpа инеpöии к нуëþ.

Синтез закона упpавления

Pассìотpиì теоpеìу, опpеäеëяþщуþ закон упpав-
ëения äëя систеìы (2)—(4), ãаpантиpуþщий асиì-
птоти÷ескуþ устой÷ивостü заäанной оpиентаöии.

Ψ~

Ψ~

Pис. 2. Оpиентация системы кооpдинат
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Теоpема. Pассìотpиì объект упpавëения (2)—(4)
и закон упpавëения виäа

t = –γ sign(scal(  é Φ))vect(  é Φ) – βw, (5)

ãäе γ > 0, β > 0 и функöия sign:� → {1, –1} опpе-
äеëена сëеäуþщиì обpазоì:

signx = (6)

Тоãäа поëожение pавновесия явëяется асиìпто-
ти÷ески устой÷ивыì.

Доказательство. Pассìотpиì функöиþ Ляпу-
нова виäа

V(Φ, w) = wтJw + 2γ(1 – |scal(  é Φ)|), (7)

ãäе γ > 0. Опpеäеëиì ìножество всех возìожных тpа-

ектоpий äвижения систеìы Ω = {(Φ, w) ∈ Н Ѕ P3 Ѕ 1}
и окpестностü поëожения pавновесия D = {(Φ, w) ∈
∈ Ω:|w| < wmax}. Леãко показатü, ÷то функöия (7) пpи

(Φ, w) ∈ D явëяется ëокаëüно ëипøиöевой, так как
явëяется суììой ëокаëüно ëипøиöевых функöий.

Функöия V(Φ, w) явëяется поëожитеëüно опpе-
äеëенной, так как явëяется суììой äвух поëожи-
теëüно опpеäеëенных. Пеpвое сëаãаеìое wтJw > 0,
∀w ≠ 0 в сиëу поëожитеëüной опpеäеëенности
тензоpа J и wтJw = 0 пpи w = 0. Выpажение
scal( é Φ) ∈ [–1, 1] в сиëу ноpìиpованности ква-
теpнионов Φ и Ψ, пpи÷еì зна÷ения ± 1 äостиãа-
þтся тоëüко пpи жеëаеìой оpиентаöии ëетатеëü-
ноãо аппаpата.

Покажеì, ÷то пpоизвоäная функöии (7) в сиëу
уpавнений систеìы (3), (4) явëяется отpиöатеëüно
поëуопpеäеëенной:

V(w, Φ) = wт(–w Ѕ Jw + t) –

– γ (8)

Поäставëяя в посëеäнее выpажение закон упpав-
ëения и у÷итывая, ÷то скаëяpное пpоизвеäение оp-
тоãонаëüных вектоpов w и w Ѕ Jw pавно нуëþ, по-
ëу÷аеì

= -βwтw, scal(  é Φ) ≠ 0. (9)

Как виäно, во всех то÷ках, кpоìе scal(  é Φ*) = 0,
функöия (8) явëяется отpиöатеëüно поëуопpеäе-
ëенной. На ìножестве scal(  é Φ*) = 0 пpавая
веpхняя пpоизвоäная Дини [26] иìеет непоëожи-
теëüное зна÷ение:

D+V(w, Φ*) = –γ(wтvect(  é Φ*) +

+ |wтvect(  é Φ*)|) – βwтw m 0.

Устой÷ивостü по Ляпунову на ìножестве тpаек-
тоpий äоказана.

Дëя äоказатеëüства асиìптоти÷еской схоäиìо-
сти тpаектоpий в обëасти D воспоëüзуеìся пpин-
öипоì инваpиантности Ла-Саëëя [18]. Опpеäеëиì
поäìножество R ⊂ D, на котоpоì пpоизвоäная (8)
обpащается в ноëü: R = {(Φ, w)т ∈ D : w = 0} и
ìаксиìаëüное инваpиантное поäìножество М =
= {(Φ, w)т ∈ R : = 0}. Pассìотpиì äвижение сис-
теìы (3), (4) на ìножестве М: τ = 0, = 0. Дëя
выбpанноãо закона упpавëения (1) pавенство t = 0
возìожно ëиøü пpи

sign(scal(  é Φ))γ vect(  é Φ) = 0. (10)

Уpавнение (10) в сиëу опpеäеëения (2) иìеет

еäинственное pеøение vect(  é Φ) = 0, ÷то соот-
ветствует y = 0, т. е. инваpиантное ìножество М
äëя выбpанноãо закона упpавëения состоит из
еäинственной то÷ки y = 0. Это озна÷ает, ÷то ëþбая
тpаектоpия пpи t → ∞ буäет схоäитüся к нуëþ. Сëе-
äоватеëüно, иссëеäуеìая систеìа явëяется асиì-
птоти÷ески устой÷ивой. Теоpеìа äоказана.

Pезультаты компьютеpного моделиpования

Дëя äеìонстpаöии pаботы поëу÷енноãо pеãуëя-
тоpа pассìотpиì заäа÷у упpавëения ëетатеëüныì
аппаpатоì с паpаìетpаìи объекта упpавëения [14]

J = ,

на÷аëüныìи усëовияìи:

Ψ = (1, [0 0 0]т), Φ0 = , 

w0 = [0 0 0]т

и паpаìетpаìи аëãоpитìа упpавëения

γ = 20 и β = 150,

ãäе w0 — на÷аëüная уãëовая скоpостü, Φ0 — на÷аëü-

ная оpиентаöия, Ψ — жеëаеìая оpиентаöия ëета-
теëüноãо аппаpата. На pис. 3—5 пpеäставëен pе-
зуëüтат коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования.

На pис. 6—8 пpеäставëен pезуëüтат коìпüþтеp-
ноãо ìоäеëиpования заäа÷и упpавëения ëетатеëü-
ныì аппаpатоì пpи на÷аëüных усëовиях, соответ-
ствуþщих scal(  é ) = 0:

Ψ = , Φ0 = (1, [0, 0, 0]т), 

w0 = [0 0 0]т.

Хоpоøо виäно, ÷то вбëизи то÷ки scal(  é Φ*) = 0
äвижение объекта упpавëения явëяется асиìптоти-
÷ески устой÷ивыì.
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Pис. 3. Кватеpнион F (1—4 — соответствующие компоненты
кватеpниона, стpемящиеся к заданным значениям)

Pис. 4. Вектоp угловых скоpостей w (1—3 — угловые скоpости
летательного аппаpата по тpем осям вpащения)

Pис. 5. Вектоp упpавляющих моментов t (1—3 — упpавляющие
моменты по тpем осям вpащения)

Pис. 6. Кватеpнион F (1—4 — соответствующие компоненты
кватеpниона, стpемящиеся к заданным значениям)

Pис. 7. Вектоp угловых скоpостей w (1—3 — угловые скоpости
летательного аппаpата по тpем осям вpащения)

Pис. 8. Упpавляющий момент t (1—3 — упpавляющие моменты
по тpем осям вpащения)

Заключение

В äанной pаботе быë pазpаботан аëãоpитì упpав-
ëения оpиентаöией ëетатеëüноãо аппаpата, не тpебуþ-
щий инфоpìаöии о коìпонентах тензоpа инеpöии.
Быëа äоказана асиìптоти÷еская устой÷ивостü заäан-
ной оpиентаöии объекта упpавëения пpи äанноì
аëãоpитìе упpавëения.

В äаëüнейøеì буäет pассìотpена заäа÷а аäап-

тивноãо упpавëения пpи изìеняþщеìся со вpеìе-

неì тензоpе инеpöии. Данная заäа÷а явëяется ак-

туаëüной пpи pазpаботке систеì упpавëения ëетаþ-

щиìи pобототехни÷ескиìи систеìаìи.
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