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Введение

В книãе "Мехатроника" японских авторов
Т. Исии, М. Накаäзиìа, X. Иноуэ, М. Хиросэ и
И. Сиìояìа утвержäается [1]:

"...совреìенные преäставëения о ìехатронике
еще äаëеки от иäеаëüных. Можно ожиäатü, ÷то уже
÷етвертое и пятое покоëения спеöиаëистов на÷нут
всесторонне вскрыватü те резервы, которые скры-
ты в неäрах ìехатроники...";

"...наряäу с ãëубокиì уäовëетворениеì от тоãо,
÷то ìехатроника в своеì развитии испытывает ска-
÷ок и быстро набирает сиëу, необхоäиìо заäуìатüся
наä совреìенныì состояниеì ìехатроники и ÷еãо
сëеäует ожиäатü, коãäа, возìожно, посëе первоãо
äесятиëетия XXI века произойäут и второй, и тре-
тий ска÷ки...".

Сëова японских авторов, сказанные боëее 20 ëет
назаä, явëяþтся проро÷ескиìи. Развитие техноëоãий
ìехатроники как непрерывный проöесс созäания
высокотехноëоãи÷ной проäукöии в РФ объективно
проäоëжается и в новых прорывных направëениях
науки и техники, и в "старых" обëастях, в которых
требуþтся новое ка÷ество иссëеäований и произ-
воäство новых виäов изäеëий.

В 2010 ãоäу Е. Д. Теряев, Н. Б. Фиëиìонов в статüе
"Наноìехатроника: состояние, пробëеìы, перспек-
тивы" показаëи, ÷то ìехатроника в своеì развитии
испытывает ска÷ок — уже в обëасти нанотехноëо-
ãий [2]. Кроìе тоãо, в "старых" обëастях вскрыва-
þтся "...резервы, которые скрыты в неäрах ìехат-
роники...", о ÷еì свиäетеëüствуþт ìноãо÷исëенные
пубëикаöии в журнаëе "Мехатроника, автоìатиза-
öия, управëение", в труäах ìежäунароäных и всесо-
þзных нау÷но-техни÷еских конференöий "Мехатро-
ника, автоìатизаöия, управëение", в ìоноãрафиях.

В истори÷ескоì развитии структур произвоäст-
венных ìаøин от "оäнопоëярной" ìеханики к совре-
ìенной "ìноãокоорäинатной" ìехатронике ìожно
выäеëитü ряä стаäий. Первона÷аëüно три базисных
направëения ìехатроники (то÷ная ìеханика, эëект-
роника и инфорìатика) интеãрироваëи попарно,
образуя три ãибриäных направëения: объеäинение
ìехани÷еских узëов с эëектротехни÷ескиìи изäе-
ëияìи и эëектронныìи бëокаìи; аппаратно-про-
ãраììное объеäинение эëектронных и коìпüþтер-
ных устройств; систеìы автоìатизированноãо про-
ектирования (САПР) [3].

На стыке указанных ãибриäных направëений
возникëа обëастü ìехатроники — ìуëüтикоорäинат-
ные систеìы äвижения (МСД) с эëектропривоäоì
пряìоãо äействия (ЭППД). Коëëектив иссëеäова-
теëей из Тоìскоãо ãосуäарственноãо университета
систеì управëения и раäиоэëектроники провоäит
нау÷но-иссëеäоватеëüские работы и осуществëяет
произвоäство конкурентоспособной оте÷ественной
высокотехноëоãи÷ной проäукöии по нау÷ной теìа-
тике "Муëüтикоорäинатные систеìы äвижения на
основе эëектропривоäов пряìоãо äействия с интеë-
ëектуаëüныì управëениеì", обеспе÷иваþщие фор-
ìирование и обработку сëожных поверхностей,
иìеþщих øирокое распространение в станкостро-
ении и робототехнике, в ìеäиöинской технике,
в ìикро- и наноэëектронике, в техноëоãиях и обо-
руäовании äвойноãо назна÷ения (наприìер, в на-
виãаöии, äëя созäания стабиëизированных в ãори-
зонте пëатфорì), в приборах äëя нау÷ных иссëе-
äований и т. п. [4—11].

Созäаны ëинейные и äуãовые ìоäуëи äвижения
и функöионаëüные систеìы на их основе: ìанипу-

Рассматриваются объекты мехатроники — мультико-
ординатные системы движения с электроприводом прямого
действия, основанные на синергетическом объединении в со-
ответствии с критерием оптимизации "цена—качество" ме-
ханических, электротехнических, электронных и компью-
терных компонентов, обеспечивающие проектирование и
производство конкурентоспособной высокотехнологичной
продукции. Предлагается классификация мультикоординат-
ных систем движения с электроприводом прямого действия.

Ключевые слова: критерий оптимизации "цена—каче-
ство", мультикоординатные системы движения, электро-
привод прямого действия, кинематическая мультикоорди-
натная комбинаторика, интеллектуальное схемоконструк-
торское проектирование и интеллектуальное управление
движением

 * Статüя поäãотовëена при выпоëнении ãосуäарственноãо
контракта № 16.523.11.3009, финансируеìоãо Министерствоì
образования и науки РФ.

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕХАТРОНИКИ



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2012 3

ëятор ëазерноãо техноëоãи÷ескоãо коìпëекса äëя
обработки сëожных кривоëинейных поверхностей,
автоноìная эëектростанöия с автоìати÷ескиì сëе-
жениеì фотоэëектри÷еских панеëей за поëожениеì
Соëнöа. В настоящее вреìя выпоëняется проект
"Высокото÷ная систеìа позиöионирования рабо-
÷еãо стоëа рентãеновскоãо ìикротоìоãрафа" по тех-
ни÷ескоìу заäаниþ к ãосуäарственноìу контракту
№ 16.523.11.3009 "Разработка и орãанизаöия опыт-
ноãо произвоäства рентãеновскоãо ìикротоìоãрафа
äëя иссëеäования орãани÷еских и неорãани÷еских
объектов", финансируеìоìу Министерствоì обра-
зования и науки РФ. Выпоëнение проекта позвоëит
изãотавëиватü на преäприятиях ã. Тоìска конку-
рентоспособное высокотехноëоãи÷ное оте÷ествен-
ное оборуäование, ÷то снизит зависиìостü россий-
ских произвоäитеëей от иìпортной техники.

Синергетическое объединение 
компонентов мехатроники на основе 

критерия оптимизации "цена—качество"

В настоящее вреìя становятся актуаëüныìи и
существенно оптиìизируþщиìи разработки в ìе-
хатронике, сопровожäаþщиеся оöенкой ка÷ества
поëу÷аеìых технико-экспëуатаöионно-эконоìи÷е-
ских характеристик (ТЭЭХ) новоãо товара, т. е. со-
отноøения необхоäиìой öены потребëения и по-
ëу÷аеìоãо ка÷ества [9].

Нетраäиöионные коìпоновки МСД, обеспе÷и-
ваþщие высокуþ техноëоãи÷ностü и конкуренто-
способностü проäукöии, основаны на синерãети-
÷ескоì объеäинении в соответствии с критериеì
оптиìизаöии "öена—ка÷ество", ìехани÷еских, эëек-
тротехни÷еских, эëектронных и коìпüþтерных
коìпонентов. Критерий оптиìизаöии "öена—ка÷е-
ство" явëяется характерныì показатеëеì наиëу÷-
øеãо реøения заäа÷и — ìаксиìаëüноãо уäовëетво-
рения поставëенныì требованияì техни÷ескоãо
заäания. Реøение заäа÷и созäания конкурентоспо-
собной высокотехноëоãи÷ной проäукöии своäится
к заäа÷е äвухкритериаëüной оптиìизаöии, крите-
рияìи в которой явëяþтся "öена" и "ка÷ество".
"Цена—ка÷ество" — ãëавный критерий конкурент-
ности высокотехноëоãи÷ной проäукöии, который
позвоëяет у÷естü и эконоìи÷еские требования
(öена), и произвоäственно-техни÷еские требова-
ния (ка÷ество проäукöии).

ТЭЭХ описываþтся функöией S(Q) — зависиìо-
стüþ ка÷ества МСД и еãо составëяþщих от стои-
ìости потребëения, явëяþщейся суììой затрат на
изãотовëение и экспëуатаöиþ. Функöия S(Q) ìожет
бытü описана боëüøиì ÷исëоì факторов, из кото-
рых опреäеëяþщиìи явëяþтся схеìоконструктор-
ское испоëнение МСД и еãо эëеìентов, виäы опор,
эëектронный бëок управëения, проãраììное обес-
пе÷ение и т. п. В статüе [9] привеäены основы те-
ории оöенки ка÷ества поëу÷аеìых ТЭЭХ, на при-
ìере äуãовоãо ìоäуëя äвижения с испоëüзованиеì

анаëиза виäов опор. Разработана ìоäеëü "затраты —
экспëуатаöионные показатеëи", вкëþ÷аþщая в себя
затраты на изãотовëение и экспëуатаöиþ и экспëу-
атаöионные характеристики второãо уровня: ÷исëо
степеней поäвижности; ãрузопоäъеìностü äëя ÷е-
тырех виäов опор МСД.

Классификация мехатронных устройств и систем

Обëастü ìехатронных устройств и систеì ÷рез-
вы÷айно øирока и спеöиаëизирована, наприìер,
по типаì привоäных устройств и их коìпонентаì.
Дëя повыøения ка÷ества иссëеäований и произ-
воäства высокотехноëоãи÷ных и конкурентоспо-
собных изäеëий в работе [11] преäëожена кëасси-
фикаöия, преäставëенная нескоëüкиìи спеöиаëи-
зированныìи уровняìи, соответствуþщиìи боëее
конкретныì и узкиì направëенияì äëя иссëеäова-
ний, разработок и приìенений ìехатронных уст-
ройств и систеì. Первый уровенü кëассификаöии
преäставëяет øироко известные коìпоненты ìеха-
троники, второй — привоäные устройства, третий —
эëеìенты МСД. Данная кëассификаöия позвоëяет
разработ÷икаì и иссëеäоватеëяì ìехатронных уст-
ройств и систеì закрепитü и развиватü своþ спе-
öиаëизаöиþ äëя повыøения ка÷ества иссëеäова-
ний и произвоäства высокотехноëоãи÷ных и кон-
курентоспособных изäеëий.

Третий уровенü кëассификаöии вкëþ÷ает коì-
поненты:

� ìеханики (конструктивные эëеìенты: направ-
ëяþщие, опоры äвижения и т. п.);

� эëектротехники (эëектри÷еские обìотки, ìаãни-
топровоäы из эëектротехни÷еской стаëи и с по-
стоянныìи ìаãнитаìи, ìаãнитнуþ ëенту и об-
ìотки с÷итывания äат÷ика обратной связи, сен-
сорные устройства и т. п.);

� эëектроники (аппаратная ÷астü пëанировщика
ìуëüтикоорäинатных äвижений (ПМД), эëектрон-
ные сиëовой бëок и бëок управëения и т. п.);

� коìпüþтерноãо обеспе÷ения (аëãоритìи÷еско-
проãраììная ÷астü ПМД, выпоëненная с приìе-
нениеì ìетоäов отображения рабо÷еãо простран-
ства на пространство конфиãураöий, поäсисте-
ìы САПР SolidWorks и т. п.).

Третий уровенü постоянно изìеняется по составу
и ка÷еству эëеìентов, ÷то обусëовëено появëениеì
новых конструкöионных и эëектротехни÷еских ìа-
териаëов, ìатериаëов эëектроники, соверøенство-
ваниеì коìпüþтерных техноëоãий.

Наряäу с указанной трехуровневой кëассифика-
öией преäëаãается кëассификаöия МСД по сëе-
äуþщиì треì признакаì:

� кинематическая мультикоординатная комбина-
торика;

� интеллектуальное схемоконструкторское проек-
тирование;

� интеллектуальное управление движением.
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Классификация МСД по признаку "кинематиче-
ская мультикоординатная комбинаторика" отра-
жает не тоëüко ÷исëо степеней поäвижности, но и
возìожностü коìбинаöий кинеìати÷еских äвиже-
ний при синерãети÷ескоì объеäинении. На основе
оäнокоорäинатных ëинейных и äуãовых ìоäуëей
äвижения возìожно построение (коìпоновка) МСД
äëя ëþбых сëожных кривоëинейных переìещений
рабо÷еãо орãана. Дëя структур МСД важно у÷естü их

потребитеëüские свойства, к которыì поìиìо то÷-
ности и повторяеìости äвижений, быстроäействия
и ãрузопоäъеìности относятся также свойства, зави-
сящие от ÷исëа степеней поäвижности МСД и еãо
конструктивных особенностей: рабо÷ее простран-
ство и произвоäитеëüностü. Рабо÷ее пространство
МСД опреäеëяется разëи÷ной коìбинаöией степе-
ней поäвижности рабо÷еãо орãана в пряìоуãоëüной,
öиëинäри÷еской уãëовой и сфери÷еской систеìах

Классификация МСД по признаку "кинематическая 
мультикоординатная комбинаторика"

Наиìенование
ëинейных и äуãовых
ìоäуëей äвижения

Техни÷еские характеристики

Чисëо
степеней 

поäвижности

Конфиãураöия
рабо÷еãо

пространства

1. Линейный ìоäуëü 
"ЮМО-1"

1

2. Дуãовой ìоäуëü
"ЮМО-2"

1

3. Пëоскостной äвухкоор-
äинатный "ЮМО-1.1"

2

4. Сфери÷еский äвухкоор-
äинатный "ЮМО-2.2"

2

5. Пëоскостной äвухкоор-
äинатный "ЮМО-2.1"

2

6. Пëоскостной äвухкоор-
äинатный "ЮМО-1.2"

2

7. Объеìный äвухкоорäи-
натный "ЮМО-1-2"

2

8. Объеìный ëинейный 
трехкоорäинатный 
"ЮМО-1-1-1"

3

9. Сфери÷еский объеìный 
"ЮМО-2-2.1"

3

10. Сфери÷еский
объеìный "ЮМО-2-2.2"

3

11. Сфери÷еский
объеìный "ЮМО-2-2.2-1"

4

12. Сфери÷еский объеì-
ный "ЮМО-1.1-2-2.2-1"

6

Наиìенование
ëинейных и äуãовых
ìоäуëей äвижения

Техни÷еские характеристики

Чисëо
степеней 

поäвижности

Конфиãураöия
рабо÷еãо

пространства

Окончание таблицы
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коорäинат. В табëиöе преäставëена кëассифика-
öия МСД по признаку "кинеìати÷еская ìуëüтико-
орäинатная коìбинаторика".

Классификация МСД по признаку "интеллекту-
альное схемоконструкторское проектирование"
характеризует коìпüþтерный коìпонент, вкëþ-
÷аþщий универсаëüные САПР, наприìер САПР
SolidWorks, преäназна÷енные äëя проектирования,
реøаþщие тоëüко заäа÷у ìоäеëирования, т. е.
рас÷ета характеристик по уже заäанной принöипи-
аëüной схеìе устройства, а также поäсистеìы äëя
интеëëектуаëüноãо схеìоконструкторскоãо проек-
тирования (ИСП). Выбор посëеäних осуществëяет-
ся на основе эвристи÷ескоãо поäхоäа с испоëüзо-
ваниеì опыта разработ÷ика, ìноãократноãо ìоäе-
ëирования и оптиìизаöии разëи÷ных вариантов и
т. ä. [4, 8]. Наëи÷ие в универсаëüных САПР интер-
фейса прикëаäноãо проãраììирования — набора
станäартных проãраììных прерываний, ìетоäов и
форìатов äанных, испоëüзуеìых прикëаäной про-
ãраììой äëя запроса и поëу÷ения от ãоëовной про-
ãраììы необхоäиìых функöий, который ориенти-
рован на созäание поëüзоватеëüских проãраììных
ìоäуëей на языках высокоãо уровня, интеãрирован-
ных с базовыì проãраììныì проäуктоì, — позво-
ëяет расøирятü функöионаëüностü САПР äëя ре-

øения узкоспеöиаëüных заäа÷ приìенениеì спе-
öиаëизированных поäсистеì ИСП (сì. рисунок).

Классификация по признаку "интеллектуальное
управление движением" отражает коìпüþтерные
поäсистеìы управëения пëанированиеì äвижения
МСД, наприìер, осуществëяþщие интеëëектуаëü-
ное управëение äвижениеì (ИУД):

ãеоìетри÷еское обеспе÷ение äвижения рабо÷е-
ãо орãана;

построение ìатеìати÷еской ìоäеëи обрабатывае-
ìой поверхности;

выбор и рас÷ет оптиìаëüных траекторий обра-
ботки поверхности изäеëия;

опреäеëение траекторий äвижения рабо÷еãо орãа-
на (инструìента) и т. п.

Матеìати÷еская ìоäеëü обрабатываеìой поверх-
ности преäставëяется в виäе ìатеìати÷еской абст-
ракöии, äаþщей преäставëение о ãеоìетри÷еских
свойствах äетаëи, необхоäиìых äëя осуществëения
ИУД. Лþбуþ поверхностü в äекартовой пряìо-
уãоëüной систеìе коорäинат с базисныìи вектора-
ìи e1, e2, e3 ìожно преäставитü сëеäуþщей вектор-
ной функöий:

r(u, v) = ri(u, v)ei, u, v ∈ Ω,

äвух скаëярных арãуìентов u и v, ãäе Ω — обëастü
изìенения параìетров. Такое описание поверхно-
сти называþт параìетри÷ескиì.

Обëастü изìенения параìетров поверхности Ω
в общеì сëу÷ае преäставëяет собой произвоëüнуþ
связнуþ äвуìернуþ обëастü на пëоскости u и v,
оãрани÷еннуþ äвуìерныìи контураìи ci(ti), timin m
m ti m timax, i = 1, 2, ..., n.

Параìетры поверхности явëяþтся коорäинатаìи
некоторой äвуìерной то÷ки M ′[u v]т на параìет-
ри÷еской обëасти Ω. То÷ку M ′ ìожно также преä-
ставитü как кривоëинейнуþ проекöиþ то÷ки M на
пëоскостü uv параìетров.

Коорäинаты произвоëüной то÷ки поверхности
ìоãут бытü преäставëены анаëити÷ескиìи функöия-
ìи äвух параìетров. В общеì виäе анаëити÷ескуþ
поверхностü ìожно преäставитü в виäе уравнения

r(u, v) = p + x(u, v)ix + y(u, v)iy + z(u, v)iz,

ãäе p — произвоëüная то÷ка поверхности; ix, iy, iz —
взаиìно ортоãонаëüные векторы еäини÷ной äëины;
x(u, v), y(u, v), z(u, v) — коорäинатные функöии.

Поäсистеìа ИУД осуществëяет реøение заäа÷: 
� пëанирования пути, состоящеãо в поиске функ-

öии перехоäа от оäной конфиãураöии обобщен-
ных коорäинат к äруãой в пространстве конфи-
ãураöий; 

� ãеоìетри÷ескоãо обеспе÷ения äвижения рабо÷еãо
орãана, закëþ÷аþщеãося в äоставке еãо с опреäе-
ëенныìи кинеìати÷ескиìи параìетраìи, с у÷е-
тоì äинаìи÷еских оãрани÷ений, в заäаннуþ
öеëевуþ позиöиþ, наприìер, äëя обеспе÷ения

Схема интеллектуальных компьютерных компонентов конкрет-
ного изделия

i 1=

3

∑
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непрерывноãо физи÷ескоãо контакта с обраба-
тываþщиì инструìентоì, с ëу÷оì техноëоãи÷е-
скоãо ëазера иëи с фрезой, при этоì у÷итывается
требуеìое взаиìное поëожение рабо÷еãо орãана
и обрабатываеìой поверхности.

Выводы

1. В настоящее вреìя объективно проäоëжается
развитие техноëоãий ìехатроники как непрерыв-
ный проöесс созäания конкурентоспособной вы-
сокотехноëоãи÷ной проäукöии. Развитие иäет в
направëении синерãети÷ескоãо объеäинения коì-
понентов в соответствии с критериеì оптиìизаöии
"öена—ка÷ество". Синерãети÷еский поäхоä к про-
öессу интеëëектуаëüноãо схеìоконструкторскоãо
проектирования ìуëüтикоорäинатных систеì äви-
жения позвоëяет разрабатыватü, произвоäитü и
экспëуатироватü изäеëия с оптиìаëüныì соотно-
øениеì "öена—ка÷ество".

2. Эëеìенты эëектроìехани÷еских привоäных
устройств по составу и ка÷еству нахоäятся всеãäа в
постоянноì развитии, обусëовëенноì появëениеì
новых конструкöионных и эëектротехни÷еских
ìатериаëов и соверøенствованиеì коìпüþтерных
техноëоãий.

3. Преäëожены основы теории созäания МСД,
вкëþ÷аþщие кëассификаöиþ МСД по треì при-
знакаì: кинеìати÷еская ìуëüтикоорäинатная коì-
бинаторика; интеëëектуаëüное схеìоконструктор-
ское проектирование; интеëëектуаëüное управëение
äвижениеì.
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Введение

При иссëеäовании сëожных систеì управëения
прихоäится стаëкиватüся с труäностüþ оäнозна÷-
ной форìуëировки öеëи и критериев управëения,
особенно в нестанäартных ситуаöиях, связанных
с непреäсказуеìостüþ повеäения внеøней среäы,
а также с неопреäеëенностüþ в описании систеìы.
В связи с этиì боëüøое вниìание уäеëяется спо-
собности систеìы сохранятü свои характеристики
в заäанных преäеëах при наëи÷ии внеøних возäей-
ствий с не опреäеëенныìи заранее свойстваìи. По-
скоëüку высокая разìерностü поäобных систеì не
позвоëяет обеспе÷итü жеëаеìое повеäение всех пере-
ìенных, опреäеëяþщих их текущее состояние [1],
то прихоäится испоëüзоватü показатеëи, способ-
ные оöенитü повеäение "в öеëоì", без äетаëизаöии
конкретных характеристик типа "вхоä—выхоä".
К ÷исëу таких показатеëей относится усëовие ста-
биëизируеìости систеìы [2—4]. В äанной статüе
преäëаãается ìетоä робастной стабиëизаöии сëож-
ных систеì управëения на основе конöепöии
сверхустой÷ивости äинаìи÷еских систеì [5, 6].

Постановка задачи

Пустü иссëеäуеìая систеìа описывается сово-
купностüþ обыкновенных äифференöиаëüных
уравнений

(t) = f (x, u);

y(t) = ϕ(x) (1)

с вектораìи x ∈ Rn, u ∈ Rl, y ∈ Rm состояния, уп-
равëения и выхоäных коорäинат соответственно.
Поëаãаеì, ÷то функöии f (х, и) и ϕ(х) äважäы äиф-
ференöируеìы по своиì совокупностяì арãуìен-
тов, при÷еì f (0, 0) = 0, ϕ(0) = 0, а управëенияìи
сëужат кусо÷но-непрерывные при t > 0 функöии u(t).

В наибоëее общеì виäе усëовие стабиëизируеìос-
ти ìожно сфорìуëироватü сëеäуþщиì образоì [4].

Систеìа явëяется стабилизируемой, есëи äëя
кажäоãо напереä заäанноãо ÷исëа η > 0 найäутся
такое ÷исëо b > 0 и такой закон управëения, ÷тобы
äëя выхоäных коорäинат систеìы yi(t) выпоëня-
ëосü усëовие

|yi(t)| m b|yi(t0)|exp[–η(t – t0)], i = , (2)

äëя всех t0 при u(t) = 0 и t l t0.

Требуется найти такое управëение u(t) = Kx(t),
ãäе K — ìатриöа коэффиöиентов обратной связи,
÷тобы усëовие стабиëизируеìости (2) выпоëняëосü
äëя систеìы (1) в обëасти Ω пространства со-
стояний, заäанной в виäе ìноãоìерноãо параë-
ëеëепипеäа

pi m xi m qi, i = . (3)

Методика синтеза

Чтобы найти соотноøения, при выпоëнении
которых систеìа (1) буäет уäовëетворятü сфорìу-
ëированныì требованияì, осуществиì ëинеариза-
öиþ ее ìатеìати÷еской ìоäеëи в верøинах äанно-
ãо параëëеëепипеäа. В резуëüтате поëу÷иì сëеäуþ-
щий спектр ëинеаризованных ìоäеëей:

(t) = Akx(t) + Bku(t), y(t) = Ckx(t), k = . (4)

Потребуеì теперü, ÷тобы корни всех характе-
ристи÷еских поëиноìов Pk(s) = det(sI – Ak) ëине-
аризованных систеì (4) распоëаãаëисü ëевее ëи-
нии, параëëеëüной ìниìой оси и прохоäящей
÷ерез то÷ку s = –η. Дëя выпоëнения этоãо требо-
вания äостато÷но, ÷тобы поëиноìы виäа Pk(z) =
= det(zI – ), ãäе  = ηI – Ak, быëи ãурвиöевыìи.
Такиì образоì, äëя обеспе÷ения стабиëизируе-
ìости систеì (4) äостато÷но потребоватü устой÷и-
вости сëеäуþщих систеì:

(t) = x(t) + Bku(t); 

y(t) = Ckx(t), k = . (5)

Предложен метод стабилизации нелинейной системы
управления в заданной области пространства состояний.
Метод базируется на использовании концепции сверхус-
тойчивости применительно к линеаризованной интерваль-
ной модели исходной нелинейной системы.

Ключевые слова: стабилизация, робастность, сверхус-
тойчивость, сложная система, интервальная матрица
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С этой öеëüþ воспоëüзуеìся понятиеì сверх-
устой÷ивости в тоì виäе, как оно быëо сфорìуëи-
ровано в работе [7], а иìенно: систеìа явëяется
сверхустойчивой, есëи äëя ее ìатриöы A = [aij]n × n
выпоëняется усëовие

σ(A) = (–aii – |aij|) > 0. (6)

Непосреäственное приìенение усëовий (6) к
совокупности ìоäеëей (5) привоäит к так называе-
ìой (n, p)-сëожной пробëеìе, так как ÷исëо ìатриö

 (5) растет по экспоненöиаëüной зависиìости от

поряäка систеìы. В связи с этиì воспоëüзуеìся сëе-
äуþщиì приеìоì. На основе (5) сфорìируеì ин-

терваëüные ìатриöы  ∈ Mn × n(I(R)),  = [ ]n × n,

 ∈ Mn × l(I(R)),  = [ ]n × l, ãäе Mn × n(I(R)),

Mn × l(I(R)) — ìножества ìатриö, эëеìентаìи

которых явëяþтся вещественные интерваëы I(R);

 = [aij; ],  = [bij; ] — интерваëüные эëе-

ìенты этих ìатриö, нижние и верхние ãраниöы ко-
торых вы÷исëяþтся сëеäуþщиì образоì. В сëу÷ае,
коãäа ÷астные произвоäные функöии f (х, и) по ар-

ãуìентаì x и u — соответственно, (х, и), (х, и) —

явëяþтся ìонотонныìи в обëасти (3) иëи, ÷то то

же саìое, произвоäные второãо поряäка — (х, и),

(х, и), (х, и) — явëяþтся знакоопреäеëенны-

ìи в этой обëасти, тоãäа

aij = ;  = ,

ãäе  = [ ]n × n, k = ; i, j = ;

bij = ;  = ; h = ,

ãäе  = [ ]n × l, h = .

В противноì сëу÷ае

aij = ( fi(х, 0) ;  = ( fi(х, 0) , ãäе i ≠ j,

aii = ( fi(х, 0)  + η;  = ( fi(х, 0)  + η;

bih = ( fi(х, и) ;

 = ( fi(х, и) ; h = ; i, j = .

Ввеäенная ìатриöа позвоëяет сфорìуëироватü
сëеäуþщее утвержäение.

Утверждение 1. Дëя совокупности систеì (5)
существует управëение по состояниþ u(t) = Kx(t)
такое, ÷то характеристи÷еские поëиноìы заìкнутых
систеì  =  + BkK явëяþтся ãурвиöевыìи в

тоì сëу÷ае, есëи сëеäуþщее неравенство иìеет ре-
øение:

σ( ) = (–  – max{| |; | |}) > 0;

i = , (7)

ãäе  =  + K.
Доказательство этоãо утвержäения базируется

на приìенении усëовия сверхустой÷ивости äëя на-
ихуäøей с то÷ки зрения устой÷ивости ìатриöы A*
среäи всех ìатриö, эëеìенты которых оãрани÷ены
заäанныìи интерваëаìи  = [aij; ]:

 = ;  = max{|aij|; | |}, i, j = ; i ≠ j.

Действитеëüно, систеìа явëяется сверхустой÷и-
вой, есëи äëя ее ìатриöы A = [aij]n × n выпоëняется
усëовие (6), непосреäственно вытекаþщее из тео-
реìы Герøãорина, соãëасно которой кажäое из
собственных зна÷ений ìатриöы A ëежит по край-
ней ìере в оäноì из круãов

|z – aii| m |aij|, i = ,

коìпëексной пëоскости. Такиì образоì, äëя ëока-
ëизаöии собственноãо ÷исëа μ в ëевой поëупëос-
кости коìпëексной пëоскости требуется, ÷тобы
расстояние –akk от ìниìой оси äо öентра круãа

быëо боëüøе еãо раäиуса |akj|, т. е.

–akk > |akj|, иëи –akk – |akj| > 0.

Есëи поäобное неравенство буäет выпоëнятüся
äëя ìиниìаëüной веëи÷ины

σ(A) = –aii – |aij| ,

то в остаëüных сëу÷аях оно буäет выпоëнятüся за-
веäоìо.

В своþ о÷ереäü, ÷тобы анаëоãи÷ное неравенст-
во выпоëняëосü äëя интерваëüной ìатриöы, äоста-
то÷но потребоватü еãо выпоëнения äëя ìиниìаëü-
ноãо расстояния от ìниìой оси äо öентра круãа

=  и äëя ìаксиìаëüно возìожноãо раäиуса

 = max{|aij|; | |}.�

Сëеäует, оäнако, заìетитü, ÷то усëовие (7), не-
посреäственно вытекаþщее из теореìы Герøãори-
на, накëаäывает äостато÷но жесткие требования
к структуре управëяþщей ÷асти систеìы, в ÷аст-
ности, необхоäиìо, ÷тобы параìетры управëяþщей
÷асти вхоäиëи в записü всех строк ìатриöы заì-
кнутой систеìы. В связи с этиì рассìотриì äруãой
вариант усëовия стабиëизируеìости, который ос-
новывается на теореìе Островскоãо о ëокаëизаöии
корней характеристи÷ескоãо поëиноìа.

min
i
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Утверждение 2. Дëя совокупности систеì (5) су-
ществует управëение по состояниþ u(t) = Kx(t) та-
кое, ÷то характеристи÷еские поëиноìы заìкнутых
систеì  =  + BkK явëяþтся ãурвиöевыìи
в тоì сëу÷ае, есëи сëеäуþщее неравенство иìеет
реøение:

σ( ) = –  – max{| |; | |}  Ѕ

Ѕ max{| |; | |}  > 0; (8)

0 m α m 1; i = .

Доказательство утверждения 2. Соãëасно теоре-
ìе Островскоãо [8], есëи äëя некоторой ìатриöы А
выпоëняþтся соотноøения

|aii| > |aij| |aji| , i = , (9)

то detA ≠ 0. И наоборот, есëи detA = 0, то (9) не вы-
поëняется, а это зна÷ит

|aii| m |aij| |aji| , i = . (10)

Сëеäоватеëüно, поскоëüку äëя кажäоãо собствен-
ноãо ÷исëа λi справеäëиво равенство det(λiIn – A) = 0,
то äëя ìатриöы (λiIn – A) выпоëняþтся усëовия
(10), т. е.

|λi – aii| m |aij| |aji| , i = .

Теперü ìожно воспоëüзоватüся рассужäенияìи,
привеäенныìи при äоказатеëüстве утвержäения 1,
о тоì, ÷то äëя ëокаëизаöии собственноãо ÷исëа λi
в ëевой поëупëоскости коìпëексной пëоскости
требуется, ÷тобы расстояние –aii от ìниìой оси äо
öентра круãа быëо боëüøе еãо раäиуса, т. е.

–aii > |aij| |aji| ,

иëи –aii – |aij| |aji|  > 0.

Есëи поäобное неравенство буäет выпоëнятüся
äëя ìиниìаëüной веëи÷ины

σ(A) = –aii – |aij| |aji|  > 0,

то в остаëüных сëу÷аях оно буäет выпоëнятüся за-
веäоìо.

Анаëоãи÷ныìи оказываþтся и рассужäения от-
носитеëüно интерваëüной ìатриöы, äëя которой
äостато÷но потребоватü выпоëнения существуþ-
щеãо усëовия äëя ìиниìаëüноãо расстояния от

ìниìой оси äо öентра круãа  =  и äëя ìакси-

ìаëüно возìожноãо раäиуса  = max{|aij|; | |}.�

Покажеì теперü, ÷то усëовия стабиëизируеìос-
ти (7) и (8), поëу÷енные äëя ëинеаризованной ìо-
äеëи (4), обеспе÷иваþт стабиëизаöиþ исхоäной
неëинейной систеìы (1) в обëасти (3). Дëя этоãо
рассìотриì повеäение систеìы (1) поä возäейст-
виеì управëения u(t) = Kx(t):

(t) = f (x, u(x)), 

y(t) = ϕ(x). (11)

С÷итаеì, ÷то f (x, u(x)) уäовëетворяет усëовиþ
Липøиöа

|| f (x1, u(x1)) – f (x2, u(x2))|| m g||x1 – x2||. (12)

Осуществиì ëинеаризаöиþ систеìы (11) относи-
теëüно некоторой произвоëüной то÷ки обëасти Ω (3):

(t) = Aëхë(t) + R1(x);

(t) = Cëхë(t) + R2(x). (13)

Зäесü остато÷ные ÷ëены R1(x) и R2(x) в сиëу äо-
пущения об оãрани÷енности вторых произвоäных
функöий f (x, u(x)) и ϕ(x) уäовëетворяþт усëовияì

||R1(x)|| m c1||x(0)||2; ||R2(x)|| m c2||x(0)||2. (14)

Оöениì теперü на отрезке вреìени t ∈ [0, T]
норìу откëонения выхоäных коорäинат неëиней-
ной и ëинеаризованной систеì, нахоäящихся поä
возäействиеì оäноãо и тоãо же управëения:

||y(t) – yë(t)|| = ||ϕ(x) – Cëхë(t)|| = ||Cëх(t) + R2(x) – 

– Cëхë(t)|| m ||Cë||•||х(t) –хë(t)|| + c2||x(0)||2. (15)

Чтобы найти норìу откëонения векторов со-
стояния неëинейной и ëинеаризованной систеì,
воспоëüзуеìся поäхоäоì, изëоженныì в [9]. Рас-
сìотриì интеãраëüнуþ форìу преäставëения ре-
øений äëя этих систеì:

х(t) = х(0) + f (x(τ), u(x(τ)))dτ;

хë(t) = х(0) + Aëxë(τ)dτ.
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Дëя норìы ||х(t) –хë(t)|| на отрезке t ∈ [0, T]
справеäëиво

||x(T ) – xë(T )|| = х(0) + f (x(τ), u(x(τ)))dτ – х(0) – 

– Aëxë(τ)dτ  = f (x(τ), u(x(τ)))dτ –

– [f (xë(τ), u(xë(τ))) – R1(xë(τ))]dτ  m

m [f(x(τ), u(x(τ)))– f(xë(τ), u(xë(τ)))]dτ + c1T ||x(0)||2.

С у÷етоì (12) нахоäиì

||x(T ) – xë(T )|| m g||x(τ) – xë(τ)||dτ + c1T ||x(0)||2.

Воспоëüзуеìся теперü ëеììой Беëëìана—Гро-
нуоëëа с у÷етоì тоãо обстоятеëüства, ÷то весовая
функöия в поäынтеãраëüноì выражении равна g:

||x(T ) – xë(T )|| m c1T ||x(0)||2exp(gT ). (16)

Объеäиняя (14) и (13), äëя всех t ∈ [0, T], поëу÷аеì

||y(t) – yë(t)|| m c1Texp(gT )||Cë||•||х(0)||2 +

+ c2||x(0)||2 + c3||x(0)||2. (17)

Такиì образоì, управëение, уäовëетворяþщее
усëовияì стабиëизируеìости (7) и (8), обеспе÷ива-
ет кваäрати÷нуþ по x(0) бëизостü траекторий ис-
хоäной (1) и ëинеаризованной (4) систеì в заäан-
ной обëасти (3) пространства состояний иссëеäуе-
ìой систеìы.

Пример синтеза системы управления 
летательным аппаратом

Рассìотриì систеìу коорäинированноãо управ-
ëения боковыì äвижениеì саìоëета с испоëüзова-
ниеì стати÷ескоãо автопиëота.

Неëинейные äифференöиаëüные уравнения бо-
ковоãо äвижения иìеþт виä [10]:

mV  – ωxsinα – ωycosα  = czqS + Gsinγcosϑ;

Jx  = Mx; Jy  = My;

ωx =  + sinϑ; ωy = cosϑcosψ + sinγ,

ãäе Mx, My — проекöии ìоìентов всех внеøних сиë

относитеëüно соответствуþщих осей; Jx, Jy — осе-

вые ìоìенты инерöии; cz — коэффиöиент боковой

сиëы; ωx, ωy, — проекöии уãëовой скорости; m, V —

ìасса и скоростü поëета саìоëета; α, β, γ, ψ, υ — уãëы,
соответственно, атаки, скоëüжения, крена, рыска-

ния и танãажа; q =  — скоростной напор; S —

пëощаäü крыëа; G — ìоäуëü сиëы тяжести.
Провеäеì ëинеаризаöиþ уравнений, преäпоëа-

ãая, ÷то установивøиеся зна÷ения реãуëируеìых
веëи÷ин β, γ, ψ, ωx, ωy, а также и реãуëируþщих
факторов — откëонений руëя направëения δн и
эëеронов δэ — равны нуëþ. Кроìе тоãо, поëаãаеì,
÷то скоростü постоянна, режиì поëета ãоризон-
таëüный (уãоë танãажа равен нуëþ), уãëы скоëüже-
ния и рыскания ìаëы, тоãäа посëе преобразования
ëинейная ìатеìати÷еская ìоäеëü боковоãо äвиже-
ния саìоëета иìеет сëеäуþщий виä:

(p + b11)  + b12  + b13  = 0;

b21  + (p + b22)  + b23  = –cэ ;

b31  + b32  + (p + b33)  = –cн . (18)

Зäесü p = ; , , , ,  — относитеëüные

откëонения соответствуþщих веëи÷ин; b11, b12, b13,

b21, b22, b23, b32, b32, b33, сэ, сн — коэффиöиенты

ëинеаризированной систеìы.
Потребуеì, ÷тобы систеìа (18) уäовëетворяëа

усëовиþ стабиëизируеìости (2) с параìетроì η = 1
в обëасти пространства состояния (3) сëеäуþщеãо
виäа:

0 m β m 0,262 раä, 0 m ωx m 5 раä/с,

0 m ωy m 5 раä/с. (19)

Как сëеäует из работы [10], основные аэроäи-
наìи÷еские коэффиöиенты иìеþт ìонотоннуþ
зависиìостü от переìенных состояния и управ-
ëяþщих возäействий. При этоì коэффиöиенты
ëинеаризованной ìоäеëи боковоãо äвижения са-
ìоëета, вы÷исëенные в ãрани÷ных то÷ках заäан-
ной обëасти пространства состояний, ìеняþтся в
сëеäуþщих преäеëах:

2,56 m b11 m 3,07; b12 = 0 = const; b13 = 1 = const;

9,5 m b21 m 15,8; 4,82 m b22 m 6,7; 0,41 m b23 m 0,43;

4,3 m b31 m 5,76; 0,0058 m b32 m 0,037;

0,16 m b33 m 0,22; 19,0 m cэ m 30,7; 2,26 m cн m 3,18.

Уравнения канаëов автопиëота иìеþт виä

δэ = K11β + K12ωx + K13ωy;

δн = K21β + K22ωx + K23ωy, (20)

ãäе K11, K21, K12, K22, K13, K23 — переäато÷ные ÷исëа
канаëов, соответственно, скоëüжения, крена и
рыскания.
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Сфорìируеì на основе систеìы уравнений объ-
екта управëения (18) ìатриöы А и В, а на основе
(12) — ìатриöу K параìетров управëяþщей ÷асти:

A = ; B = ;

K = .

В своþ о÷ереäü, эëеìенты сìещенной интер-

ваëüной ìатриöы  = ηI + A уäовëетворяþт сëе-

äуþщиì неравенстваì:

1,56 m  m 2,07;  = 0 = const;  = 1 = const; 

9,5 m  m 15,8; 3,82 m  m 5,7; 0,41 m  m 0,43; 

4,3 m  m 5,76; 0,0058 m  m 0,037;

–0,84 m  m –0,78.

Испоëüзуя ввеäенные ìатриöы, найäеì ìатриöу
заìкнутой систеìы

 =  + BK =

= .

Поëаãая, ÷то переäато÷ные ÷исëа канаëов авто-
пиëота поëожитеëüные, и испоëüзуя правиëа ин-
терваëüной арифìетики, расс÷итаеì интерваëüные
зна÷ения эëеìентов ìатриöы заìкнутой систеìы:

 = [–2,07; –1,56];

 = [0; 0];

 = [–1; –];

 = [–15,8–30,7K11; –9,5–19,0K11];

 = [–5,7–30,7K12; –3,82–19,0K12];

 = [–0,43 – 30,7K13; –0,41 – 19,0K13];

 = [–5,76 – 3,18K21; –4,3 – 2,26K21];

 = [–0,037 – 3,18K22; –0,0058 – 2,26K22];

 = [0,78 – 3,18K23; 0,84 – 2,26K23].

Теперü сфорìируеì совокупностü эëеìентов
"наихуäøей" с то÷ки зрения устой÷ивости ìатри-
öы A*

 = –1,56;

 = (–3,82 – 19,0K12);

 = (0,84 – 2,26K23);

 = 0;  = 1;

 = 15,8 + 30,7K11;

 = 0,43 + 30,7K13;

 = 5,76 + 3,18K21;

 = 0,037 + 3,18K22.

Поскоëüку эëеìенты первой строки ìатриöы A*

не зависят от параìетров автопиëота, то ìы не ìо-
жеì ãарантироватü выпоëнение усëовия (7). В связи
с этиì äëя обеспе÷ения робастной стабиëизаöии
воспоëüзуеìся усëовиеì (8), которое в äанноì сëу-
÷ае приобретает виä сëеäуþщих неравенств:

σ1(A) = 1,56 –  > 0;

σ2(A) = 19K12 + 3,82 – (30,7K11 + 16,23 +

+ 30,7K13)
0,9(3,18K22 + 0,037)0,1 > 0;

σ3(A) = 2,26K23 – 0,84 – (3,18K21 + 5,797 +

+ 3,18K22)
0,9(1,43 + 30,7K13)

0,1 > 0.

Преобразуя эти неравенства, поëу÷иì сëеäуþ-
щие оãрани÷ения на параìетры автопиëота:

K21 < ;

K12 > ;

K23 > .

Выбереì зна÷ения параìетров автопиëота, уäов-
ëетворяþщие поëу÷енныì усëовияì, наприìер,

K = ,

и осуществиì ìоäеëирование синтезированной
систеìы в то÷ках заäанной обëасти (19), соответ-
ствуþщих правыì (рис. 1) и ëевыì (рис. 2) ãрани-
öаì интерваëüных эëеìентов ìатриöы заìкнутой
систеìы. Как показываþт резуëüтаты ìоäеëирова-
ния, перехоäные проöессы в систеìе затухаþт бы-
стрее, ÷еì заäанная экспонента exp(–t).
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0 0
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^ ^ ^
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------------------------------------------------
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Рис. 1. Результаты моделирования системы для правых границ интервальных элементов матрицы замкнутой системы

Рис. 2. Результаты моделирования системы для левых границ интервальных элементов матрицы замкнутой системы
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Заключение

Преäëоженный поäхоä расøиряет возìожности
практи÷ескоãо испоëüзования конöепöии сверхус-
той÷ивости äëя обеспе÷ения робастной стабиëиза-
öии сëожных систеì управëения. Поëу÷енные в
работе усëовия стабиëизаöии позвоëяþт устранитü
пробëеìы, возникаþщие при испоëüзовании интер-
ваëüных ìатриö äëя форìаëизаöии параìетри÷е-
ской неопреäеëенности ëинеаризованных систеì.
При этоì управëение, синтезированное на основе
ëинейноãо прибëижения, ãарантирует стабиëиза-
öиþ исхоäной неëинейной систеìы всëеäствие
кваäрати÷ной бëизости траекторий неëинейной и
ëинеаризованной систеì в заäанной обëасти про-
странства состояний.
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регулирования с увеличенным 
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Статüя явëяется ëоãи÷ескиì заверøениеì ис-
сëеäований аëãоритìов ÷исëенноãо äифференöи-
рования, испоëüзуеìых в ëокаëüных систеìах уп-
равëения проìыøëенныìи объектаìи, преäстав-
ëенных в работах [1, 2]. Цеëüþ настоящих иссëе-
äований явëяется разработка ìетоäики реаëизаöии
аëãоритìов ÷исëенноãо äифференöирования с уве-
ëи÷енныì øаãоì äискретизаöии в составе аëãо-
ритìов ПД и ПИД-реãуëяторов äëя систеì ëокаëü-

ной автоìатики проìыøëенных объектов. Испоëü-
зование такоãо аëãоритìа сохраняет äинаìи÷еские
свойства и то÷ностü систеìы и оäновреìенно по-
нижает ее ÷увствитеëüностü к высоко÷астотныì
поìехаì и, такиì образоì, уìенüøает ÷исëо сра-
батываний реãуëируþщей аппаратуры поä возäей-
ствиеì поìех и возìущений. Связано это с теì, ÷то
то÷ностü äифференöиатора опреäеëяется бëизо-
стüþ еãо ÷астотных характеристик по отноøениþ к
÷астотныì характеристикаì иäеаëüноãо äиффе-
ренöиатора в обëасти низких ÷астот, оãрани÷ен-
ной ÷астотой среза разоìкнутой систеìы [1].

Алгоритм численного дифференцирования на основе 
производной интерполяционного полинома Ньютона

В работах [1, 3] показано, ÷то äëя öеëей управ-
ëения в режиìе online поäхоäят аëãоритìы взятия
произвоäной на основе интерпоëяöионноãо поëи-
ноìа Нüþтона, так как в них испоëüзуþтся тоëüко
преäыäущие отс÷еты. При этоì оöенка произвоä-
ной в то÷ке y0 осуществëяется по зна÷енияì на-
бëþäаеìой функöии y0, y–1, y–2...y–k в ìоìент вре-
ìени t0 и в преäыäущие ìоìенты вреìени t0 – Δt, t0
– 2Δt, ..., t0 – kΔt.

Остановиìся поäробнее на интерпоëяöионноì

поëиноìе Нüþтона по переìенной u =  äëя

функöии f (t) [10, 11]:

(u) = y0 + uΔy–1 + u(u + 1)Δ2y–2 +

+ u(u + 1)(u + 2)Δ3y–3 + ... . (1)

Рассматривается методика реализации алгоритмов
численного дифференцирования реального времени на базе
производной интерполяционного полинома Ньютона в со-
ставе ПД и ПИД регуляторов с увеличенным шагом дискре-
тизации для уменьшения влияния высокочастотных помех
в тракте передачи управляющего сигнала и уменьшения
числа срабатываний исполнительного элемента при сохра-
нении требуемой точности и качества системы управле-
ния промышленным объектом.

Ключевые слова: алгоритм численного дифференцирова-
ния реального времени, полоса пропускания, точность диф-
ференцирования, интерполяционный полином Ньютона,
ПД и ПИД регуляторы, шаг дискретизации
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При t = t0 (u = 0) первая произвоäная интерпо-
ëяöионноãо поëиноìа Нüþтона иìеет виä

(t0) = Δy–1 + Δ2y–2 + Δ3y–3 + Δ4y–4 +

+ Δ5y–5 + Δ6y–6 + Δ7y–7 + Δ8y–8 + ... . (2)

В работах [1, 3] быëи опреäеëены аëãоритìы
÷исëенноãо äифференöирования реаëüноãо вреìени
на базе произвоäной интерпоëяöионноãо ряäа Нüþ-
тона äëя опреäеëенноãо, фиксированноãо ÷исëа
сëаãаеìых этоãо ряäа (табë. 1).

Вìесте с теì, в [1, 3] показывается, ÷то ÷астот-
ные характеристики äискретных аëãоритìов äиф-
ференöирования на базе первых сëаãаеìых произ-
воäной интерпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона
оãрани÷иваþт коэффиöиент переäа÷и äифферен-
öиатора в обëасти высоких ÷астот и, кроìе этоãо,
существенно уìенüøаþт коэффиöиент переäа÷и
еãо в окрестностях ÷астот, кратных ÷астоте äиск-

ретизаöии ω = .

В работах [1, 3] показывается, ÷то раöионаëü-
ный выбор структуры аëãоритìа ÷исëенноãо äиф-
ференöирования реаëüноãо вреìени и зна÷ение
øаãа äискретизаöии при еãо испоëüзовании в аë-
ãоритìах управëения систеìаìи ìожет обеспе÷итü

äостато÷нуþ поìехозащищенностü всеãо тракта
öифровоãо управëения без äопоëнитеëüной высо-
ко÷астотной фиëüтраöии.

Методика настройки типовых регуляторов 
с "идеальным" дифференцированием

"Иäеаëüное" äифференöирование рассìатрива-
ется с известной степенüþ иäеаëизаöии, принятой
в ëитературе по настройке ПД и ПИД реãуëяторов
[7, 9]. Обобщенная функöионаëüная схеìа систеìы
проìыøëенной автоìатики изображена на рис. 1.
Обы÷но объект управëения (ОУ) в таких систеìах
явëяется объектоì с саìовыравниваниеì и обëа-
äает зна÷итеëüной инерöионностüþ по сравнениþ
с инерöионностяìи изìеритеëüных и испоëни-
теëüных эëеìентов.

Существует ряä способов описания проìыøëен-
ных объектов по виäу их перехоäных проöессов.
Оäнако в тоì сëу÷ае, коãäа по усëовияì работы
заìкнутой систеìы не äопускается перереãуëиро-
вание, äостато÷ныì бывает испоëüзование упро-
щенноãо описания ОУ в виäе посëеäоватеëüноãо
соеäинения äвух апериоäи÷еских (инерöионных)
звенüев по известной ìетоäике [4—6, 9]. Приìероì
поäобноãо объекта ìожет сëужитü тепëообìенник
в систеìе ãоря÷еãо воäоснабжения (ГВС) [2]. Струк-
турная схеìа систеìы ГВС преäставëена на рис. 2.

Заìкнутый контур систеìы ГВС соäер-
жит: устройство, заäаþщее уставку по теì-
пературе ãоря÷ей воäы и сравниваþщее ее
с сиãнаëоì äат÷ика теìпературы в обрат-
ной связи, öифровой ПИД реãуëятор, уси-
ëитеëüно-преобразоватеëüное устройство
с трехпозиöионныì реëе на вхоäе, испоë-
нитеëüное устройство, управëяþщее по-
ëожениеì кëапана поäа÷и сетевой воäы в
тепëообìенник, ОУ (тепëообìенник) и äат-
÷ик теìпературы ãоря÷ей воäы. На рис. 2
преäставëены параìетры всех переäато÷-
ных функöий эëеìентов структурной схе-
ìы систеìы ГВС, поëу÷енные в работе [2]
экспериìентаëüныì путеì. Ширина зоны
не÷увствитеëüности трехпозиöионноãо ре-
ëе на вхоäе усиëитеëüно-преобразоватеëü-
ноãо устройства опреäеëяется заäанныì
äопускоì откëонения теìпературы ãоря-
÷ей воäы от уставки. Возìущаþщиì воз-
äействиеì äëя иссëеäуеìой систеìы явëя-
ется неконтроëируеìый расхоä ãоря÷ей
воäы потребитеëяìи f, который привоäит
к срабатываниþ реëе. Частота срабатыва-
ний öеëикоì зависит от статисти÷еских ха-
рактеристик f, а также от ÷астотных свойств
контура управëения, которые, в ÷астнос-
ти, ìоãут бытü изìенены за с÷ет настроек
ПД и ПИД реãуëяторов.

Даëее ìы рассìотриì ìетоäику на-
стройки параìетров ПД и ПИД реãуëято-
ров, обеспе÷иваþщих уìенüøение ÷астоты

y′^ 1
Δt
----  ⎝

⎛ 1
2
-- 1

3
-- 1

4
--

1
5
-- 1

6
-- 1

7
-- 1

8
-- ⎠

⎞

2π
Δt
-----

Табëиöа 1
Алгоритмы численного дифференцирования на базе производной полинома 

Ньютона

Чисëо 
сëаãаеìых

Аëãоритì ÷исëенноãо äифференöирования
на базе произвоäной поëиноìа Нüþтона

1 (t0) = (Δy–1) = 

2 (t0) = 

3 (t0) = 

4 (t0) = 

5 (t0) = 

6 (t0) = 

y ′^ 1
Δt
----

y0 y 1––

Δt
--------------

y ′^
3y0 4y 1–– y 2–+

2Δt
------------------------------

y ′^
11y0 18y 1–– 9y 2– 2y 3––+

6Δt
---------------------------------------------------

y ′^
25y0 48y 1–– 36y 2– 16y 3–– 3y 4–+ +

12Δt
---------------------------------------------------------------------

y ′^
137y0 300y 1–– 300y 2– 200y 3–– 75y 4– 12y 5––+ +

60Δt
------------------------------------------------------------------------------------------------

y ′^
147y0 360y 1–– 450y 2– 400y 3–– 225y 4– 72y 5–– 10y 6–+ + +

60Δt
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Рис. 1. Обобщенная функциональная схема системы промышленной автоматики:
УсПрУ — усилительно-преобразовательное устройство; ИспУ — исполнительное
устройство; ИзмУ — измерительное устройство; ОУ — объект управления
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срабатывания испоëнитеëüноãо орãана от äействуþ-
щих неконтроëируеìых возìущений при заäанных
требованиях к систеìе по то÷ности и ка÷еству пе-
рехоäных проöессов.

Метоäику настройки параìетров ПД и ПИД ре-
ãуëяторов с увеëи÷енныì øаãоì äискретизаöии в
тракте äифференöирования öеëесообразно прово-
äитü в ÷астотной обëасти [1]. В связи с этиì буäеì
привязыватü ìетоäику к ëоãарифìи÷ескиì аìпëи-
туäно-÷астотныì (ЛАЧХ) и фазо÷астотныì (ФЧХ)
характеристикаì разоìкнутой ëинеаризованной
систеìы.

Провеäеì на первоì этапе синтез параìетров
ПД и ПИД реãуëяторов äëя ëинейной систеìы,
коãäа трехпозиöионное реëе на вхоäе усиëитеëü-
но-преобразоватеëüноãо устройства заìеняется про-
порöионаëüныì звеноì с еäини÷ныì коэффиöи-
ентоì переäа÷и. Пустü также параìетры настроек
ПД и ПИД реãуëяторов буäут норìированы относи-
теëüно тракта пропорöионаëüной переäа÷и сиãнаëа,
коэффиöиент переäа÷и котороãо также приìеì за
еäиниöу. Реãуëировку общеãо коэффиöиента пере-
äа÷и разоìкнутой систеìы в этоì сëу÷ае ìожно
осуществëятü с поìощüþ усиëитеëüно-преобразо-
ватеëüноãо устройства.

Настройка параìетров как непрерывноãо, так и
äискретноãо (с ÷астотой äискретизаöии, наìноãо
превыøаþщей ÷астоту среза (ωcp) разоìкнутой сис-
теìы) ПД и ПИД реãуëяторов выпоëняется в со-
ответствии с требованияìи техни÷ескоãо заäания
известныìи способаìи [4, 5]. При этоì основныì
требованиеì äëя обеспе÷ения требуеìой то÷ности
и ка÷ества явëяется абсоëþтное зна÷ение ÷астоты
среза систеìы и запас по фазе на этой ÷астоте.

Дëя уìенüøения ÷увствитеëüности систеìы к
высоко÷астотныì поìехаì тракт öифровоãо äиффе-
ренöирования ПД и ПИД реãуëяторов öеëесооб-
разно реаëизоватü с увеëи÷енныì øаãоì äискрети-
заöии Δt, воспоëüзовавøисü äëя выбора Δt соотно-
øениеì [1, 2, 3]

Δt m .

Эквиваëентная постоянная вреìени (Tн) непре-

рывноãо реаëüноãо äифференöируþщеãо звена с

переäато÷ной функöией Wн(s) =  (ãäе kä —

коэффиöиент переäа÷и тракта äифференöирования),
оãрани÷иваþщая сверху на тоì же уровне, ÷то и
äискретный äифференöиатор, усиëение высоких
÷астот в тракте äифференöирования ПД и ПИД
реãуëяторов, опреäеëяется из соотноøения [3]

Tн = ,

ãäе k = 2, 4, 6.667 — соответствуþщие коэффиöи-
енты äëя äискретных äифференöиаторов на базе
оäноãо, äвух иëи трех сëаãаеìых произвоäной ин-
терпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона [2, 3, 6]. По
существу ввеäение в тракт äифференöирования ПД
и ПИД реãуëятора реаëüноãо äифференöируþщеãо
звена позвоëяет оãрани÷итü усиëение высоких ÷ас-
тот преобразуеìоãо реãуëятороì сиãнаëа. Несëожно
показатü, ÷то тот же эффект äает постановка сразу
за ПД и ПИД реãуëятораìи апериоäи÷ескоãо (инер-
öионноãо) звена в ка÷естве фиëüтра с той же по-
стоянной вреìени Tф = Tн. В табë. 2 преäставëены
относитеëüные поãреøности в оöенке ìоäуëя и фа-
зы по отноøениþ к иäеаëüноìу äифференöиатору
эквиваëентных äифференöиаторов и äифференöи-

Рис. 2. Структурная схема системы горячего водоснабжения

0,1
ωср
-------

käs

Tнs 1+
--------------

Δt

k
----

Табëиöа 2
Относительные погрешности в оценке модуля и фазы 

по отношению к идеальному дифференциатору 
непрерывных эквивалентных дискретных дифференциаторов 

на частоте среза системы

Относи-
теëüная 
поãреø-
ностü

Эквива-
ëентный не-
прерывный
аëãоритì

Дискретный аëãоритì на базе

оäноãо 
сëаãаеìоãо

äвух
сëаãаеìых

трех
сëаãаеìых

ìоäуëя 9,0 % 9,37 %
5,0 % 1,0 %
3,0 % 0,008 %

фазы 7,0 % 7,0 %
4,0 % 1,0 %
2,0 % 0,001 %
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аторов на базе оäноãо, äвух иëи трех сëаãаеìых про-
извоäной интерпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона
на ÷астоте среза систеìы.

Наибоëее важныì сëеäствиеì из анаëиза табë. 2
явëяется незна÷итеëüное искажение фазо÷астот-
ной характеристики в окрестности ÷астоты среза
разоìкнутой систеìы, ÷то позвоëяет обеспе÷итü
требуеìое ка÷ество перехоäных проöессов.

На рис. 3 (сì. вторуþ сторону обëожки) преäстав-
ëены ЛАЧХ и ФЧХ ПИД реãуëятора настраиваеìой
систеìы ГВС, в структуре котороãо иìеþтся не-
прерывный аëãоритì с эквиваëентныì реаëüныì
äифференöируþщиì звеноì (1) и äискретный аëãо-
ритì äифференöирования на базе оäноãо сëаãаеìо-
ãо интерпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона с увеëи-
÷енныì øаãоì äискретизаöии (2). На рис. 4 (сì.
вторуþ сторону обëожки) преäставëены ЛАЧХ и
ФЧХ разоìкнутой систеìы ГВС, в состав которой
вкëþ÷ен ПИД реãуëятор с характеристикаìи, по-
казанныìи на рис. 3.

На преäставëенных характеристиках просìат-
ривается совпаäение их äëя непрерывноãо и äиск-
ретноãо вариантов в окрестности ωcp, ÷то обеспе-
÷ивает ка÷ество перехоäных проöессов без перере-
ãуëирования, показанных на рис. 5.

В то же вреìя ЛАЧХ, показанные на рис. 3 и 4,
наãëяäно äеìонстрируþт существенное осëабëение
высоких ÷астот äëя систеìы с äискретныì äиффе-
ренöиатороì по сравнениþ с систеìой с непре-
рывныì äифференöиатороì в окрестностях ÷астот
[1, 2]:

ωn = n ,

ãäе n = 1, 2, 3, ... ∞.
В табë. 3 преäставëены оöенки среäнекваäрати-

÷ескоãо откëонения (СКО) сиãнаëа на выхоäе ПИД
реãуëятора ìоäеëируеìой систеìы ГВС с непре-
рывныì и äискретныìи äифференöиатораìи при
äействии øуìовой составëяþщей f с разëи÷ныìи
законаìи распреäеëения. Аëãоритìы äискретных
äифференöиаторов базироваëисü на оäноì, äвух и
трех сëаãаеìых произвоäной интерпоëяöионноãо
поëиноìа Нüþтона [2, 3]. Резуëüтаты ìоäеëирова-
ния хороøо иëëþстрируþт эффективностü äиск-
ретных äифференöиаторов с увеëи÷енныì øаãоì
äискретизаöии. Резуëüтаты показываþт схожестü
СКО сиãнаëа на выхоäе ПИД реãуëятора непрерыв-
ной систеìы и систеìы с äискретныì äифферен-
öиатороì. Оäнако в сиãнаëе непрерывной систеìы
набëþäается боëüøе высоко÷астотных составëяþ-
щих, которые вëияþт на ÷астоту срабатывания ре-
ãуëируþщей аппаратуры в сëу÷ае испоëüзования
реëейноãо испоëнитеëüноãо эëеìента [2].

Ввеäение трехпозиöионноãо реëе с зоной не÷ув-
ствитеëüности ±a и уровняìи реëе ±B на вхоäе
усиëитеëüно-преобразоватеëüноãо устройства (УПУ)
уìенüøает ÷исëо срабатываний испоëнитеëüноãо
эëеìента и упрощает техни÷ескуþ реаëизаöиþ
усиëитеëя. Ширина зоны не÷увствитеëüности оп-
реäеëяется äопустиìыìи откëоненияìи стабиëизи-
руеìоãо параìетра. Оäнако от соотноøений ìежäу

Рис. 5. Отработка ступенчатого изменения уставки (без помех)
системой ГВС с ПИД регулятором, в структуре которого:
1 — непрерывный аëãоритì с реаëüныì äифференöируþщиì
звеноì; 2 — äискретный аëãоритì äифференöирования на базе
оäноãо сëаãаеìоãо интерпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона с
увеëи÷енныì øаãоì äискретизаöии

2π
Δt
-----

Табëиöа 3
Оценки СКО сигнала на выходе ПИД регулятора системы ГВС с непрерывным и дискретными дифференциаторами при действии 

шумовой составляющей f с различными законами распределения

Шуì
СКО

вхоäноãо
сиãнаëа

СКО на выхоäе
непрерывноãо

äифференöиатора

СКО на выхоäе
äискретноãо äиффе-
ренöиатора на базе 
оäноãо сëаãаеìоãо

СКО на выхоäе
äискретноãо äиффе-
ренöиатора на базе 

äвух сëаãаеìых

СКО на выхоäе
äискретноãо äиффе-
ренöиатора на базе 

трех сëаãаеìых

Сëабый сиãнаë с норìаëü-
ныì распреäеëениеì

0,24 6,65 6,77
6,92 7,07
7,11 6,94

Беëый øуì 0,77 7,2 7,16
8,31 8,14
9,64 9,15

Сëабый сиãнаë с равноìер-
ныì распреäеëениеì

0,44 6,8 6,87
7,31 7,36
7,86 7,55
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a и B зависит устой÷ивостü и ка÷ество перехоäных
проöессов в поäобной неëинейной систеìе. При
заäанной øирине зоны не÷увствитеëüности необ-
хоäиìо так выбратü уровни срабатывания реëе,
÷тобы в перехоäноì проöессе отсутствоваëо пере-
реãуëирование. Дëя этоãо ìожно воспоëüзоватüся
простыì практи÷ескиì приеìоì (не совсеì строãиì,
но обëаäаþщиì боëüøиì физи÷ескиì сìысëоì):
необхоäиìо поäобратü уровни реëе В так, ÷тобы
ìаксиìаëüное зна÷ение коэффиöиента еãо ãарìо-
ни÷еской ëинеаризаöии не превыøаëо заäанное
зна÷ение при ëþбых аìпëитуäах вхоäноãо ãарìони-
÷ескоãо сиãнаëа. Заäанныì ìаксиìаëüныì зна÷е-
ниеì в äанноì сëу÷ае явëяется еäиниöа, принятая
при рассìотрении выøе äëя ëинеаризованноãо ва-
рианта систеìы.

Коэффиöиент ãарìони÷еской ëинеаризаöии, как
известно [8], опреäеëяется соотноøениеì

K(A) =  при A l a, (3)

ãäе А — аìпëитуäа вхоäноãо ãарìони÷ескоãо сиã-
наë; а и В в рас÷етах у÷итываþтся как ìоäуëи.

Характеристика K(А) иìеет экстреìуì, опреäе-
ëяеìый параìетраìи

(4)

В соответствии с (4), есëи Kэ(Aэ) m 1 и a = ±0,5,
то уровни реëе сëеäует выбиратü из усëовия

B m 0,785. (5)

Естественно, усëовие (5) нестроãое и ìожет сëу-
житü тоëüко äëя преäваритеëüной настройки УПУ.

В табë. 4 преäставëены свеäения о ÷исëе сраба-
тываний реãуëируþщей аппаратуры поä возäейст-
виеì беëоãо øуìа. Из анаëиза табë. 4 виäно, ÷то с
ростоì ÷исëа сëаãаеìых в аëãоритìе растет ÷исëо
срабатываний реãуëируþщей аппаратуры.

В табë. 5 преäставëены оöенки СКО сиãнаëа на
выхоäе ПИД реãуëятора систеìы ГВС с трехпози-
öионныì реëе на вхоäе УПУ и с непрерывныì и
äискретныìи äифференöиатораìи при äействии
øуìовой составëяþщей f с разëи÷ныìи законаìи
распреäеëения.

Из анаëиза табë. 4, 5 сëеäует, ÷то СКО на выхоäе
непрерывноãо и äискретноãо äифференöиаторов
бëизки, при этоì ÷исëо срабатываний реãуëируþ-
щей аппаратуры в систеìе с äискретныì (ДСУ)
äифференöиатороì ìенüøе, ÷еì с непрерывныì
(НСУ) äифференöиатороì.

Такиì образоì, провеäенное иссëеäование по-
казывает, ÷то во ìноãих сëу÷аях при реаëизаöии
äискретных аëãоритìов ÷исëенноãо äифференöи-
рования öеëесообразно увеëи÷иватü øаã äискрети-
заöии äëя уìенüøения вëияния высоко÷астотных

составëяþщих сиãнаëа поìехи на äинаìику систе-
ìы управëения.

Сфорìуëируеì кратко существо ìетоäики реаëи-
заöии аëãоритìа äифференöирования в законах
реãуëирования с увеëи÷енныì øаãоì äискретиза-
öии äëя объектов проìыøëенной автоìатики.

1. На основании резуëüтатов иäентификаöии
отäеëüных эëеìентов структуры и анаëиза ÷астот-
ных свойств разоìкнутой ëинеаризованной систеìы
известныìи способаìи провоäится синтез струк-
туры ПД и ПИД реãуëятора и параìетров ее на-
строек с у÷етоì требований техни÷ескоãо заäания.
При синтезе параìетров настроек äопускается опи-
сание объекта упрощенныìи переäато÷ныìи функ-
öияìи в виäе посëеäоватеëüноãо соеäинения äвух
инерöионных звенüев иëи оäноãо инерöионноãо
звена и звена запазäывания.

2. В сëу÷ае испоëüзования непрерывноãо иëи
реëейноãо испоëнитеëüноãо устройства в со÷етании
с привоäныì реверсивныì äвиãатеëеì в анаëизи-

4B

πA
----- 1 a

2

A
2

----–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Аэ = a;

Kэ(Аэ) = 0,637 .

2

B
a
--

Табëиöа 4
Число срабатываний регулирующей аппаратуры

Шуì Фиëüтр
Чисëо сëа-
ãаеìых в 
аëãоритìе

Чисëо
срабатыва-
ний в НСУ

Чисëо
срабатыва-
ний в ДСУ

Беëый 
øуì W(s) = 

1 33 28
2 46 29
3 67 52

Беëый 
øуì W(s) = 

1 55 32
2 111 76
3 135 100

Беëый 
øуì W(s) = 

1 80 50
2 132 81
3 189 136

0,4
5s 1+
-----------

0,4
s 1+
--------

0,4
0,5s 1+
---------------

Табëиöа 5
Оценки СКО сигнала на выходе ПИД регулятора системы ГВС 

с трехпозиционным реле на входе УПУ и с непрерывным и 
дискретными дифференциаторами, при действии шумовой 
составляющей f с различными законами распределения

Шуì

СКО на 
выхоäе 
непре-
рывно-
ãо äиф-
ферен-
öиатора

СКО на 
выхоäе 

äискрет-
ноãо äиф-
ференöиа-
тора на ба-
зе оäноãо 
сëаãаеìоãо

СКО на 
выхоäе 

äискрет-
ноãо äиф-
ференöи-
атора на 
базе äвух 
сëаãаеìых

СКО на 
выхоäе 

äискрет-
ноãо äиф-
ференöи-
атора на 
базе трех 
сëаãаеìых

Сëабый сиã-
наë с норìаëü-
ныì распреäе-
ëениеì

146,8 146,8
146,8 148,1
146,8 148,1

Беëый øуì 146,9 146,8
146,9 148,2
147 148,2

Сëабый сиã-
наë с равно-
ìерныì рас-
преäеëениеì

146,8 146,8
146,8 148,1
146,9 148,1
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руеìой структуре посëе ПД и ПИД реãуëятора по-
явëяется äопоëнитеëüный интеãратор. Частотные
свойства посëеäнеãо äоëжны бытü у÷тены заранее,
на первой стаäии анаëиза ÷астотных свойств разоìк-
нутой систеìы, синтеза структуры и коэффиöиен-
тов настроек ПД и ПИД реãуëяторов. На вхоäе
усиëитеëüно-преобразоватеëüноãо устройства вво-
äится зона не÷увствитеëüности ±a, опреäеëяеìая
требованияìи ТЗ по то÷ности реãуëирования в ста-
öионарноì режиìе работы в сëу÷ае испоëüзования
как непрерывноãо, так и реëейноãо испоëнитеëü-
ноãо эëеìентов.

3. В зависиìости от øирины зоны не÷увстви-
теëüности нахоäятся норìированные уровни В сра-
батывания реëейноãо эëеìента с испоëüзованиеì

соотноøения ±B m ± a, ãäе а — ìоäуëü зоны не-

÷увствитеëüности. При такоì выборе уровней вы-
хоäноãо сиãнаëа реëе ìаксиìуì эквиваëентноãо
коìпëексноãо коэффиöиента переäа÷и äанноãо трех-
позиöионноãо реëе не превыøает еäиниöы, и с еãо
у÷етоì общий коэффиöиент переäа÷и разоìкнутой
систеìы не äоëжен превыøатü зна÷ение разоìкну-
тоãо коэффиöиента переäа÷и ëинеаризованной
систеìы, найäенноãо на первоì этапе.

4. Дëя повыøения эффективности реãуëятора
в ÷асти поäавëения высоко÷астотных поìех и уп-
рощения еãо структуры äифференöируþщая ÷астü
реаëизует аëãоритì ÷исëенноãо äифференöирова-
ния на базе первых (от оäноãо äо трех) сëаãаеìых
интерпоëяöионноãо поëиноìа Нüþтона с увеëи-
÷енныì øаãоì, опреäеëяеìыì из соотноøения:

Δt = kTф, ãäе k = 2, 4, 6.67, — соответственно äëя
аëãоритìа äифференöирования на базе оäноãо,
äвух и трех сëаãаеìых. Фиëüтр высоких ÷астот при
этоì из реãуëятора убирается.
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Новые компьютерные 
алгоритмы вычисления 
матричной экспоненты 

в приложении к исследованию 
линейных динамических систем 

автоматического управления

Введение

При анаëизе систеì автоìати÷ескоãо управëения
(САУ) øирокое приìенение наøëи ìатри÷ные ìе-
тоäы с приìенениеì таких ìатриö, как ìатри÷ная
экспонента (перехоäная ìатриöа, ìатриöа пере-
хоäа), ìатриöы Вронскоãо, Фробениуса, Ванäер-
ìонäа и äр. [6, 8, 11].

Известно, ÷то ìатри÷ная экспонента eAt ìатри-
öы A äëя ëинейных САУ явëяется оäной из важ-
нейøих характеристик, поскоëüку она обëаäает ис-
÷ерпываþщей поëнотой инфорìаöии о свойствах и
повеäении систеìы [6, 8]. Так, ìатри÷ная экспо-
нента ìожет приìенятüся: äëя вы÷исëения свобоä-
ноãо äвижения САУ; äëя вы÷исëения вынужäен-
ноãо äвижения САУ, в тоì ÷исëе при синãуëярных
внеøних возäействиях; äëя вы÷исëения поëноãо
äвижения САУ по форìуëе Коøи, в которуþ ìат-
ри÷ная экспонента вхоäит äважäы [6]:

X(t) = X(t0) + eA(t – τ)F(τ)dτ.

π
2
--

Предложен новый метод вычисления матричной экспо-
ненты. Метод универсален в отношении простых или крат-
ных корней характеристического полинома матрицы. Рас-
смотрены численные примеры.

Ключевые слова: система управления, метод про-
странства состояний, матричная экспонента

e
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Кроìе тоãо, существует ряä спеöиаëüных заäа÷
управëения, реøение которых своäится к интеãра-
ëаì, соäержащиì ìатри÷нуþ экспоненту [3].

Основныìи известныìи ìетоäаìи построения
ìатри÷ной экспоненты явëяþтся: разëожение в
бесконе÷ный ряä Тейëора по степеняì исхоäной
ìатриöы [2]; ìетоä разëожения в коне÷ный ряä
Лаãранжа—Сиëüвестра [5]; ìетоä разëожения в ко-
не÷ный ряä Кэëи—Гаìиëüтона [5, 6, 9].

В обзорах [3] привоäится окоëо äваäöати раз-
ëи÷ных ìетоäов построения ìатри÷ной экспоненты.
К сожаëениþ, вы÷исëитеëüная сëожностü постро-
ения ìатри÷ной экспоненты ëþбыì из этих ìето-
äов настоëüко резко увеëи÷ивается с возрастаниеì
разìерности систеìы, ÷то практи÷еское вы÷исëе-
ние ìатри÷ной экспоненты, äаже с приìенениеì
совреìенных коìпüþтеров, составëяет труäнуþ
заäа÷у. Так, наприìер, äëя ìатриöы äваäöатоãо
поряäка в систеìе Maple затра÷ивается в среäнеì
äо 60 ìин.

Выхоä из ситуаöии сëеäует искатü на путях по-
строения новых коìпüþтерных ìетоäов с параë-
ëеëüныìи аëãоритìаìи их реаëизаöии.

Преäставиì ìатри÷нуþ экспоненту в сëеäуþ-
щеì виäе:

eAt = .

В статüе преäëаãаþтся новый коìпüþтерный ìе-
тоä и аëãоритì построения ìатри÷ной экспоненты,
позвоëяþщий распараëëеëитü вы÷исëения, т. е.
найти реøение независиìо äëя кажäоãо (в ÷астноì
сëу÷ае, äëя требуеìоãо) эëеìента  (i, j = )
этой ìатриöы, ÷то обеспе÷ивает возìожностü при-
ìенения ìноãопроöессорных реøатеëей в öеëях
иссëеäования систеìы управëения высоких поряä-
ков за оãрани÷енное вреìя.

n-кратное распараллеливание вычислений

Нетруäно убеäитüся в справеäëивости сëеäуþ-
щих выражений [10]:

 =  � colon(eAt, 1);

 =  � colon(eAt, 2); (1)

.....................................................................................

 =  � colon(eAt, n),

Известно, ÷то реøениеì систеìы äифференöи-
аëüных уравнений

(t) = AX(t) (2)

с на÷аëüныìи усëовияìи X0 = X(0) (норìаëüной
систеìы Коøи) явëяется

X(t) = eAtX0. (3)

Из (1), (3) непосреäственно сëеäует:
� есëи X0 = [1 0 ... 0]т, то colon(eAt, 1) = X(t);
� есëи (t) = AY(t) и Y0 = [0 1 0 ... 0]т,

то colon(eAt, 2) = Y(t).
................................................................................

� есëи (t) = AZ(t) и Z0 = [0 0 ... 1]т,
то colon(eAt, n) = Z(t).
Такиì образоì, äëя построения всех стоëбöов

ìатри÷ной экспоненты äостато÷но реøитü нор-
ìаëüнуþ систеìу Коøи (2) с поëныì набороì уни-
тарных на÷аëüных усëовий. Эта проöеäура обеспе-
÷ивает n-кратное распараëëеëивание вы÷исëений.

n2-кратное распараллеливание вычислений

Прежäе ÷еì поëу÷итü реøение äëя ëþбоãо конк-
ретноãо эëеìента  (i, j = ) ìатри÷ной экс-
поненты, рассìотриì реøение систеìы обыкно-
венных äифференöиаëüных уравнений (ОДУ) äëя
коорäинаты состояния xk(t), k = . Допустиì,
÷то на÷аëüные усëовия (НУ) X0 = X(0) — произ-
воëüные. Тоãäа эëеìенты ìатри÷ной экспоненты
найäеì автоìати÷ески, заìенив произвоëüные на-
÷аëüные усëовия на унитарные. Метоäика реøе-
ния заäа÷и сëеäуþщая:

1. Свернутü (ëþбыì известныì ìетоäоì [4, 5, 7])
систеìу ОДУ (2), иëи в боëее поäробноì виäе,

 = 
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с исхоäныìи на÷аëüныìи усëовияìи

X0 = X(0), (4)

иëи

xk0 = xk(0), k = , (5)

к оäноìу эквиваëентноìу оäнороäноìу äифферен-

öиаëüноìу уравнениþ n-ãо поряäка:

xk(t) + an – 1 xk(t) + ... + a2 xk(t) +

+ a1 xk(t) + a0xk(t) = 0, k = , (6)

с на÷аëüныìи усëовияìи

xk0 = xk(0),  = (t = 0),  = (t = 0), ...

...,  = (t = 0), ...,  = (t = 0).

Известно, ÷то коэффиöиентаìи уравнения (6)

буäут соответствуþщие коэффиöиенты характерис-

ти÷ескоãо поëиноìа исхоäной ìатриöы:

sn + an – 1s
n – 1 + an – 2s

n – 2 + ... + a2s
2 + a1s + a0.

2. Опреäеëитü на÷аëüные усëовия äëя эквива-

ëентноãо оäнороäноãо äифференöиаëüноãо уравне-

ния. На÷аëüные усëовия äëя указанноãо äифферен-

öиаëüноãо уравнения зависят и от k и от j.

В настоящее вреìя форìаëизованный перес÷ет

на÷аëüных усëовий отсутствует.

3. Найти реøение ОДУ n-ãо поряäка äëя поëу-

÷енных на÷аëüных усëовий. Найäенное реøение и

буäет искоìыì эëеìентоì  (i, j = ) ìатри÷-

ной экспоненты.

Рассìотриì ìетоä и вы÷исëитеëüный аëãоритì

опреäеëения НУ при перехоäе от систеìы ОДУ к

эквиваëентноìу ОДУ относитеëüно заäанной ко-

орäинаты состояния. Заìетиì, ÷то äëя опреäеëения

ëþбой коорäинаты xk, k = 1, 2, ..., n, систеìы (2)

испоëüзуется уравнение (6), но с разëи÷ныìи ва-

риантаìи на÷аëüных усëовий, которые зависят от

инäекса k искоìой коорäинаты xk состояния. Наì

известны на÷аëüные усëовия (5) тоëüко äëя коорäи-

нат, но неизвестны остаëüные НУ äëя произвоäных

от коорäинат äо (n – 1)-ãо поряäка вкëþ÷итеëüно.

Сëожностü закëþ÷ается в тоì, ÷то неизвестные НУ

зависят от ноìера k, т. е. ноìера искоìых коорäи-

нат состояния.

Рассìотриì аëãоритì вы÷исëения k-х на÷аëü-

ных усëовий.

Проäифференöируеì посëеäоватеëüно ëевуþ и

правуþ ÷асти систеìы (2) äо (n – 1)-ãо поряäка

вкëþ÷итеëüно и, провеäя о÷евиäные преобразова-
ния, поëу÷иì:

(t) = A (t) = AAX(t) = A2X(t); (7)

(t) = A (t) = AA2X(t) = A3X(t); (8)

.....................................................................................

X (n–1)(t) = AX(n–2)(t) = AAn – 2X(t) = An–1X(t). (9)

Найäеì из выражений (2), (7)—(9) зна÷ения

= (t = 0),  = (t = 0), ...,  = X (n–1)

(t = 0). С этой öеëüþ поäставиì в указанные выра-
жения известное из (2) зна÷ение X(t = 0) = X0 = X(0).

Поëу÷иì

 = (t = 0) = AX0; (10)

 = (t = 0) = A2X0; (11)

 = (t = 0) = A3X0; (12)

.....................................................................................

 =  (t = 0) = An – 1X0. (13)

Матриöы (2), (10)—(13) преäставëяþт собой
ìатриöы-стоëбöы. Запиøеì эëеìенты этих ìат-
риö в ìатриöу на÷аëüных усëовий P и поëу÷иì

P = .

Кажäая k-я строка [xk0   ... ] ìат-
риöы P преäставëяет собой на÷аëüные усëовия к
уравнениþ (6) с äëя поëу÷ения реøения äëя коор-
äинаты состояния xk:

x0 = xk0,  = ,  = , ...,  = .

Рассìотриì теперü ÷астный сëу÷ай, коãäа на-
÷аëüные усëовия унитарные. Матриöа X0 преäстав-
ëяет собой оäин из стоëбöов еäини÷ной ìатриöы Е
n-ãо поряäка. Чисëо таких ìатриö равно n. Дëя
кажäой из ìатриö X0 ìожеì построитü ìатриöу на-
÷аëüных усëовий Puk, k = , эëеìенты первоãо
стоëбöа которой буäут нуëевыìи, за искëþ÷ениеì
эëеìента k-й строки, который буäет равен еäиниöе.
Эëеìенты äруãих стоëбöов нахоäят по выражени-
яì (10)—(13).

1 n,
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···
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n 1–( )

x20 x·20 x··20 … x20
n 1–( )

x30 x·30 x··30 … x30
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… … … … …
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x·k0 x··k0 xk0
n 1–( )

x·0 x·k0 x··0 x··k0 x0
n 1–( )

xk0
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Построение матричной экспоненты 
для случая произвольной кратности корней

Найäеì теперü ÷астное реøение ОДУ (6). Дëя
сëу÷ая простых корней характеристи÷ескоãо поëи-
ноìа существует явное анаëити÷еское реøение в
форìе произвеäения трех ìатриö, к которыì от-
носятся:

1) ìатриöа-строка экспоненöиаëüноãо базиса
(сиìвоëüная)

B = [exp(λ1t) exp(λ2t) ... exp(λnt)],

ãäе λi (i = ) — простые корни характеристи÷е-
скоãо уравнения

sn + an – 1s
n – 1 + an – 2s

n – 2 + ... +

+ a2s
2 + a1s + a0 = 0;

2) обращенная ìатриöа Ванäерìонäа (÷исëовая)

V –1 = ;

3) ìатриöа-стоëбеö на÷аëüных усëовий (÷исëовая)

N = [xk0  ... ]т = colon(P т, k). (14)

Тоãäа реøение ОДУ äëя коорäинаты состояния
xk(t) приниìает виä

xk(t) = BV –1N =

= . (15)

Стоëбеö colon(eAt, k) и эëеìенты  (i, j = )
ìатри÷ной экспоненты eAt опреäеëяþтся из сëе-
äуþщих выражений:

colon(eAt, k) = (BV –1 )т = (B(V –1 )); (16)

 = (BV –1N) = (B(V –1N)) = ((BV –1)N),

ãäе N = colon( , i). (17)

Дëя сëу÷ая кратных корней не поëу÷ены анаëи-
ти÷еские выражения, поäобные (15)—(17). Рас-
сìотриì ìетоä реøения заäа÷и в сëу÷ае произ-
воëüной кратности корней. Пустü корни λ1, λ2, ...,

λr иìеþт кратности, соответственно, m1, m2, ..., mr,

при÷еì mi = n.

1. Заäаäиì ìатриöу-строку экспоненöиаëüноãо
базиса в упоряäо÷енной форìе:

Bm = [  t  ...   t ...

 ...  t  ... ]. (18)

2. Вìесто ìатриöы Ванäерìонäа сëеäует поста-
витü ìатриöу Вронскоãо W, построеннуþ на заäан-
ноì базисе (18) ( т. е. эëеìентаìи первой строки
явëяþтся эëеìенты ìатриöы Bm) с посëеäуþщей
постановкой в нее зна÷ения t = 0.

3. Матриöа-стоëбеö на÷аëüных усëовий буäет
анаëоãи÷ной (15).

Тоãäа в этоì сëу÷ае реøение ОДУ äëя коорäи-
наты состояния xk(t) приниìает виä

xk(t) = BmW –1N.

Дëя рассìатриваеìоãо сëу÷ая стоëбеö colon(eAt, k)

и эëеìенты  (i, j = ) ìатри÷ной экспоненты

eAt опреäеëяþтся из выражений

colon(eAt, k) = (BmW –1 )т =

= ((BmW –1) ) = Bm((W –1 )); (19)

 = (BmW –1N) = ((BmW –1)N) = Bm((W –1N)), 

ãäе N = colon( , i). (20)

Построение матрицы Вронского в общем случае

Приступиì к построениþ ìатриöы W в общеì
виäе. Буäеì строитü искоìуþ ìатриöу W по тоìу же
принöипу, по котороìу строится ìатриöа Ванäер-
ìонäа. Этот принöип состоит в тоì, ÷то ìатриöа
Ванäерìонäа V естü ìатриöа Вронскоãо W, по-
строенная на ìоäаëüных (корневых) экспонентах,
в которой выпоëнена поäстановка t = t0 = 0. Дей-
ствитеëüно, äëя сëу÷ая разëи÷ных корней характе-
ристи÷ескоãо уравнения иìееì:

W = ;

V = .
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В общеì сëу÷ае искоìая ìатриöа äоëжна бытü
также ìатриöей Вронскоãо с поäстановкой t = 0,
но построенная на экспоненöиаëüно-степенноì
базисе (18) (канони÷ескоì базисе систеìы). Пустü
корни λi иìеþт кратности mi. Тоãäа канони÷еский

базис равен: , t , t2 , ..., .

Рассìотриì сëу÷ай (преäеëüный), коãäа все n
корней равны. Дëя корня λ = λ1 кратностüþ n
состав канони÷ескоãо базиса буäет сëеäуþщиì: eλt,
teλt, t2eλt, ..., t (n – 1)eλt. Запиøеì äëя посëеäнеãо
сëу÷ая при n = 4 ìатриöу Вронскоãо и ìатриöу
Вронскоãо W(t = 0) с поäстановкой t = 0.

W =

= ,

W(t = 0) = .

Сформулируем и докажем аналитические соот-
ноøения, äостато÷ные äëя построения эëеìентов
ìатриöы Вронскоãо W(t = 0):

(21)

Дëя остаëüных зна÷ений i, j иìееì:

wij(t = 0) = w(i – 1)(j – 1)(i – 1). (22)

Доказательство. Докажеì соотноøения (21), (22).
Матриöа Вронскоãо W äëя рассìатриваеìоãо сëу-
÷ая иìеет виä:

W =

= .

Общий эëеìент ìатриöы Вронскоãо равен

wij(t) = . (23)

Вы÷исëение произвоäной (23) ìожет бытü осу-
ществëено с испоëüзованиеì форìуëы Лейбниöа

(кратноãо äифференöирования произвеäения äвух
функöий) [1]:

(uv)(n) = u(n – k)v(k),

ãäе u, v — äифференöируеìые функöии.
Рассìотриì произвоëüный эëеìент ìатриöы

Вронскоãо и воспоëüзуеìся форìуëой Лейбниöа в
этоì ÷астноì сëу÷ае:

wij(t) =  = (t j –1eλt)(i – 1) =

= (t j –1)(i – 1 – k)(eλt)(k). (24)

Проанаëизируеì äва характерных сëу÷ая.
1. Допустиì, i < j. Тоãäа, как сëеäует из (24), при

ëþбоì зна÷ении k = 0, 1, 2, ..., i – 1 посëе вы÷ис-
ëения произвоäных ëþбой эëеìент выражения (24)
соäержит в ка÷естве ìножитеëя переìеннуþ t
в степени, боëüøей нуëевой. Сëеäоватеëüно,
wij(t = 0) = 0 ∀ i < j.

Пример 1 . Пустü j = 5 и i = 3, т. е. i < j. Тоãäа

w35(t) =  = (t 5 – 1eλt)(3 – 1) =

= (t 4eλt)(2) = (t 4)(2 – k)(eλt)(k).

Дифференöируя, поëу÷иì

w35(t) = •4•3t 2eλt + •4t3•λeλt + t 4λ2eλt.

При t = 0 иìееì w35(t = 0) = 0 + 0 + 0 = 0.
2. Пустü теперü i l j. В этоì сëу÷ае еäинствен-

ный эëеìент суììы (24) буäет отëи÷ен от нуëя.
Это произойäет тоëüко в сëу÷ае, коãäа поряäок
произвоäной буäет равен показатеëþ степени при
переìенной t. Остаëüные эëеìенты суììы буäут
равны нуëþ:

а) в сëу÷ае, есëи поряäок произвоäной боëüøе
степени при t (на некотороì øаãе буäет вы÷исëятü-
ся произвоäная от постоянной веëи÷ины);

б) в сëу÷ае, есëи поряäок произвоäной ìенüøе
степени при t. В этоì сëу÷ае эëеìент суììы соäер-
жит (посëе äифференöирования) ìножитеëü t в сте-
пени боëüøе нуëевой и посëе поäстановки зна÷е-
ния t = 0 такой эëеìент обнуëяется.

Найäеì эëеìент суììы, который не равен нуëþ.
Пустü этот эëеìент буäет при зна÷ении k = q.

Из усëовия i – 1 – q = j – 1 найäеì зна÷ение
q = i – j. Тоãäа искоìый эëеìент wij(t) буäет равен

wij(t) = (t j –1)( j – 1)(eλt)(j – 1) =

= ( j – 1)! λi – jeλt.
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Посëе упрощения поëу÷иì wij(t) = λi – jeλt.

Поëаãая t = 0, найäеì эëеìенты ìатриöы Врон-
скоãо W(t = 0):

wij(0) = λi – j, i l j. (25)

Пример 2. Пустü j = 3 и i = 5, т. е. i > j. Тоãäа

wij(t) =  = (t j –1eλt)(i – 1) =

= (t j –1)(i – 1 – k)(eλt)(k);

w53(t) =  = (t 3 – 1eλt)(5 – 1) =

= (t 2eλt)(4) = (t 2)(4 – k)(eλt)(k).

Дифференöируя, поëу÷иì

w53(t) = 0 + 0 + •2•1•λ2eλt +

+ •2•t•λ3eλt + •t2λ4eλt.

При t = 0: w53(t = 0) = 0 + 0 + •2•1•λ2 +
+ 0 + 0 = 6•2•λ2 = 12λ2.

Рассìотриì ÷астные сëу÷аи, коãäа j = 1 и i = j.
Из выражения (25) сëеäует, ÷то

wi1(0) = (i – 1)! = λ(i – 1), j = 1; (26)

wii(t = 0) = wii(0) = (i – 1)!, i = .

Такиì образоì, все эëеìенты ìатриöы Вронскоãо
W(t = 0) опреäеëены оäнозна÷но: при i < j эëеìен-
ты равны нуëþ; при i l j эëеìенты опреäеëяþтся
из выражений (25), (26). Заìетиì, оäнако, ÷то при
боëüøой разìерности исхоäной систеìы вы÷исëе-
ние зна÷ений факториаëов становится труäоеìкой
проöеäурой. В öеëях существенноãо упрощения
вы÷исëений найäеì зна÷ение отноøения эëеìен-
тов wij(0) и w(i – 1)(j – 1)(0):

R =  =  = (i – 1).

Тоãäа

wij(0) = (i – 1)w(i – 1)(j – 1)(0). (27)

Такиì образоì, соотноøения (21), (22) äоказаны.

Методика вычисления матрицы Вронского W(t = 0)

1. Есëи i < j, то эëеìенты ìатриöы Вронскоãо
W(t = 0) поëожитü равныìи нуëþ.

2. По выражениþ (26) построитü все эëеìенты
первоãо стоëбöа ìатриöы Вронскоãо W(t = 0).

3. С испоëüзованиеì выражения (27) найти все
остаëüные эëеìенты ìатриöы Вронскоãо W(t = 0).

Пример 3. Построитü ìатриöу Вронскоãо W(t = 0),
есëи λ = λ1 = λ2 = λ3 = λ4.

Решение. 

1. Эëеìенты wij(t = 0) поëаãаеì равныìи нуëþ,
есëи i < j.

2. Строиì эëеìенты первоãо стоëбöа по выра-
жениþ (26).

3. По выражениþ (27) найäеì остаëüные эëе-
ìенты, наприìер, w22(t = 0) = (2 – 1)w11(t = 0) =
= (2 – 1)•1 = 1; w32(t = 0) = (3 – 1)•λ = 2λ;
w42(t = 0) = (4 – 1)•λ2 = 3λ2 и т. ä. 

В итоãе поëу÷иì W(t = 0) = .

Пример 4. Дано: ìатриöа A = . 

Требуется:

1) найти эëеìент ìатри÷ной экспоненты —
тоëüко ; 

2) построитü второй стоëбеö colon(eAt, 2) (тоëüко
второй) ìатри÷ной экспоненты.

Решение. 

1. Запиøеì характеристи÷еское уравнение

s4 + 6s3 + 13s2 + 12s + 4 = 0, найäеì еãо корни
λ1 = –1, λ2 = –2 и их кратности m1 = 2, m2 = 2.

2. Матриöа-строка экспоненöиаëüно-степенно-
ãо базиса Bm = [e–t te–t e–2t te–2t].

3. Исхоäные на÷аëüные усëовия (первый стоë-
беö ìатриöы Pu2) äëя поставëенной заäа÷и буäут
унитарныìи, при÷еì X0 = [0 1 0 0]т.

4. Дëя построения ìатриö Pu2, , N провеäеì

проìежуто÷ные вы÷исëения, а иìенно, найäеì ìат-

риöы A2 = , A3 = ,

AX0 = , A2X0 = , A3X0 = .
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Тоãäа иìееì:

Pu2 = ,  = ,

N = .

5. Построиì ìатриöы W, W –1 на экспоненöи-
аëüно-степенноì базисе с поäстановкой t = 0:

W(t = 0)= ;

W –1(t = 0)= .

6. С испоëüзованиеì выражений (19), (20) най-
äеì  и colon(eAt, 2). Дëя нахожäения  преä-
варитеëüно вы÷исëиì

(W –1N) =  = .

Окон÷атеëüно иìееì

 = [e–t te–t e–2t te–2t]  =

= –28e–t + 8te–t + 28e–2t + 20te–2t.

Дëя нахожäения colon(eAt, 2) преäваритеëüно
вы÷исëиì

W –1  =  =

= .

Тоãäа colon(eAt, 2) =  =

= .

Заìетиì, ÷то вреìя вы÷исëения ìатри÷ной экс-
поненты äëя исхоäной ìатриöы 20-ãо поряäка со-
ставëяет, в среäнеì, 3 с, а äëя ìатриöы 50-ãо по-
ряäка — 212 с.

Метод Кэли—Гамильтона построения 
матричной экспоненты для случая

кратных корней характеристического уравнения

Поëу÷енные резуëüтаты позвоëяþт строитü ìат-
ри÷нуþ экспоненту с испоëüзованиеì ìетоäа
Кэëи—Гаìиëüтона äëя случая кратных корней ха-
рактеристи÷ескоãо уравнения. В соответствии с
ìетоäоì Кэëи—Гаìиëüтона ìатри÷нуþ экспонен-
ту нахоäят из выражения [6]

eAt = α0(t)E + α1(t)A + α2(t)A
2 + ... + αn – 1(t)A

n – 1,

ãäе неизвестные коэффиöиенты αi(t), i = 0, 1, 2, ...,
n – 1, поëу÷аþт из уравнения [α0 α1 ... αn – 1]

т =
= (W т (t = 0))–1 .

Пример 5. Дëя исхоäных äанных, привеäенных
в приìере 4, найти ìатри÷нуþ экспоненту по ìе-
тоäу Кэëи—Гаìиëüтона.

Решение. Найäеì W т (t = 0) и (W т (t = 0))–1: 

W т(t = 0)= ; (W т(t = 0))–1 = .

Тоãäа

 =  =

= .
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Соãëасно теореìе Кэëи—Гаìиëüтона иìееì

eAt = + α1(t)  +

+ α2(t)  + α3(t) .

Посëе поäстановки зна÷ений αi(t), i = 0, 1, 2, ..., 3,
поëу÷иì

eAt = [colon(eAt, 1) colon(eAt, 2) colon(eAt, 3) 

colon(eAt, 4)],

ãäе

colon(eAt, 1) =  ;

colon(eAt, 2) = ;

colon(eAt, 3) = ;

colon(eAt, 4) = .

Резуëüтаты реøения, поëу÷енные разëи÷ныìи
ìетоäаìи, совпаäаþт.

Заключение

Преäëожен новый универсаëüный (в отноøении
кратности корней характеристи÷ескоãо поëиноìа)
ìетоä построения ìатри÷ной экспоненты, испоëü-
зуþщий ìатриöу Вронскоãо на канони÷ескоì
базисе.

Поëу÷ены анаëити÷еские выражения äëя эëе-
ìентов ìатриöы Вронскоãо, не требуþщие выпоë-
нения операöии äифференöирования, и разработан
аëãоритì построения этой ìатриöы на экспонен-
öиаëüно-степенноì базисе. Высокая произвоäи-
теëüностü аëãоритìа основана на выявëенноì со-
отноøении ìежäу сìежныìи эëеìентаìи ìатри-
öы Вронскоãо, ÷то позвоëиëо искëþ÷итü ãроìозä-
кие вы÷исëения факториаëов.

Метоä позвоëяет провоäитü параëëеëüные вы-
÷исëения как отäеëüных эëеìентов ìатри÷ной экс-
поненты, так и, по жеëаниþ, отäеëüных стоëбöов.

Метоä ìожет бытü испоëüзован äëя расøирения
возìожностей известных ìетоäов построения ìат-
ри÷ной экспоненты, наприìер, ìетоäа Кеëи—Га-
ìиëüтона.
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Метод измерения параметров 
емкостных датчиков 

положения и перемещения*

Введение

Совреìенное состояние техники характеризуется
øирокой автоìатизаöией техноëоãи÷еских проöес-
сов, невозìожных без изìерения и контроëя разëи÷-
ных веëи÷ин. Дат÷ики поëожения и переìещения
нахоäят о÷енü øирокое приìенение, поскоëüку
контроëü äанных характеристик явëяется важныì
эëеìентоì правиëüноãо функöионирования боëü-
øоãо ÷исëа разнообразных ìаøин и ìеханизìов и
автоìати÷ескоãо управëения произвоäственныìи
проöессаìи. В то же вреìя ìноãие физи÷еские ве-
ëи÷ины изìеряþтся с поìощüþ их перви÷ноãо пре-
образования в переìещения, которое они вызыва-
þт в образöах: это относится к изìерениþ сиë,
äавëений, ускорений, теìператур и т. ä. [1].

В настоящее вреìя успеøно развивается направ-
ëение, связанное с разработкой ìетоäов и среäств
изìерения параìетров еìкостных äат÷иков (ЕД)
по отäеëüныì ìãновенныì зна÷енияì перехоäноãо
проöесса в изìеритеëüной öепи (ИЦ) при поäкëþ-
÷ении к ней напряжения постоянноãо тока. В äан-
ных ìетоäах вреìя изìерения не зависит от посто-
янной вреìени öепи τ, а опреäеëяется в основноì
вреìенеì изìерения ìãновенных зна÷ений пере-

хоäноãо проöесса и реаëизаöии аëãоритìа обра-
ботки изìеренных зна÷ений [2].

Даëüнейøее сокращение вреìени изìерения
ìожет бытü обеспе÷ено за с÷ет испоëüзования не-
скоëüких перехоäных проöессов. Боëüøинство ìе-
тоäов изìерения параìетров ЕД по ìãновенныì
зна÷енияì äвух перехоäных проöессов [3] преäпо-
ëаãаþт наëи÷ие вспоìоãатеëüной ИЦ с известныìи
и, сëеäоватеëüно, стабиëüныìи эëеìентаìи. Оäна-
ко реаëизаöия высокостабиëüных реактивных эëе-
ìентов äостато÷но затруäнитеëüна.

В работе [4] автораìи преäëожен ìетоä изìере-
ния параìетров ЕД по ìãновенныì зна÷енияì пе-
рехоäных проöессов с испоëüзованиеì äвух образ-
öовых резисторов. Неäостаткоì äанноãо ìетоäа и
реаëизуþщих еãо среäств изìерений явëяется не-
посреäственная связü ìоìента поäа÷и напряжения
на ИЦ с ìоìентоì на÷аëа изìерения, ÷то не всеãäа
выпоëниìо в реаëüных усëовиях.

Преäëаãаеìый ìетоä позвоëяет на÷инатü изìе-
рение в произвоëüный ìоìент вреìени посëе на-
÷аëа перехоäноãо проöесса в ИЦ.

Метод измерения параметров емкостных датчиков 
с использованием двух образцовых элементов

Метоä закëþ÷ается в тоì, ÷то на изìеритеëüнуþ
öепü, состоящуþ из посëеäоватеëüно вкëþ÷енных
äвух образöовых сопротивëений и еìкости, поäа-
þт напряжение постоянноãо тока. В произвоëüный
ìоìент вреìени оäновреìенно изìеряþт ìãно-
венные зна÷ения напряжений на у÷астке öепи, со-
äержащеì второе образöовое сопротивëение и еì-
костü, и еìкости относитеëüно общеãо вывоäа ИЦ.
Через образöовый интерваë вреìени с ìоìента пер-
воãо изìерения изìеряþт ìãновенное зна÷ение
напряжения на тоì же у÷астке öепи относитеëüно
общеãо вывоäа и опреäеëяþт неизвестнуþ еìкостü
по изìеренныì зна÷енияì.

Вреìенные äиаãраììы, поясняþщие ìетоä, преä-
ставëены на рис. 1.

Исследуется новый метод измерения параметров емко-
стных датчиков по мгновенным значениям двух переходных
процессов. Основное внимание уделено анализу погрешности,
обусловленной отклонением реального переходного процесса
от заложенного в модели измерительной цепи. Приводятся
результаты анализа, позволяющие оптимально выбирать
параметры измерительного процесса.

Ключевые слова: емкостные датчики, переходный про-
цесс, мгновенные значения, погрешность

 *Работа выпоëнена при финансовой поääержке Российско-
ãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (ãрант 11-08-00039-а).

МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ И КОНТРОЛЯ

В ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Рис. 1. Временные диаграммы, поясняющие метод
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Посëе поäкëþ÷ения исто÷ника напряжения по-
стоянноãо тока U0 к изìеритеëüной öепи напряже-
ния на у÷астке öепи, соäержащеì второе образöо-
вое сопротивëение R0 и еìкостü CX, и на еìкости
относитеëüно общеãо вывоäа ИЦ изìеняþтся в со-
ответствии с выраженияìи

(1)

ãäе τ = 2CXR0 — постоянная вреìени активно-еì-
костной ИЦ.

В произвоëüный ìоìент вреìени t1 ìãновенные
зна÷ения напряжений на у÷астке öепи R0—CX и на
еìкости относитеëüно общеãо вывоäа ИЦ приìут виä

(2)

Через образöовый интерваë вреìени Δt в ìоìент
вреìени t2 ìãновенное зна÷ение напряжения на
тоì же у÷астке öепи R0—CX относитеëüноãо обще-
ãо вывоäа соответствует выражениþ

U12 = U0 . (3)

Из отноøения  = exp  посëе

преобразований сëеäует, ÷то 

τ = – . (4)

В соответствии с (4) äëя активно-еìкостной ИЦ

CX = – . (5)

При боëüøих постоянных вреìени ИЦ и ìаëых
зна÷ениях Δt öеëесообразно изìенитü конфиãура-
öиþ изìеритеëüной öепи, поìеняв ìестаìи еìкостü
со вторыì образöовыì сопротивëениеì.

Вреìенные äиаãраììы, поясняþщие рассìатри-
ваеìый сëу÷ай, преäставëены на рис. 2.

Посëе поäкëþ÷ения исто÷ника напряжения по-
стоянноãо тока к изìеритеëüной öепи напряжение
на у÷астке öепи, соäержащеì еìкостü и второе об-
разöовое сопротивëение, относитеëüно общеãо вы-

воäа ИЦ буäет изìенятüся в соответствии с выра-
жениеì (1), а на второì сопротивëении напряже-

ние буäет равно u2(t) = .

В произвоëüный ìоìент вреìени t1 ìãновенное

зна÷ение напряжения на тоì же у÷астке öепи CX—R0

соответствует выражениþ (2), а на второì сопро-

тивëении напряжение буäет равно U21 =  Ѕ

Ѕ .

Через образöовый интерваë вреìени Δt в ìоìент
вреìени t2 ìãновенное зна÷ение напряжения на
у÷астке öепи CX—R0 относитеëüноãо общеãо выво-
äа ИЦ соответствует выражениþ (3).

Из отноøения  = exp  посëе

преобразований сëеäует, ÷то

τ = – . (6)

В соответствии с (6) äëя активно-еìкостной öепи

CX = – . (7)

Анализ погрешности метода 
из-за отклонения реального переходного процесса 

от заложенного в модели

При рассìотрении вопросов проектирования
среäств изìерения параìетров äат÷иков оäниì из
ãëавных явëяется построение схеìы заìещения из-
ìеритеëüных öепей на основе априорной инфор-
ìаöии об объекте иссëеäования и непосреäствен-
ное изìерение зна÷ений параìетров эëеìентов, из
которых составëяется структура (топоëоãия) ИЦ.

Реаëüные изìеритеëüные öепи äат÷иков соäержат
кроìе эëеìента, параìетр котороãо явëяется ин-
форìативныì, ряä äруãих эëеìентов, параìетры

u1(t) = U0 ;

u2(t) = U0 ,

1

exp t
τ
--–⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
----------------–

1 exp t

τ
--–⎝ ⎠

⎛ ⎞–

U11 = U0 ;

U21 = U0 .

1
exp

t1
τ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
-----------------–

1 exp
t1
τ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞–

1
exp

t1 Δt+

τ
------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
--------------------------–

2U11 U21 U12––

U11 U21–
--------------------------------- Δt

τ
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞

Δt

ln
2U11 U21 U12––

U11 U21–
---------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
-----------------------------------------

Δt

2R0ln
2U11 U21 U12––

U11 U21–
---------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
-------------------------------------------------

U0

2
----- 1 exp t

τ
--–⎝ ⎠

⎛ ⎞+

Рис. 2. Временные диаграммы, поясняющие метод при модифи-
цированной активно-емкостной цепи
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которых обы÷но называþт паразитныìи. Есëи при
тех же зна÷ениях образöовых резисторов R0 не у÷и-
тыватü активное сопротивëение соеäинитеëüных
провоäников Rп и еãо изìенение при коëебаниях
теìпературы, а также сопротивëение контактов, то
это привеäет к поãреøности опреäеëения еìкости.

Наëи÷ие активноãо сопротивëения провоäни-
ков Rп ìожно иìитироватü увеëи÷ениеì постоян-
ной вреìени öепи τ и с÷итатü, ÷то постоянная вре-
ìени реаëüной öепи τp = (2R0 + Rп)CX.

Оöенку вëияния составëяþщих поãреøности,
обусëовëенных несоответствиеì ìоäеëи виäу реаëü-
ноãо перехоäноãо проöесса, на поãреøностü резуëü-
тата изìерения ìожно провести, испоëüзуя рас÷ет-
ное зна÷ение параìетра реаëüной ИЦ и опреäеëе-
ние относитеëüной поãреøности:

δC =  = – , (8)

ãäе Ср — рас÷етное зна÷ение еìкости.
График зависиìости поãреøности от отноøения

Rп/R0 соãëасно (8) преäставëен на рис. 3.
Анаëиз (8) и рис. 3 показывает, ÷то зависиìостü

δС от Rп/R0 носит ëинейный характер.
Рассìотриì äруãуþ ìетоäику оöенки с поìощüþ

опреäеëения поãреøности изìерения параìетров
как функöии, арãуìенты которой заäаны прибëи-
женно с поãреøностüþ, соответствуþщей откëо-

нениþ ìоäеëи от реаëüноãо сиãнаëа. Как известно,
поãреøностü вы÷исëения зна÷ения какой-ëибо
функöии, арãуìенты которой заäаны прибëиженно,
ìожет бытü оöенена с поìощüþ äифференöиаëа
этой функöии. Поãреøностü функöии естü не ÷то
иное, как возìожное приращение функöии, которое
она поëу÷ит, есëи ее арãуìентаì äатü приращения,
равные их поãреøностяì. В зависиìости от тоãо,
как произвоäится оöенка откëонения ìоäеëи от
реаëüноãо сиãнаëа, возìожны äва основных поä-
хоäа к опреäеëениþ поãреøности [5].

В сëу÷ае, коãäа преäеëüные абсоëþтные поãреø-
ности арãуìентов соответствуþт наибоëüøеìу откëо-
нениþ параìетров ìоäеëи от реаëüноãо перехоäно-
ãо проöесса в ИЦ ΔUmax, абсоëþтная поãреøностü
изìерения еìкости в соответствии с (5) и (7) равна

ΔCX = [| | + | | + | |]ΔUmax. (9)

В общеì сëу÷ае ìожно с÷итатü, ÷то преäеëüное
зна÷ение ΔUmax равно

ΔUmax = sup , (10)

т. е. зависит от отноøения τ/τр и ìожет бытü вы÷исëено

путеì реøения уравнения =

0.
Тоãäа преäеëüная относитеëüная поãреøностü

изìерения еìкости при испоëüзовании первой ИЦ
в соответствии с (9) с у÷етоì (5) и (10) равна

δС1 =  Ѕ

Ѕ . (11)

На рис. 4 преäставëен ãрафик зависиìости по-
ãреøности δС1 от отноøений Δt/τ и Rп/R0 при
t1/τ = 0,01 соãëасно (11).

Относитеëüная поãреøностü изìерения еìкос-
ти при испоëüзовании ìоäифиöированной ИЦ в
соответствии с (9) с у÷етоì (7) и (10) равна

δС2 =  Ѕ

Ѕ . (12)
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Рис. 3. График зависимости погрешности, обусловленной от-
клонением реального переходного процесса от модели

Рис. 4. График зависимости dС1 от Rп/R0 и Dt/t при оценке по-

грешности по наибольшему отклонению модели от реального
сигнала
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На рис. 5 преäставëен ãрафик зависиìости по-
ãреøности δС2 от отноøений Δt/τ и Rп/R0 при
t1/τ = 0,01 соãëасно (12).

Есëи с÷итатü, ÷то преäеëüные абсоëþтные по-
ãреøности арãуìентов соответствуþт откëонениþ
ìоäеëи от реаëüноãо сиãнаëа, опреäеëяеìоìу ÷ерез
среäнекваäрати÷ескуþ поãреøностü σ, то абсоëþт-
ная поãреøностü изìерения инäуктивности равна

ΔCX = [| | + | | + | |]σ. (13)

Среäнекваäрати÷еская поãреøностü опреäеëя-
ется выражениеì

σ2 = ττp exp  – exp  +

+ τpexp  – τexp  – ττp exp  –

– exp  – τpexp  – τexp ,(14)

ãäе Ти — вреìя изìерения.

Заìеняя в (14) Ти на Δt, с у÷етоì (5) и (13) ìож-
но поëу÷итü относитеëüнуþ поãреøностü изìере-
ния еìкости при испоëüзовании первой ИЦ

δС1 =  Ѕ

Ѕ ττp exp  – exp  + τpexp  –

– τexp  – ττp exp  – exp  –

– τpexp  – τexp . (15)

На рис. 6 преäставëен ãрафик зависиìости по-

ãреøности δC1 от Δt/τ и Rп/R0 при t1/τ = 0,01 в со-

ответствии с (15).

Относитеëüная поãреøностü изìерения еìкости

при испоëüзовании ìоäифиöированной ИЦ в со-

ответствии с (14) с у÷етоì (7) и (13) равна

δС2 =  Ѕ

Ѕ ττp exp  – exp  + τpexp  –

– τexp  – ττp exp  – exp  –

– τpexp  – τexp . (16)

Рис. 5. График зависимости dС2 от Rп/R0 и Dt/t при оценке по-

грешности по наибольшему отклонению модели от реального
сигнала для модифицированной ИЦ
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Рис. 6. График зависимости dC1 от Rп/R0 и Dt/t при оценке по-

грешности через среднеквадратическую погрешность
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На рис. 7 преäставëен ãрафик зависиìости по-

ãреøности δC2 от Δt/τ и Rп/R0 при t1/τ = 0,01 в со-

ответствии с (16).

Заключение

Преäëаãаеìый ìетоä изìерения параìетров ЕД

по ìãновенныì зна÷енияì перехоäных проöессов

с испоëüзованиеì äвух образöовых резисторов по-

звоëяет на÷инатü изìерение в произвоëüный ìо-

ìент вреìени посëе на÷аëа перехоäноãо проöесса

в ИЦ. Реаëизаöия ìетоäа не требует испоëüзования

вспоìоãатеëüной ИЦ с известныìи реактивныìи

эëеìентаìи, ÷то повыøает то÷ностü изìерения.

Провеäенный анаëиз показывает, ÷то оöенка
поãреøности по наибоëüøеìу откëонениþ зна÷е-
ний ìоäеëи от соответствуþщих зна÷ений реаëü-
ноãо перехоäноãо проöесса в ИЦ в соответствии с
(11) äает, в общеì сëу÷ае, завыøенные резуëüтаты
и öеëесообразна äëя испоëüзования тоëüко при ìа-
ëых зна÷ениях Rп/R0 и 0,5 m Δt/τ m 2. Данный виä
поãреøности зна÷итеëüно уìенüøается при ис-
поëüзовании ìоäифиöированной ИЦ.

Оöенка поãреøности изìерения инфорìатив-
ноãо параìетра ЕД по откëонениþ ìоäеëи от ре-
аëüноãо сиãнаëа, опреäеëяеìоìу ÷ерез среäнекваä-
рати÷ескуþ поãреøностü, существенно зависит от
отноøения образöовоãо интерваëа вреìени к по-
стоянной вреìени ИЦ и зна÷итеëüно снижается при
уìенüøении отноøения Δt/τ äëя первой изìери-
теëüной öепи и увеëи÷ении äанноãо отноøения äëя
ìоäифиöированной öепи. Кроìе тоãо, поãреø-
ностü зависит также от ìоìента на÷аëа изìерения
и с увеëи÷ениеì отноøения t1/τ возрастает.

Такиì образоì, поãреøностü, обусëовëеннуþ от-
кëонениеì ìоäеëи от реаëüноãо перехоäноãо про-
öесса, ìожно зна÷итеëüно снизитü за с÷ет соответ-
ствуþщеãо выбора параìетров изìеритеëüноãо
проöесса.
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Введение

Аппаратные и аëãоритìи÷еские среäства инер-
öиаëüной навиãаöии ìожно проäуктивно испоëü-
зоватü äëя реøения разнообразных заäа÷ [1], оäной
из которых явëяется заäа÷а опреäеëения относи-
теëüноãо пространственноãо уãëовоãо поëожения
некотороãо фиксированноãо направëения. Так, в
÷астности, в работе [2] описывается аппаратная ре-
аëизаöия поäобноãо устройства, которое испоëüзу-
ется в стаëеëитейной и буìажной проìыøëеннос-
ти (название систеìы "Paralign") äëя правиëüной
пространственной установки öиëинäри÷еских ва-

ëов, оäнако ìатеìати÷еское описание и аëãоритìы
обработки не привоäятся.

Рассìотрение äанной заäа÷и с то÷ки зрения по-
ëу÷ения ìатеìати÷ескоãо описания и соответст-
вуþщих аëãоритìов обработки и составëяет преä-
ìет äанной работы.

Некоторое неизвестное, но фиксированное на-
правëение, связанное с öентраëüной осüþ круãовоãо
öиëинäри÷ескоãо теëа, опреäеëиì еäини÷ныì век-
тороì е, поëожение котороãо заäается äвуìя неиз-
вестныìи уãëаìи ψ0 и ϑ0 в посëеäоватеëüности по-
воротов типа 2—3. Иìенно эти уãëы и сëеäует оп-
реäеëитü относитеëüно этаëонной систеìы коор-
äинат (x0, y0, z0) (рис. 1).

Систеìа коорäинат СК0 (x0, y0, z0) явëяется не-
поäвижной относитеëüно Зеìëи. Саìо öиëинäри-
÷еское теëо нахоäится в некоторой оãрани÷енной
окрестности этаëонной систеìы коорäинат СК0.

Дëя изìерения неизвестноãо уãëовоãо поëоже-
ния вектора е воспоëüзуеìся кинеìати÷ескиì поä-
хоäоì. Дëя этой öеëи ввеäеì вторуþ подвижную
систему координат СКП (x, y, z), связаннуþ с пëат-
форìой, иìеþщей выäеëеннуþ осü х, текущее уãëо-
вое поëожение которой непрерывно опреäеëяется.
В иäеаëüноì сëу÷ае при совìещении выäеëенной
оси СКП с вектороì е уãëы ψ0 и ϑ0 автоìати÷ески
опреäеëяþтся.

В основе äанноãо кинеìати÷ескоãо поäхоäа ëе-
жит проöеäура интеãрирования кинеìати÷еских
уравнений уãëовоãо äвижения поäвижной пëат-
форìы, с которой жестко связана систеìа коорäи-
нат СКП. Инфорìаöиþ о текущей уãëовой скорости
выäает векторный (наприìер, ëазерный) изìери-
теëü уãëовой скорости (ВИУС), жестко установëен-
ный на переìещаеìой пëатфорìе. Оси ÷увстви-
теëüности ВИУС и форìируþт оси поäвижной
систеìы коорäинат СКП пëатфорìы.

В на÷аëüный ìоìент вреìени оси äвух систеì
коорäинат СК0 и СКП совпаäаþт. В проöессе пе-
реноса пëатфорìы с некоторой уãëовой скоростüþ
ее текущее уãëовое поëожение опреäеëяется уãëа-
ìи посëеäоватеëüных поворотов типа 2-3-1. Пере-
нос пëатфорìы осуществëяется оператороì.

Проöесс переноса пëатфорìы закан÷ивается
установкой ее ãоризонтаëüной пëоскости на по-
верхностü öиëинäри÷ескоãо теëа. Посëе этоãо äе-
ятеëüностü оператора, закëþ÷аþщаяся в переìе-
щении пëатфорìы без ее отрыва от поверхности
öиëинäри÷ескоãо теëа, происхоäит по инструкöии.
По изìеряеìыì уãëовыì скоростяì пëатфорìы и,
соответственно, ее текущеìу уãëовоìу поëожениþ
с поìощüþ соответствуþщей обработки нахоäятся
уãëы ориентаöии вектора е.

Поëожение пëатфорìы на поверхности öиëинä-
ри÷ескоãо теëа характеризуется посëеäоватеëüно-
стüþ уãëов ψ0, ϑ0, γ, Δψ, ãäе ψ0, ϑ0 — истинные уãëы
ориентаöии оси öиëинäра (рис. 1), Δψ и γ — уãëы,
опреäеëяþщие поëожение пëатфорìы на äанной
öиëинäри÷еской поверхности, при÷еì уãоë Δψ рас-
сìатривается как поãреøностü (рис. 2).

Рассматриваются вопросы, связанные с получением ма-
тематического описания и алгоритмов обработки данных
для устройства, с помощью которого можно определять
пространственное угловое расположение круговых цилиндри-
ческих тел, положение которых задается фиксированным
вектором относительно задаваемой системы координат.
Предлагается использовать векторный измеритель угловой
скорости (ВИУС), который жестко установлен на пере-
мещаемой оператором платформе, а оси чувствительнос-
ти ВИУС образуют систему координат платформы.

Приводятся алгоритмы, которые позволяют выполнить
обработку данных и получить оценку пространственного
углового положения цилиндрического тела.

Ключевые слова: инерциальная навигация, измеритель
угловой скорости (лазерный), цилиндрическое тело, кине-
матические уравнения в кватернионах, моделирование

Рис. 1. Угловая ориентация неизвестного направления
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Теì саìыì, возникает посëеäоватеëüностü по-
воротов пëатфорìы 2-3-1-2, опреäеëяþщая теку-
щее поëожение СКП на поверхности öиëинäри÷е-
скоãо теëа относитеëüно СК0.

Резуëüтируþщая ìатриöа направëяþщих коси-
нусов (МНК) А поëожения пëатфорìы преäстав-
ëяется в виäе

А = А2(Δψ)А231(ψ, θ, γ); А = [аij], i, j = 1, 2, 3. (1)

Матриöы А231 и А2(Δψ) соответственно равны

А231 = А1(γ)А3(ϑ)А2(ψ) =

= (2)

(ìатриöы А1(γ), А3(ϑ), А2(ψ) — эëеìентарные ìат-
риöы поворотов по соответствуþщиì осяì);

А2(Δψ) = . (3)

Эëеìенты ìатриöы А:

(4)

В соотноøениях (3) и (4) θ = ϑ0, ψ = ψ0, уãоë
ϑ0 < 90°.

Кинематические соотношения

Текущее уãëовое поëожение пëатфорìы, как
это быëо упоìянуто выøе, опреäеëяется путеì ин-
теãрирования уравнений кинеìати÷ескоãо äвиже-
ния пëатфорìы.

В кватернионной форìе äанные кинеìати÷е-
ские уравнения ìоãут иìетü виä

(5)

и BS =  é BI, (6)

ãäе wB 
� [ω1, ω2, ω3]

т — вектор абсоëþтной уãëовой
скорости в осях поäвижной СК (СКП), изìеряе-
ìый ВИУС и состоящий из äвух сëаãаеìых

w = wr + we,

wr — вектор относитеëüной уãëовой скорости, свя-

занный тоëüко с äвижениеì СКП; we ≡  — век-

тор переносной уãëовой скорости (уãëовая ско-
ростü вращения Зеìëи) в осях этаëонной систеìы
коорäинат СК0; BS � {bi}, i = 0, 1, 2, 3, — норìи-

рованный кватернион  = 1, опреäеëяþщий

текущее поëожение поäвижной СКП относитеëüно
непоäвижной к Зеìëе СК0; SI — кватернион, опре-

äеëяþщий переносное äвижение систеìы коорäинат
СК0 с уãëовой скоростüþ, равной уãëовой скорости

Зеìëи we ≡  (вектор  оöенивается преäвари-

теëüно) относитеëüно инерöиаëüноãо пространства;
BI — кватернион, опреäеëяþщий абсоëþтное уã-

ëовое поëожение пëатфорìы в инерöиаëüноì про-
странстве; é — сиìвоë уìножения кватернионов.

Интеãрирование уравнения äëя переносноãо äви-
жения, происхоäящеãо с ìеäëенноìеняþщейся
скоростüþ we на øаãе интеãрирования, ìожет вы-
поëнятüся как анаëити÷ески, так и на основе ÷ис-
ëенных проöеäур.

При практи÷ески постоянной скорости пере-
носноãо äвижения интеãрирование öеëесообразно
провоäитü анаëити÷ески. В этоì сëу÷ае кватерни-
он переносноãо äвижения преäставëяется в виäе

SI|m = SI|m – 1 é NS|m,

ãäе NS|m — кватернион приращения на øаãе интеã-
рирования;

Рис. 2. Кинематика движения платформы по поверхности ци-
линдрического тела
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γ ψ θsincossin γ ψsincos+ γ θcossin– γ θ ψsinsinsin γ ψcoscos+–

Δψcos 0 Δψsin–

0 1 0

Δψsin 0 Δψcos

a11 = сosΔψ сosθ сosψ –

– sinΔψ (sinγ sinθ сosψ + сosγ sinψ);
a12 = сosΔψ sinθ + sinΔψ sinγ сosθ;

a13 = –сosΔψ сosθ sinψ –

– sinΔψ (–sinγ sinθ sinψ + сosγ сosψ);
a21 = –сosγ сosψ sinθ + sinγ sinψ;

a22 = сosγ сosθ;

a23 = сosγ sinθ sinψ + sinγ сosψ;

a31 = sinΔψ сosθ сosψ +

+ сosΔψ (sinγ sinθ сosψ + сosγ sinψ);
a32 = sinΔψ sinθ – сosΔψ sinγ сosθ;

a33 = –sinΔψ сosθ sinψ +

+ сosΔψ (–sinγ sinθ sinψ + сosγ сosψ).
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NS|m = cos , sin ,

sin , sin , (7)

ãäе ∇cS = [∇ , ∇ , ∇ ]т — вектор приращения

уãëа поворота; ∇χS = |we|(tm – tm – 1) — ìоäуëü при-

ращения;  = , m = 1, 2, 3, ... — инäекс-

ная переìенная äискретноãо вреìени.
В поëу÷аеìоì ÷исëенноì реøении (5), (6), (7)

ìожно выäеëитü äва исто÷ника поãреøностей:
поãреøности в оöенке изìеряеìой уãëовой ско-
рости  и поãреøности интеãрирования.

Собственные поãреøности изìерения уãëовой
скорости своäятся к ìиниìаëüныì преäваритеëü-
ной каëибровкой ВИУС.

Поãреøности интеãрирования связаны с ìето-
äоì интеãрирования кинеìати÷еских соотноøе-
ний в форìе (5).

Расс÷итанный кватернион äаëее преобразуется
в МНК по известныì соотноøенияì.

Проведение измерений и обработка их результатов

Рассìотриì боëее поäробно проöесс провеäения
изìерений. Он состоит из трех этапов.

Первый этап — этап оöенки уãëовой скорости
Зеìëи. Первона÷аëüно изìеритеëüная пëатфорìа
нахоäится на опорноì стоëе, который и заäает оп-
реäеëенное фиксированное поëожение этаëонной
систеìы коорäинат. Дëя этоãо поëожения в те÷е-
ние опреäеëенноãо проìежутка вреìени осуществ-
ëяется обработка показаний ВИУС äëя нахожäе-
ния вектора уãëовой скорости Зеìëи при зафикси-
рованноì поëожении пëатфорìы. Данные такой
обработки в виäе зна÷ений проекöий вектора уãëо-

вой скорости Зеìëи  на оси этаëонной систеìы

коорäинат СК0,совпаäаþщей в на÷аëüный ìоìент

с СКП пëатфорìы, испоëüзуþтся в аëãоритìе ин-

теãрирования кинеìатики (5). Особенностüþ этапа
явëяется изìерение ìаëых зна÷ений уãëовых ско-
ростей, так как зна÷ение уãëовой скорости Зеìëи

| | = 7,2921152•10–5 раä/с.

Второй этап — этап переноса пëатфорìы — на-
÷инается с ìоìента вкëþ÷ения аëãоритìа интеãри-
рования уравнений кинеìатики (5), посëеäуþщиì

переносоì пëатфорìы из исхоäноãо поëожения на
поверхностü öиëинäри÷ескоãо теëа и установкой
выäеëенной оси пëатфорìы x по образуþщей öи-
ëинäра (осü x пëатфорìы выставëяется оператороì
визуаëüно по преäпоëаãаеìоìу направëениþ век-
тора е — оси öиëинäри÷ескоãо теëа).

Третий этап — этап провеäения изìерений уã-
ëов ориентаöии öиëинäри÷ескоãо теëа. На этоì
этапе проäоëжается äаëüнейøее интеãрирование
уравнений кинеìатики, но оператор уже ìанипу-
ëирует поëожениеì пëатфорìы на поверхности
öиëинäри÷ескоãо теëа без потери контакта с отсëе-
живаниеì преäпоëаãаеìоãо направëения оси öи-
ëинäри÷ескоãо теëа.

На÷аëо кажäоãо из трех этапов фиксируется по
вреìени и на всех трех этапах осуществëяется ре-
ãистраöия äанных с выбранныì вреìенныì тактоì.

Наибоëее важныì явëяется третий этап.
Рассìотриì кинеìати÷еские уравнения отно-

ситеëüноãо äвижения пëатфорìы по поверхности
öиëинäри÷ескоãо теëа.

В соответствии с рис. 2 кинеìати÷еские уравне-
ния äвижения иìеþт сëеäуþщий виä в осях СКП:

(8)

ãäе вектор относитеëüной уãëовой скорости пëат-
форìы wr � [ωx, ωy, ωz]

т.
Так как ìожно с÷итатü уãоë относитеëüноãо вра-

щения пëатфорìы ìаëыì Δψ ≈ 0 (ìожно преäпо-
ëаãатü, ÷то |Δψ| < 0,1 раä), то при уãëовой скорости
ωx ≠ 0 из кинеìати÷еских уравнений (8) сëеäует

 = tgΔψ, (9)

т. е. текущее зна÷ение поëожения выäеëенной оси
пëатфорìы относитеëüно вектора е опреäеëяется
отноøениеì уãëовых скоростей. Знание функöии
tgΔψ в наøеì сëу÷ае оäнозна÷но опреäеëяет функ-
öии sinΔψ и cosΔψ.

В целях повышения точности угол Δψ следует
вычислять при возможно большем значении угловой
скорости качения платформы: ωx . 0.

Найäенное по соотноøениþ (9) зна÷ение оöенки
уãëа Δψ ìожно устранитü из эëеìентов А МНК (1)
и поëу÷итü преобразованнуþ МНК-оöенку ìатри-
öы (2) А231, равнуþ произвеäениþ А2(–Δψ)А, ãäе
А2(–Δψ) — эëеìентарная ìатриöа (3).

Эëеìенты преобразованной МНК иìеþт виä

. (10)
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ωz = sinΔψ,

γ·

ψ·

γ·

ωz

ωx
----
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Дëя опреäеëения оöенок уãëов ориентаöии 
и  вектора е воспоëüзуеìся поëу÷енныìи эëе-
ìентаìи ìатриöы (10).

Так как эëеìенты вы÷исëяеìой ìатриöы (10)
явëяþтся оöенкаìи, то оöенки эëеìентов первой
строки ìатриöы (10) посëе их раскрытия ìоãут
бытü преäставëены в виäе

(cos cosψ) = (cosϑ0cosψ0) + δm11;

(sin ) = (sinϑ0) + δm12;

–(cos sinψ) = –(cosϑ0cosψ0) + δm13,

ãäе ψ0 и ϑ0 — то÷ные зна÷ения уãëов ориентаöии;
δm11, δm12, δm13 — поãреøности вы÷исëения соот-
ветствуþщих эëеìентов ìатриöы А231.

В развернутоì виäе выражения äëя резуëüти-
руþщих поãреøностей эëеìентов первой строки с
то÷ностüþ äо ÷ëенов второãо поряäка ìаëости
иìеþт виä

(11)

ãäе δψ — поãреøностü опреäеëения уãëа Δψ; δ11, δ31,
δ12, δ32, δ13, δ33 — поãреøности вы÷исëений соот-
ветствуþщих эëеìентов ìатриöы А.

Поãреøностü δψ, связанная с опреäеëениеì уãëа
Δψ, ìожет бытü зна÷итеëüно уìенüøена выбороì
наибоëее бëаãоприятных поëожений пëатфорìы по
уãëу γ на öиëинäри÷еской поверхности. Эти поëо-
жения äëя уãëа γ поëу÷аþтся из соотноøений (11)
обнуëениеì коэффиöиентов при δψ:

(12)

Из привеäенных усëовий (12) и нахоäятся наи-
боëее бëаãоприятные уãëовые поëожения пëатфорìы
γ11, γ12, γ13 при опреäеëении эëеìентов 11, 12, 13.
Выражения, стоящие сëева в соотноøениях (12),
прибëизитеëüно соответствуþт эëеìентаì 31, 32 и 33
преобразованной ìатриöы (10).

Нахожäение оöенки уãëа накëона  öеëесооб-
разно провоäитü при уãëе γ12 ≈ 0 (второе уравнение
из (12)).

Рас÷ет бëаãоприятных поëожений äëя оöенок
уãëов γ11 и γ13 провоäится по форìуëаì (12) при
преäваритеëüно найäенной оöенке уãëа ϑ0 и ãрубой
оöенке уãëа  (зäесü испоëüзуþтся вы÷исëенные
эëеìенты ìатриöы (10)) с посëеäуþщиì уто÷нени-
еì по резуëüтатаì обработки.

Посëе ìанипуëяöий поëожениеì пëатфорìы
в окрестностях соответствуþщих уãëов γ11 и γ13 äа-

ëее нахоäятся уто÷ненные оöенки (cos cosψ) и

–(cos sinψ) ìатриöы А231, по которыì уже непо-

среäственно нахоäится и уто÷ненная оöенка уãëа .

Результаты моделирования

Функöионирование рассìотренноãо аëãоритìа
проверено ìатеìати÷ескиì ìоäеëированиеì. Дëя
этой öеëи сфорìирован коìпëекс ìоäеëирования,
на котороì провоäится отработка и оöенка то÷ности
преäëаãаеìых аëãоритìов äëя всех этапов. Ниже
привеäены резуëüтаты проверки аëãоритìа обработ-
ки äëя третüеãо этапа как наибоëее важноãо. На рис. 3
привеäена схеìа ìоäеëирования третüеãо этапа.

Закраøенный бëок соответствует иìитатору пе-
реìещения пëатфорìы по поверхности öиëинäри-
÷ескоãо теëа. Функöионирование ëазерноãо ВИУС
также иìитируется с у÷етоì еãо иìпуëüсноãо функ-
öионирования. Оставøиеся бëоки составëяþт обоб-
щенный аëãоритì обработки.

Графики и резуëüтаты поëу÷ены при сëеäуþ-
щих усëовиях:

� исхоäное поëожение öи-
ëинäри÷ескоãо теëа — ψ0 =
= 60°; ϑ0 = 45°;

� параìетры ВИУС — öена
иìпуëüса 0,29''/иìп.;

� поëожение систеìы коор-
äинат СК0 — øирота 60°;
азиìут 30°.
Иìитируется сëу÷айный ха-

рактер изìенения уãëа Δψ при
выпоëнении оператороì ãар-
ìони÷ескоãо äвижения, про-
исхоäящеãо в окрестности оöен-
ки соответствуþщеãо уãëа γ.

Рассìатривается поëу÷ение
оöенки эëеìента 12 ìатриöы
А231 (обëастü нуëевоãо уãëа
γ12 ≈ 0, рис. 4—6).
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(sinγ11sinϑ0cosψ0 + cosγ11sinψ0) ≈ 0;

(–sinγ12cosϑ0) ≈ 0;

(–sinγ13sinϑ0sinψ0 + cosγ13cosψ0) ≈ 0.

ϑ0
^

ψ0
^

ϑ0
^

ϑ̂

ψ0
^

Рис. 3. Схема моделирования третьего этапа
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Уãëовая установка пëатфорìы на öиëинäре: на-
÷аëüный уãоë γ = 100, на÷аëüный уãоë Δψ = 20.

Наибоëее бëаãоприятная оöенка эëеìента 12 ìат-
риöы А231 соответствует зна÷ениþ текущеãо уãëа
γ(t) = 0 (∼ 6 с иëи ∼10 с на ãрафике).

Уто÷ненная оöенка эëеìента 11:

sin  = 7,071087e – 001.

То÷ное зна÷ение sinϑ0 = 7,071068e – 001.

 = 7,854008e – 001.

То÷ное зна÷ение ϑ0 = 7,853982e – 001.
То÷ностü опреäеëения уãëа ≈ 0,27е – 5раä.
Поäобныì образоì происхоäит оöенка эëеìен-

тов 13 и 11 ìатриöы (10) при соответствуþщих этиì
эëеìентаì зна÷ениях найäенных уãëов γ13 и γ11, ÷то
позвоëяет вы÷исëитü уто÷неннуþ оöенку уãëа .

Резуëüтируþщая то÷ностü оöенки уãëа 

аrctg (6,123731e – 001/3,535536e – 001) =
= 1,047198e + 000 раä

иëи 6,000001e + 001°, т. е. то÷ностü ∼0,3е – 6 раä.
Такиì образоì, резуëüтаты провеäенноãо ìоäе-

ëирования показываþт возìожностü испоëüзования
поëу÷енноãо аëãоритìа обработки äëя реøения
поставëенной заäа÷и с высокой степенüþ то÷ности
(ìенее уãëовой секунäы) при принятых преäпоëо-
жениях.

Выводы

1. Преäëаãается поäхоä к опреäеëениþ ориен-
таöии öиëинäри÷ескоãо теëа, основанный на ис-
поëüзовании среäств инерöиаëüной навиãаöии.

2. Рассìатриваþтся проöеäуры опреäеëения
указанной ориентаöии.

3. Привоäятся резуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования, показываþщие реаëüностü приìене-
ния преäëаãаеìоãо поäхоäа.

Данный поäхоä ìожно распространитü и на
сëу÷ай кони÷еской поверхности.

Автор приносит благодарность руководству пред-
приятия ЗАО "НПК "Электрооптика" (г. Москва) за
большую помощь в работе, без которой данная
статья не была бы написана.
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Рис. 4. Угол g(t) и угловая скорость (t)g·

Рис. 5. Коэффициенты влияния при dy (область нулевого угла

g12 » 0):

1 — на эëеìент 11; 2 — на эëеìент 12; 3 — на эëеìент 13

ϑ0
^

ϑ0
^

ψ0
^

ψ0
^

Рис. 6. Точность оценки угла Dy (р) (область нулевого угла g12 » 0):

1 — по не сãëаженныì äанныì; 2 — по сãëаженныì äанныì.
От÷етëиво виäно вëияние иìпуëüсной работы ВИУС
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Введение

Дëя контроëя параìетров функöионирования в
спеöиаëизированных вы÷исëитеëüных устройствах
испоëüзуþтся äат÷ики разëи÷ных физи÷еских ве-
ëи÷ин (теìпературы, äавëения, вëажности, света,
звука, раäиаöии, ускорения, эëектри÷ескоãо и ìаã-
нитноãо поëя и äр.). В квазистаöионарных (ìеä-
ëенно изìеняþщих свое уãëовое поëожение) объек-
тах ìожет возникнутü необхоäиìостü автоноìноãо
опреäеëения относитеëüной уãëовой ориентаöии в
пространстве (изìенения уãëовой ориентаöии отно-
ситеëüно на÷аëüноãо поëожения). На сеãоäняøнеì
этапе развития эëектронной техники не существу-
ет äат÷иков в интеãраëüноì испоëнении, выхоä-
ные äанные которых быëи бы напряìуþ связаны с
еãо уãëовыìи коорäинатаìи в трехìерноì про-
странстве. Поэтоìу реøение поставëенной заäа÷и
äоëжно опиратüся на показания äат÷иков äруãих
физи÷еских веëи÷ин, параìетры которых косвен-
но связаны с уãëовыì переìещениеì объекта.

На первый взãëяä, наибоëее поäхоäящиì äат÷и-
коì, связанныì с уãëовыì переìещениеì, явëяется
äат÷ик уãëовых скоростей (ДУС), который øироко
преäставëен ìноãиìи произвоäитеëяìи. Проинтеã-
рировав уãëовуþ скоростü, ìожно поëу÷итü текущее
уãëовое поëожение объекта. Оäнако на практике
такое реøение неприìениìо всëеäствие тоãо, ÷то
реаëüные ДУС всеãäа иìеþт сëу÷айнуþ поãреøностü
выхоäной веëи÷ины, непрерывное интеãрирование
которой äëя вы÷исëения уãëовых коорäинат неиз-
ìенно привеäет к постоянно увеëи÷иваþщейся по-
ãреøности вы÷исëяеìых уãëовых коорäинат объекта.

В äанной статüе äëя реøения поставëенной за-
äа÷и преäëаãается аëãоритì, испоëüзуþщий пока-
зания трехосевых äат÷иков äвух разных физи÷е-

ских веëи÷ин, наприìер ускорения [1] (аксеëеро-
ìетр) и ìаãнитноãо поëя [2]. В квазистаöионарноì
объекте аксеëероìетр буäет изìерятü составëяþ-
щие проекöии вектора ãравитаöии, а ìаãнитный
äат÷ик — вектора ìаãнитноãо поëе Зеìëи. Тоãäа
в систеìе коорäинат, связанных с объектоì, при
изìенении уãëовой ориентаöии буäут изìенятüся
проекöии äвух некоëëинеарных векторов на ÷увст-
витеëüные оси испоëüзуеìых äат÷иков, установ-
ëенных внутри объекта.

С у÷етоì высокой стабиëüности во вреìени век-
торов ãравитаöии и ìаãнитноãо поëя пëанеты стано-
вится возìожныì опреäеëение изìенения уãëовой
ориентаöии объекта в пространстве относитеëüно
еãо на÷аëüноãо распоëожения. Дëя этоãо нужно
найти такой пространственный поворот, при кото-
роì в связанной с объектоì систеìе коорäинат на-
÷аëüное поëожение вектора ãравитаöии совìестит-
ся с еãо текущиì поëожениеì, и то же саìое äоë-
жно бытü выпоëнено äëя вектора ìаãнитноãо поëя.
Такой поворот буäет еäинственныì. Осуществëе-
ние такоãо же поворота с ëþбыì заäанныì еäи-
ни÷ныì вектороì äаст реøение заäа÷и. Поëу÷ение
этоãо аëãоритìа и явëяется öеëüþ äанной статüи.

Аппарат кватернионов

Реøение заäа÷и найäеì с приìенениеì оператора
кватерниона. Кватернионы впервые быëи ввеäены
У. Р. Гаìиëüтоноì в 1843 ã., а ìатеìати÷еский ап-
парат äаëее быë развит У. К. Кëиффорäоì [3]. Поä
оператороì кватерниона в наøеì сëу÷ае пониìа-
ется оператор, осуществëяþщий вращение ãеоìет-
ри÷ескоãо объекта вокруã произвоëüноãо вектора a
на заäанный уãоë ϕ, как показано на рис. 1. Заìе-
тиì также, ÷то выпоëнение оператора поворота,
как и ëþбое äруãое коорäинатное преобразование,
ìожет бытü заäано в виäе ìатриöы коорäинатных
преобразований разìерностüþ n × n, ãäе n — раз-
ìерностü пространства [4]. В äаëüнейøеì буäеì
с÷итатü, ÷то все операöии провоäятся в трехìерноì
пространстве (n = 3). Сëеäоватеëüно, параìетраìи
оператора кватерниона явëяется ÷етыре äействи-
теëüных ÷исëа: три — äëя составëяþщих коорäинат

Рассматривается аппарат векторных кватернионов,
даются указания по вычислению матрицы координатных
преобразований оператора кватерниона, формулируется и
приводится решение задачи определения относительной уг-
ловой ориентации квазистационарного объекта с исполь-
зованием оператора кватерниона.

Ключевые слова: ориентация, матрица координатных
преобразований, кватернион, акселерометр, датчик уско-
рения, магнитный датчик

Рис. 1. Выполнение оператора кватерниона
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вектора в трехìерноì пространстве и оäно — äëя
уãëа вращения.

Реøения поставëенной заäа÷и опирается на äве
вспоìоãатеëüные поäзаäа÷и:
� нахожäение (3 × 3)-ìатриöы коорäинатных пре-

образований оператора кватерниона с вектороì а
и уãëоì ϕ (поäзаäа÷а Quaternion);

� опреäеëение параìетров оператора кватерниона —
вектора v и уãëа вращения ϕ, таких ÷то есëи по-
äействоватü этиì оператороì кватерниона на
вектор v1, то резуëüтатоì буäет вектор v2 (поä-
заäа÷а FindQuatern).

Решение подзадачи Quaternion

Входные данные: вектор а = (ax, ay, az), уãоë вра-
щения ϕ.

Выходные данные: C — (3 × 3)-ìатриöа коорäи-
натных преобразований.

Решение подзадачи уäобно разбитü на нескоëüко
øаãов.

1. Есëи a = (0, 0, 0), тоãäа С = ; конеö.

Это вырожäенный сëу÷ай, вращение вокруã нуëе-
воãо вектора невозìожно. Оäнако так как ëþбой
аëãоритì äоëжен вернутü какое-ëибо выхоäное
зна÷ение, приìеì за реøение еäини÷нуþ ìатриöу.

2. Есëи (ay = 0) и (az = 0), тоãäа

С = ; конеö. Это также вырожäен-

ный сëу÷ай, закëþ÷аþщийся во вращении вокруã
оси OZ.

3. Есëи не выпоëняþтся усëовия, описанные в
п. 1 и п. 2, тоãäа преобразование вращения вокруã
произвоëüноãо вектора осуществëяется за пятü øа-
ãов. На кажäоì øаãе вы÷исëяþтся (3 × 3)-ìатриöы
коорäинатных преобразований C1, C2, C3, C4, C5.
Резуëüтируþщая ìатриöа C буäет поëу÷ена переì-
ножениеì пяти поëу÷енных ìатриö. Ввеäеì вспо-
ìоãатеëüные переìенные (вещественные ÷исëа):

Myz = ; M = .

4. Выпоëниì поворот вокруã оси ОХ äо совìе-
щения вектора a с пëоскостüþ XOZ (рис. 2).

При этоì ìатриöа коорäинатных преобразова-
ний буäет равна

С1 = .

5. Выпоëниì поворот вокруã оси ОY äо совìе-
щения вектора с осüþ OZ (рис. 3).

Матриöа коорäинатных преобразований буäет
равна

С2 = .

6. Выпоëнение поворота вокруã оси OZ на уãоë
ϕ эквиваëентно уìножениþ на ìатриöу коорäи-
натных преобразований:

С3 = .

7. Осуществëение поворота вокруã оси ОY на
уãоë, противопоëожный тоìу, на который быë осу-
ществëен поворот в п. 5:

С4 = .

Рис. 2. Осуществление вращения вокруг оси ОХ

Рис. 3. Осуществление вращения вокруг оси ОY
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8. Осуществëение поворота вокруã оси ОX на
уãоë, противопоëожный тоìу, на который быë осу-
ществëен поворот в п. 4:

С5 = .

9. Резуëüтируþщая ìатриöа коорäинатных пре-
образований вы÷исëяется как произвеäение пяти
преäыäущих ìатриö C1, C2, C3, C4, C5:

C = C1(C2(C3(C4C5))).

Решение подзадачи FindQuatern

Входные данные: v1, v2 — векторы.
Выходные данные: v — вектор, ϕ — уãоë.
Решение подзадачи выпоëниì за нескоëüко øаãов.
1. Ввеäеì вспоìоãатеëüнуþ переìеннуþ M (ве-

щественное ÷исëо), равнуþ произвеäениþ ìоäу-
ëей векторов v1, v2:

M = |v1||v2| = • .

2. В сëу÷ае, есëи оба вектора v1 и v2 ненуëевые
(есëи M ≠ 0), вы÷исëиì вспоìоãатеëüнуþ веëи÷ину
S (вещественное ÷исëо), равнуþ косинусу уãëа
ìежäу этиìи вектораìи, испоëüзуя скаëярное про-
извеäение векторов:

(v1, v2) = v1xv2x + v1yv2y + v1zv2z =

= |v1||v2|cos ∠ (v1, v2).

Тоãäа

S = .

3. При выпоëнении преäыäущеãо øаãа ìожет
оказатüся, ÷то M = 0 (оäин из векторов нуëевой).
В этоì сëу÷ае поäзаäа÷а не ìожет бытü реøена в
сиëу отсутствия реøения. Есëи же на преäыäущеì
øаãе окажется S = 1, зна÷ит векторы v1 и v2 сонап-
равëены. При возникновении обеих ситуаöий аë-
ãоритì äоëжен вернутü сëеäуþщие зна÷ения: v =
= (0, 1, 0); ϕ = 0; конеö.

4. Сëу÷ай S = –1 озна÷ает, ÷то векторы v1, v2
противопоëожно направëены, сëеäоватеëüно, вра-
щение äоëжно осуществëятüся на уãоë ϕ = π вокруã
ëþбоãо вектора v, перпенäикуëярноãо к v1 иëи v2.
Найäеì норìаëüный вектор из усëовия, ÷то ска-
ëярное произвеäение взаиìно перпенäикуëярных
векторов äоëжно бытü равныì нуëþ, т. е. v1xvx +
+ v1yvy + v1zvz = 0:
� есëи v1x ≠ 0, тоãäа v = (–(v1y + v1z)/v1x, 1, 1);

ϕ = π; конеö аëãоритìа;
� есëи v1y ≠ 0, тоãäа v = (1, –(v1x + v1z)/v1y, 1);

ϕ = π; конеö аëãоритìа;

� есëи v1z ≠ 0, тоãäа v = (1, 1, –(v1x + v1y) / v1z);
ϕ = π; конеö аëãоритìа.
5. Наибоëее общий сëу÷ай. Вектор вращения v

найäеì из векторноãо произвеäения, у÷итывая, ÷то
векторное произвеäение <v1, v2> — это вектор, пер-
пенäикуëярный иì обоиì. Уãоë вращения нахоäиì
из скаëярноãо произвеäения:

v = (v1yv2z – v1zv2y, v1zv2x – v1xv2z, v1xv2y – v1yv2x); 

ϕ = arccosS; конеö аëãоритìа.

Решение основной задачи

Пустü g и h — на÷аëüные показания инерöион-
ноãо и ìаãнитноãо äат÷ика (зна÷ения векторов ãра-
витаöии и ìаãнитноãо поëя Зеìëи). Пустü a, m — те-
кущие показания этих векторов. Аëãоритì äоëжен
найти ìатриöу коорäинатных преобразований, обес-
пе÷иваþщих перехоä оäной пары векторов в äруãуþ.

Входные данные: g, h, a, m — векторы.
Выходные данные: C — ìатриöа коорäинатных

преобразований.
Решение задачи.
1. Найäеì такой оператор кватерниона (вектор

и уãоë вращения), ÷тобы äействие оператора на ис-
хоäный вектор g совìестиëо еãо с вектороì a (рис. 4).

(v1, ϕ1) = FindQuatern (a, g).

2. Вы÷исëиì ìатриöу коорäинатных преобразо-
ваний найäенноãо кватерниона:

C1 = Quaternion(v1, ϕ1).

3. При выпоëнении коорäинатноãо преобразо-
вания, найäенноãо в п. 2 äанноãо аëãоритìа, век-
тор g совìестится с вектороì a, оäнако ìаãнитный
вектор h перейäет в какой-то новый вектор h¢.
Найäеì еãо:

h¢ = hC1.

4. Найäеì h1 и m1 — проекöии векторов h¢ и m на
пëоскостü, перпенäикуëярнуþ к вектору a (рис. 5).

Обозна÷иì t1 = ; t2 = .

Тоãäа h1 = (  – axt1,  – ayt1,  – azt1);

m1 = (mx – axt2, my – ayt2, mz – azt2).
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5. Нахоäиì такой кватернион (вектор и уãоë
вращения), ÷тобы еãо äействие на вектор h1 при-
веëо к совìеøениþ еãо с вектороì m1 (äействие,
анаëоãи÷ное п. 1):

(v2, ϕ2) = FindQuatern (m1, h1).

6. Ввоäиì поправку такиì образоì, ÷тобы вра-
щение выпоëняëосü вокруã вектора a. Это не ìожет
бытü выпоëнено в тоì сëу÷ае, есëи h1 и m1 — коë-
ëинеарные. Тоãäа функöия FindQuatern ìожет вер-
нутü произвоëüный вектор вращения, а в наøеì
сëу÷ае необхоäиì ëибо a, ëибо –a:

Есëи (a, v2) l 0, тоãäа v2 = a, ина÷е v2 = –a.

7. Вы÷исëиì ìатриöу коорäинатных преобразо-
ваний найäенноãо кватерниона:

C2 = Quaternion(v2, ϕ2).

8. Резуëüтируþщая ìатриöа коорäинатных пре-
образований вы÷исëяется как произвеäение ìат-
риö С1 и С2:

C = C1 C2.

Выводы

Дëя реøения заäа÷и опреäеëения изìенения от-
носитеëüной уãëовой ориентаöии квазистаöионар-
ноãо объекта преäëожено испоëüзоватü исхоäные и
текущие показания трехосевых ìаãнито÷увствитеëü-
ных äат÷иков и аксеëероìетров. Преäëоженный
аëãоритì испоëüзует кватернионный поäхоä äëя
вы÷исëения ìатриöы коорäинатных преобразова-
ний C. Найäенная ìатриöа ìожет бытü приìенена
äëя преобразования ëþбоãо еäини÷ноãо этаëонноãо
вектора äëя нахожäения еãо новоãо поëожения, ÷то
и буäет явëятüся реøениеì поставëенной заäа÷и.
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Математическая 
модель динамики 

карьерного экскаватора 
как объекта управления

Повыøение произвоäитеëüности ìощных ãор-
ных карüерных экскаваторов äостижиìо ëиøü путеì
автоìатизаöии их техноëоãи÷ескоãо проöесса. Это,
в первуþ о÷ереäü, связано с устаëостüþ и утоìëя-
еìостüþ, а в некоторых сëу÷аях и неäостато÷ныì
профессионаëизìоì ìаøиниста.

Дëя автоìатизаöии ãорных экскаваторов типа
"ìехëопата" (äаëее — экскаватор) необхоäиìы эф-
фективные аëãоритìы управëения, созäание кото-
рых требует боëее соверøенных ìоäеëей объектов
автоìатизаöии. Разëи÷аþт äва кëасса таких ìоäе-
ëей: ìоäеëи, в которых рассìатриваþтся äвижения
отäеëüных ìеханизìов экскаватора без у÷ета их
взаиìовëияния, и коìпëексные робототехни÷еские
ìоäеëи. Приìероì ìоäеëи первоãо кëасса явëяет-
ся ìоäеëü äвижения ковøа экскаватора, вызванно-
ãо ëиøü работой ìеханизìов напора и поäъеìа, без
у÷ета поворотных äвижений. При этоì поворотное
äвижение рассìатривается отäеëüно [5, 7]. Приìе-
роì ìоäеëи второãо кëасса явëяется ìоäеëü Крав-
öова [4], в которой рас÷етная схеìа экскаватора
быëа свеäена к схеìе ìанипуëяöионноãо робота, и
затеì с поìощüþ преäставëения Денавита—Хар-
тенберãа [1, 2] и ìетоäа Лаãранжа быëи поëу÷ены
уравнения äинаìики экскаватора. Межäу теì из-
вестно [8], ÷то в основе эффективных аëãоритìов
управëения экскаватороì ëежит совìещение работы
напорноãо и поäъеìноãо ìеханизìов с поворот-

ныì при повороте на разãрузку, возврате ковøа в
забой. Известны способы работы экскаватора, при
которых разãрузка ковøа выпоëняется без оста-
новки поворотноãо äвижения, есëи выпоëняется
не поãрузка пороäы в забой, а транспортирование
ее в отваë.

Посëеäнее неоспориìо ãоворит в поëüзу ìоäе-
ëей второãо кëасса, оäнако ìетоä поëу÷ения таких
ìоäеëей явëяется сëожной заäа÷ей в сиëу неэф-
фективности преäставëения Денавита—Хартенберãа.
Этот неäостаток ìожет бытü устранен путеì при-
ìенения боëее эффективноãо и наãëяäноãо ìетоäа
И. Р. Беëоусова [3], разработанноãо в Институте
прикëаäной ìатеìатики РАН иì. М. В. Кеëäыøа.
Этот ìетоä позвоëяет поëу÷атü систеìу уравнений
Лаãранжа II роäа äëя ìанипуëятора, поëу÷атü за-
висиìости коорäинат схвата ìанипуëятора (в сëу÷ае
с экскаватороì — ковøа) в базовой систеìе коор-
äинат в зависиìости от обобщенных коорäинат.
В äанной статüе преäëаãается описание ìатеìати-
÷еской ìоäеëи экскаватора, основанное на приìе-
нении äанноãо ìетоäа.

Структура математической модели 
динамики карьерного экскаватора

Карüерный экскаватор явëяется сëожныì тех-
ни÷ескиì объектоì, вкëþ÷аþщиì в себя со÷етания
разëи÷ных ìехани÷еских и эëектри÷еских поäсис-
теì. Усëовно в неì ìожно выäеëитü ãëавные и
вспоìоãатеëüные ìеханизìы и привоäы. Гëавныìи
ìеханизìаìи явëяþтся ìеханизì и привоä пово-
рота, привоäы поäъеìа и напора, а также канатная
систеìа, переäаþщая развиваеìые этиìи привоäа-
ìи усиëия рукояти экскаватора и, теì саìыì, при-
воäящая ковø в äвижение. К вспоìоãатеëüныì от-
носятся ìеханизì и привоä открывания äнища
ковøа, ìеханизìы систеìы сìазки и вентиëяöии
и т. ä. Дëя синтеза аëãоритìов управëения äвиже-
нияìи ковøа äостато÷но иìетü ìатеìати÷еские
ìоäеëи ãëавных ìеханизìов и привоäов экскава-
тора совìестно с уравненияìи äвижения еãо ìеха-
ни÷еской поäсистеìы.

Моäеëü ìехани÷еской поäсистеìы преäставëяет
собой систеìу äифференöиаëüных уравнений äви-
жения поворотной пëатфорìы, сеäëовоãо поäøип-
ника и рукояти с ковøоì. Поäсистеìа ãëавных
привоäов и ìеханизìов состоит из уравнений
эëектропривоäов ìеханизìов поворота, поäъеìа
и напора, а также уравнений обобщенных ìоìен-
тов, развиваеìых канатной систеìой напора и
поäъеìа (рис. 1).

Описывается динамика движения рабочего органа
карьерного экскаватора путем сведения его расчетной схе-
мы к схеме эквивалентного пятизвенного манипуляционно-
го робота по методу И. Р. Белоусова. Получена матема-
тическая модель кинематики центра масс ковша экскава-
тора и коэффициенты уравнений его динамики. На основе
рассчитанных уравнений динамики и кинематики манипу-
лятора в приложении Simulink MATLAB построена ими-
тационная модель.

Ключевые слова: экскаватор, карьерный экскаватор,
динамика, объект управления, манипулятор
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Гëавные эëектропривоäы совреìенных экска-
ваторов выпоëнены по систеìе ТП-Г-Д (тиристор-
ный преобразоватеëü — ãенератор — äвиãатеëü). Воп-
росы ìоäеëирования и настройки этой систеìы
ис÷ерпываþще изëожены в ëитературе, потоìу в
этой статüе не привоäятся. Их ìоäеëи выпоëнены
в соответствии с оптиìаëüной структурой экскава-
торноãо эëектропривоäа [9].

Робототехнический подход к построению 
математической модели

Иäея приìенения робототехни÷ескоãо поäхоäа
к ìоäеëированиþ äинаìики экскаватора закëþ÷а-
ется в свеäении рас÷етной схеìы экскаватора к
схеìе эквиваëентноãо ìанипуëятора с посëеäуþщиì
приìенениеì к эквиваëентной схеìе ìетоäа опи-
сания äинаìики и кинеìатики И. Р. Беëоусова.

Свеäение рас÷етной схеìы экскаватора к схеìе
эквиваëентноãо ìанипуëятора вкëþ÷ает в себя вы-
поëнение трех операöий:
� устранение ãоëоноìной свя-

зи ÷ерез поäъеìный канат с
заìеной ее äействия сиëой,
равной реакöии этой связи;

� преäставëение кинеìати÷е-
ской пары в поäъеìно-напор-
ноì ìеханизìе в виäе коìпо-
зиöии вращатеëüноãо и по-
ступатеëüноãо со÷ëенений;

� привеäение äвижущих ìо-
ìентов ìеханизìов к осяì
со÷ëенений.
Посëе выпоëнения этих пре-

образований рас÷етная схеìа ìе-
хани÷еской систеìы экскава-
тора приниìает виä, показан-
ный на рис. 2. В этой схеìе ки-
неìати÷еская öепü экскаватора
разоìкнута и вкëþ÷ает сëеäуþ-
щие эëеìентарные звенüя:
� поäвижное основание — ниж-

нþþ раìу с хоäовой теëежкой;

� поворотнуþ пëатфорìу с разìещенныì на ней
оборуäованиеì, соеäиненнуþ с основаниеì ÷е-
рез вращатеëüное со÷ëенение;

� стреëу, связаннуþ с пëатфорìой øарнирныì
со÷ëенениеì;

� сеäëовой поäøипник, соеäиненный со стреëой
÷ерез øарнирное со÷ëенение;

� рукоятü с ковøоì, соверøаþщуþ поступатеëüное
äвижение относитеëüно сеäëовоãо поäøипника.
При этоì стреëа с÷итается "фиктивныì" зве-

ноì, которое ввеäено тоëüко äëя упрощения фор-
ìирования уравнений äвижения систеìы. Звенüя
соеäинены ìежäу собой с поìощüþ øарниров
O1, ..., O4. Шарниры O1, O2, O3 явëяþтся враща-
теëüныìи, а øарнир O4 — поступатеëüныì.

Дëя приìенения ìетоäа И. Р. Беëоусова зве-
но-рукоятü с ковøоì разбито на äва отäеëüных
звена — рукоятü и ковø, и в ìесте перехоäа руко-
яти в ковø ввеäен äопоëнитеëüный фиктивный
вращатеëüный øарнир O5 и äопоëнитеëüный фик-

Рис. 1. Структура математической модели экскаватора

Рис. 2. Эквивалентная расчетная манипуляционная схема экскаватора
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тивный уãоë q5 = 0. Место крепëения поворотной
пëатфорìы на поäвижнуþ основу принято за осно-
вание ìанипуëятора. При этоì поëаãаеì, ÷то в хоäе
техноëоãи÷ескоãо öикëа поäвижное основание экс-
каватора не соверøает äвижений, и при переìе-
щении экскаватора поëожения всех звенüев фик-
сированы.

Быëи ввеäены непоäвижная (базовая) и поäвиж-
ные систеìы коорäинат, связанные со звенüяìи
эквиваëентноãо ìанипуëятора, и в них обобщен-
ные коорäинаты систеìы:

q1 — уãоë поворота пëатфорìы вокруã своей оси;
q2 — уãоë накëона стреëы экскаватора;
q3 — уãоë накëона сеäëовоãо поäøипника;
q4 — выäвижение рукояти;
q5 — фиктивный уãоë поворота ковøа экскаватора.

Уравнения координат ковша экскаватора
в базовой системе

Соãëасно ìетоäике описания кинеìатики ìани-
пуëяторов найäеì векторы переноса öентров систеì
коорäинат и ìатриöы поворотов систеì коорäинат
вокруã соответствуþщих осей. Они иìеþт виä:

I0 = ; I1 = ; I2 = ; I3 = ;

I4 = ; I5 = ; (1)

C1 = Cz = ;

C2 = Cx = ;

C3 = Cx = ;

C4 = E; C5 = Cx = E,

ãäе r0 — расстояние от öентра поворотноãо реäук-
тора äо поворотной пëатфорìы; r1 — расстояние от
оси вращения поворотной пëатфорìы äо ìеста
крепëения стреëы; r2 — äëина секöии стреëы от ìес-
та крепëения äо оси сеäëовоãо поäøипника; r3 —
поëовина äëины сеäëовоãо поäøипника; r4 — рас-
стояния от öентра фиктивноãо пятоãо øарнира äо
наружней кроìки зубüев ковøа экскаватора.

Дëя поëу÷ения коорäинат зубüев ковøа экскава-
тора в зависиìости от обобщенных коорäинат ис-

поëüзовано соотноøение äëя коорäинат схвата экви-
ваëентноãо ìанипуëятора в непоäвижной систеìе

RG = C1iIi = C1I1 + C1C2I2 + C1C2C3I3 +

+ C1C2C3C4I4 + C1C2C3C4C5I5.

Дëя экскаватора ЭКГ-15 эти выражения иìеþт виä

RG =

= .(2)

Построены поверхности (рис. 3, сì. третüþ сто-
рону обëожки), описываеìые ковøоì экскаватора
как функöии коорäинат öентра ковøа от уãëа по-
ворота пëатфорìы и уãëа накëона рукояти при раз-
ëи÷ных выäвижениях рукояти.

Уравнения динамики главных 
элементов экскаватора

Дëя построения ìоäеëи äинаìики буäеì испоëü-
зоватü уравнения Лаãранжа II роäа, записанные в
уäобных äëя ìанипуëяторов [1, 2, 3] скаëярноì

dks  + hkst  + pk = τk, k = , (3)

иëи ìатри÷ноì виäе

D(q)  + h(q, ) + p(q) = t,

ãäе D(q) — сиììетри÷ная, поëожитеëüно опреäеëен-
ная ìатриöа инерöии ìанипуëятора с эëеìентаìи

dks; h(q, ) — вектор кориоëисовых и öентробеж-

ных сиë hk = hkst ; p — вектор ãравитаöи-

онных сиë с коìпонентаìи; t — вектор ìоìентов
обобщенных сиë в øарнирах, обусëовëенный ра-
ботой привоäов и возäействиеì внеøних наãрузок.

И. Р. Беëоусовыì преäëожены форìуëы äëя
вы÷исëения этих составëяþщих уравнений:

dks = mi rp, rl  +

+ tr( ) ; 

hkst = mi rp, rl  +

+ tr( ) ;

pk =  – mi(g, rp), (4)
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ãäе mi — ìасса i-ãо звена; g — вектор ускорений сво-
боäноãо паäения.

В этих уравнениях испоëüзуþтся коìпоненты
скоростей ковøа экскаватора, вы÷исëяеìые с по-
ìощüþ сëеäуþщих соотноøений:

Vab = 

Vab = C1C2...Cb – 1QbCb...Ca, (5)

в которых Qb — вспоìоãатеëüные ìатриöы, испоëü-

зуеìые äëя вы÷исëения произвоäных от ìатриö по-

воротов: Qb = , ,  при

Cb = {Cx, Cy, Cz} соответственно; a ∈ {p, l, i}, b ∈ {k, s}.

Параìетр inda, характеризует тип øарнира:
inda = 1 — äëя вращатеëüноãо øарнира, inda = 0 —
äëя поступатеëüноãо;

 = , a ∈ {l, i}; (6)

ra = 

ãäе rС,i— вектор коорäинат öентра ìасс i-ãо звена
в i-й систеìе коорäинат;

 = Ji – mi rC,i , (7)

Ji — ìатриöа инерöии i-ãо звена ìанипуëятора.
Матриöа инерöии звена ìанипуëятора вы÷ис-

ëяется ÷ерез коìпоненты тензора инерöии ìани-
пуëятора по известной форìуëе [1, 2, 3]:

Ji =

= ,(8)

ãäе Ii — тензор инерöии i-ãо звена ìанипуëятора.
Тензоры инерöии звенüев эквиваëентноãо ìа-

нипуëятора ìоãут бытü поëу÷ены путеì свеäения
их к теëаì правиëüной ãеоìетри÷еской форìы по
известныì форìуëаì с приìенениеì теореìы о
параëëеëüных осях и иìеþт сëеäуþщий виä:
� тензор инерöии поворотной пëатфорìы

I1 =

= , (9)

ãäе m, h, L, a — ее ìасса, высота, äëина и øирина
соответственно;

xc = 0; yc =  – Rк; zc =  + d,

ãäе Rк — раäиус вращения кузова; d — просвет поä
поворотной пëатфорìой;
� тензор инерöии стреëы экскаватора

I2 = , (10)

ãäе m, L — ее ìасса и äëина;
� тензор инерöии сеäëовоãо поäøипника

I3 = , (11)

ãäе m, L, r — ее ìасса, äëина и раäиус;
� тензор инерöии рукояти

I4 = , (12)

ãäе m, L — ее ìасса и äëина;
� тензор инерöии ковøа экскаватора

I5 =

= ,(13)

ãäе m, h, L, a — еãо ìасса с у÷етоì ìассы за÷ерп-
нутой пороäы, высота, äëина и øирина соответ-

ственно; xc = 0, yc = , zc = .

С у÷етоì тоãо, ÷то äве обобщенные коорäинаты
q2, q5 явëяþтся фиктивныìи и не изìеняþтся,
систеìа уравнений (3) иìеет виä

d11  + d13  + d14  + h111  + h113  +

+ h114  + h131  + h133  + h134  +

+ h141  + h143  + h144  + p1 = τ1;

Vaa(1 – inda) + C1ainda/qa при a = b;

Vaa(1 – inda) при a < b; 
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d31  + d33  + d34  + h311  + h313  +

+ h314  + h331  + h333  + h334  +

+ h341  + h343  + h344  + p3 = τ3;

d41  + d43  + d44  + h411  + h413  +

+ h414  + h431  + h433  + h434  +

+ h441  + h443  + h444  + p4 = τ4.

Найäенные коорäинаты öентров ìасс звенüев
позвоëиëи опреäеëитü в сиìвоëüноì виäе коэффи-
öиенты уравнений äинаìики ìоäеëи экскаватора
ЭКГ-15. Рас÷ет произвоäиëи с приìенениеì Symbolic
Math Toolbox проãраììы MATLAB.

Систеìа уравнений äинаìики с у÷етоì нуëевых
коэффиöиентов и нуëевых произвоäных приниìа-
ет виä

d11  + h113  + h131  = τ1;

d33  + d34  + h311  + h314  + h334  +

+ h341  + h344  + h343  + p3 = τ3; (14)

d43  + d44  + h411  + h433  + p4 = τ4.

Уравнения обобщенных моментов

Быëи поëу÷ены выражения äëя обобщенных
ìоìентов, прикëаäываеìых к звенüяì.

Дëя поëу÷ения ìоìента, развиваеìоãо ìеханиз-
ìоì поворота, быëи испоëüзованы соотноøения,
привеäенные в [6]:

(15)

ãäе ϕä,  — уãоë поворота ваëа äвиãатеëя и кру-
ãовая ÷астота еãо вращения; Mä — ìоìент, разви-
ваеìый оäниì äвиãатеëеì; Мэ — эëектроìаãнит-
ный ìоìент äвиãатеëя привоäа; Mу — упруãий ìо-
ìент ваëопровоäа, привеäенный к ваëу äвиãатеëя;
M с.ä, M с.п — абсоëþтные зна÷ения ìоìентов ста-
ти÷ескоãо сопротивëения äвижениþ äвиãатеëя и
поворотной пëатфорìы; Fc — сиëа сопротивëения
вращениþ äвиãатеëя ìеханизìа поворота; Fä(...) —
äинаìи÷еский ìоìент сиë сопротивëения äвиже-
ниþ; b — коэффиöиент, связанный с КПД ìеха-
низìа поворота; ρ, α — переäато÷ное ÷исëо реäук-

тора ìеханизìа поворота и привеäенный к ваëу
äвиãатеëя уãоë закру÷ивания ваëопровоäа; K, Δ —
привеäенные к ваëу äвиãатеëя жесткостü ваëопро-
воäа и кинеìати÷еский зазор; Jä — ìоìент инер-
öии äвиãатеëя; dez(•,•) — функöия зоны не÷увст-
витеëüности.

Дëя вывоäа уравнений обобщенных ìоìентов
третüеãо и ÷етвертоãо звенüев обратиìся к рис. 4.
Из неãо виäно, ÷то на рукоятü äействует вращаþ-
щий ìоìент, созäаваеìый проекöией сиëы натя-
жения поäъеìноãо каната на осü, перпенäикуëяр-
нуþ рукояти. Дëя у÷ета сопротивëения пороäы
äвижениþ ковøа ввеäен ìоìент сиëы сопротивëе-
ния äвижениþ, пропорöионаëüный скорости äви-
жения ковøа в забое:

τ3 = 2Qп(q4 + r3 + r4/2)sinϕ, (16)

ãäе Qп — упруãая сиëа в поäъеìноì канате.

Выражение äëя упруãой сиëы, возникаþщей в
поäъеìноì канате Qп, иìеет виä [7]

Qп = , ãäе

 = Cп.ìех ,

iп = iреäiпоë. (17)

Зäесü Mупр.ìех — упруãий ìоìент в ìеханизìе
поäъеìа, привеäенный к втори÷ноìу ваëу реäуктора;
Rп — раäиус поäъеìноãо барабана; iп — обобщен-
ное переäато÷ное ÷исëо поäъеìноãо ìеханизìа;
iреä — переäато÷ное отноøение реäуктора; iпоë—
переäато÷ное отноøение поëиспаста; Cп.ìех— жест-
костü поäъеìноãо каната, привеäенная к втори÷-
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Mä = 0,5Mэëект – Fä(Mу; ; b) – Fc( ; M с.ä);

α = ϕä – ρq1;

Mу = Kdez(α; 0,5Δ);

 = 1/JäMä;

τ1 = 2ρMу – F с.п( ; M с.п);

Fä(Mу; ; b) = Mу(1 + bsgnMуsgn );

Fc( ; M с.ä) = M с.äsgn ;

F с.п( ; M с.п) = M с.пsgn ,
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Рис. 4. К выводу уравнений обобщенных моментов и сил
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ноìу ваëу реäуктора; Vп — скоростü äвижения
поäъеìноãо каната:

Vп =  =

= , (18)

sinϕ = ,

lп =  —

äëина у÷астка поäъеìноãо каната от ãоëовноãо бëо-
ка стреëы äо бëока к рукояти в äанный ìоìент.

Выражение обобщенной сиëы, äействуþщей на
÷етвертое звено-рукоятü, иìеет виä

τ4 = Qн – Qпcosϕ, (19)

ãäе Qн — усиëие в напорноì канате; Qп — усиëие

в поäъеìноì канате;

 = Cн.ìех ;

Qн = ; (20)

iн = iреäiпоë;

Mупр.ìех — упруãий ìоìент в ìеханизìе напора,
привеäенный к втори÷ноìу ваëу реäуктора; Rн —
раäиус напорноãо барабана; iн — обобщенное пе-
реäато÷ное ÷исëо напорноãо ìеханизìа; iреä — пе-
реäато÷ное отноøение реäуктора; iпоë — переäа-
то÷ное отноøение поëиспаста; Cн.ìех — жесткостü
напорноãо каната, привеäенная к втори÷ноìу ваëу
реäуктора.

С у÷етоì выражения (18) поëу÷аеì

τ4 = Qн – Qп . (21)

Имитационная модель динамики экскаватора

По уравненияì ìоäеëи äвижения (14)—(16), (21)
построена коìпüþтерная ìоäеëü äинаìики экска-
ватора-ìехëопаты ЭКГ-15 в приëожении Simulink
проãраììы MATLAB (рис. 5). Она состоит из трех
основных поäсистеì: "Motors", реаëизуþщей ìоäеëи
эëектропривоäов и канатной систеìы экскаватора,
"Excavator", реаëизуþщей ìоäеëü ìехани÷еской
÷асти экскаватора, и поäсистеìы "Kinem" вы÷исëе-
ния коорäинат ковøа в базовой систеìе. Коìанäы
ìаøиниста иìитируþтся бëокоì "Signal Builder".
Моäеëü у÷итывает рост ìассы ковøа в проöессе
÷ерпания.Поäсистеìа "Motors" состоит из трех бëо-
ков ìоäеëей привоäов и бëоков вы÷исëения обоб-
щенных ìоìентов в канатной систеìе. Поäсистеìа
"Excavator" соäержит три бëока ìоäеëей уравнений
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Рис. 5. Имитационная модель динамики экскаватора
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äинаìики äвижения звенüев. Моäеëü позвоëяет
поëу÷атü перехоäные проöессы по скоростяì, то-
каì и ускоренияì в привоäах, скоростяì и уско-
ренияì обобщенных коорäинат, äëине и скорости
ее изìенения äëя поäъеìноãо каната, обобщенныì
коорäинатаì, коорäинатаì ковøа в базовой систе-
ìе.

Поäсистеìа "Motors" (рис. 6) состоит из проãраì-
ìной реаëизаöии ìоäеëей ãëавных привоäов — по-
ворота, поäъеìа и напора (соответственно, поäсис-
теìы "Privod_povor", "Privod_podjom", "Privod_napor") —

и бëоков вы÷исëения обобщенных ìоìентов, раз-
виваеìых канатныìи систеìаìи напора и поäъеìа
(поäсистеìы "Podjom_kanat" и "Naporny_kanat" со-
ответственно).

Поäсистеìа "Excavator" (рис. 7) соäержит реаëи-
заöиþ уравнений äинаìики äвижения поворотной
пëатфорìы (Eq_1), сеäëовоãо поäøипника (Eq_3)
и рукояти (Eq_4).

Выпоëнено ìоäеëирование посëеäоватеëüности
äействий ìаøиниста, соответствуþщей ÷ерпаниþ:
в на÷аëе ÷ерпания осуществëяется небоëüøое вы-

Рис. 6. Подсистема "Motors"

Рис. 7. Подсистема "Excavator"
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äвижение рукояти, затеì поворот на разãрузку.
Посëе окон÷ания ÷ерпания степенü выäвижения
рукояти неìноãо уìенüøается. Резуëüтаты ìоäе-
ëирования преäставëены на рис. 8 (сì. третüþ сто-
рону обëожки), рис. 9, 10.

Анаëиз поëу÷енных резуëüтатов показаë, ÷то
зна÷ения скоростей напора, поворота и поäъеìа
бëизки к паспортныì зна÷енияì. Характер и вре-
ìена перехоäных проöессов хороøо соãëасуþтся с
поëу÷енныìи по ранее известныì ìетоäикаì. Все
вìесте это позвоëяет ãоворитü об аäекватности по-
ëу÷енной ìоäеëи.
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Рис. 9. Переходные процессы по скоростям изменения обоб-
щенных координат

Рис. 10. Переходные процессы по обобщенным координатам
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Введение

Иссëеäование стати÷еских и äинаìи÷еских
свойств объектов и систеì с распреäеëенныìи па-
раìетраìи ìожет осуществëятüся разныìи спосо-
баìи. Можно выäеëитü нескоëüко принöипиаëüно
разëи÷аþщихся поäхоäов, кажäый из которых
иìеет свои преиìущества и неäостатки.

1. Чисëенные ìетоäы анаëиза — приìенение раз-
нообразных коìпüþтерных пакетов, ориентирован-
ных на ìоäеëирование объектов и систеì с распре-
äеëенныìи параìетраìи ìетоäоì коне÷ных эëеìен-
тов: ANSYS®, Comsol® Multiphysics®, Dymola®,
MathModelica® [1]. Преиìущества такоãо поäхоäа
хороøо известны: у÷ет неëинейных зависиìостей
свойств среäы от зна÷ений ìоäеëируеìых поëей,
у÷ет сëожной ãеоìетрии ãраниö и т. п.

2. Преäставëение объектов с распреäеëенныìи
параìетраìи (ОРП) как ìноãосвязных объектов
с сосреäото÷енныìи параìетраìи — ìетоä исхоä-
ной äискретизаöии [2]. Такой поäхоä основан на
опосреäованноì у÷ете особенностей повеäения
пространственно распреäеëенноãо объекта и в ряäе
сëу÷аев ìожет привести к потере свойств, прису-
щих ОРП. К преиìуществаì поäхоäа сëеäует от-
нести возìожностü испоëüзования хороøо разра-
ботанноãо аппарата теории управëения объектаìи
с сосреäото÷енныìи параìетраìи и возìожностüþ
иссëеäования ìоäеëи ìноãосвязной систеìы в

совреìенных пакетах коìпüþтерноãо ìоäеëирова-
ния неëинейных äинаìи÷еских сосреäото÷енных
систеì Matlab® Simulink®, VisSim [3].

3. Анаëити÷еские ìетоäы иссëеäований — поиск
то÷ных реøений систеì уравнений в ÷астных про-
извоäных. Развитиеì этоãо поäхоäа заниìается
структурная теория распреäеëенных систеì [4, 5].
С поìощüþ переäато÷ных функöий ОРП и связы-
ваþщих их распреäеëенных сиãнаëов систеìа урав-
нений в ÷астных произвоäных преäставëяется в
виäе структуры, поäобной испоëüзуþщиìся в кëас-
си÷еской теории автоìати÷ескоãо управëения при
иссëеäовании систеì с сосреäото÷енныìи пара-
ìетраìи. Оäнако при внеøнеì схоäстве поäхоäов
анаëиз поëу÷енных структур ãоразäо сëожнее, по-
скоëüку прохожäение распреäеëенноãо сиãнаëа
÷ерез кажäый бëок структуры озна÷ает операöиþ
пространственноãо интеãрирования произвеäения
распреäеëенной переäато÷ной функöии и распре-
äеëенноãо сиãнаëа [4].

Поäхоä, преäëаãаеìый в статüе, относится к ìе-
тоäаì заверøаþщей äискретизаöии [2] и позвоëяет
эффективно испоëüзоватü преиìущества анаëити-
÷еских реøений äифференöиаëüных уравнений
в ÷астных произвоäных при ìоäеëировании систеì
с распреäеëенныìи параìетраìи в пакетах коìпüþ-
терноãо ìоäеëирования неëинейных äинаìи÷е-
ских сосреäото÷енных систеì.

Структурное представление систем 
с распределенными параметрами

Форìирование распреäеëенноãо сиãнаëа Q(x, p)
на выхоäе переäато÷ной функöии ОРП W(x, ξ, p)
опреäеëяется выражениеì [4]

Q(x, p) = W(x, ξ, p)ω(ξ, p)d ξ, x ∈ D, (1)

ãäе W(x, ξ, p) — изображение по Лапëасу функöии
Грина краевой заäа÷и, описываþщей ОРП; ω(x, p) —
станäартизируþщая функöия, позвоëяþщая у÷естü
неоäнороäностü уравнения в ÷астных произвоäных,
неоäнороäные ãрани÷ные усëовия и ненуëевое на-
÷аëüное распреäеëение сиãнаëа.

Бëаãоäаря известныì реøенияì, найäенныì äëя
разëи÷ных уравнений ìатеìати÷еской физики при
ãрани÷ных усëовиях разноãо роäа [6, 7], структур-
ное ìоäеëирование систеì с распреäеëенныìи па-
раìетраìи осуществëяется за с÷ет набора структуры
систеìы из бëоков типовых ОРП. Прохожäение
распреäеëенноãо сиãнаëа ÷ерез бëок связано с про-
странственныì интеãрированиеì (1), из-за ÷еãо
нахожäение переäато÷ной функöии поëу÷енной
структуры ÷асто оказывается невозìожныì. Напри-
ìер, типи÷ная äëя иссëеäования äинаìи÷еских сис-
теì заäа÷а поиска переäато÷ной функöии W3(x, ξ, p)
заìкнутой систеìы (рис. 1) привоäит к необхоäи-
ìости реøения интеãраëüноãо уравнения Фреä-

Предлагается подход к моделированию объектов и сис-
тем с распределенными параметрами в компьютерных па-
кетах моделирования динамических систем с сосредото-
ченными параметрами. Подход основан на аппроксимации
по пространственной координате распределенных сигналов
структурного представления распределенных систем.
С помощью предлагаемого подхода разработана модель
процесса нагрева потока жидкости, учитывающая взаим-
ное влияние температурных полей стенки и потока. При-
ведены результаты моделирования, а также сравнитель-
ный анализ поведения численно-аналитической и конеч-
но-элементной моделей.

Ключевые слова: структурное моделирование распре-
деленных систем, объект с распределенными параметрами,
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ãоëüìа второãо роäа [4], то÷ное реøение котороãо
не всеãäа существует:

W3(x, ξ, p) = W1(x, ξ, p) +

+ W1(x, ζ, p)W2(ζ, η, p)dζW3(η, ξ, p)dη.

Боëее сëожные структуры систеì с распреäеëен-
ныìи параìетраìи оказываþтся неприãоäныìи
äëя анаëиза по той же при÷ине: невозìожно поëу-
÷итü выражение переäато÷ной функöии äëя систе-
ìы в öеëоì. Оäнако поëу÷енная структура систеìы
с распреäеëенныìи параìетраìи ìожет эффектив-
но испоëüзоватüся äëя построения ÷исëенно-ана-
ëити÷еской ìоäеëи систеìы путеì обособëения
кажäоãо бëока структуры за с÷ет аппроксиìаöии
распреäеëенных сиãнаëов по пространственной
коорäинате.

Пространственная аппроксимация 
распределенных сигналов

Распреäеëенный сиãнаë U(x, p) ìожет бытü преä-
ставëен в виäе некоторой аппроксиìаöии UA(x, p),
которая опреäеëяется вектороì сосреäото÷енных
параìетров u(p) = [un(p)]N × 1. Коìпоненты вектора
u(p) иìеþт сìысë коэффиöиентов разëожения в
некоторый ряä по функöияì ϕn(x):

UA(x, p) = un(p)ϕn(x), x ∈ D. (2)

В ка÷естве функöионаëüноãо ряäа ìожет высту-
патü степенной ряä

ϕn(x) = xn – 1, n ∈ {1, 2, ..., N}, x ∈ D

иëи поëная в сìысëе опреäеëения, принятоãо в ра-
боте [5], систеìа ортонорìированных функöий, та-
ких ÷то

ϕn(x)ϕm(x)dx =  n, m ∈ {1, 2, ..., N}.

Возìожно испоëüзование äруãих способов про-
странственной аппроксиìаöии распреäеëенноãо сиã-
наëа: спëайн-аппроксиìаöия [8], вейвëет-разëо-
жение [9] и т. ä.

Заäа÷а аппроксиìаöии распреäеëенноãо сиãнаëа
U(x, p) своäится к нахожäениþ эëеìентов вектора
u(p) и, в общеì сëу÷ае, реøается разныìи спосо-
баìи в зависиìости от испоëüзуеìоãо ìетоäа ап-

проксиìаöии. Дëя степенноãо ряäа коэффиöиенты
un(p) опреäеëяþтся из уравнения

un(p)x
n – 1 =

= • (x – x0)
n – 1; (3)

äëя разëожения по систеìе ортонорìирован-
ных функöий —

un(p) = U(x, p)ϕn(x)dx, n ∈ {1, 2, ..., N}. (4)

Воспоëüзоватüся реøенияìи (3), (4) невозìож-
но, есëи выражение äëя сиãнаëа U(x, p) не заäано
в явноì виäе. Оäнако, есëи распреäеëенный сиã-
наë преäставитü в виäе набора сосреäото÷енных
изìерений в нескоëüких то÷ках обëасти опреäеëе-
ния D пространственной коорäинаты

U(p) = [Um(p)]M × 1 = [U(xj, p)]M × 1,

xm ∈ D, m ∈ {1, 2, ..., M},

коэффиöиенты аппроксиìаöии ìоãут бытü найäе-
ны при M = N из систеìы уравнений [2, 10]

un(p)ϕn(xm) = U(xm, p), m = . (5)

Ввеäя обозна÷ение F = [ϕn(xm)]N × M, ìожно запи-
сатü систеìу уравнений (5) в ìатри÷ноì виäе:

Fu(p) = U(p), (6)

откуäа

u(p) = F–1U(p).

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений, при M > N
реøение систеìы (6) ìожет бытü найäено ìетоäоì
квазиобращений:

u(p) = (FтF)–1FтU(p). (7)

Привеäенные выкëаäки позвоëяþт реаëизоватü
сëеäуþщуþ посëеäоватеëüностü операöий äëя вы-
÷исëения резуëüтата прохожäения распреäеëенно-
ãо сиãнаëа ÷ерез бëок ОРП с известной переäато÷-
ной функöией.

1. Распреäеëенный сиãнаë u(x, p) на вхоäе пере-
äато÷ной функöии ОРП преäставëяется вектороì
изìерений зна÷ений в некоторых фиксированных
то÷ках обëасти опреäеëения пространственной ко-
орäинаты U(p).

2. С поìощüþ реøения систеìы уравнений (6)
нахоäится вектор u(p) коэффиöиентов аппрокси-
ìаöии распреäеëенноãо сиãнаëа u(x, p) на вхоäе
бëока ОРП.

3. Распреäеëенный сиãнаë на выхоäе бëока Q(x, p)
расс÷итывается соãëасно (1). Бëаãоäаря преäстав-
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Рис. 1. Пример структурного представления системы с распре-
деленными параметрами
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ëениþ вхоäноãо сиãнаëа в виäе суììы (2), резуëü-
тируþщее выражение приниìает виä

Q(x, p) = W(x, ξ, p)UA(ξ, p)dξ =

= W(x, ξ, p) un(p)ϕn(ξ)dξ =

= un(p) W(x, ξ, p)ϕn(ξ)dξ. (8)

4. По анаëоãии с п.1 распреäеëенный сиãнаë на
выхоäе бëока ОРП Q(x, p) ìожет бытü преäставëен
вектороì изìерений выхоäной веëи÷ины в фиксиро-
ванных то÷ках xk: Q(p) = [Qk(p)]K × 1 = [Q(xk, p)]K × 1.
С у÷етоì (8)

Qk(p) = Q(xk, p) =

= un(p) W(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ, k = . (9)

Ввеäя обозна÷ение

W(p) = [Wkn(p)]K × N] = W(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ ,(10)

ìожно записатü (9) в ìатри÷ной форìе

Q(p) = W(p)u(p).

Такиì образоì, преобразование распреäеëен-
ноãо сиãнаëа в резуëüтате прохожäения еãо ÷ерез
переäато÷нуþ функöиþ ОРП ìожет бытü преä-
ставëено в виäе ìноãосвязной систеìы с сосреäо-
то÷енныìи параìетраìи, которая, теì не ìенее,
сохраняет свойства, порожäаеìые пространствен-
ной распреäеëенностüþ объекта.

Использование пространственной аппроксимации 
распределенных сигналов при моделировании 

системы с распределенными параметрами

В ка÷естве приìера испоëüзования преäëожен-
ноãо поäхоäа рассìатривается заäа÷а построения
äинаìи÷еской ìоäеëи систеìы с распреäеëенны-
ìи параìетраìи, описываþщей взаиìное вëияние
теìпературных поëей стенки и потока по äëине
прото÷ноãо наãреватеëя [11]. Матеìати÷еская ìо-
äеëü объекта преäставëена систеìой äифференöи-
аëüных уравнений в ÷астных произвоäных

 – a•  + β1Q(x, t) =

= •F(x, t) + β1Θ(x, t); (11)

 + v•  + β1Θ(x, t) = β2Q(x, t), (12)

0 m x m L, t > 0, a ≠ 0,

с ãрани÷ныìи и на÷аëüныìи усëовияìи:

 = 0,  = 0, Q(x, 0) = 0,(13)

Θ(0, t) = g(t), Θ(x, 0) = 0,

ãäе Q(x, t) — распреäеëение теìпературы стенки
трубы по äëине; F(x, t) — уäеëüная ìощностü внут-
реннеãо тепëовыäеëения; Θ(x, t) — распреäеëение
теìпературы потока жиäкости по äëине; v — ско-
ростü потока жиäкости; β1, β2 — привеäенные ко-
эффиöиенты конвективноãо тепëообìена стенки с
потокоì и потока со стенкой, у÷итываþщие конст-
руктивные особенности тепëообìенноãо аппарата;
a = λ/(cγ) — коэффиöиент теìпературопровоäно-
сти ìатериаëа стенки; λ, с, γ — соответственно теп-
ëопровоäностü, уäеëüная тепëоеìкостü и пëотностü
ìатериаëа стенки; L — äëина наãреватеëя.

На рис. 2 преäставëена структурная схеìа объ-
екта (11)—(12). Переäато÷ные функöии ОРП опре-
äеëяþтся выраженияìи [6]

WQ(x, ξ, p) = , (14)

ãäе φi(x) — собственные функöии реøения заäа÷и
(10) с ãрани÷ныìи усëовияìи (13):

φi(x) = (15)

Распреäеëенная переäато÷ная функöия теìпе-
ратуры потока иìеет виä

WΘ(x, ξ, p) = 1(x – ξ)• •exp •(x – ξ) , (16)

ãäе 1(x – ξ) — еäини÷ная функöия:

1(x – ξ) = 

Дëя уäобства реаëизаöии ìоäеëи в пакете ìоäе-
ëирования äинаìи÷еских сосреäото÷енных систеì
соãëасно преäëаãаеìой ìетоäике необхоäиìо по-
ëу÷итü выражения звенüев äëя реаëизаöии струк-
турной схеìы, преäставëенной на рис. 3.

На схеìе (рис. 3) приняты сëеäуþщие обозна-
÷ения: F(p), U(p), Q(p), Q(p), Qg(p) — векторы зна-
÷ений соответствуþщих теìпературных распреäе-
ëений в то÷ках xm ∈ [0, L], m ∈ {1, 2, ..., M}; u(p),
q(p) — векторы коэффиöиентов разëожения рас-
преäеëенных сиãнаëов в ряä по систеìе ортонор-
ìированных функöий; БВК — бëок вы÷исëения
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коэффиöиентов, реаëизует рас÷ет коэффиöиентов
разëожения по форìуëе (7).

Дëя уäобства орãанизаöии вы÷исëитеëüных опе-
раöий все распреäеëенные сиãнаëы в систеìе ап-
проксиìируþтся путеì разëожения в ряä по соб-
ственныì функöияì теìпературноãо распреäеëе-
ния стенки трубы (15):

ϕn(x) = φn – 1(x), n ∈ {1, 2, ..., N}. (17)

Матриöы переäато÷ных функöий WQ(p) и WQ(p)
состоят из сосреäото÷енных переäато÷ных функ-
öий, которые расс÷итываþтся анаëоãи÷но (10):

� WQ(p) = WQ(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ ,

с у÷етоì (15) и (17)

WQ(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ = ;

� WQ(p) = WΘ(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ ,

с у÷етоì (16) и (17)

WΘ(xk, ξ, p)ϕn(ξ)dξ =

= • exp •(x – ξ)ϕn(ξ) dξ =

Переäато÷ная функöия (p) сëужит äëя рас÷ета
вëияния теìпературы потока на вхоäе в наãрева-
теëü g(p) на теìпературное распреäеëение потока.
Дëя у÷ета вëияния сосреäото÷енноãо возäействия
на систеìу с распреäеëенныìи параìетраìи в
структурной теории распреäеëенных систеì испоëü-
зуþтся перехоäные x-бëоки [4]. На рис. 2 такиì
бëокоì явëяется бëок с переäато÷ной функöией
v•δ(x). Форìаëüно сиãнаë посëе неãо явëяется рас-
преäеëенныì, оäнако еãо пространственная ап-
проксиìаöия с приеìëеìой то÷ностüþ невозìожна.
Поэтоìу вëияние сосреäото÷енноãо сиãнаëа g(p)
на распреäеëение теìпературы потока по äëине на-
ãреватеëя Qg(p) äоëжно бытü расс÷итано отäеëüно
и тоëüко потоì просуììировано с сиãнаëоì Q(p),
у÷итываþщиì вëияние стенки наãреватеëя на теì-
пературное распреäеëение потока (рис. 3). Иìееì

(p) = [ (p)]K × 1 =

= WΘ(xk, ξ, p)vδ(ξ)dξ ;

WΘ(xk, ξ, p)vδ(ξ)dξ = vWΘ(xk, 0, p) =

= exp(–(p + β2)xk/v).

Поëу÷енные выражения äëя переäато÷ных функ-
öий позвоëяþт реаëизоватü ìоäеëü систеìы с рас-
преäеëенныìи параìетраìи в пакете коìпüþтер-
ноãо ìоäеëирования äинаìи÷еских систеì с сосре-
äото÷енныìи параìетраìи.

Сравнение численной
и численно-аналитической модели

Чисëенно-анаëити÷еская ìоäеëü, преäставëенная
на рис. 3, быëа реаëизована в пакете Matlab® Simu-
link® [3] äëя наãреватеëя äëиной 1 ì. Характеристи-
ки ìатериаëа стенки наãреватеëя: λ = 33,5 Вт/(ì•°С);
c = 600 Дж/(кã•°С); γ = 7830 кã/ì3. Привеäенные
коэффиöиенты конвективноãо тепëообìена ìежäу
среäаìи приняты равныìи β1 = β2 = 0,05 1/с. Ско-
ростü потока v = 0,02 ì/с, теìпература на вхоäе
g(p) = 0 °С, уäеëüная ìощностü тепëовыäеäения
F(x, t) = 180 000 Вт/ì3. Векторы изìерений соот-
ветствуþщих теìпературных распреäеëений F(p),
U(p), Q(p), Q(p), Qg(p) форìируþтся в то÷ках

xm = •L, m ∈ {1, 2, ..., M},

при M = 11.

То÷ностü разработанной ìоäеëи оöениваëи в
сравнении с ÷исëенной ìоäеëüþ систеìы (11)—(12)
в коìпüþтерноì пакете коне÷но-эëеìентноãо ìо-
äеëирования с теìи же параìетраìи. Графики из-
ìенения теìпературы стенки в трех то÷ках (x1 = 0,
x2 = L/2, x3 = L) преäставëены на рис. 4. Марке-

Рис. 3. Структурная схема модели системы с сосредоточенны-
ми параметрами

 

0

L

∫
K N×

0

L

∫
φn 1– xk( )

p β1 a n 1–( )
2
π

2
/L

2
+( )+

-------------------------------------------------

 

0

L

∫
K N×

0

L

∫

1
v
--  

0

x
k

∫
p β2+

v
----------- –⎝

⎛
⎠
⎞

• (1 – exp)(–(p + β2)xk/v)),

при n = 1;

 +

+ ,

при n > 1.

1/L 1
p β2+
-----------

2/L
v n 1–( )πLsin n 1–( )πxk/L( )

L
2

p β2+( )
2

v
2

n 1–( )
2
π

2
+

--------------------------------------------------------   

cos n 1–( )πxk/L( ) exp p β2+( )xk/v–( )–[ ] p β2+( )

p β2+( )
2

v
2

n 1–( )
2
π

2
+

-------------------------------------------------------------------------------------------------

W
Q

g

W
Q

g
WΘk

g

 

0

L

∫
K 1×

 

0

L

∫

m 1–
M 1–
-----------

=



52 Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2012

раìи показаны зна÷ения теìператур, расс÷итанные
в пакете коне÷но-эëеìентноãо ìоäеëирования.

Максиìаëüное зна÷ение относитеëüноãо откëо-
нения ÷исëенно-анаëити÷еской ìоäеëи от коне÷-
но-эëеìентной ìоäеëи составëяет 2,11 %. Макси-
ìаëüное откëонение набëþäается в на÷аëе тепëо-
обìенника, в то÷ке x1 = 0, в äвух äруãих то÷ках
откëонение не превыøает 0,65 %. Такая то÷ностü
впоëне приеìëеìа при разработке ìоäеëей, ориен-
тированных на заäа÷и построения систеì автоìа-
ти÷ескоãо управëения.

Заключение

Иссëеäование ÷исëенно-анаëити÷еской ìоäеëи,
реаëизованной в пакете коìпüþтерноãо ìоäеëиро-
вания неëинейных äинаìи÷еских сосреäото÷ен-
ных систеì, показаëо работоспособностü преäëо-
женноãо поäхоäа.

Преäëоженный поäхоä ÷исëенно-анаëити÷ескоãо
ìоäеëирования объектов и систеì с распреäеëен-
ныìи параìетраìи обеспе÷ивает приеìëеìуþ то÷-
ностü äинаìи÷ескоãо повеäения ìоäеëей, пробëеì-
но ориентированных на заäа÷и управëения.

В общеì сëу÷ае äëя аппроксиìаöии кажäоãо из
распреäеëенных сиãнаëов ìожно испоëüзоватü ин-

äивиäуаëüный способ аппроксиìаöии, который
опреäеëяется уäобствоì реаëизаöии конкретной
систеìы. С то÷ки зрения реаëизаöии ìоäеëи в па-
кете коìпüþтерноãо ìоäеëирования, наибоëее
коìпактные выражения поëу÷аþтся при разëожении
сиãнаëа по систеìе собственных функöий распре-
äеëенной переäато÷ной функöии, на вхоä которой
он поступает. Есëи распреäеëенная переäато÷ная
функöия не преäставëяется в виäе бесконе÷ной
суììы произвеäений собственных функöий и со-
среäото÷енных переäато÷ных функöий по вреìен-
ныì ìоäаì, то иìеет сìысë раскëаäыватü распре-
äеëенный сиãнаë по базису, который позвоëяет
описатü сиãнаë с требуеìой то÷ностüþ наиìенü-
øиì ÷исëоì функöий-коìпонент базиса.
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Введение

Во всех заäа÷ах поëу÷ения, обработки, переäа÷и,
хранения и испоëüзования изображения как носи-
теëя инфорìаöии общиì явëяется вопрос еãо ка-
÷ества. Существуþт разëи÷ные поäхоäы к реøениþ
пробëеìы оöенки ка÷ества изображений, опреäе-
ëяеìые, прежäе всеãо, физи÷еской сущностüþ рас-
сìатриваеìой заäа÷и и поставëенныìи требова-
нияìи, принаäëежностüþ изображения к тоìу иëи
иноìу кëассу, техни÷ескиìи характеристикаìи сис-
теìы ìаøинноãо зрения (параìетраìи äат÷ика изо-
бражения, интерваëаìи äискретизаöии, соотноøе-
ниеì сиãнаë/øуì и т. ä.), испоëüзуеìой ìерой
оöенки ка÷ества изображения. О÷евиäно, ÷то ка÷е-
ство изображения ìожно оöениватü äвояко: ëибо
опреäеëятü верностü воспроизвеäения изображения,
ëибо оöениватü äеøифрируеìостü изображения [1].
Дëя этоãо испоëüзуется как экспертное рассìотре-
ние, позвоëяþщее поëу÷итü ка÷ественные (субъек-
тивные) оöенки изображения, так и разнообраз-
ные ìатеìати÷еские ìетоäы и вы÷исëитеëüные аë-
ãоритìы, позвоëяþщие поëу÷итü коëи÷ественные
(объективные) зна÷ения таких оöенок. И в первоì,
и во второì сëу÷аях ìоãут испоëüзоватüся ìетоäы
опреäеëения абсоëþтных оöенок, поëу÷енных при

изу÷ении свойств непосреäственно рассìатривае-
ìоãо изображения (анаëиза еãо структуры äо иëи
посëе некоторых преобразований), и сравнитеëü-
ных оöенок, опреäеëяеìых при взаиìноì анаëизе
äвух изображений. В посëеäнеì сëу÷ае испоëüзу-
þтся разëи÷ные ìетрики — ìеры бëизости иëи от-
кëонения рассìатриваеìоãо изображения относи-
теëüно некотороãо äруãоãо, выбранноãо в ка÷естве
этаëонноãо. Во ìноãих практи÷еских приëожениях
при оöенке ка÷ества изображений поäразуìевается,
в явной иëи неявной форìе, присутствие ÷еëовека
в ка÷естве коне÷ноãо поëüзоватеëя и оöенщика по-
ëу÷енных резуëüтатов. Широкое распространение
такие поäхоäы поëу÷иëи в заäа÷ах ìеäиöины, ìони-
торинãа окружаþщей среäы, äистанöионноãо зон-
äирования Зеìëи, в авиаöионных систеìах уëу÷-
øенноãо и синтезированноãо виäения и обзорно-
приöеëüных систеìах и ìноãих äруãих.

В боëüøинстве этих заäа÷ рассìатриваþтся субъ-
ективные абсоëþтные и сравнитеëüные оöенки, свя-
занные со стреìëениеì к повыøениþ äеøифриру-
еìости изображения (повыøениþ разреøаþщей
способности, резкости, контрастности и т. п.).
Оäнако в ряäе заäа÷ возникает необхоäиìостü по-
ëу÷ения коëи÷ественных оöенок ка÷ества изобра-
жений в автоìати÷ескоì режиìе без у÷астия ÷еëо-
века, при÷еì практи÷ески в реаëüноì ìасøтабе
вреìени. Приìероì этоìу ìоãут сëужитü заäа÷и
построения систеì автоìати÷ескоãо управëения по-
äвижныìи роботаìи, систеì саìонавеäения бес-
пиëотных ëетатеëüных аппаратов. В этих сëу÷аях
необхоäиìа коëи÷ественная оöенка ка÷ества вхоä-
ных изображений в автоìати÷еских ìноãоканаëüных
систеìах обнаружения, распознавания и сопровож-
äения объектов назеìных сöен в разëи÷ных усëо-
виях набëþäения, при выäеëении наибоëее ин-
форìативных и робастных признаков, сëиянии
разноспектраëüных изображений, при анаëизе си-
туаöий и принятии реøений и т. п. Исхоäя из этоãо
в статüе рассìатриваþтся ìетоäы поëу÷ения иìен-
но коëи÷ественных, абсоëþтных и сравнитеëüных,
оöенок ка÷ества изображений. Разуìеется, субъек-
тивные оöенки в ка÷естве äопоëнитеëüной инфор-
ìаöии ìоãут с успехоì испоëüзоватüся во ìноãих
сëу÷аях при сравнитеëüноì анаëизе изображений
на этапах разработки систеìы ìаøинноãо зрения,
выбора аëãоритìов поëу÷ения коëи÷ественных
оöенок и анаëиза возìожности реаëизаöии этих
аëãоритìов.

Можно преäъявëятü разëи÷ные требования к ìе-
тоäаì опреäеëения коëи÷ественных оöенок ка÷е-
ства изображения, испоëüзуя разëи÷ные ìетрики
äëя таких оöенок в зависиìости от особенностей
рассìатриваеìых заäа÷. В äостато÷но общеì виäе
эти требования сфорìуëированы, наприìер, в ра-
ботах [2, 3]. К этиì требованияì äобавëяþтся и
äруãие, зависящие от особенностей рассìатривае-
ìой конкретной заäа÷и. Анаëиз ìноãо÷исëенных
работ в этоì направëении позвоëяет отìетитü сëе-

Рассмотрены методы определения абсолютных и срав-
нительных количественных оценок качества статических
изображений многообъектных, сложноструктурированных
наземных сцен с применением метрик различного типа. Такие
оценки могут быть использованы в автоматических сис-
темах обнаружения, распознавания и сопровождения объ-
ектов наземных сцен, реализующих технологии машинного
зрения.

Ключевые слова: статические изображения, абсолютные
и сравнительные оценки качества, метрики, статистиче-
ские характеристики

 * Работа выпоëнена при поääержке РФФИ, проект
№ 11-08-00703-а.
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äуþщие основные особенности испоëüзуеìых в
настоящее вреìя поäхоäов:
� преäъявëение требования к оäноìу из параìет-

ров ка÷ества изображения: контрастности, рез-
кости и т. ä. иëи набору этих параìетров с ап-
риори выбранныìи весовыìи коэффиöиентаìи
в интеãрированной оöенке;

� опреäеëение зна÷ений коëи÷ественных оöенок
ка÷ества (абсоëþтных и сравнитеëüных) не за-
øуìëенных и заøуìëенных изображений äëя
посëеäуþщеãо выбора ìетоäов их обработки и
сравнения эффективности этих ìетоäов;

� стреìëение к совìещениþ субъективных и ко-
ëи÷ественных оöенок в проöессе опреäеëения
в коне÷ноì с÷ете собственно коëи÷ественных
оöенок ка÷ества;

� выбор той иëи иной ìетрики из ìноãообразия
возìожных в зависиìости от особенностей рас-
сìатриваеìой заäа÷и, вы÷исëитеëüной реаëи-
зуеìости, субъективных преäпо÷тений иссëеäо-
ватеëя;

� опреäеëение зна÷ений коëи÷ественных оöенок
äëя некоторой совокупности ìетрик, повыøаþ-
щих äостоверностü оöенки ка÷ества изображе-
ния в öеëоì.
В зна÷итеëüной степени эти поäхоäы реаëизуþтся

в отноøении кëасса теëевизионных систеì разëи÷-
ноãо назна÷ения, а рассìотренные ìетрики у÷иты-
ваþт свойства ÷еëове÷ескоãо зрения. При этоì
øироко испоëüзуþтся ìетрики, базируþщиеся на
опреäеëении корреëяöионных связей как ìежäу
отäеëüныìи пиксеëяìи иëи их ãруппаìи, так и в
изображении в öеëоì. В äанной статüе рассìатри-
ваþтся ìетоäы опреäеëения коëи÷ественных оöе-
нок ка÷ества приìенитеëüно к реаëüныì назеìныì
изображенияì на основе вы÷исëения зна÷ений ìет-
рик вероятностноãо иëи разностноãо типов. О÷е-
виäно, ÷то äистанöионное визирование назеìных
сöен связано с оöенкаìи их ãеоìетри÷еских, энер-
ãети÷еских, спектраëüных характеристик по ре-
зуëüтатаì обработки и анаëиза соответствуþщих
изображений. То÷ностü и äостоверностü таких
оöенок опреäеëяется то÷ностüþ установëения со-
ответствия ìежäу спектраëüной яркостüþ то÷ек
назеìной сöены и эëеìентаìи изображений, по-
ëу÷енных äат÷икаìи äистанöионноãо зонäирова-
ния (аэрокосìи÷ескоãо, назеìноãо базирования) в
разëи÷ных спектраëüных äиапазонах. Указанные
соответствия ìоãут бытü опреäеëены äвуìя неза-
висиìыìи характеристикаìи: ãеоìетри÷ескиìи и
яркостныìи (раäиоìетри÷ескиìи). Разëи÷ныì ас-
пектаì реøения пробëеìы такоãо соответствия
посвящено äостато÷но боëüøое ÷исëо работ, на-
приìер [1, 4]. У÷итывая это, в äаëüнейøеì буäеì
исхоäитü из сëеäуþщих преäпоëожений:
� провеäены все необхоäиìые ãеоìетри÷еские и

яркостные преобразования äëя установëения
соответствия характеристик набëþäаеìой сöены
и изображений этих сöен, поëу÷енных äат÷икаìи
äистанöионноãо зонäирования; в äаëüнейøеì

эти изображения буäеì называтü текущиìи изо-
браженияìи (ТИ);

� разëи÷ные яркостные искажения, наруøаþщие
соответствие характеристик набëþäаеìой сöе-
ны ее изображениþ, преäставëены ìоäеëяìи,
аäекватно описываþщиìи реаëüные проöессы
искажения ТИ аääитивноãо иëи ìуëüтипëика-
тивноãо характера;

� преäставëенные изображения, поëу÷енные при
äистанöионноì зонäировании äат÷икаìи раз-
ëи÷ных спектраëüных äиапазонов — виäиìоãо и
инфракрасноãо, — рассìатриваþтся в виäе öиф-
ровых ìоäеëей — ìассивов отс÷етов (ìатриö)

зна÷ений функöии яркости F(i, j), i = ;

j = , ãäе L, N— ÷исëо строк и стоëбöов ìат-
риöы яркости;

� изображения оäной и той же сöены в разëи÷ных
спектраëüных äиапазонах привеäены к оäноìу
форìату, т. е. зна÷ения L, N совпаäаþт äëя всех
изображений, а зна÷ения коорäинат кажäой
i, j-й то÷ки оäноãо изображения поëностüþ
иäенти÷ны зна÷енияì коорäинат кажäой i, j-й
то÷ки äруãих изображений.

Методы определения абсолютных оценок 
качества изображения

� Вероятностные методы

При опреäеëении абсоëþтных оöенок ка÷ества
изображения испоëüзуþт такие характеристики,
как корреëяöионная и ковариаöионная зависи-
ìости яркости äвух эëеìентов изображения и äис-
персия яркости отäеëüноãо эëеìента, опреäеëяе-
ìые, соответственно, выраженияìи

R(i1, j1; i2, j2) = M{F(i1, j1)F(i2; j2)}; (1)

K(i1, j1; i2, j2) = M{[F(i1, j1) –

– M{F (i1, j1)}][F(i2; j2) – M{F(i2, j2)}]}; (2)

σ2(i, j) = K(i, j; i, j). (3)

Зäесü и в äаëüнейøеì сиìвоë М характеризует
операöиþ ìатеìати÷ескоãо ожиäания, при этоì
ìатеìати÷еское ожиäание изображения естü ìат-
риöа, соäержащая ìатеìати÷еские ожиäания эëе-
ìентов i, j. Боëее ÷асто испоëüзуþтся такие харак-
теристики, как ìатеìати÷еское ожиäание яркости
всеãо изображения и еãо äисперсия:

M{F(i, j)} = F(i, j); (4)

 = [F(i, j) – M{F(i, j)}]2. (5)

Оäна из весüìа инфорìативных вероятностных
характеристик изображения — еãо ãистоãраììа,
явëяþщаяся оöенкой распреäеëения вероятностей
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зна÷ений яркости первоãо поряäка P(b) и опреäе-
ëяеìая соотноøениеì

P(b) = S(b) иëи P(b) = , (6)

ãäе 0 m b m 255 — уровни квантования яркости;
S(b) — ÷исëо эëеìентов с уровнеì яркости b; äе-
ëение на LN — операöия норìирования. О÷евиäно,
÷то по форìе ãистоãраììы ìожно суäитü о свой-
ствах изображения, наприìер, узкая ãистоãраììа
соответствует низкоìу контрасту, ìуëüтиìоäаëü-
ный характер ãистоãраììы ãоворит о наëи÷ии об-
ëастей повыøенной контрастности относитеëüно
сосеäних обëастей и т. ä. Среäи основных призна-
ков всеãо изображения, которые ìожно вы÷исëитü
по ãистоãраììе первоãо поряäка, — среäнее зна÷е-

ние яркости M(b), äисперсия  и энтропия HF:

M{F(i, j)} = M(b) = bP(b);

 = [b – M{b}]2P(b); (7)

HF = – P(b)log2[P(b)].

При необхоäиìости опреäеëения характеристик
совìестноãо распреäеëения пар эëеìентов изобра-
жения испоëüзуется ãистоãраììа яркостей второãо
поряäка, опреäеëяеìая, наприìер, как

P(a, b |Δ) = , (8)

ãäе S(a, b |Δ) — ÷исëо сëу÷аев, коãäа F(i, j) = a и
F(i + Δx, j + Δy) = b, Δ = (Δx, Δy) — некоторый вектор
сìещения; a, b — яркости пар то÷ек изображения,
сìещенных на вектор Δ относитеëüно äруã äруãа;
G(Δ) — ÷исëо этих пар. В этоì сëу÷ае основные при-
знаки, которые ìожно вы÷исëитü по ãистоãраììе
яркостей второãо поряäка, — ковариаöия, автокор-
реëяöия и энтропия. Посëеäняя в этоì сëу÷ае оп-
реäеëяется соотноøениеì

HF (Δ) = – P(a, b |Δ)log2[P(a, b |Δ)]. (9)

Приìенение этих и äруãих характеристик, вы-
÷исëяеìых по ãистоãраììе яркостей второãо по-
ряäка, ìожет бытü испоëüзовано при текстурноì
анаëизе изображений.

Привеäенные выøе приìеры статисти÷еских
оöенок ка÷ества изображений отнþäü не ис÷ерпы-
ваþт всеãо ìноãообразия существуþщих. Напри-
ìер, в работе [5] привеäены выражения äëя среä-

некваäрати÷ной ëапëасиановой поãреøности и от-
ноøения сиãнаë/øуì:

 = , (10)

ãäе Q(F(i, j)) = F(i + 1, j) + F(i—1, j) + F(i, j + 1) +
+ F(i, j—1) — 4F(i, j);

S/N = 10log10 . (11)

� Разностные методы 
Дëя оöенки важнейøих характеристик изобра-

жения — резкости и контраста, — во ìноãоì оп-
реäеëяþщих приãоäностü изображения к äаëüней-
øей обработке, уäобно испоëüзоватü разностные
ìетоäы. Наприìер, ìеру резкости изображения S
(степенü разìытости ãраниöы ìежäу äвуìя сосеä-
ниìи у÷асткаìи изображения с разныì уровнеì
яркости) ìожно опреäеëитü путеì нахожäения уãëа
накëона профиëя яркости изображения на ãраниöе
перепаäа:

Sk =  = ,

k = 1, 2, 3, ..., n, (12)

ãäе n — ÷исëо краевых пиксеëей на изображении;
w — øирина зоны перепаäа яркости; G — разниöа
ìежäу зна÷енияìи яркостей сосеäних пиксеëей
F(ik, jk) и F(ik + 1, jk + 1).

Возìожный аëãоритì реøения заäа÷и нахожäе-
ния ìеры резкости [5, 6] ìожет состоятü из посëе-
äоватеëüности сëеäуþщих операöий:
� выäеëение краевых пиксеëей с испоëüзованиеì

äетектора краев, наприìер äетектора Кани;
� опреäеëение направëения ãраäиента в öикëе äëя

кажäоãо краевоãо пиксеëя;
� нахожäение в öикëе вäоëü направëения ãраäи-

ента äëя кажäоãо краевоãо пиксеëя бëижайøих
пиксеëей с ìаксиìаëüныì F(i, j)max и ìиниìаëü-
ныì F(i, j)min зна÷енияìи яркостей и расстоя-
ния ìежäу ниìи w;

� вы÷исëение ìеры резкости äëя кажäоãо краево-
ãо пиксеëя Sk путеì поäстановки w, F(i, j)max и
F(i, j)min в (12);

� опреäеëение ìаксиìаëüноãо зна÷ения из всех
поëу÷енных Sk, явëяþщеãося ìерой резкости
изображения S: S = max{Sk}.
Еще оäниì параìетроì, который опреäеëяет

ка÷ество изображений, явëяется контраст — ãраäа-
öионная характеристика ÷ерно-беëоãо изображе-
ния по разëи÷иþ в светëоте еãо наибоëее ярких и
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наибоëее теìных у÷астков. Поскоëüку изображение
иìеет сëожный сþжетный характер, то это порож-
äает необхоäиìостü при опреäеëении еãо контр-
астности исхоäитü из контраста отäеëüных коìби-
наöий эëеìентов изображения. При этоì все эëе-
ìенты с÷итаþтся равнозна÷ныìи, и контраст каж-
äой их пары вы÷исëяется по форìуëе

LC = , (13)

ãäе F — зна÷ения яркости соответствуþщих эëе-
ìентов изображения. Пиксеëи äëя сравнения ìожно
выбиратü разëи÷ныìи способаìи. Наибоëее прос-
той способ — сравнение яркостей сосеäних пиксе-
ëей в ãоризонтаëüноì и вертикаëüноì направëе-
ниях. Провоäя затеì усреäнение ìатриöы ëокаëü-
ных контрастов, поëу÷аеì суììарный контраст.
Может бытü испоëüзован и иной ìетоä оöенки ка-
÷ества изображения, основанный на ãипотезе о
норìаëüноì законе распреäеëения яркостей еãо
эëеìентов. Кроìе коëи÷ественной оöенки ка÷ест-
ва изображения äанный ìетоä позвоëяет поëу÷итü
инфорìаöиþ о наëи÷ии и весовоì соотноøении
яркостных ãраäаöий изображения. Резуëüтаты оöен-
ки ка÷ества изображения, поëу÷енные по äанноìу
ìетоäу, во ìноãих сëу÷аях хороøо корреëируþтся
с субъективной оöенкой визуаëüноãо ка÷ества изо-
бражения [5].

При поäстановке выражения (13) в (12) поëу-
÷ится коìбинированная оöенка резкости и конт-
раста изображения. К ãруппе разностных оöенок,
испоëüзуþщих оöенки изìенения аìпëитуä пере-
паäов яркости ìежäу сосеäниìи эëеìентаìи по
всеìу изображениþ, ìожно отнести критерий виäа

[(F(i, j) – F(i + 1, j)]2 +

+ [((Fi, j) – Fi, j + 1)]
2 . (14)

Методы определения сравнительных оценок 
качества изображения

Приìероì оäной из простейøих коëи÷ествен-
ных сравнитеëüных оöенок ка÷ества изображения
ìожет сëужитü зна÷ение параìетра резкости всеãо
изображения иëи некоторой интересуþщей еãо об-
ëасти. В этоì сëу÷ае посëеäоватеëüностü проöеäур
äëя оöенки резкости ìожет бытü основана на вы÷ис-
ëении ìеры эксöесса äвуìерноãо спектра Фурüе
изображения и вкëþ÷ает сëеäуþщие øаãи:
� выäеëение пряìоуãоëüной обëасти на изобра-

жении;
� преобразование выäеëенной обëасти интереса в

÷астотнуþ обëастü;
� вы÷исëение ìеры эксöесса äвуìерноãо спектра

Фурüе поëу÷енной обëасти, опреäеëяеìой как

отноøение ÷етвертоãо öентраëüноãо ìоìента μ4
и кваäрата второãо öентраëüноãо ìоìента μ2:

γ2 =  = ; (15)

� сравнение ìеры эксöесса спектра Фурüе исхоä-
ноãо изображения и ìеры эксöесса спектра
Фурüе изображения, обработанноãо какиì-ëибо
фиëüтроì, наприìер фиëüтроì Гаусса.
Так как высоких пространственных ÷астот на

резкоì изображении боëüøе, ÷еì на разìытоì,
äвуìерное распреäеëение спектра Фурüе äëя рез-
коãо изображения буäет øире. О÷евиäно, ÷то боëее
резкоìу изображениþ соответствует боëüøее зна-
÷ение эксöесса.

Дëя оöенки разниöы ìежäу äвуìя изображе-
нияìи F1 и F2 ìожно испоëüзоватü норìу Минков-
скоãо виäа

pp = |F1(i, j) – F2(i, j)|
p ;

p = 1, 2, 3, ... . (16)

Оäнако норìа Минковскоãо äаëеко не всеãäа
соответствует äаже визуаëüной оöенке схоäства
изображений, иìеþщих оäинаковое зна÷ение нор-
ìы при разëи÷ных зна÷ениях параìетра p [6], по-
скоëüку не у÷итывает структурноãо поäобия этих
изображений. Эта ìетрика у÷итывает ëиøü отäеëü-
ные характерные особенности изображений при
оöенке их ка÷ества.

Несìотря на зна÷итеëüные успехи, äостиãнутые
в разработке ìетоäов поëу÷ения коëи÷ественных
оöенок ка÷ества изображения, сëеäует отìетитü
оãрани÷енные возìожности боëüøинства рассìот-
ренных в ëитературе ìетрик. Ввеäенные критерии
позвоëяþт найти приеìëеìые оöенки ëиøü в каж-
äоì ÷астноì сëу÷ае. Преäëаãается, наприìер, не-
кая уäобная äëя анаëиза и вы÷исëений ìетрика,
а затеì оöениваþтся ее свойства.

С у÷етоì важной роëи структурной инфорìа-
öии при сравнитеëüной оöенке ка÷ества изображе-
ний наибоëее öеëесообразныìи преäставëяþтся
попытки испоëüзования соответствуþщих ìетрик,
не зависящих от типа реøаеìых заäа÷. Оäниì из
приìеров такой ìетрики ìожет сëужитü преäëо-
женный в работе [7] универсаëüный инäекс изо-
бражения Q0 как ìера структурных искажений
(структурноãо поäобия — SSIM) ìежäу äвуìя изо-
браженияìи.

Испоëüзуя выражение äëя ковариаöии яркостей
äвух изображений F1, F2,

 =

= [F1 – M{F1}][F2 – M{F2}], (17)
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преäставиì ìеру ка÷ества рассìатриваеìоãо изо-
бражения F1 = F1(i, j) относитеëüно некотороãо
äруãоãо изображения F2 = F2(i, j), приниìаеìоãо за
этаëонное, в виäе инäекса

Q0(F1, F2) = ,

зна÷ения котороãо ëежат в äиапазоне зна÷ений —
1 m Q0 m + 1, иëи в нескоëüко иной записи

Q0(F1, F2) =

= • • . (18)

В посëеäнеì выражении первый соìножитеëü
естü коэффиöиент корреëяöии ìежäу изображе-
нияìи F1, F2, второй соìножитеëü отражает, в не-
котороì роäе, среäнее искажение яркости и ìожет
приниìатü зна÷ения в äиапазоне [0, 1]. Третий
соìножитеëü характеризует ìеру искажения конт-
раста. Еãо зна÷ения также ëежат в äиапазоне [0, 1].
Разуìеется, при иäенти÷ности изображений F1, F2
инäекс приниìает зна÷ение Q0 = 1.

Так как рассìатриваеìый кëасс изображений
нестаöионарен, öеëесообразно осуществитü посëе-
äоватеëüное вы÷исëение зна÷ений Q0 äëя ëокаëü-
ных обëастей Q0 (F1, F2| w), ãäе w— скоëüзящее ок-
но неизìенноãо разìера (наприìер 11 × 11, 5 × 5),
просìатриваþщее пиксеëü за пиксеëеì все изобра-

жение. Гëобаëüный инäекс опреäеëяется осреäне-
ниеì всех ëокаëüных ка÷ественных инäексов

Q0(F1, F2) = Q0(F1, F2 |w). (19)

В привеäенноì выражении W — ìножество
всех окон w, |W | — ÷исëо эëеìентов W. О÷евиäно,
÷то ÷еì выøе зна÷ение ìеры схоäства изображе-
ний, теì ëу÷øе выпоëнена обработка изображе-
ния. Поскоëüку на стати÷еских изображениях сöе-
ны отсутствует изìеняеìостü форìы и поäвиж-
ностü объектов, ìеру схоäства ìожно вы÷исëятü
сразу по всеìу изображениþ.

Примеры значений абсолютных и сравнительных 
оценок качества изображения 

многообъектных наземных сцен

На рис. 1, 2 привеäены изображения äвух ре-
аëüных сöен в виäиìоì (а) и ИК (б) äиапазонах
(3...5 ìкì), поëу÷енные при настиëüных уãëах зон-
äирования, и соответствуþщие иì ãистоãраììы (в).

Из привеäенных на рис. 1 ãистоãраìì виäно, ÷то
äëя изображения в виäиìоì äиапазоне (ТВ) на-
бëþäается равноìерностü распреäеëения яркостей
всех оттенков серых тонов со зна÷итеëüной äоëей
светëых тонов, соответствуþщей äостато÷но боëü-
øоìу разìеру ясноãо неба в äанноì изображении.
Дëя изображения в ИК äиапазоне иìеет ìесто о÷е-
виäное сìещение пиков ãистоãраììы в сторону
теìных тонов.
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Рис. 1. Изображения реальной сцены 1 в видимом (а) и ИК (б) диапазонах (3...5 мкм),
полученные при настильных углах зондирования, и соответствующие им гистограммы (в)

По ãистоãраììаì äруãой сöе-
ны (рис. 2, а, б) нетруäно заìе-
титü, ÷то äëя изображения виäи-
ìоãо äиапазона зна÷ения яркости
распреäеëены äостато÷но равно-
ìерно, с некоторыì преиìуще-
ствоì среäнесерых тонов (зна-
÷ения яркости 100...160) и беëых
тонов. Уìенüøение разìера яс-
ноãо неба в äанноì изображении
по сравнениþ с преäыäущиì сëу-
÷аеì (сì. рис. 1, а) соответствует
существенноìу уìенüøениþ äо-
ëи светëых тонов. В ИК изобра-
жении набëþäается преиìуще-
ство теìных и теìносерых тонов
и небоëüøой пик в ìаксиìаëü-
ных яркостях.

На рис. 3, 4 привеäены изо-
бражения сöены (сì. рис. 2) в ви-
äиìоì и ИК äиапазонах, заøуì-
ëенные равноìерныì øуìоì
разëи÷ноãо уровня (σø = 6...30),
и соответствуþщие иì ãистоã-
раììы; пунктироì изображены
ãистоãраììы, соответствуþщие
незаøуìëенныì изображенияì.
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Сравнение ãистоãраìì не-
заøуìëенных (сì. рис. 2, а, б)
и соответствуþщих заøуì-
ëенных (рис. 3, 4) изображе-
ний показывает, ÷то заøуì-
ëение изображения равно-
ìерныì øуìоì вызывает
разìытие ãистоãраììы, ãово-
рящее об уìенüøении обще-
ãо контраста изображения.

В табë. 1 привеäены коëи-
÷ественные зна÷ения ряäа аб-
соëþтных оöенок äëя изобра-
жений äвух сöен, привеäен-
ных на рис. 1, 2:  — äис-
персия ãистоãраììы; HF —
энтропия ãистоãраììы; LC —
оöенка по ëокаëüноìу конт-
расту; HF (Δ) — энтропия ãи-
стоãраììы второãо поряäка
(Δ = (2, 2)); S/N — сиãнаë/
øуì, опреäеëяеìые выраже-
нияìи (7), (13), (9), (11) со-
ответственно.

В табë. 2 привеäены коëи-
÷ественные зна÷ения абсо-
ëþтных оöенок äëя изобра-
жений, привеäенных на
рис. 2, а, б и соответствуþ-
щих иì заøуìëенных равно-
ìерныì øуìоì разëи÷ной
интенсивности изображений
(рис. 3, 4). Сравнитеëüный
анаëиз зна÷ений абсоëþтных
оöенок позвоëяет в принöи-
пе оöенитü тенäенöиþ изìе-
нения ка÷ества изображений
реаëüных сöен при возäейст-
вии øуìовых поìех, атìос-
ферной изìен÷ивости и äру-
ãих возìущаþщих факторов.

В табë. 3 привеäены зна-
÷ения сравнитеëüных оöенок
ка÷ества, испоëüзуþщих ìет-
рики Минковскоãо (pp) и
структурноãо поäобия SSIM
(Q0), вкëþ÷ая составëяþщие
посëеäней (Q1, Q2, Q3), и оп-
реäеëяеìых выраженияìи
(16), (18) соответственно, äëя
изображений на рис. 2, а и 3
и на рис. 2, б и 4. При вы÷ис-
ëении ìетрики Q0 испоëüзо-
ваëосü, в соответствии с (19),
скоëüзящее окно неизìенно-
ãо разìера w = 11 × 11; в ка-
÷естве этаëонных приниìа-
ëисü незаøуìëенные изо-
бражения (рис. 2, а, б).

σF
2

Рис. 3. Изображения сцены 2 в видимом диапазоне, зашумленные равномерным шумом раз-
личного уровня (s

ш
 = 6...30) и соответствующие им гистограммы (г):

а — sø = 6; б — sø = 16; в — sø = 30

Рис. 2. Изображения реальной сцены 2 в видимом (а) и ИК (б) диапазонах (3...5 мкм), по-
лученные при настильных углах зондирования, и соответствующие им гистограммы (в)
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Заключение

Рассìотренные в работе
абсоëþтные оöенки позвоëя-
þт суäитü тоëüко о ка÷естве
конкретноãо изображения (äо
иëи посëе некоторых еãо пре-
образований, наприìер при
возäействии øуìов), испоëü-
зуя такие коëи÷ественные ха-
рактеристики, как ãистоãраì-
ìы первоãо и второãо поряäка,
äисперсия и энтропии ãистоã-
раììы первоãо и второãо по-
ряäка, отноøение сиãнаë/øуì,
ëокаëüный контраст.

Сравнитеëüные оöенки по-
звоëяþт суäитü о ка÷естве
конкретноãо изображения от-
носитеëüно некотороãо эта-
ëонноãо. Такие оöенки ìожно
поëу÷итü по-разноìу:

— путеì сравнения ÷исëо-
вых зна÷ений соответствуþ-
щих абсоëþтных оöенок каж-
äоãо из изображений (ãистоã-
раììы, энтропии и т. п.);

— с испоëüзованиеì раз-
ëи÷ных ìетрик, наприìер,
Минковскоãо, структурноãо
поäобия, и äр., с оöенкой от-
ëи÷ия рассìатриваеìоãо изо-
бражения от этаëонноãо.

Коëи÷ественные ìеры ка÷ества изображения
необхоäиìы при проектировании и оöенке систеì
воспроизвеäения изображений; эти ìеры во ìно-
ãоì поìоãаþт избавитüся от труäоеìкой и нето÷-
ной оöенки изображений посреäствоì субъектив-
ной экспертизы; при этоì сëеäует испоëüзоватü не
оäну отäеëüно взятуþ ìеру, а их набор; оäин из
возìожных наборов рассìотрен в äанной статüе.

На основе коëи÷ественных ìер ìожно разви-
ватü ìетоäы оптиìизаöии систеì обработки изо-
бражений и, в ÷астности, ìетоäов оöенки ка÷ества
сëияния разноспектраëüных изображений.
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Рис. 4. Изображения сцены 2 в ИК диапазоне, зашумленные равномерным шумом различно-
го уровня (s

ш
 = 6...30) и соответствующие им гистограммы (г):

а — sø = 6; б — sø = 16; в — sø = 30

Табëиöа 1

Сöена HF LC HF(Δ) S/N

Рис. 1, а (ТВ) 6135 7,36 –0,038 16,09 6,76
Рис. 1, б (ИК) 1842 7,21 0,31 15,48 6,11
Рис. 2, а (ТВ) 2446 7,416 0,045 16,466 10,09
Рис. 2, б (ИК) 938 6,58 –0,16 14,49 9,89

σ
F

2

Табëиöа 2

Шуì 
σø

HF S/N HF S/N

ТВ изображение ИК изображение

0 2446 7,416 10,09 938 6,58 9,89
6 2504 7,46 10,05 971 6,75 9,74

16 2668 7,49 9,79 1173 7,00 8,92
30 3127 7,55 9,16 1765 7,35 7,15

σ
F

2 σ
F

2

Табëиöа 3

Диапазоны σø pp (p =2) Q1 Q2 Q3 Q0

ТВ
6 6,03 0,99 1 0,99 0,98
16 15 0,95 0,999 0,95 0,9
30 29,15 0,85 0,999 0,849 0,725

ИК
6 6,029 0,98 1 0,98 0,96
16 15,9 0,88 1 0,88 0,779
30 29,92 0,7 0,999 0,67 0,475
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Введение

В работе [1] иссëеäована ìоäеëü навиãаöионной
интеãрированной систеìы (ИС), отожäествëяеìая
с ìоäеëüþ трехкоìпонентной (3D) инерöиаëüной
навиãаöионной систеìы (ИНС), корректируеìой
изìеренияìи, äоставëяеìыìи навиãаöионной спут-
никовой систеìой (НСС) типа ГЛОНАСС и борто-
вой астросистеìой, визируþщей оäну звезäу. В та-
кой корректируеìой 3D-ИНС показания трех нüþ-
тоноìетров (аксеëероìетров), преäставëяþщие
собой изìеренные зна÷ения трех коìпонент век-
тора кажущеãося ускорения [2], непосреäственно
испоëüзуþтся в аëãоритìе функöионирования
систеìы при интеãрировании векторноãо уравне-
ния Нüþтона, иëи äинаìи÷еской ãруппы уравне-
ний (ДГУ) (÷то и ëежит в основе понятия трехкоì-
понентности) [3], ìоäеëируþщих äвижение ìате-
риаëüной то÷ки в ãравитаöионноì поëе Зеìëи
(GE-поëе). Наëи÷ие в составе ИС астросистеìы,
визируþщей тоëüко оäну звезäу, не обеспе÷ивает
возìожности независиìоãо реøения кинеìати÷е-
ской заäа÷и — оöенки параìетров вращения при-
борноãо коорäинатноãо трехãранника, ÷то явëяется
и при÷иной невозìожности наäеëения такой ИС
функöией оöенки напряженности GE-поëя. Оäнако,
как сëеäует из работы [1], эта ИС при äостато÷но
то÷ных преäставëениях о GE-поëе реøает, при÷еì
впоëне успеøно, поëнуþ навиãаöионнуþ заäа÷у —
заäа÷у опреäеëения ìеста объекта и еãо ориента-

öии (иëи, ÷то, по сути, то же саìое — ориентаöии
приборноãо трехãранника) в пространстве.

Вìесте с теì, в работе [3] показано, ÷то есëи в
состав ИС вкëþ÷ена астросистеìа, визируþщая
боëее оäной звезäы, то ИС ìожет интерпретиро-
ватüся в ка÷естве векторной ãравиìетри÷еской ИС,
т. е. систеìы, наäеëенной способностüþ оöенки
напряженности GE-поëя.

В äанной статüе показано, ÷то в ИС с такой же
астросистеìой, как описана в работе [3], возìож-
ностü оöенки напряженности GE-поëя ìожет бытü
сохранена и в раìках преäставëений о äвухкоìпо-
нентных (2D) ИНС, отëи÷аþщихся от 3D-ИНС
теì, ÷то в их аëãоритìе функöионирования ис-
поëüзуþтся изìерения тоëüко äвух — "ãоризон-
таëüных" — нüþтоноìетров, и соответственно, ин-
теãрируется тоëüко ÷астü уравнений из ДГУ [4].

Основные модели

Иäеаëизированная ìатеìати÷еская ìоäеëü ИС
(на основе ìоäеëи 3D-ИНС) в форìе обратной за-
äа÷и виäа "состояние—изìерение" [5] преäставëя-
ется äвуìя ãруппаìи äифференöиаëüных уравне-
ний — äинаìи÷еской (ДГУ) и кинеìати÷еской (КГУ)
[6] (из которых первая описывает траекториþ,
а вторая эвоëþöиþ ортоãонаëüной систеìы отс÷ета
oq = oq1q2q3 относитеëüно выбранной инерöиаëüной
систеìы отс÷ета oξ = oξ1ξ2ξ3), — а также äвуìя ãруп-
паìи уравнений изìерений, äоставëяþщих ин-
форìаöиþ от НСС о ìесте объекта и от астросис-
теìы — об ортах направëений на известные звезäы.

Не наруøая общности, приìеì, ÷то систеìа
отс÷ета oq явëяется ãеоöентри÷еской с осüþ oq3,
направëенной по раäиус-вектору объекта-носитеëя,
и с осяìи oq1 и oq2, направëенныìи соответственно
на Восток и Север; осяì систеìы oq коëëинеарны
оси сопровожäаþщеãо иäеаëüноãо приборноãо
трехãранника, который физи÷ески реаëизуется на
борту поäвижноãо объекта и в котороì выпоëня-
þтся изìерения и интеãрирование äифференöи-
аëüных уравнений обеих ãрупп. С у÷етоì изëожен-
ноãо указанная ìоäеëü ИС ìожет бытü записана
в сëеäуþщеì виäе:

(1)

ãäе qi и pi — переìенные ДГУ, иëи коìпоненты век-
торов q и p, — соответственно раäиус-векторы ìес-
та объекта и еãо абсоëþтной ëинейной скорости
(уäеëüноãо иìпуëüса); ωk — коìпонента вектора
абсоëþтной уãëовой скорости (w) вращения при-
борноãо трехãранника; Akj — переìенные КГУ, иëи
эëеìенты ìатриöы (А) взаиìной ориентаöии сис-
теì отс÷ета oq и oξ, так ÷то q = Ax; zi — коìпонента

Показано, что включение в модель двухкомпонентной
инерциальной навигационной системы, корректируемой по
астро- и спутниковой информации, дополнительных усло-
вий, интерпретирующих общее уравнение динамики в про-
екции на радиус-вектор местоположения движущегося
объекта, позволяет реализовать в интегрированной систе-
ме функцию определения напряженности гравитационного
поля Земли.

Ключевые слова: инерциальная навигация, астросисте-
ма, ньютонометр, гироскоп, обратная задача, навигаци-
онная спутниковая система

 = –eikjωkqj + pi, qi(0) = qi, 0;

 = –eikjωkpj + Gi(q) + Fi, pi(0) = pi, 0;

 = –ekusωuAsj, Akj(0) = Akj, 0;

zj = qj,

 = , i, j, k, s, u = ; w = ,
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вектора изìерений (z), äоставëяеìых НСС;  —
коìпонента вектора изìерений (z(w)), äоставëяе-
ìых астросистеìой;  — коìпонента орта (l(w))
направëения на w-þ звезäу; Gi(q) — коìпонента
вектора напряженности (G(q)) GE-поëя; Fi — коì-
понента вектора равноäействуþщей (F) уäеëüных сиë
неãравитаöионной прироäы; qi(0), pi(0) и Akj(0) —
на÷аëüные (при t = 0) зна÷ения эëеìентов векторов
q и p и ìатриöы А; eikj — сиìвоë Леви—Чивита;
зäесü и äаëее устанавëивается правиëо суììирова-
ния по повторяþщиìся инäексаì.

При перехоäе к ìоäеëи иäеаëизированной ИС
на базе ìоäеëи 2D-ИНС с у÷етоì ориентаöии ко-
орäинатных осей приборноãо трехãранника в урав-
нениях (1) поëаãаеì i = ; |q| = q3 = r; z3 = r;
G(q) = G(q1, q2, z3) = G(x, r), ãäе x = (q1, q2)

т, p3 =
=  – ω2q1 + ω1q2, т. е., ÷то существенно, перехоä
к новой ìоäеëи требует оöенки произвоäной изìе-
ряеìой НСС коорäинаты q3, т. е. .

Обращаясü к физи÷ескиì реаëияì, отìетиì на-
ëи÷ие поãреøностей в изìерениях, в опреäеëении
на÷аëüных зна÷ений, а также в преäставëениях о
напряженности GE-поëя. Допоëнитеëüно к этоìу
отìетиì и то, ÷то при визировании äвух и боëее
звезä возìожно то÷е÷ное оöенивание параìетров
ориентаöии приборноãо трехãранника, т. е. ìатри-
öы А, с поãреøностяìи, обусëовëенныìи инстру-
ìентаëüныìи поãреøностяìи набëþäения звезä.
Поëаãая äостато÷но ìаëыìи все указанные по-
ãреøности, выпоëниì перехоä к ëинейныì преä-
ставëенияì в вариаöиях, сфорìуëировав, такиì
образоì, обратнуþ заäа÷у "в ìаëоì": 

(2)

ãäе δqi = qi – ; δpi = pi – ; gi = Gi(q) – (x, r);

(x, r) = –  — i-я коìпонента öентраëüной со-

ставëяþщей ìоäеëи напряженности GE-поëя; χi(t) —

скоростü изìенения gi на траектории äвижения но-

ситеëя;  и  — резуëüтат интеãрирования ДГУ с

испоëüзованиеì изìеренных зна÷ений ωk (k = )

и Fi (i = ) с заìещениеì в ìоäеëи (x, r) зна-

÷ения r зна÷ениеì z3 =  = r + ε3; νk (k = ) и

fi (i = ) — осевые коìпоненты инструìентаëü-

ных поãреøностей ãироскопов и нüþтоноìетров;
εk — поãреøности опреäеëения коорäинат носите-

ëя с поìощüþ НСС; βu — поãреøности интеãри-

рования КГУ; εu — инструìентаëüные поãреøнос-

ти астросистеìы; ϕ — øирота ìеста объекта.
Заäа÷а (2) разреøиìа относитеëüно вектора со-

стояния (δq1, δp1, δq2, δp2, g1, g2)
т, но при ее реøении,

÷то о÷евиäно, не оöенивается коìпонента GE-по-
ëя g3 = G3 – , поэтоìу она ìожет рассìатри-
ватüся тоëüко как заäа÷а коррекöии 2D-ИНС, но
не заäа÷а векторной ãравиìетрии. Это объясняется
теì, ÷то в сëу÷ае 2D-схеìы äоступны тоëüко äве
ìоäеëüные коìпоненты вектора q (т. е.  и ),
всëеäствие ÷еãо построение ëинейной невязки из-
ìерения, поäобной той, ÷то иìеëа ìесто в сëу÷ае
3D-ИНС, невозìожно, и, сëеäоватеëüно, невоз-
ìожна постановка в поäобноì же виäе (преäстав-
ëяеìоì уравненияìи (2) с невязкой δz = δq3 + ε3)
и обратной заäа÷и "в ìаëоì".

В ка÷естве отправной то÷ки äаëüнейøих по-
строений, äоказываþщих возìожностü постановок
обратных заäа÷ "в ìаëоì" виäа "состояние—изìе-
рение" с уравненияìи (2), обратиìся к äвижениþ
объекта по сфере известноãо раäиуса с öентроì в
на÷аëе систеìы отс÷ета oq. При äвижении по сфе-
ре о÷евиäны равенства p3 = 0 и  = 0, которые
с у÷етоì третüеãо и øестоãо уравнений ДГУ в (1)
ìожно преäставитü в виäе сëеäуþщих усëовий та-
коãо äвижения [4]:

 – ω2q1 + ω1q2 = 0; (3)

ω2p1 – ω1p2 + G3 + F3 = 0; (4)

 – (  + ω1ω3)q1 – (  – ω2ω3)q2 +

+ ω1p2 – ω2p1 + (  + )q3 = 0; (5)

 – (  + ω1ω3)q1 – (  – ω2ω3)q2 +

+ G3 + F3 + (  + )q3 = 0; (6)

 + (  + ω1ω3)q1 – (  – ω2ω3)q2 +

+ 2ω2p1 – 2ω1p2 + G3 + F3 – (  + )q3 = 0, (7)

ãäе (5) — резуëüтат äифференöирования (3), а (6) и
(7) — соответственно суììа и разностü (4) и (5),
при÷еì (7) — это форìаëüная записü реаëизаöии на
оси oq3 принöипа Д’Аëаìбера.

Заìетиì также, ÷то при äвижении по сфере ут-
вержäения (3)—(7) эквиваëентны утвержäениþ
( = 0,  = 0, F3 = –G3 – (  + )r), а при äви-
жении по произвоëüной поверхности усëовия
(3)—(6), вообще ãоворя, наруøаþтся, но усëовие
(7) — принöип Д’Аëаìбера — остается в сиëе. Иное
иìеет ìесто при интеãрировании ДГУ 2D-ИНС,
выпоëняеìоì, как отìе÷аëосü выøе, в усëовиях
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присутствия поãреøностей в изìерениях и оöен-
ках на÷аëüных состояний. В этоì сëу÷ае вне зави-
сиìости от тоãо, äвижется ëи объект по сфере иëи
не по ней, наруøаþтся все усëовия (3)—(7). Такие
наруøения ìожно интерпретироватü как äопоëни-
теëüные невязки изìерений при постановке обрат-
ных заäа÷ "в ìаëоì" (по сути заäа÷ коррекöии 2D-
ИНС) с уравненияìи виäа (2).

Из пяти усëовий (3)—(7) наибоëее приеìëеìы
äëя реаëизаöии в заäа÷ах коррекöии усëовия (3) и
(4), так как они не соäержат произвоäных уãëовой
скорости вращения систеìы отс÷ета, ÷то при по-
строении невязок освобожäает от нахожäения оöе-
нок этих произвоäных и в общеì сëу÷ае требуется
при обращении к усëовияì (5)—(7). Поэтоìу оста-
новиìся на невязках (3) и (4). Они преäставëяþтся
сëеäуþщиì образоì:

δza =  – ω2δq1 + ω1δq2, (8)

ãäе  =  — ÷астота Шуëера [2];  — поãреø-

ностü оöенивания зна÷ения  по изìеренноìу зна-
÷ениþ r, т. е. по z3 = r + ε3;

δzb = ω2δp1 – ω1δp2 + g3 + f3 + 3 ε3 + , (9)

ãäе f3 — инструìентаëüная поãреøностü äопоëни-
теëüноãо (к схеìе 2D-ИНС) нüþтоноìетра при та-
коì (тоëüко äëя форìирования невязки) нетраäи-
öионноì (в сравнении со схеìой 3D-ИНС) еãо ис-
поëüзовании;  =  +  — оöенка зна÷ения  по
изìеренныì зна÷енияì r, т. е. по z3;  — поãреø-
ностü оöенивания зна÷ения .

У÷итывая (9), äопоëниì äинаìи÷ескуþ ÷астü
систеìы уравнений (2) уравнениеì эвоëþöии зна-
÷ения g3:

 = χ3(t), g3(0) = g3,0, (10)

ãäе χ3(t) — скоростü изìенения g3 на траектории
äвижения объекта.

Тоãäа в раìках конöепöии векторной ãравиìет-
рии возìожны äва варианта ìоäеëи обратной за-
äа÷и "в ìаëоì". Первый преäставëяется уравне-
нияìи (2), (10), (8) и (9); второй — уравненияìи
(2), (10) и (9). Посëеäний как базовый и быë ис-
сëеäован в вы÷исëитеëüноì экспериìенте.

Вычислительный эксперимент

Цеëü ÷исëенноãо иссëеäования — верификаöия
÷исëенной разреøиìости заäа÷и (2), (10), (9) в ус-
ëовиях коне÷ной то÷ности вы÷исëений и изìере-
ний, иëи, по сути, прееìственности этоãо свойства
систеìы, сконструированной на базе 2D-ИНС, от
анаëоãи÷ной систеìы на базе 3D-ИНС [3].

При провеäении экспериìента испоëüзованы те
же, ÷то и в работе [3], зна÷ения параìетров äви-
жения и поãреøностей, а иìенно: преäпоëаãаëосü,
÷то объект äвижется на øироте ϕ = 45° в восто÷ноì

направëении с относитеëüной (к Зеìëе) скоростüþ
V = 100 ì/с, а среäнекваäрати÷еские зна÷ения

коìпонент поãреøностей f, n, b, e и ,  , соот-

ветственно, естü σf = 10–3 ì/с2, σv = 10–3 °/÷,

σβ = 10–6 раä, σε = 5 ì,  = 10–2 ì/с,  = 10–3 ì/с2.

Обусëовëенностü заäа÷и (2), (10), (9) характери-
зуется синãуëярныìи ÷исëаìи обусëовëенности μ
и μN, соответствуþщиìи исхоäноìу и норìирован-
ноìу по стоëбöаì коне÷ноìерноìу оператору заäа-
÷и, и верифиöироваëасü при относитеëüной коìпüþ-
терной то÷ности преäставëения ÷исеë e1 = 2,2•10–16

по той же ìетоäике, ÷то приìеняëасü в работах [1, 3].
Оöенки зна÷ений ÷исеë обусëовëенности — μ = 107

и μN = 4 — сравниваëи с крити÷ескиì äëя опера-
тора зна÷ениеì μ* = 1010. При этоì ãарантируþщее
сохранение свойства набëþäаеìости усëовие
(μN < μ < μ*) при возìущении оператора заäа÷и
вы÷исëитеëüной среäой так же, как и в работе [1],
выпоëняется.

Чисëенное реøение заäа÷и выпоëняëосü с при-
ìенениеì ìетоäоëоãии и аëãоритìа äинаìи÷еско-
ãо обращения каëìановскоãо типа [7]; анаëиз ре-
øения показаë, ÷то еãо характеристики бëизки теì,
÷то быëи в сëу÷ае систеìы на базе 3D-ИНС [1],
а иìенно, эìпири÷еские среäнекваäрати÷еские
поãреøности оöенивания зна÷ений δqi, δpi, βi, gi
соответственно равны σq = 4 ì, σp = 0,3 ì/с, σβ =
= 5•10–7 раä, σg = 10–4 ì/с2.

Заключение

В работе показано, ÷то при построении вектор-
ной ãравиìетри÷еской систеìы на базе 2D-ИНС
возìожна такая ее орãанизаöия, при которой со-
храняþтся все функöионаëüные свойства, которые
реаëизуþтся в систеìе на базе 3D-ИНС.

Исследование выполнено при частичной поддерж-
ке РФФИ-ДВО (грант № 11-01-98501-р_восток_а)
и ДВО РАН (грант № 12-1-0-03-005).
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Введение

Расøирение обëасти приìенения поäвоäной ро-
бототехники привоäит к необхоäиìости выпоëне-
ния все боëее сëожных техноëоãи÷еских операöий,
требуþщих созäания высокото÷ных систеì управ-
ëения (СУ) äвижениеì поäвоäных аппаратов (ПА).
При этоì функöионирование указанных СУ невоз-
ìожно без созäания то÷ных бортовых навиãаöион-
ных систеì, которые позвоëяþт опреäеëятü все ис-
поëüзуеìые параìетры äвижения ПА с требуеìой
то÷ностüþ. Оäнако созäание указанных систеì яв-
ëяется весüìа сëожной заäа÷ей. Это объясняется теì,
÷то, во-первых, набор навиãаöионно-пиëотажных
äат÷иков ПА ÷асто оãрани÷ен ввиäу оãрани÷ения
ìассоãабаритных показатеëей и стоиìости ПА.
Во-вторых, äанные, поступаþщие с этих äат÷иков,

сиëüно заøуìëены и периоäи÷ески ìоãут выäаватü
прерываþщиеся и неäостоверные äанные. В-третü-
их, инфорìаöия с разëи÷ных äат÷иков ÷асто посту-
пает с разной ÷астотой, которая ìожет бытü ìноãо
ìенüøе ÷астоты äискретизаöии испоëüзуеìых СУ
ПА. Поэтоìу на кажäоì øаãе этой äискретизаöии
инфорìаöия с отäеëüных äат÷иков ìожет оказатü-
ся неäоступной.

В настоящее вреìя реøение указанных пробëеì
актуаëüно не тоëüко äëя ПА, но и äëя äруãих типов
ìобиëüных роботов и автоìати÷еских систеì. При
этоì испоëüзуþтся разëи÷ные поäхоäы. В ÷астности,
в работе [1] поëу÷ены анаëити÷еские выражения
äëя опреäеëения ориентаöии ëетатеëüноãо аппарата
на основе изìерения еãо уãëовых скоростей и ëи-
нейных ускорений. Оäнако указанный поäхоä не
позвоëяет у÷естü øуìы и разные периоäы äискре-
тизаöии äанных с бортовых äат÷иков.

Дëя коìпëексирования äанных с бортовых äат-
÷иков разëи÷ных ìобиëüных роботов ÷асто испоëü-
зуþт поäхоäы, основанные на ìетоäе наиìенüøих
кваäратов [2]. Оäнако эффективно испоëüзоватü
эти поäхоäы ìожно тоëüко äëя äинаìи÷еских объ-
ектов, описываеìых ëинейныìи ìоäеëяìи, ÷то
äëя ПА справеäëиво тоëüко в отäеëüных простых
режиìах äвижения.

В настоящее вреìя äëя реøения пробëеìы уве-
ëи÷ения то÷ности навиãаöионных систеì ìобиëü-
ных роботов разëи÷ноãо назна÷ения [3] ÷асто ис-
поëüзуþтся поäхоäы, основанные на приìенении
фиëüтров Каëìана. Это объясняется поëожитеëü-
ныì опытоì их приìенения, способностüþ ука-
занных фиëüтров поäавëятü øуìы и восстанавëи-
ватü неизìеряеìые коìпоненты вектора состояния
äинаìи÷ескоãо объекта. Приìер испоëüзования
фиëüтра Каëìана äëя реøения заäа÷и созäания на-
виãаöионной систеìы коëесных роботов на основе
коìпëексирования äанных с ëокаëüной и ãëобаëü-
ной навиãаöионных систеì, поступаþщих с раз-
ной ÷астотой, рассìатривается в работе [4]. В ра-
боте [5] преäëожен поäхоä к построениþ систеìы
ëокаëüной навиãаöии коëесноãо робота на основе
неëинейноãо фиëüтра Каëìана, у÷итываþщий про-
скаëüзывание еãо коëес. Оäнако, несìотря на высо-
куþ эффективностü существуþщих ìетоäов коìп-
ëексной обработки инфорìаöии с навиãаöионных
äат÷иков ìобиëüных роботов, их испоëüзование в
ПА затруäняется еãо боëее сëожной ìатеìати÷еской
ìоäеëüþ. Кроìе тоãо, ìноãие äат÷ики ПА иìеþт
разëи÷ный и неäопустиìо боëüøой периоä äиск-
ретизаöии, а на то÷ностü поëу÷аеìой инфорìаöии
с этих äат÷иков боëüøое вëияния оказываþт пара-
ìетры внеøней среäы.

Такиì образоì, заäа÷а созäания ìетоäа эффек-
тивноãо коìпëексирования äанных с навиãаöион-
но-пиëотажных äат÷иков ПА, который позвоëиë
бы увеëи÷итü то÷ностü поëу÷ения этих äанных, оп-
реäеëитü неизìеряеìые параìетры äвижения ПА,
а также то÷но сфорìироватü поëный вектор еãо со-
стояния на кажäоì øаãе äискретизаöии сиãнаëов СУ,

Предлагается метод формирования полного вектора
состояния ПА на основе комплексной обработки данных с
ограниченного набора его навигационно-пилотажных дат-
чиков с учетом различной частоты обновления сильно за-
шумленных сигналов, поступающих с этих датчиков. Ука-
занный метод использует сигма-точечный фильтр Калма-
на, а размерность вектора и функции измерений меняются
в зависимости от "актуальности" показаний соответствую-
щих датчиков на текущем шаге дискретизации входного
сигнала СУ ПА, что позволяет снизить вычислительную
сложность построенного алгоритма. Результаты выпол-
ненного моделирования полностью подтвердили работоспо-
собность и высокую эффективность разработанного ме-
тода и алгоритма комплексирования данных с навигацион-
но-пилотажных датчиков ПА.

Ключевые слова: подводный аппарат, комплексная об-
работка данных, навигационно-пилотажные датчики, сигма-
точечный фильтр Калмана
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по-прежнеìу остается нереøенной и актуаëüной.
Мировой опыт показывает, ÷то созäаватü этот ìетоä
öеëесообразно на основе фиëüтра Каëìана, хоро-
øо зарекоìенäовавøеãо себя при реøении поäоб-
ных заäа÷, но обязатеëüно с у÷етоì спеöифики ПА.

Описание математической модели ПА
и постановка задачи

Дëя разработки ìетоäа коìпëексирования сиã-
наëов с разëи÷ных äат÷иков ПА необхоäиìо за-
äатüся еãо ìатеìати÷еской ìоäеëüþ. Наибоëее
поëная äинаìи÷еская ìоäеëü пространственноãо
äвижения ПА, описанная в работе [6], заäается не-
ëинейныìи äифференöиаëüныìи уравненияìи,
которые в ìатри÷ной форìе иìеþт виä

M  + C(υ) + g(η) + D(υ – )(υ – ) = τ; (1)

 = J(η)υ, (2)

ãäе M ∈ R6 × 6 — ìатриöа инерöии (вкëþ÷аþщая при-
соеäиненные ìассы и ìоìенты инерöии жиäкос-
ти); C(υ) ∈ R6 × 6 — ìатриöа кориоëисовых и öент-
робежных сиë; D(υ – ) ∈ R6 × 6 — ìатриöа ãиä-
роäинаìи÷еских сиë и ìоìентов; g(η)∈ R6 — вектор
ãиäростати÷еских сиë и ìоìентов; τ = [Tx, Ty, Tz,
Mx, My, Mz]

т ∈ R6 — вектор проекöий упоров äвижи-
теëей ПА на оси связанной с ниì систеìы коор-
äинат (ССК); υ = [υx, υy, υz, ωx, ωy, ωz]

т ∈ R6 — вектор
проекöий ëинейной и уãëовой скоростей äвижения
ПА на оси ССК;  = [ , , , 0, 0, 0]т ∈ R6

— вектор проекöий скорости те÷ения на оси ССК;
η = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]т ∈ R6 — вектор поëожения и ори-
ентаöии ПА в абсоëþтной систеìе коорäинат
(АСК); J(η) — бëо÷ная ìатриöа перехоäа из ССК в
АСК, которая иìеет сëеäуþщий виä [6]:

J(η) = , (3)

ãäе

J1(η) =

= , 

J2(η) = .

Состав äат÷иков бортовой навиãаöионной сис-
теìы ПА зависит от еãо типа и назна÷ения. Боëü-
øинство ПА, преäназна÷енных äëя автоноìноãо
выпоëнения разëи÷ных ìиссий, иìеþт сëеäуþ-
щий набор навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков:

� аксеëероìетры, изìеряþщие ëинейные ускоре-
ния [ , , ] по всеì треì осяì ССК;

� äопëеровский ëаã, изìеряþщий ëинейные ско-
рости [υdx, υdy, υdx] ПА относитеëüно окружаþ-
щей среäы по всеì треì осяì ССК;

� äат÷ики уãëовых скоростей (ДУС) [ωx, ωy, ωz] по
треì осяì ССК;

� äат÷ик ориентаöии ПА, изìеряþщий уãëы кре-
на, äифферента и курса [ϕ, θ, ψ] в АСК;

� ãиäроакусти÷еская навиãаöионная систеìа
(ГАНС), изìеряþщая ëинейные коорäинаты
ПА [x, y] в АСК;

� äат÷ик ãëубины ПА, изìеряþщий коорäинату z
в АСК.
Сиãнаëы с этих äат÷иков соäержат øуìы, обус-

ëовëеные наëи÷иеì эëектроìаãнитных поìех и
особенностяìи их конструкöии. Периоäы обнов-
ëения äанных, поëу÷аеìых с указанных äат÷иков,
ìоãут разëи÷атüся в äесятки раз, а некоторые из них
ìоãут в разы превыøатü периоä выработки сиãна-
ëов управëения ПА, ÷то существенно снижает то÷-
ностü еãо управëения, особенно при äвижении на
высоких скоростях. Поэтоìу оäна из ãëавных заäа÷
систеìы коìпëексирования äанных с навиãаöион-
но-пиëотажных äат÷иков ПА закëþ÷ается в фор-
ìировании всех необхоäиìых äëя выработки сиã-
наëа управëения äанных с периоäоì, равныì пе-
риоäу äискретизаöии вхоäных сиãнаëов еãо СУ.

Сëеäует отìетитü, ÷то äëя коррекöии текущих
показаний бортовых äат÷иков ПА и рас÷ета неиз-
ìеряеìых параìетров еãо äвижения все аëãоритìы
коìпëексирования äанных äоëжны испоëüзоватü
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äвижения этоãо ПА. Это
ìожно сäеëатü, у÷итывая тоëüко кинеìати÷ескуþ
ìоäеëü (выражения (2), (3)), так как она связывает
все параìетры äвижения ПА и переìенные, изìе-
ряеìые еãо навиãаöионно-пиëотажныìи äат÷ика-
ìи. Кроìе тоãо, эта ìоäеëü не соäержит переìен-
ных иëи неопреäеëенных коэффиöиентов, ÷то по-
звоëяет обеспе÷итü высокуþ то÷ностü работы аë-
ãоритìа коìпëексирования.

Такиì образоì, в äанной работе ставится и ре-
øается сëеäуþщая заäа÷а. На основе кинеìати÷е-
ской ìоäеëи äвижения ПА, описываеìой выраже-
нияìи (2)—(3), разработатü ìетоä и аëãоритì
коìпëексирования äанных с навиãаöионно-пиëо-
тажных äат÷иков ПА, позвоëяþщий опреäеëятü
все необхоäиìые параìетры еãо äвижения (вкëþ-
÷ая неизìеряеìые) и обеспе÷иватü обновëение
указанных äанных на кажäоì øаãе äискретизаöии
вхоäных сиãнаëов еãо СУ. При этоì аëãоритì äоë-
жен обëаäатü вы÷исëитеëüной сëожностüþ, позво-
ëяþщей форìироватü все сиãнаëы управëения с
испоëüзованиеì бортовой ЭВМ ПА в реаëüноì
ìасøтабе вреìени.

Алгоритм комплексирования данных 
с навигационно-пилотажных датчиков ПА

При построении аëãоритìа коìпëексирования
äанных буäет испоëüзован фиëüтр Каëìана, øиро-
ко приìениìый äëя реøения поäобных заäа÷ [3].

υ· υc
~ υc

~

η·

υc
~

υc
~ υcx

~ υcy
~ υcz

~

J1 η( ) 0
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Кроìе тоãо, с еãо поìощüþ буäет реøена и заäа÷а
поäавëения øуìов äат÷иков, и заäа÷а опреäеëения
неизìеряеìых параìетров äвижения ПА.

Поскоëüку ìоäеëü (2)—(3) явëяется существенно
неëинейной, то öеëесообразно испоëüзоватü сиã-
ìа-то÷е÷ный фиëüтр Каëìана (СТФК) [7, 8], по-
звоëяþщий работатü с поäобныìи ìоäеëяìи без их
ëинеаризаöии.

Преäëаãаеìый аëãоритì коìпëексирования äан-
ных с навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков ПА,
построенный на основе СТФК, работает сëеäуþщиì
образоì. На кажäоì øаãе еãо работы форìируется
вектор изìерений, состоящий тоëüко из актуаëü-
ных äанных, поëу÷аеìых с указанных äат÷иков.
Поä актуаëüныìи пониìаþтся äанные, с ìоìента
обновëения которых проøëо не боëее оäноãо пе-
риоäа äискретизаöии вхоäных сиãнаëов СУ. По-
скоëüку периоäы обновëения äанных с разных äат-
÷иков разëи÷ны, то указанный вектор изìерений
иìеет переìенный разìер. Этот вектор поступает
на вхоä СТФК, параìетры котороãо äинаìи÷ески
ìеняþтся в зависиìости от разìерности вектора
изìерений. На выхоäе СТФК на основе ìоäеëи
(2)—(3) форìируþтся оöенки всех необхоäиìых
параìетров äвижения ПА.

Обы÷но при реøении заäа÷и коìпëексирова-
ния äанных, иìеþщих разные периоäы äискрети-
заöии, поëаãается, ÷то боëüøее вреìя обновëения
äанных от äат÷ика соответствует боëее заøуìëен-
ноìу сиãнаëу. На основании этоãо ввоäят äопоë-
нитеëüные весовые коэффиöиенты, с поìощüþ
которых снижается правäопоäобностü äанных от
этоãо äат÷ика [9]. Преäëаãаеìый поäхоä не требует
ввеäения этих коэффиöиентов, а также провеäения
äопоëнитеëüных рас÷етов äëя устаревøих äанных.

Рассìотриì боëее поäробно работу СТФК при
коìпëексировании äанных с навиãаöионно-пиëо-
тажных äат÷иков ПА. Этот фиëüтр работает с не-
ëинейныìи ìоäеëяìи виäа

Xk + 1 = F(Xk) + ξk; (4)

Yk = H(Xk) + ζk, (5)

ãäе Xk ∈ Rn — вектор состояния систеìы, иìеþщей
поряäок n; Yk ∈ Rm — вектор изìерений; F(Xk) ∈ Rn —

вектор-функöия, описываþщая перехоä систеìы
из состояния Xk в Xk + 1; H(Xk) ∈ Rm — вектор-функ-
öия изìерения; ξk ∈ Rn и ζk ∈ Rm — векторы øуìов
систеìы и изìерений соответственно, которые
с÷итаþтся ãауссовскиìи сëу÷айныìи проöессаìи.

Вектор параìетров äвижения ПА иìеет виä

X = [aт, υт, ηт]т ∈ R18,

ãäе a = [ , , , , , ]т — вектор ëинейных
и уãëовых ускорений ПА в ССК. Так как в преä-
ëаãаеìоì аëãоритìе испоëüзуется кинеìати÷еская

ìоäеëü äвижения ПА (сì. выражения (2), (3)), то
вектор-функöия F(Xk) иìеет виä

F(Xk) = , (6)

ãäе ak, υk, ηk — зна÷ения соответствуþщих векторов
äëя состояния Xk; Δt — периоä äискретизаöии вхоä-
ных сиãнаëов СУ;  = J(ηk)υk.

Моäеëü (6) ìожно испоëüзоватü тоëüко тоãäа,
коãäа скоростü поäвоäноãо те÷ения равна нуëþ.
Это объясняется теì, ÷то äопëеровский ëаã изìе-
ряет скоростü äвижения ПА не относитеëüно АСК,
а тоëüко относитеëüно окружаþщей среäы. Поэто-
ìу при наëи÷ии те÷ения ìоäеëü (6) необхоäиìо
преäставитü в сëеäуþщеì виäе:

F( ) = , (7)

ãäе  = [aт, υт, ηт, ]т ∈ R21 — вектор состояния
систеìы, вкëþ÷аþщий вектор состояния ПА Х и
вектор проекöий скорости поäвоäноãо те÷ения υс =
= [υсх, υсy, υcz] ∈ R3 на оси АСК. Дëя ìоäеëи (7)
ìожно не тоëüко испоëüзоватü показания äопëе-
ровскоãо ëаãа, но и оöениватü скоростü те÷ения,
÷то важно äëя реаëизаöии высокото÷ноãо управëе-
ния äвижениеì ПА.

В общеì сëу÷ае вектор-функöия H(Yk) (сì. вы-
ражения (5)) описывает неëинейные взаиìосвязи
ìежäу изìеренияìи äат÷иков и эëеìентаìи векто-
ра состояния ПА. В рассìатриваеìоì сëу÷ае прак-
ти÷ески все навиãаöионно-пиëотажные äат÷ики
аппарата, за искëþ÷ениеì äопëеровскоãо ëаãа, не-
посреäственно изìеряþт параìетры еãо äвижения.
Поэтоìу уравнение (5) ìожно преäставитü в сëе-
äуþщеì виäе:

Yk = H( ) + ζk = (ηk)  + ζk, (8)

ãäе (ηk) =  ∈ R15 × 21;

Yk = [ (k), (k), (k), υdx(k), υdy(k), υdz(k), ωx(k),

ωy(k), ωz(k), x(k), y(k), z(k), ϕ(k), θ(k), ψ(k)]т — век-

тор изìерений на øаãе k; υdx, υdy, υdz — äанные с

äопëеровскоãо ëаãа; A = [I3 × 3 03 × 18] ∈ R3 × 21; V =

=[03× 6 I3 × 3 (ηk)] ∈R3 × 21; Ω = [03 × 9 I3 × 3 03 × 9] ∈

υ· x υ· y υ· z ω· x ω· y ω· z
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∈ R3 × 21; S = [02 × 12 I2 × 2 02 × 7] ∈ R2 × 21; D =

= [01 × 14 1 01 × 6] ∈R1 × 21; Φ = [03 × 15 I3 × 3 03 × 3] ∈

∈ R
3 × 21; 0 и I — нуëевые и еäини÷ные ìатриöы соот-

ветствуþщих разìерностей; (ηk) = –J1(ηk)
–1 ∈ R3 × 3.

Как отìе÷аëосü ранее, в äанной работе с у÷етоì
разных периоäов обновëения показаний äат÷иков
ПА преäëаãается так изìенятü разìер вектора из-
ìерений Yk, ÷тобы он соäержаë тоëüко актуаëüные
äанные этих äат÷иков. При этоì сëеäует изìенятü
и эëеìенты бëо÷ной ìатриöы (η).

Наприìер, есëи на текущеì øаãе k äискретиза-
öии СУ актуаëüныìи явëяþтся äанные с аксеëеро-
ìетров, ДУС и äат÷ика ориентаöии ПА, то вектор

Yk уже иìеет виä: Yk = [ (k), (k), (k), ωx(k),

ωy(k), ωz(k), ϕ(k), θ(k), ψ(k)]т, а соответствуþщая

еìу бëо÷ная ìатриöа  — виä  = .

Посëе форìирования вектора Yk и соответст-
вуþщей еìу ìатриöы  с поìощüþ СТФК ìож-
но провести оöенку параìетров äвижения ПА, ис-
поëüзуя сëеäуþщий аëãоритì [7].

1. Иниöиаëизаöия k = 0:

 = E[ ];

P0 = E[(  – )(  – )т], (9)

зäесü  ∈ Rn — оöенка вектора состояния ПА и
вектора те÷ений; Pk ∈ Rn × n — ковариаöионная ìат-
риöа оøибок оöенки вектора ; n = 21 — разìер-
ностü вектора состояния систеìы; E[•] — сиìвоë
ìатеìати÷ескоãо ожиäания.

2. Вы÷исëение зна÷ений сиãìа-то÷ек на øаãе
k ∈ {1, ..., ∞}:

χ
k – 1

 = [ ,  + γ ,  – γ ];

 = ;

 =  + 1 – δ2 + ϑ; (10)

 =  = , i = 1, ..., 2n,

ãäе χ ∈ Rn × (2n + 1) — ìатриöа сиãìа-векторов;
W (a) ∈ R2n + 1, W (c) ∈ R2n + 1 — векторы весовых ко-
эффиöиентов; ϑ — константа, соäержащая в себе
преäваритеëüнуþ инфорìаöиþ о законе распреäе-
ëения эëеìентов вектора  (äëя ãауссовскоãо рас-
преäеëения ϑ = 2 [10]); δ — константа, опреäеëяþ-
щая äиапазон рассеивания сиãìа-то÷ек вокруã эëе-
ìентов вектора ; γ = n + μ; μ — ìасøтабируþщий
коэффиöиент.

3. Обновëение соответствуþщих выражений на
о÷ереäноì øаãе k ∈ {1, ..., ∞}:

 = F(χk – 1);

 = ;

 = (  – ) Ѕ

Ѕ (  – )т + QUKF;

χk|k – 1 = [ ,  +

+ γ ,  – γ ]; (11)

 = H(χk|k – 1);

 = ,

ãäе  ∈ Rn × (2n + 1) — ìатриöа преобразованных
с поìощüþ вектор-функöии F (•) сиãìа-векторов;

 ∈ Rn — апостериорная оöенка вектора состоя-
ния;  ∈ Rm × (2n + 1) — ìатриöа преобразованных
с поìощüþ вектор-функöии H (•) сиãìа-векторов;

 ∈ Rm — апостериорная оöенка вектора изìере-
ний;  ∈ Rn × n — апостериорная оöенка ковари-
аöионной ìатриöы оøибки оöенивания вектора
состояния; QUKF ∈ Rn × n — ìатриöа ковариаöий
øуìов систеìы.

4. Обновëение изìерения:

 = (Yi, k|k – 1 – ) Ѕ

Ѕ (Yi, k|k – 1 – )т + RUKF;

 = (χi, k|k – 1 – )(  – )т;

Kk = ; (12)

 =  + Kk(Yk – );

Pk =  – Kk ,

ãäе  ∈ Rm × m,  ∈ Rm × n — проìежуто÷ные
ìатриöы с переìенныìи эëеìентаìи; Kk ∈ Rn × m —
ìатриöа коэффиöиентов усиëения; RUKF ∈ Rm × m —
ìатриöа ковариаöий øуìов изìерений, разìерностü
которой ìеняется в соответствии с разìерностüþ
вектора изìерений Yk.

Выражения (9)—(12) в указанноì выøе аëãорит-

ìе позвоëяþт поëу÷итü оöенку  поëноãо вектора

состояния ПА, которуþ ìожно испоëüзоватü äëя
форìирования управëяþщих сиãнаëов. При этоì,
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как виäно из этих выражений, разìерностü вектора
изìерений Yk существенно вëияет на ÷исëо операöий

при вы÷исëении зна÷ений , , ,  и

Kk, уìенüøаясü с уìенüøениеì разìерности этоãо

вектора. Поэтоìу преäëаãаеìое в äанной работе
автоìати÷еское уìенüøение разìерности вектора
Yk в сëу÷аях, коãäа актуаëüныìи явëяþтся äанные,

поëу÷аеìые тоëüко с ÷асти äат÷иков ПА, позвоëяет
существенно снизитü вы÷исëитеëüнуþ сëожностü
всей проöеäуры коìпëексирования. При этоì век-
тор состояния ПА обновëяется с высокой ÷астотой
на кажäоì øаãе äискретизаöии еãо СУ независиìо
от периоäов обновëения äанных на выхоäах всех
еãо навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков.

Результаты численных экспериментов

Дëя проверки работоспособности и эффектив-
ности преäëоженноãо ìетоäа коìпëексирования
äанных с навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков ПА
быëо провеäено ÷исëенное ìоäеëирование. В про-
öессе ìоäеëирования øаã äискретизаöии СУ ПА
приниìаëи равныì Δt = 0,1 с, ÷то во ìноãо раз
ìенüøе постоянных вреìени ПА. Параìетры бор-
товых навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков приве-
äены в табëиöе, ãäе ДУС — äат÷ик уãëовых скорос-
тей, а ГАНС — ãиäроакусти÷еская навиãаöионная
систеìа. Из этой табëиöы виäно, ÷то три äат÷ика,
установëенные на борту ПА, обновëяþт инфорìа-
öиþ с периоäоì, ìенüøиì периоäа äискретизаöии
СУ ПА, поэтоìу äанные с этих äат÷иков явëяþтся
актуаëüныìи на кажäоì øаãе äискретизаöии СУ.
Периоäы обновëения äанных с äруãих äат÷иков
зна÷итеëüно превыøаþт периоä äискретизаöии
СУ, ÷то ìожет зна÷итеëüно снизитü то÷ностü уп-
равëения при еãо äвижении на боëüøих скоростях.
Эëеìенты äиаãонаëüных ìатриöы ковариаöий
RUKF и QUKF иìеþт сëеäуþщие зна÷ения:

QUKF = 10–5•I21×21; RUKF = diag(6•10–5, 6•10–5, 

6•10–5, 6•10–3, 6•10–3, 6•10–3, 2•10–3, 2•10–3, 

2•10–3, 0.4, 0.4, 0.03, 2•10–3, 2•10–3, 2•10–3).

Шуì в сиãнаëах äат÷иков ìоäеëироваëи как аääи-
тивный беëый øуì с аìпëитуäой, равной поãреø-
ности в соответствуþщеì äат÷ике (сì. табëиöу).

Движение ПА осуществëяëосü поä äействиеì
упоров Tx = 50 Н, Ty = 0, Tz = 10 Н и ìоìентов
Mx = 0 (Н•ì), Mу = 2 (Н•ì), Mz = 3sin(0,2t) (Н•ì),
созäаваеìых еãо äвижитеëüныì коìпëексоì. Во
вреìя этоãо äвижения у ПА изìеняëисü все коì-
поненты еãо вектора состояния. Вектор скорости
те÷ения принят равныì υc = [0,3 –0,4 0,2] (ì/с).

Резуëüтаты ìоäеëирования работы преäëожен-
ноãо аëãоритìа коìпëексирования äанных с нави-
ãаöионно-пиëотажных äат÷иков ПА показаны на
рис. 1—3. На этих рисунках öифрой 1 обозна÷ена
кривая, соответствуþщая реаëüноìу зна÷ениþ конк-
ретной переìенной (спëоøная ÷ерная ëиния),
öифрой 2 — кривая, соответствуþщая зна÷ениþ
этой переìенной, форìируþщеìуся на выхоäе
СТФК (спëоøная серая ëиния), а öифрой 3 — äан-
ные, поступаþщие с соответствуþщеãо навиãаöи-
онно-пиëотажноãо äат÷ика ПА.

На рис. 1 показаны резуëüтаты оöенивания век-
тора ëинейных (рис. 1, а—в) ускорений ПА. Как
уже отìе÷аëосü выøе, äанные с аксеëероìетров
обновëяþтся на кажäоì øаãе работы СУ ПА, по-
этоìу основная заäа÷а при обработке этих äанных
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–^ Py

k
y
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Основные характеристики навигационно-пилотажных датчиков ПА

Характеристики Аксеëероìетры Допëеровский ëаã ДУС ГАНС Дат÷ик ãëубины Дат÷ик ориентаöии

Периоä обновëения, с 0,005 1,5 0,005 3,5 0,6 0,005
Поãреøностü σ 0,04 ì/с2 0,15 ì/с 0,02 раä/с 2 ì 0,2 ì 0,02 раä

Рис. 1. Результат оценивания линейных (а — , б — , в — )

ускорений ПА с использованием разработанного алгоритма

u·
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u·
y
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состояëа в поäавëении поìех.
Из рис. 1, а—в виäно, ÷то в
резуëüтате работы аëãоритìа
коìпëексирования происхо-
äит эффективное поäавëение
поìех в сиãнаëах, поступаþ-
щих с аксеëероìетров, изìе-
ряþщих ëинейные ускорения.
Максиìаëüное откëонение
сиãнаëа с выхоäа СТФК от
реаëüноãо зна÷ения соответ-
ствуþщеãо ëинейноãо ускоре-
ния не превыøает 0,02 ì/с2,
÷то в äва раза ìенüøе среä-
неãо зна÷ения äопустиìой по-
ãреøности (сì. табëиöу) сиã-
наëа с выхоäа этоãо äат÷ика.

При оöенке с поìощüþ
преäëоженноãо аëãоритìа уã-
ëовых ускорений набëþäа-
þтся äостато÷но боëüøие за-
пазäывания по отноøениþ к
реаëüныì зна÷енияì, кото-
рые обусëовëены опреäеëен-
ной инерöионностüþ СТФК.
Поэтоìу указанные коорäи-
наты, есëи они необхоäиìы
äëя форìирования сиãнаëов
управëения ПА, ëу÷øе изìе-
рятü с поìощüþ соответст-
вуþщих äат÷иков, наприìер,
äат÷ика уãëовых ускорений
MTAA-2033 [11].

На рис. 2 показаны ре-
зуëüтаты работы аëãоритìа
коìпëексирования при оöен-
ке ëинейных (рис. 2, а—в) и
уãëовых (рис. 2, г—е) скорос-
тей äвижения ПА.

Из рис. 2, а—в виäно, ÷то
сиãнаëы с äопëеровскоãо ëаãа
зна÷итеëüно отëи÷аþтся от
реаëüных зна÷ений скорости
ПА. Это обусëовëено наëи-
÷иеì те÷ения (пунктирные
ëинии поä ноìероì 4, на
рис. 2, а—в). В резуëüтате ра-
боты преäëоженноãо аëãорит-
ìа коìпëексирования сиãна-
ëов с соответствуþщих äат-
÷иков ПА уäается разäеëитü
скоростü те÷ения в АСК и
скоростü äвижения ПА в ССК.
При этоì то÷ностü восстанов-
ëения скорости те÷ения
(спëоøные ÷ерные ëинии поä
ноìероì 5 на рис. 2, а—в) со-
ставëяет 0,015 ì/с, а скорос-
ти äвижения ПА — 0,028 ì/с,
÷то по÷ти в 6 раз ìенüøе

Рис. 2. Результат оценивания линейных (а — ux, б — uy, в — uz) и угловых (г — wx, д — wy,

е — wz) скоростей движения ПА с использованием разработанного алгоритма

Рис. 3. Результат оценивания линейных (а — x, б — y, в — z) и угловых (а — j, б — q, в — y)
координат ПА с использованием разработанного алгоритма
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поãреøности äопëеровскоãо ëаãа. Кроìе тоãо
(рис. 2, а—в), сиãнаëы ëинейных скоростей, оöенен-
ные с поìощüþ СТФК, обновëяþтся с периоäоì в
0,1 с, а не 1,5 с, как у ëаãа. Поãреøности на на-
÷аëüноì этапе оöенки соответствуþщих веëи÷ин
объясняþтся перехоäныìи проöессаìи в СТФК,
которые заверøаþтся посëе 10 с работы систеìы.

Так как сиãнаëы с ДУС обновëяþтся с перио-
äоì, наìноãо ìенüøиì периоäа äискретизаöии СУ
ПА, то основная заäа÷а, стоящая переä аëãорит-
ìоì коìпëексирования при оöенке уãëовых ско-
ростей äвижения ПА, закëþ÷аëасü в поäавëении
поìех, соäержащихся в сиãнаëах соответствуþщих
äат÷иков. Как виäно из рис. 2, г—е, ìаксиìаëüное
откëонение сиãнаëов, форìируþщихся на выхоäе
СТФК, от их реаëüных зна÷ений не превыøает
0,008 раä/с, ÷то в 2,5 раза ìенüøе, ÷еì поãреøностü
изìерений ДУС.

На рис. 3 показаны резуëüтаты оöенивания по-
ëожения (рис. 3, а—в) и ориентаöии (рис. 3, г—е)
ПА. Из рис. 3, а и 3, б виäно, ÷то сиãнаëы, соот-
ветствуþщие коорäинатаì x и y, форìируþщиеся
на выхоäе СТФК, иìеþт откëонения от реаëüных
зна÷ений не боëее 0,35 ì. Это по÷ти в øестü раз
ìенüøе среäней поãреøности ГАНС. При этоì
посëе обновëения äанных с ГАНС происхоäит и
коррекöия сиãнаëа на выхоäе СТФК, а в проìе-
жутках ìежäу обновëениеì указанных äанных ко-
орäинаты ПА оöениваþтся на основе инфорìа-
öии, поступаþщей от äруãих навиãаöионно-пиëо-
тажных äат÷иков.

На рис. 3, в показан резуëüтат работы преäëо-
женноãо аëãоритìа при оöенке ãëубины ПА (коор-
äината z). Из рис. 3, в виäно, ÷то сиãнаë этой оöен-
ки, форìируþщийся на выхоäе СТФК, в некото-
рых ìестах иìеет заìетнуþ поãреøностü. Это объ-
ясняется теì, ÷то äиапазон изìенения коорäинаты
z о÷енü ìаë (всеãо от 0,5 ì äо –0,5 ì). Оäнако преä-
ëоженный аëãоритì, уìенüøая в øестü раз периоä
обновëения инфорìаöии о ãëубине ПА, в среäнеì
позвоëяет уìенüøитü откëонение изìерения от ре-
аëüноãо зна÷ения äо 0,1 ì, а это в äва раза ìенüøе
среäней поãреøности изìерений äат÷ика ãëубины
(сì. табëиöу).

На рис. 3, г—е показаны резуëüтаты работы аë-
ãоритìа коìпëексирования при оöенке ориента-
öии ПА. В äанноì сëу÷ае основной öеëüþ изìере-
ний также быëо поäавëение поìех в сиãнаëах äат-
÷ика ориентаöии ПА. Из рис. 3, г—е виäно, ÷то от-
кëонение сиãнаëов на выхоäе СТФК от реаëüных
зна÷ений уãëов ориентаöии ПА не превыøает
0,005 раä. Это в ÷етыре раза ìенüøе уровня поìех
в сиãнаëах äат÷ика ориентаöии.

Такиì образоì, резуëüтаты ìоäеëирования поä-
тверäиëи не тоëüко работоспособностü, но и эффек-
тивностü преäëоженноãо аëãоритìа коìпëексиро-
вания äанных с навиãаöионно-пиëотажных äат÷и-
ков ПА. При этоì указанный аëãоритì обеспе÷и-
вает обновëение инфорìаöии о векторе состояния
ПА с периоäоì, равныì периоäу äискретизаöии

СУ ПА, независиìо от периоäа обновëения äанных,
поступаþщих со всех навиãаöионно-пиëотажных
äат÷иков ПА, зна÷итеëüно поäавëяя поìехи изìе-
рений.

Заключение

В äанной статüе преäëожен новый ìетоä форìи-
рования поëноãо вектора состояния ПА на основе
коìпëексной обработки äанных с оãрани÷енноãо
набора еãо навиãаöионно-пиëотажных äат÷иков с
у÷етоì разëи÷ной ÷астоты обновëения сиëüно за-
øуìëенных сиãнаëов, поступаþщих с этих äат÷и-
ков. Указанный ìетоä испоëüзует сиãìа-то÷е÷ный
фиëüтр Каëìана, позвоëяþщий работатü с неëи-
нейныìи ìоäеëяìи äинаìи÷еских объектов. Осо-
бенности форìирования вектора и функöии изìе-
рений в зависиìости от "актуаëüности" показаний
соответствуþщих äат÷иков на текущеì øаãе äиск-
ретизаöии вхоäноãо сиãнаëа СУ ПА позвоëяет сни-
зитü вы÷исëитеëüнуþ сëожностü построенноãо аë-
ãоритìа, а также упроститü настройку испоëüзуе-
ìоãо иì фиëüтра. Кроìе тоãо, преäëоженный ìе-
тоä коìпëексирования äанных позвоëяет оöенитü
неизвестнуþ по веëи÷ине и направëениþ скоростü
поäвоäных те÷ений, ÷то äëя ка÷ественноãо управ-
ëения аппаратоì явëяется особенно важныì. Ре-
зуëüтаты выпоëненноãо ìоäеëирования поëностüþ
поäтверäиëи работоспособностü и высокуþ эф-
фективностü разработанноãо ìетоäа и аëãоритìа
коìпëексирования äанных с навиãаöионно-пиëо-
тажных äат÷иков ПА.
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