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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯМОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATIONMODELING AND OPTIMIZATION

Рассматривается точный алгоритм для решения асимметричной задачи коммивояжера, представляющий 
собой комбинацию метода ветвей и границ и метаэвристического алгоритма Лина—Кернигана—Хельсгауна, 
используемого для получения предвычисленного тура при запуске метода ветвей и границ. Сокращение числа 
вершин порожденного дерева решений в методе ветвей и границ за счет "хорошего" предвычисленного тура при-
водит к классической дилемме о балансе временных затрат. Тур, близкий к оптимальному, требует временных 
затрат даже при использовании алгоритма Лина—Кернигана—Хельсгауна, но сокращает время работы мето-
да ветвей и границ. Возникает задача определения области применения такого комбинированного алгоритма, 
которая решается в данной статье за счет использования специальной характеристики индивидуальных задач 
коммивояжера — числа изменений направления обхода в поисковом дереве решений, порождаемом методом 
ветвей и границ. Использование данной характеристики позволило разделить индивидуальные задачи на три 
категории, для которых на основе экспериментальных данных сформулированы рекомендации по применению 
комбинированного алгоритма. На основе полученных в вычислительном эксперименте данных (в диапазоне 
размерностей от 30 до 45) рекомендуется применение комбинированного алгоритма для задач категории III, 
начиная с n = 36, и для задач категории II, начиная с n = 42.
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Исследование особенностей применения комбинированного алгоритма 
для решения асимметричной задачи коммивояжера1

ющий метод ветвей и границ, предложенный 
Дж. Литл, К. Мурти, Д. Суини и К. Кэрол [1]. 
Принадлежность задачи коммивояжера к NP-
трудным задачам приводит к надполиноми-
альной сложности всех предложенных сегодня 
точных алгоритмов. Известно [2], что реали-
зации метода ветвей и границ для этой задачи 
имеют экспоненциальную временную слож-
ность и логнормальное распределение числа 
порожденных вершин поискового дерева при 
фиксированной размерности, что приводит 
к существенному росту временных затрат для 
практически востребованных постановок.

Сокращение времени получения точного 
решения при использовании метода ветвей и 
границ возможно за счет применения различ-
ных модификаций и специальных приемов. 
Так, например, известный подход, связанный 
с использованием дополнительной памяти, ис-

Введение

В настоящее время задача коммивояжера 
является востребованной задачей дискретной 
оптимизации, поскольку достаточно много 
практически значимых постановок в области 
бизнес-информатики и логистики сводится 
к классической задаче коммивояжера, причем, 
как правило, в ее наиболее сложной асимме-
тричной постановке. Задача заключается в по-
иске гамильтонова цикла с минимальной сто-
имостью в полном ассиметричном графе без 
собственных петель. Востребованность точ-
ных решений приводит к необходимости при-
менения точных алгоритмов ее решения, од-
ним из которых является алгоритм, реализу-

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
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следованный авторами в работах [3, 4], позво-
ляет сократить время решения, но этого явно 
недостаточно и, более того, требует значитель-
ных объемов оперативной памяти. Еще один 
подход, приводящий к сокращению времени 
решения задачи коммивояжера, базируется на 
сокращении числа вершин в поисковом дере-
ве решений. Такое сокращение обеспечивается 
с помощью тура коммивояжера (так называе-
мого предвычисленного тура), полученного до 
начала работы метода ветвей и границ некото-
рым метаэвристическим алгоритмом. Очевид-
но, что есть смысл использовать только такой 
метаэвристический алгоритм, который обе-
спечит не только существенное сокращение 
поискового дерева решений, но и сокращение 
суммарного времени решения, включающе-
го в себя и время выполнения программной 
реализации самого метаэвристического алго-
ритма. Авторами ранее в работах [5, 6] было 
проведено исследование различных метаэври-
стических алгоритмов и показано, что наибо-
лее целесообразно использовать для получе-
ния предвычисленного тура алгоритм, пред-
ложенный Лином и Керниганом [7], который 
основан на идее итерационного улучшения 
случайно полученного тура, и очень успешно 
модифицированный Хельсгауном [8, 9]. Отме-
тим, что и алгоритм Лина—Кернигана и его 
модификация Хельсгауном относятся к сим-
метричной задаче коммивояжера. Однако с ис-
пользованием метода трансформации, предло-
женного в работе [10], любая несимметричная 
задача коммивояжера размерности n может 
быть преобразована в симметричную задачу 
коммивояжера размерности 2n. К сожалению, 
эта трансформация также влияет на время ре-
шения несимметричной задачи коммивояжера 
алгоритмом Лина—Кернигана—Хельсгауна.

В рамках любого комбинированного алго-
ритма возникает задача определения его об-
ласти применения, т.е. таких размерностей и 
таких особенностей задач, при которых при-
менение комбинированного алгоритма было 
бы целесообразным. Для предложенного ав-
торами в работах [5, 6] комбинированного ал-
горитма, основанного на методе ветвей и гра-
ниц с предвычисленным туром, полученным 
алгоритмом Лина—Кернигана—Хельсгауна, 
представляет интерес определение размерно-
стей и особенностей индивидуальных задач, 
при которых программная реализация ком-
бинированного алгоритма показывает луч-
шую временную эффективность по сравнению 
с реализацией классического метода ветвей и 

границ. Одному из подходов к решению этой 
задачи и посвящена настоящая статья.

Задача коммивояжера
и постановка задачи исследования

Приведем используемую далее терминоло-
гию и обозначения, связанные с задачей ком-
мивояжера. Асимметричная задача коммивоя-
жера — это задача нахождения гамильтонова 
цикла минимального веса в полном взвешен-
ном ориентированном графе без собственных 
петель. Полный взвешенный ориентирован-
ный граф с n вершинами задается взвешен-
ной матрицей смежности A размерности n, 
элементы которой определяют веса дуг между 
вершинами полного графа. Собственные пет-
ли запрещаются специальными значениями на 
главной диагонали матрицы.

Терминологически в задаче коммивояжера 
гамильтонов цикл в полном графе называет-
ся туром, а матрица смежности A называется 
матрицей стоимостей, поскольку в содержа-
тельной постановке задачи коммивояжера веса 
дуг интерпретируются как стоимости проезда 
между городами. Число вершин графа n, опре-
деляющее размерность матрицы стоимостей, 
называется размерностью задачи коммивоя-
жера. Далее рассматривается асимметричная 
задача коммивояжера, которая представля-
ет собой наиболее общую и вычислительно 
трудную постановку задачи. Очевидно, что 
начальная вершина тура может быть выбрана 
произвольно. Таким образом, множество всех 
возможных туров определяется всеми возмож-
ными перестановками остальных вершин и 
имеет мощность (n – 1)!. Под термином инди-
видуальная задача будем понимать конкретный 
экземпляр задачи коммивояжера — это задача, 
заданная конкретной матрицей стоимостей A 
размерности n.

Постановка задачи в данной статье предпо-
лагает определение таких размерностей зада-
чи и таких особенностей индивидуальных за-
дач, при которых целесообразно использовать 
комбинированный алгоритм метода ветвей и 
границ и алгоритм Лина—Кернигана—Хель-
сгауна, применяемый для получения предвы-
численного тура.

Очевидным инструментом исследования 
является вычислительный эксперимент в рам-
ках некоторого диапазона размерностей задачи 
со значительной по объему выборкой экспери-
ментальных данных.
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Описание вычислительного эксперимента

Эксперименты проводили на стационарном 
компьютере со следующими характеристиками:
 � процессор: Intel i7 3770K 3800 MHz;
 � оперативная память: Kingston KHX1600C9D3P1 

16 Гбайт;
 � материнская плата: ASRock Fatal1ty Z370 

Gaming K6;
 � операционная система: GIGABYTE GA-Z77X- 

D3H.
Для минимизации шумов операционной си-

стемы фоновые процессы, которые не нужны 
для исследования, были отключены, также от-
сутствовал графический пользовательский ин-
терфейс, а управление операционной системой 
осуществлялось посредством командной строки.

Алгоритмы были реализованы на языке 
С++ и скомпилированы в исполняемый файл 
с помощью компилятора: gcc 4.8.5 20150623.

Для экспериментального анализа были сге-
нерированы несимметричные задачи комми-
вояжера для размерностей от 30 до 45 с шагом 
один. Объем выборки для каждой размерности 
составил 10 000 индивидуальных задач. Веса 
дуг для асимметричных матриц индивидуаль-
ных задач — целые числа в диапазоне от 1 до 
106 — были сгенерированы равномерным гене-
ратором псевдослучайных чисел.

В ходе вычислительного эксперимента были 
получены времена решения индивидуальной 
задачи коммивояжера классическим алгорит-
мом, реализующим метод ветвей и границ 
(ARS), и комбинированным алгоритмом, реа-
лизующим метод ветвей и границ с расчетом 
предвычисленного тура с помощью алгоритма 
Лина—Кернигана—Хельсгауна (ARSLKH). Кроме 
того, для каждой индивидуальной задачи ком-
мивояжера в ходе ее решения классическим 
методом ветвей и границ было определено 
число изменений направления обхода в поис-
ковом дереве решений. Эта характеристика по-
искового дерева решений была ранее введена 
одним из авторов в работе [11].

Обсуждение и результаты

Предложенная в работе [11] новая характе-
ристика динамики поискового дерева реше-
ний, порождаемого методом ветвей и границ 
для задачи коммивояжера, — число изменений 
направления обхода дерева — представляется 
перспективной для выделения категорий задач 
с предпочительным использованием комбини-

рованного алгоритма. Обозначим J(A) — число 
изменений направления обхода в поисковом 
дереве решений в классическом алгоритме, 
где A — индивидуальная задача коммивояже-
ра размерностью n. Обозначим Jn — множество 
всех значений J(A), полученных по результа-
там вычислительного эксперимента на задачах 
размерности n.

Рассматривая Jn как выборку из случайной 
величины в 10 000 значений для каждой раз-
мерности n, определим квантили распределе-
ния значений J(A). В табл. 1 представлены 0.25-,
0.5-, 0.75-, 0.9-, 0.95-, 0.99-, 0.995- и 0,999-квантили 
Jn для исследованного диапазона размерностей.

Основываясь на ранее полученных нами ре-
зультатах [5, 6] по исследованию комбиниро-
ванного алгоритма, логично предположить, что 
он будет эффективен по времени для сложных 
задач, начиная с некоторой размерности. Это 
наблюдение связано с тем, что для небольших 
размерностей классический метод ветвей и гра-
ниц работает достаточно эффективно, а время 
на вычисление предвычисленного тура не ком-
пенсируется эффектом от сокращения поис-
кового дерева решений. В качестве меры такой 
сложности мы предлагаем использовать значе-
ние J(A) — число изменений направления обхо-

Таблица 1

Квантили Jn

n q0,25 q0,5 q0,75 q0,9 q0,95 q0,99 q0,995 q0,999

30 98 202 399 728 1060 2081 2681 4595

31 113 235 468 891 1278 2531 3239 4614

32 135 279 560 1040 1525 3020 3671 6447

33 157 331 674 1272 1845 3666 4884 7810

34 184 384 808 1513 2211 4157 5482 9433

35 213 454 948 1788 2587 5319 6674 10444

36 261 548 1144 2211 3209 6815 8692 14524

37 292 637 1341 2586 3919 7832 11186 16525

38 346 770 1645 3251 4792 10115 14920 26924

39 415 895 1949 3878 5723 12452 18274 28192

40 477 1053 2309 4637 7134 15702 21785 38952

41 564 1261 2779 5588 8876 19227 26074 52206

42 655 1431 3272 6671 10163 24215 30738 59467

43 777 1775 3960 7941 12134 27325 39235 65875

44 870 2024 4575 9366 14505 31184 42119 71376

45 1016 2419 5424 11656 18507 42447 57381 124804
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да в поисковом дереве решений в классическом 
алгоритме. Большие значения J(A) могут свиде-
тельствовать в пользу применения комбиниро-
ванного алгоритма для задач данной размерно-
сти. На этом основании мы выбрали квантиль 
0.99 в качестве базового значения для выделе-
ния категории индивидуальных задач. Резуль-
таты нормировки значений полученных кван-
тилей по 0,99-квантили представлены в табл. 2.

Заметим, что нормированные значения 
квантилей 0,95 очень близки к 0,5 для всех 
исследованных размерностей. На основании 
полученных экспериментальных результатов 
мы предлагаем выделить следующие три 
категории индивидуальных задач:

I. Задачи, для которых J(A) < q0,95 (нормиро-
ванный квантиль меньше 0,5).

II. Задачи, для которых q0,95 m J(A) < q0,995 
(нормированный квантиль между 0,5 и 1,5).

III. Задачи, для которых J(A) l q0,995.(норми-
рованный квантиль больше 1,5).

Таким образом, зная число изменений на-
правления обхода поискового дерева решений, 
полученное с использованием классического 
алгоритма, можно отнести каждую задачу из 
нашей экспериментальной выборки к одной из 
трех введенных категорий (I, II или III).

В экспериментальном исследовании мы по-
лучили времена tARS решения индивидуаль-

ных задач коммивояжера классическим алго-
ритмом, реализующим метод ветвей и границ 
(ARS), и 

LKHARSt  — времена решения комби-
нированным алгоритмом, реализующим метод 
ветвей и границ с расчетом предвычисленного 
тура на основе алгоритма Лина—Кернигана—
Хелсгауна (ARSLKH). На основе полученных 
данных о временах решения (tARS и 

LKHARSt )
и категории каждой задачи, мы определили 
долю задач, для которых комбинированный 
алгоритм работал быстрее в разрезе каждой 
категории. Эти результаты приведены в табл. 3.

Данные табл. 3 показывают, что для задач 
категории I применение комбинированно-
го алгоритма практически не целесообразно 
в исследованном диапазоне размерностей. Для 
задач, относящихся к категории II, его приме-
нение эффективно только в конце диапазона 
размерностей, а для задач III категории — уже 
начиная с середины изученного диапазона. 
Очевидно, остается открытым вопрос об опре-
делении сложности индивидуальной задачи 
в смысле характеристики J(A), которую авторы 
связывают с другой характеристикой сложно-
сти индивидуальной задачи C(A), исследова-
нию которой посвящена работа [2].

Дополнительно проиллюстрируем данные 
табл. 3 в виде графиков, которые показаны на 
рисунке (см. третью сторону обложки).

Таблица 2

Нормированные квантили Jn по 0,99 квантили

n
0,25

0,99

q

q
0,5

0,99

q

q
0,75

0,99

q

q
0,9

0,99

q

q
0,95

0,99

q

q
0,99

0,99

q

q
0,995

0,99

q

q
0,999

0,99

q

q

30 0,047 0,097 0,192 0,35 0,509 1 1,288 2,208

31 0,045 0,093 0,185 0,352 0,505 1 1,280 1,823

32 0,045 0,092 0,185 0,344 0,505 1 1,216 2,135

33 0,043 0,090 0,184 0,347 0,503 1 1,332 2,130

34 0,044 0,092 0,194 0,364 0,532 1 1,319 2,269

35 0,040 0,085 0,178 0,336 0,486 1 1,255 1,964

36 0,038 0,080 0,168 0,324 0,471 1 1,275 2,131

37 0,037 0,081 0,171 0,330 0,504 1 1,428 2,110

38 0,034 0,076 0,163 0,321 0,474 1 1,475 2,662

39 0,033 0,072 0,157 0,311 0,46 1 1,468 2,264

40 0,030 0,067 0,147 0,295 0,454 1 1,387 2,481

41 0,029 0,066 0,145 0,291 0,462 1 1,356 2,715

42 0,027 0,059 0,135 0,275 0,420 1 1,269 2,456

43 0,028 0,065 0,145 0,291 0,444 1 1,436 2,411

44 0,028 0,065 0,147 0,304 0,465 1 1,351 2,289

45 0,024 0,057 0,128 0,275 0,436 1 1,352 2,940
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Полученные экспериментальные результа-
ты позволяют говорить, что предвычисленный 
тур, полученный с помощью алгоритма Лина—
Керниган—Хелсгауна, оказывает существенное 
влияние, сокращая время по сравнению с клас-
сическим алгоритмом, для задач категории III, 
начиная с n = 36, и для задач категории II, на-
чиная с n = 42. Кроме того, с ростом размера 
задачи предвычисленный тур, полученный ал-
горитмом Лина—Кернигана—Хелсгауна в ком-
бинированном алгоритме, все более влияет на 
сокращение суммарного времени точного ре-
шения асимметричной задачи коммивояжера 
для каждой из категорий. Однако доля задач 
категории I, для которых применение комби-
нированного алгоритма оправдано, мало даже 
для n = 45 и составляет только 20,5 %.

Заключение

Таким образом, на основании полученных 
экспериментальных результатов можно сде-
лать следующие выводы, связанные с исследо-
ванным точным комбинированным алгорит-

мом для решения асимметричной задачи ком-
мивояжера:
 � на основании нормированных квантилей 

значений J(A) (число изменений направления 
обхода в поисковом дереве решений) в ста-
тье предложено разделение индивидуальных 
асимметричных задач коммивояжера на три 
категории в целях выявления задач, для ко-
торых применение комбинированного ал-
горитма (метод ветвей и границ + алгоритм 
Лина—Кернигана—Хельсгауна) целесообраз-
но в смысле временной эффективности;

 � на основе полученных экспериментальных 
результатов по времени мы констатируем
(в рамках исследованного диапазона раз-
мерностей от 30 до 45), что применение ком-
бинированного алгоритма целесообразно и 
сокращает время получения решения по 
сравнению с классическим алгоритмом для 
задач категории III, начиная с n = 36, и для 
задач категории II, начиная с n = 42.
Авторы видят дальнейшее развитие иссле-

дования в поиске таких алгоритмов, которые 
позволили бы определить характеристику ди-
намики поискового дерева решений, порожда-
емого методом ветвей и границ для асимме-
тричной задачи коммивояжера, — число изме-
нений направления обхода с полиномиальной 
сложностью, позволяя тем самым эффективно 
принимать решение об использовании комби-
нированного алгоритма.
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Research of Features of the Combined Algorithm
for Solving the Asymmetric Traveling Salesman Problem

The exact algorithm that implements the Branch and Bound method with precomputed tour which is calculated by Lin-
Kernighan-Helsgaun metaheuristic algorithm for solving the Traveling Salesman Problem is concerned here. Reducing the 
number of decision tree nodes, which are created by the Branches and Bound method, due to a "good" precomputed tour leads 
to the classical balancing dilemma of time costs. A tour that is close to optimal one takes time, even when the Lin-Kernighan-
Helsgaun algorithm is used, however it reduces the working time of the Branch and Bound method. The problem of determining 
the scope of such a combined algorithm arises. In this article it is solved by using a special characteristic of the individual 
Traveling Salesman Problem — the number of changes tracing direction in the search decision tree generated by the Branch 
and Bound Method. The use of this characteristic allowed to divide individual tasks into three categories, for which, based 
on experimental data, recommendations of the combined algorithm usage are formulated. Based on the data obtained in a 
computational experiment (in range from 30 to 45), it is recommended to use a combined algorithm for category III problems 
starting with n = 36, and for category II problems starting with n = 42.
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