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Анализ соответствия структур отношений объектов классов
на многообразиях их описаний

Введение

Рассматривается анализ соответствия струк-
тур отношений на многообразиях их описаний 
в задачах снижения размерности признакового 
пространства. В работе [1] выделены следую-
щие типовые прикладные задачи снижения 
размерности:

— отбор наиболее информативных призна-
ков (включая латентные);

— сжатие массивов обрабатываемой и хра-
нимой информации;

— визуализация (наглядное представление) 
данных;

— построение условных координатных осей 
(многомерное шкалирование, латентно-струк-
турный анализ).

Существуют несколько постановок задачи 
выбора пространства из латентных признаков 
для описания объектов. Одним из существен-
ных различий между ними является наличие 
или отсутствие классификации объектов. Ме-
тод главных компонент (PCA) принадлежит 
к числу наиболее часто используемых при 
анализе данных [1]. Например, на основе PCA 
разработан метод локальной геометрии [2] для 
поиска скрытых закономерностей в данных. 
Линейное отображение описаний объектов на 
плоскость позволило экспертам визуально ис-
следовать структуру отношений между ними.

Искажение структуры данных при проеци-
ровании в пространство меньшей размерности 
связано с изменением отношений близости меж-
ду объектами [3]. Были предложены два способа 
для сравнения структур данных до и после про-
ецирования их на двумерную плоскость.

Для сравнения первым способом в каждой 
точке на плоскости вычисляется множество 
K1 ближайших к данной точке соседних то-
чек в исходном пространстве и множество K2 
ближайших соседей в двумерном пространстве 
после проецирования. Мерой сохранения от-
ношений соседства между точками данных по-
сле их проецирования служит мощность пере-
сечения K1 и K2 (число совпадающих точек).

Второй способ для анализа соответствия 
структур отношений объектов в разных при-
знаковых пространствах использует нейрон-
ные сети. Отношение соседства определяется 
по узлам сетки в самоорганизующих картах 
Кохонена в исходном признаковом простран-
стве и пространстве меньшей размерности. 
Узлы сетки образовывают прямоугольную или 
гексагональную структуру.

К недостаткам двух приведенных выше спо-
собов для анализа структур отношений из ра-
боты [3] можно отнести следующие:

— при выборе меры расстояния для срав-
нения объектов не учитываются масштабы из-
мерений признаков;

Рассматривается синтез латентных признаков в целях снижения размерности пространства для описания 
объектов непересекающихся классов. Латентные признаки синтезируются на данных, полученных как резуль-
тат предобработки значений исходных признаков. Исследуется соответствие структур отношений объектов 
на плоскости по результатам предобработки и группировки данных. Предложена мера соответствия двух 
структур отношений объектов в разных признаковых пространствах.

Ключевые слова: предобработка данных, метод главных компонент, мера соответствия, снижение размерности



19ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 27, № 1, 2021

— не определены правила выбора числа бли-
жайших соседей K1 и K2 для вычисления меры 
сохранения отношений соседства;

— нет четких, обоснованных рекомендаций 
по выбору узлов сетки для самоорганизующих 
карт Кохонена.

Существенное значение для формирования 
структуры отношений между объектами име-
ет выбор способа нормирования данных. Од-
ной из целей нормирования является инвари-
антность к масштабам измерений признаков. 
Свойство инвариантности расширяет возмож-
ности для обнаружения скрытых закономерно-
стей, характерных для всех выборок данных из 
генеральной совокупности.

Важным показателем для анализа данных яв-
ляется оценка компактности объектов классов. 
Единой меры компактности не существует [4].
Различаются вычисления мер компактности 
в зависимости от размерности данных. Экстре-
мум критерия для разбиения значений признака 
на непересекающиеся интервалы из работы [5] 
может рассматриваться как мера компактности, 
инвариантная к масштабам измерения. Перечень 
факторов, от которых зависит структура отно-
шений объектов при размерности пространства, 
большей либо равной 2, приводится в работе [6].

Применение методов анализа данных без 
каких-либо предположений о природе их сре-
ды рассматривается как средство обнаружения 
скрытых закономерностей в слабо структури-
рованных предметных областях. Исследование 
отличия истинных параметров среды от полу-
ченных на основе предположений проводится 
в целях повышения адекватности описания 
реальных процессов и явлений в рамках ма-
тематических моделей. В работе [7] показано, 
что порог линейной решающей функции, вы-
численный по экстремуму критерия разбиения 
признаков на непересекающиеся интервалы [5], 
отличается от порога, вычисляемого при пред-
положении о нормальном распределении дан-
ных в линейном дискриминанте Фишера.

Синтез латентных признаков может прово-
диться как по одному набору признаков, так 
и по разным. Например, в работе [8] каждый 
латентный признак формируется по правилам 
иерархической агломеративной группировки 
по "своему" набору исходных признаков. Ре-
зультаты использования метода главных ком-
понент являются примером синтеза латентных 
признаков из одного набора.

Для решения ряда задач выбора латентно-
го признакового пространства существуют до-
ступные для использования инструментальные 

средства. К таковым можно отнести функции 
из библиотеки языка PYTHON [9]. Для оценки 
структуры отношений объектов в латентном 
признаковом пространстве рекомендуется ис-
пользовать меру компактности объектов клас-
сов из работы [6].

Значения латентных признаков зависят от 
предобработки данных в исходном признако-
вом пространстве. Эта зависимость отражается 
на структуре отношений объектов в латентном 
признаковом пространстве. Требуется разработ-
ка мер соответствия структур отношений, при 
формировании которых применялись разные 
способы предобработки. Меры соответствия 
структур могут быть востребованы при безпри-
знаковом распознавании, например, при исполь-
зовании метода Саймона [10] для визуализации 
объектов в R2 по матрице их парных расстояний.

В данной работе визуализация проводится 
в целях:

— анализа соответствия структур отношений 
объектов в проекциях на плоскость при разных 
способах предобработки исходных данных;

— выбора представления данных в про-
странстве меньшей размерности со значением 
меры компактности объектов классов больше, 
чем в исходном.

Поиск подходящей размерности простран-
ства для процедуры проецирования в простран-
ство более низкой размерности на основе меры 
компактности объектов классов предлагается 
проводить по упорядоченной последовательно-
сти наборов исходных (сырых) признаков. По-
следовательность наборов [11] формируется по 
значениям отношений внутриклассового сход-
ства и межклассового различия признаков.

1. Постановка задачи

Рассматривается множество E0 = {S1, ..., Sm} 
объектов, разделенное на два непересекающих-
ся подмножества (класса) K1 и K2. Описание 
объектов проводится с помощью набора из n 
количественных признаков X(n) = (x1, ..., xn). 
На X(h) ⊂ X(n), 2 m h m n, определены операто-
ры A1, ..., Aμ, μ l 2, для предобработки данных 
с сохранением размерности признакового про-
странства. Для снижения размерности призна-
кового пространства описания объектов E0 из 
X(h) отображаются в R2. Исследуется зависи-
мость топологии объектов в R2 от применения 
операторов {Ai}, i = 1, ..., μ.

Компактность объектов классов определя-
ется через структуру их отношений в призна-



20 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 27, № 1, 2021

ковом пространстве по заданной мере рассто-
яния. Для оценки компактности предлагается 
использовать отношение связанности объектов 
по множеству граничных объектов классов.

Считается, что задана метрика ρ(x, y) для 
анализа отношений по описанию объектов Е0. 
Обозначим
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— множество граничных объектов классов, опре-
деляемое на E0 по метрике ρ(x, y). Объекты Si, 
Sj ∈ Kt, t = 1, 2, считаются связанными между 
собой (Si ↔ Sj), если {S ∈ L(E0, ρ)|ρ(S, Si) < ri и
ρ(S, Sj) < rj} ≠ ∅, где ri(rj) — расстояние до ближай-
шего от Si(Sj) объекта из K3-t по метрике ρ(x, y).

Множество 
1

{ ,..., },
cvtv vS SG =  c l 2, Gtv ⊂ Kt,

v < |Kt| представляет область (группу) со связан-
ными объектами в классе Kt, если для любых

,
i jv v tvS S G∈  существует путь ...

i kv vS S↔ ↔
... .

jvS↔  Объект Si ∈ Kt, t = 1, 2, принадлежит 
группе из одного элемента и считается несвя-
занным, если не существует пути Si ↔ Sj ни 
для одного объекта Sj ≠ Si и Sj ∈ Kt.

Алгоритм определения минимального чис-
ла непересекающихся групп из связанных и 
несвязанных объектов по каждому классу Kt, 
t = 1, 2, описан в работе [6]. Доказана един-
ственность разбиения по числу групп и соста-
ву объектов в них. Требуется:

— отобразить описание объектов E0 из X(h) 
в R2 с использованием предобработки данных 
операторами {Ai}, i = 1, ..., μ;

— оценить соответствие структур отноше-
ний объектов из E0 в R

2 после предобработки 
данных операторами Ai, Aj, i ≠ j.

2. О предобработке данных
на основе классификации

Под предобработкой данных далее будем 
понимать преобразование значений признаков 
из X(n) с учетом разделения объектов на непе-
ресекающиеся классы. Предобработка данных 
предшествует реализации алгоритмов сниже-
ния размерности пространства через синтез 
латентных признаков для описания объектов. 
Интерес для исследования представляют:

— преобразования признаков, инвариант-
ные к масштабам их измерений;

—  выбор условия для последовательного 
формирования наборов признаков X(h) ⊂ X(n), 
2 m h m n;

— поиск максимального значения меры 
компактности объектов классов в R2 при ото-
бражении их описаний из X(h) в R2.

Инвариантность к масштабам измерений 
определяется через оценку компактности зна-
чений признака в двухклассовой задаче распоз-
навания. Оценка компактности вычисляется 
как экстремум критерия при разбиении значе-
ний признака на непересекающиеся интервалы. 
В основе вычислений лежит проверка истинно-
сти гипотезы "каждый интервал содержит зна-
чения признака всех объектов одного класса".

Пусть 1 2,i iu u  — число значений признака xj 
класса Ki, i = 1,2, соответственно в интервалах 
[c1, c2], (c2, c3], |Ki| > 1, t — порядковый номер 
элемента упорядоченной по возрастанию по-
следовательности 

1
,..., ,...,

t mj j jr r r  значений xj 
у объектов из E0, определяющий границы ин-
тервалов как 
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позволяет вычислять оптимальное значение 
границы c2 для интервалов [c1, c2] и (c2, c3].

Экстремум критерия (1) используется в ка-
честве веса vj (0 < vj m 1) признака xj. При vj = 1 
значения признака xj у объектов из классов K1 
и K2 не пересекаются между собой.

Реализация оператора для предобработки 
данных, инвариантных к масштабам измере-
ний, разделяется на два этапа:

— вычисление границ двух непересекающих-
ся интервалов для признака xi ∈ X(n) по крите-
рию (1) на E0. Выбор экстремального значения 
критерия (1) в качестве веса признака;

— нормирование признака xi ∈ X(n) по значе-
ниям границ интервалов и умножение на его вес.

Предобработка значений признака xj ∈ X(n) 
с учетом разбиения на интервалы [c1, c2], (c2, c3] 
по критерию (1) выглядит следующим образом:

 2*

3 1

.j
j j

x c
x v

c c

−
=

−
 (2)

Для вычисления весов признаков, значения 
которых в отличие от критерия (1) зависят от 
принадлежности к набору X(h) ⊂ X(n), 2 m h m n,
используется функционал [11]
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где θi, γi — значения соответственно внутри-
классовой близости и межклассового разли-
чия по признаку xi ∈ X(h). Функционал имеет 
бесконечное множество решений. При ограни-
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Используя метод неопределенных множите-
лей Лагранжа к соотношению (4), получим
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Множество допустимых значений весов {wi} 
по выражению (5) зависит от способов вычис-
ления {θi, γi}. Рассмотрим два таких способа.

1 способ. Пусть m1i и m2i — математические 
ожидания признака xi ∈ X(n) для объектов из 
классов K1 и K2. Тогда
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2 способ. Преобразуем значения количе-
ственного признака xi ∈ X(n) в два значения 
(градации) в номинальной шкале измерений. 
Выбор градаций проводится по двум интерва-
лам [c1, c2] и (c2, c3], границы которых опреде-
лены по соотношению (1). Обозначим 1 2,t t

i ig g  — 
частоты встречаемости значений градации t
(t = 1, 2) в описании объектов в K1 и K2. Тогда
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Вычисление внутриклассового сходства и 
межклассового различия по соотношению (7) 
востребовано при описании объектов в разно-

типном признаковом пространстве. При вы-
числении значений 1 2,t t

i ig g  нужно учитывать, 
что числа градаций у номинальных признаков 
разные и не обязательно равны 2.

Множество значений {θi, γi } можно исполь-
зовать при формировании набора признаков 
X(h) ⊂ X(n), 2 m h < n. Согласно выводам теоре-
мы из работы [11] признак xj является канди-
датом на удаление из X(h + 1), если
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В силу условия 1i
i

w =∑  значение весов при-

знаков (5) на каждом наборе X(h) будут разные.

3. О соответствии структур отношений 
объектов классов при предобработке данных

Пусть после предобработки данных по набо-
ру X(h), 2 m h mn, оператором Ai, i = 1, ..., μ, про-
ведено линейное отображение описаний объ-
ектов E0 в R

2. При анализе структуры данных 
по отношению связанности объектов классов 
в R2 получено разбиение объектов на множе-
ство непересекающихся групп { } ( )

1
,p i

i id d
Z G ==

2 m p(i) m m. Для сравнения двух структур от-
ношений объектов в R2 по Zi и Zj, i ≠ j, сфор-
мируем матрицу D = {duv}, u = 1,...,m, v = 1, 
2, 3. Значениями элементов dr1, dr2 являются 
номера групп, к которым принадлежит объект 
Sr ∈ E0 соответственно в Zi и Zj, dr3 — номер 
области, содержащей пересечение этих групп.

Обозначим p1(i), p2(i) — число непересекаю-
щихся групп объектов из классов K1 и K2 в Zi, 
p(i) = p1(i) + p2(i). Максимальное число пере-
сечений по Zi и Zj ограничено сверху:

p1(i) p1( j) + + p2(i) p2( j).

Пусть η — число пересечений групп из Zi и 

Zj, содержащих q1, ..., qη объектов, 
1

.k
k

q m
η

=
=∑  

Мера сходства структур отношений объектов 
по Zi и Zj будет вычисляться как
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Максимальное значение меры сходства (9), 
равное 1, получается при η = p(i) = p( j).

Меру сходства (9) можно использовать для 
анализа соответствия структур отношений 
объектов в X(h), 2 m h < n, и в R2 или в X(h) и 
X(t) при t ≠ h.
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Для оценки качества отображений описа-
ний объектов из X(h) в R2 предлагается исполь-
зовать меру компактности, полученную через 
отношение связанности объектов. В качестве 
меры расстояния в R2 рассматривается евкли-
дова метрика. Меру компактности объектов по 
Zi в классе Kt, t = 1, 2, определим как

 { }

2

2( , ) ,id i id t

id
G Z G K

i t
t

G

Z K
K

∈ ∩ ≠∅
Ω =

∑
 (10)

а в целом по выборке E0 как
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Дополнительным показателем при анализе 
структуры отношений объектов классов явля-
ется число шумовых объектов. В данной ра-
боте множество шумовых объектов рассматри-
вается как подмножество граничных объектов 
классов L(E0, ρ) по евклидовой метрике. Объ-
ект S ∈ L(E0,ρ) ∩ Kj, j = 1, 2, принадлежит мно-
жеству шумовых объектов Dj класса Kj, если
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 (12)

Удаление множеств D1 и D2 из E0 изменяет 
структуру отношений объектов на E0\(D1 ∪ D2) 
и служит средством повышения обобщающей 
способности алгоритмов распознавания по 
правилу ближайшего соседа.

4. Эксперименты

Вычислительный эксперимент проводили 
на выборке, содержащей данные о поражениях 
желудочно-кишечного тракта из работы [12]. 
Выборка представлена 76 объектами, разде-
ленными на класс K1 (доброкачественные по-
ражения) и K2 (злокачественные поражения), 
|K1| = 21, |K2| = 55. Каждый объект описывался 
1394 количественными признаками.

При формировании последовательности из 
наборов признаков X(n – 1), X(n – 2), ..., X(2) 
использовалось условие (8). Значение внутри-
классового сходства θj и межклассового разли-
чия γj в условии (8) вычислялось по выраже-
нию (6). Для программной реализации метода 
PCA использовались функции из библиотеки 
языка PYTHON [13].

Пусть R2(h) обозначает набор признаков, 
полученный при проецировании описаний 
объектов E0 из X(h) в R2. Исследовалась зави-
симость показателей компактности объектов 
классов (10) и выборки в целом (11) по R2(h) 
от результатов предобработки данных по набо-
ру X(h). Рассматривались следующие варианты 
представления данных:

— без предобработки;
— с нормированием в [0; 1];
— с преобразованием по соотношению (2).
Результаты анализа данных по трем вари-

антам в R2(h) и мера сходства структур отно-
шений объектов в X(h) и в R2(h) приводится в 
табл. 1—3, визуальное представление объектов 
в R2 представлено на рис. 1—3.

Таблица 1

Анализ сходства структур отношений объектов по X(h) и 
R2(h) без предобработки данных

Раз-
мер-
ность 

h

Число 
шумовых 
объектов 

по соотно-
шению (12)

Компактность по вы-
ражениям (10), (11)

Сходство 
по со-

отноше-
нию (9)K1 K2 K1 ∪ K2

1394 13 0,1565 0,4010 0,3334 0,6820

806 18 0,1882 0,4023 0,3432 0,6935

122 18 0,1882 0,4023 0,3432 0,6935

9 18 0,1791 0,4056 0,3430 0,7067

Таблица 2

Анализ сходства структур отношений объектов по X(h) и 
R2(h) с учетом нормирования данных в [0;1]

Раз-
мер-
ность 

h

Число 
шумовых 
объектов 

по соотно-
шению (12)

Компактность по вы-
ражениям (10), (11)

Сходство 
по со-

отноше-
нию (9)K1 K2 K1 ∪ K2

1394 19 0,1338 0,4519 0,3640 0,6309

806 24 0,1111 0,3408 0,2773 0,0159

122 17 0,3151 0,7051 0,5973 0,0197

9 12 0,6054 0,8611 0,7904 0,9831

Таблица 3

Анализ сходства структур отношений объектов по X(h) и 
R2(h) с предобработкой данных по (2)

Раз-
мер-
ность 

h

Число 
шумовых 
объектов 

по соотно-
шению (12)

Компактность по вы-
ражениям (10), (11)

Сходство 
по со-

отноше-
нию (9)K1 K2 K1 ∪ K2

1394 16 0,4059 0,6516 0,5837 0,8441

806 13 0,4649 0,6826 0,6225 0,8608

122 15 0,8231 0,8288 0,8272 0,1010

9 12 0,4693 0,8280 0,7289 0,9474
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Рис. 2. Визуализация объектов с нормированием данных в [0;1] в пространстве:
а —R2(1394); б — R2(9)

Рис. 3. Визуализация объектов при предобработке данных по соотношению (2) в про-
странстве:
а — R2(1394); б — R2(122)

Рис. 1. Визуализация объектов без предобработки данных в пространстве:
а — R2(1394); б — R2(122)

Анализ табл. 1—3 пока-
зывает целесообразность ис-
пользования предобработки 
данных. Показатели компакт-
ности объектов при нормиро-
вании данных в [0; 1] выше, 
чем на данных без предобра-
ботки. Самые высокие показа-
тели компактности получены 
по R2(122) при предобработке 
данных по соотношению (2).

Существует прямая зависи-
мость между мерой компактно-
сти объектов классов и обобща-
ющей способностью алгоритмов 
распознавания по правилу бли-
жайшего соседа. Доказательство 
этого утверждения в форме вы-
числительного эксперимента 
приводится в работе [6].

Проверка соответствия 
структур отношений по R2(h) 
без предобработки и с ис-
пользованием предобработки 
данных представлен в табл. 4.

Анализ значений меры со-
ответствия из табл. 4 показыва-
ет, что предобработка данных 
сильно искажает структуру от-
ношений объектов. Объясняет-
ся это тем, что использование 
предобработки данных приво-
дят к повышению компактно-
сти объектов классов в R2.

Заключение

Рассмотрена проблема сни-
жения размерности признако-
вого пространства и ее связь 
с предобработкой данных. 
Способы предобработки рас-

считаны на использование таких операций, как 
нормирование признаков, умножение значения 
признака на его вес. Разработана мера соответ-
ствия структур отношений объектов в разных 
признаковых пространствах. При вычислении 
меры использовалось разбиение выборки на 
непересекающиеся группы. Для группировки 
применялось отношение связанности объектов 
классов по определяемому множеству гиперша-
ров. Обоснованием выбора способа предобра-
ботки данных служит значение меры компакт-
ности классов и выборки в целом.

Таблица 4

Соответствие структур отношений объектов в R2(h)
без предобработки и с предобработкой данных

Размер-
ность h

Мера соответствия по (9) с учетом предобработки

нормированием в [0, 1] преобразованием по (2)

1394 0,6309 0,8440

806 0,5783 0,0243

122 0,0112 0,0394

9 0,0199 0,0185
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