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MODELING AND OPTIMIZATIONMODELING AND OPTIMIZATION

Представлен модифицированный метод DEA, усиленный расчетом корреляционных зависимостей сравни-
ваемых переменных и использованием коэффициента вето. На основе данного метода авторами разработана 
методика оценки эффективности технических систем и представлена ее программная реализация. Предлага-
ется применение метода и методики для оценки эффективности технических систем, составления отчетов 
о функционировании технических систем и подготовки обоснованных управленческих решений в условиях недо-
статка времени и рес урсов.
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Модифицированный метод DEA
и методика оценки эффективности технических систем

Разнообразие систем и современное разви-
тие технологий обосновывает необходимость 
комплексного и системного использования 
информации из внутренних и внешних ин-
формационных ресурсов для сравнения этих 
систем в интересах объективной оценки их 
эффективности. Вышеизложенное обосновы-
вает необходимость разработки универсаль-
ных инструментов оценки эффективности си-
стем [1, 2].

Для оценки качества системы любой при-
роды важнейшей характеристикой является 
эффективность ее функционирования. Однако 
очевидно, что никакой отдельный частный по-
казатель не может быть использован для уни-
версального применения при оценке эффек-
тивности различных систем. Поэтому А. Чар-
несом, В. Купером и Е. Родесом (А. Charnes, 
W. Cooper, E. Rhodes) был разработан метод 
"Data Envelopment Analysis" (DEA), или "Анализ 
среды функционирования" (АСФ) [3—8]. В то 
же время применение метода DEA не дает объ-
яснения причин состояния системы и, соответ-
ственно, не дает дополнительной обоснованной 
информации для принятия наиболее рацио-
нального управленческого решения. Исходя из 
этого авторы предлагают использовать моди-
фицированный метод DEA в качестве основы 
методики оценки эффективности системы.

Введение

В настоящее время можно вполне обосно-
ванно утверждать, что в современных условиях 
эффективность управления техническими си-
стемами (далее — системами) в значительной 
степени зависит от своевременного принятия 
управленческих решений, основанных на оцен-
ке их эффективности и учитывающих специ-
фику оцениваемых систем. При этом объектив-
ная оценка эффективности систем требует под-
робной детализации и наиболее полного учета 
множества факторов и условий, которые сопро-
вождают функционирование систем, а также их 
сравнение с аналогичными системами и (или) 
с различными периодами функционирования 
оцениваемых систем.

Большинство современных систем имеют 
аналоги, которые функционируют в похожих 
условиях. В особенности это касается систем 
жизнеобеспечения, технических систем охраны, 
систем контроля управления доступом, систем 
электропитания, различных систем сигнализа-
ции, автоматизированных систем управления и 
связи. Логично предположить, что дальнейшее 
эффективное развитие и совершенствование 
оцениваемых систем невозможно без учета пер-
спектив, анализа и оценки современного состо-
яния дел в этой сфере.
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1. Модифицированный метод DEA

В предлагаемом модифицированном методе 
DEA с помощью апробированных математи-
ческих инструментов устранены вышеупомя-
нутые недостатки. Кроме того, предлагаемый 
метод в большей степени пригоден для про-
граммной реализации, поскольку использу-
ет систематизированные расчетные таблицы. 
Модифицированный метод DEA представляет 
собой симбиоз методов DEA ("Анализа среды 
функционирования") [3—7] и расчета корреля-
ции зависимости [1].

На основании научных работ М. Дж. Фар-
релла (M. J. Farrell) [8] в сфере развития методов 
непараметрического граничного анализа мож-
но сформулировать следующие направления 
применения модифицированного метода DEA:

1. Оценка результативности (effectiveness) — 
определение степени достижения цели оцени-
ваемой системой в заданный период времени.

2. Оценка экономичности (efficiency) — 
определение соотношения затрат ресурсов и 
результата, достигнутого оцениваемой систе-
мой в заданный период времени.

Таким образом, в самом общем виде содер-
жание задачи оценки эффективности системы 
сводится к определению экономичности осу-
ществляемого системой преобразования потре-
бляемых ресурсов в получаемые результаты.

При современном многообразии различных 
систем, выполняющих одинаковые функции, 
наиболее перспективным направлением при-
менения модифицированного метода DEA и 
разработанной на его основе методики оценки 
эффективности системы будет являться первое 
направление, т. е. оценка (сравнение) достиг-
нутого результата с требуемым (базовым) зна-
чением этого результата за заданный период 
времени при условии одинаковых затрат ре-
сурсов оцениваемыми системами [1, 2, 9].

Для этой цели в модифицированном методе 
DEA применяется парное сравнений количе-
ственных значений всех затраченных ресурсов 
(Х1, Х2, ... Хi) и количественных значений до-
стигнутого результата (Y ) или сравнение до-
стигнутого результата (Y ) с его установленны-
ми базовыми (требуемыми) значениями (Yб). 
Проводится сравнение всех оцениваемых си-
стем и (или) оцениваемых периодов времени 
функционирования одной системы. Ключе-
вым моментом в модифицированном методе 
DEA является рекомендация по установлению 
базовых количественных значений для резуль-
тата (Yб) и затраченных ресурсов (Хiб).

В разработанном методе сравнение рекомен-
дуется проводить с помощью построения соот-

ветствующих расчетных таблиц: таблица 1 —
для сравнения количественных значений достиг-
нутого результата (Y1, ..., Yn) и таблица 2 — для 
сравнения количественных значений всех затра-
ченных ресурсов (Х1, Х2, ..., Хi) с их базовыми зна-
чениями. В таблицах n — это число оцениваемых 
систем; i — число видов затраченных ресурсов.

Для оценки результативности систем вво-
дится коэффициент результативности (Rjб) по 
формуле

 б
б

,j
j

Y
R

Y
=

где Yj — это количественное значение резуль-
тата, достигнутого j-й системой.

В таблице 1 указывается степень достиже-
ния цели оцениваемой системой в заданный 
период времени по сравнению с установлен-
ным базовым (требуемым) количественным 
значением результата (Yб), которое должно 
быть обязательно достигнуто системами за 
время своего функционирования.

Очевидно, что для объективной оценки зна-
чения требуемых результатов (Yб) для всех оце-
ниваемых систем должны быть равны. Однако 
в методе возможны расчеты с использованием 
разных значений требуемых результатов в за-
висимости от расхода ресурсов в различных 
условиях функционирования систем, напри-
мер, расхода топлива в зимнем и летнем пери-
одах эксплуатации.

В таблице 1 оценка результативности си-
стем проводится в соответствии со следующи-
ми тремя критериями:

1. Если Rjб > 1, то j-я система достигла тре-
буемого результата и превысила требуемый ре-
зультат в Rjб раза или на (100Rjб – 100) %.

2. Если Rjб = 1, то j-я система достигла тре-
буемого результата и находится на границе 
своей результативности.

3. Если Rjб < 1, то j-я система не достиг-
ла требуемого результата и достигнутый ре-
зультат меньше требуемого на (100 – 100 Rjб) 
процента(ов).

В таблице 1 место в рейтинге систем опреде-
ляется по следующему правилу: наибольшему 
значению Rjб(Rjбmax) соответствует первое место 
в рейтинге, наименьшему — последнее место.

Из вышеприведенного правила понятно, что 
на первом месте рейтинга будет система с наи-
большим значением Rjб и, соответственно, на 
последнем месте будет система с наименьшим 
количественным значением сравнения достиг-
нутого результата с требуемым. При этом воз-
можна ситуация, когда при равных значениях 
Rjб две и более системы будут занимать одно 
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место в рейтинге. Иными словами, N не всегда 
может быть равно числу оцениваемых систем n.

При необходимости в методе по результатам 
заполнения таблицы 1 предусмотрено постро-
ение диаграммы распределения результатов, 
пример приведен на рис. 1.

На рис. 1 системы, которые не достигли тре-
буемого (базового) результата (системы 2 и 5), 
находятся ниже контрольной линии базового 
уровня (Rjб = 1), а системы, которые превы-
сили требуемый результат (системы 4, 7 и 3), 
соответственно, находятся выше. Системы, до-
стигнувшие результаты, равные базовому, рас-
положены на базовом уровне (системы 6 и 1).

В методе для учета специфических требова-
ний к оцениваемым системам может применять-
ся коэффициент вето — ϕ(Xi), где Xi — количе-
ственное значение заданного вида расходуемого 
ресурса, для которого установлен диапазон до-
пустимых значений. В частности, коэффициент 
вето может заключаться в установлении лицом, 
принимающим решение (ЛПР), верхнего поро-
га значений расхода отдельных видов ресурсов 
(например, число персонала, трудозатраты и 
т.д.) для достижения требуемого результата.

В принципе, согласно теории, в комплекс-
ных показателях качества низкие значения од-
них единичных показателей могут компенси-

роваться высокими значениями других [2, 7]. 
Но для некоторых оцениваемых систем такая 
компенсация будет противоречить реальным 
требованиям к их эффективному функциони-
рованию, так как в отдельных случаях недопу-
стимо компенсировать значения одних показа-
телей высокими значениями других. Поэтому 
для исключения такой возможности, а также 
для учета принципа универсальности и раз-
личных специфических требований к разным 
системам коэффициент вето является важной 
частью разработанного метода [2].

Таким образом, в предлагаемом методе ко-
эффициент вето — это функция, которая при 
выходе любого из важнейших единичных по-
казателей за допустимые пределы установлен-
ного диапазона становится равной нулю. Во 
всех остальных случаях коэффициент вето 
ϕ(Xi) остается равным единице.

В таблице 2 расчеты и оценка проводятся по 
тем же правилам, что и для таблицы 1, за исклю-
чением правила составления рейтинга систем по 
расходу ресурсов, так как на первом месте рей-
тинга должна быть система с наименьшим рас-
ходом, а на последнем — с наибольшим.

Таблица 1

Оценка результативности систем

Система

Результат (ед. измер.)

Место
в рейтинге

Выводы о результативности систем

Достиг-
нутый 

системой

Коэффици-
ент результа-
тивности (Rб)

Система достигла требуемого результата Система не достигла 
требуемого
результата

Превысила требу-
емый результат

Находится на границе 
своей результативности

1 Y1 R1б

2 Y2 R2б

... ...

n Yn Rnб

Рис. 1. Рейтинг систем и распределение результатов

Таблица 2
Оценка экономичности систем по расходу ресурса Хi

для достижения результата Yj

Сис-
тема

Расход
ресурса Хi 
(ед. измер.) Ме-

сто в 
рей-
тинге

Выводы об экономич-
ности систем

(одной системы в разные 
периоды времени)

Ре-
аль-
ный

Требуе-
мый

не более 
Хiб

Система
экономична Систе-

ма не 
эконо-
мична

Расход 
менее 

Хiб

Расход 
равен 

Хiб

1 X1 Х1б

2 X2 Х2б

... ...

n Xn Xnб
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При определенных условиях может выпол-
няться равенство Х1б = Х2б = ... = Хnб. Таблица 2 
составляется для каждого оцениваемого вида 
ресурсов.

Для анализа данных целесообразно состав-
ление графиков (диаграмм) зависимостей рас-
хода между разными видами ресурсов и (или) 
между разными видами ресурсов и достиг-
нутыми результатами, что реализовано в ме-
тодике оценки эффективности систем. Также 
в методе предусмотрено составление графиков 
зависимости расхода ресурсов с учетом их ба-
зовых значений (рис. 2).

Анализ распределения значений Sxi и Sxk на 
рис. 2 позволяет ЛПР сделать следующие выво-
ды по аналогии с тремя критериями таблицы 1:

1. Системы, расположенные внутри квадрата 
со сторонами Sxi = 1 и Sxk = 1, экономичны по 
расходу ресурсов Хi и Хk на достижение резуль-
тата Yj, в примере на рис. 2 это системы 1, 2 и 4.

2. Системы, расположенные справа от данно-
го квадрата, т. е. Sxk > 1, но ниже линии Sxi = 1, 
экономичны по расходу ресурсов Хi и не эко-
номичны по расходу ресурса Хk, в примере на 
рис. 2 это система 3.

3. Системы, расположенные сверху данного 
квадрата (Sxi > 1, но Sxk > 1), но слева от линии 
Sxk = 1 (Sxk < 1) экономичны по расходу ресур-
сов Хi–z, но не экономичны по расходу ресурса 
Хi. На рис. 2 это система 7.

4. Системы, расположенные по диагонали 
сверху от данного квадрата (Sxi > 1 и Sxk > 1) 
не экономичны по расходу ресурсов Хk, и Хi, 
в примере на рис. 2 это системы 5 и 6.

При необходимости можно рассчитать нор-
мированные коэффициенты важности для 
каждого расходуемого ресурса ck, где k — это 
номер вида ресурса. При расчете значения ck 
должно соблюдаться правило: чем важнее k-й 
ресурс, тем меньше должен быть его норми-

рованный коэффициент важности ck. Для со-
блюдения указанного правила наиболее рацио-
нально рассчитать значение ck для каждого 
вида ресурсов на основе субъективного мне-
ния ЛПР, выраженного с помощью ранжиро-
вания i ресурсов по принципу: чем важнее вид 
ресурса, тем меньший номер места в рейтинге 
он получает, т. е. на первом месте будет наи-
более важный ресурс, а на последнем i-м ме-
сте — наименее важный ресурс. Таким обра-
зом, формула расчета ci имеет вид:
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где Nk — это номер места в рейтинге k-го вида 
ресурса.

В модифицированном методе DEA на осно-
ве данных таблиц вида таблицы 2, составлен-
ных для каждого вида расходуемых ресурсов 
и нормированных коэффициентов важности 
расходуемых видов ресурсов ck, рекомендуется 
рассчитать комплексный показатель Cm эконо-
мичности расходования ресурсов (Х1, Х2, ... Хi) 
системой m на достижение результата:
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где m — это номер оцениваемой системы,
а 

kX mS  — это коэффициент экономичности 
расхода ресурса Хk для достижения результата 
системой m.

По результатам оценки результативности и 
экономичности систем (таблицы 1 и 2) целесо-
образно составить рейтинг эффективности оце-
ниваемых систем, применяя для этой цели таб-
лицу 3.

В таблице 3 рейтинг определяется по наи-
большему значению суммы баллов.

Сумма баллов (Ej) оцениваемой системы j 
рассчитывается по формуле:

 б

1

1
,

j
n

j R j C
j

j

C
E e R e

C
=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Рис. 2. График распределения коэффициентов экономич-
ности расхода ресурсов Хi и Хk семи систем на достижение 
результата Yj

Таблица 3
Рейтинг эффективности систем

Система

Коэф-
фициент 
результа-
тивности 

Rjб

Комп-
лексный 

показатель 
экономич-
ности Cj

Коэф-
фициент 
эффек-

тивности 
системы Ej

Место
в рей-
тинге

1

n
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где eR — это нормированный весовой коэффи-
циент важности коэффициента результативно-
сти, одинаковый для всех коэффициентов ре-
зультативности оцениваемых систем (R1б, R2б, 
..., Rjб), а eC — это нормированный весовой ко-
эффициент важности комплексного показателя 
экономичности, также одинаковый для всех 
комплексных показателей экономичности (C1, 
C2, ..., Cj) в таблице 3. В методе использование 
значений eR и eC не является обязательным. 
Значения eR и eC применяются при необходимо-
сти учета при составлении рейтинга специфи-
ческих требований к системам, и их рекоменду-
ется рассчитывать на основе мнений экспертов. 
Для этого каждому эксперту предлагается оце-
нить важность Rjб и Cj для составления рейтин-
га эффективности систем путем распределения 
заранее определенного числа баллов B между 
двумя этими показателями таким образом, 
чтобы сумма распределенных баллов равнялась 
этому определенному числу баллов (B), т. е.
B = BR + BC, где BR — это число баллов, полу-
ченное коэффициентом результативности (Rjб), 
а BC — это число баллов, полученное комплекс-
ным показателем экономичности (Cj). Тогда 
формулы расчетов нормированных значений eR 
и eC можно записать в следующем виде:

 R
R

B
e

B
=  и ,C

C
B

e
B

=

 а следовательно, 1.CR
R C

BB
e e

B B
+ = + =

В данном методе учитывается, что при ком-
плексном подходе к анализу эффективности 
функционирования систем ЛПР получает доста-
точно большое количество информации, кото-
рую необходимо обработать и представить в виде, 
удобном для принятия рационального решения по 
повышению эффективности. Для этой цели при-
меняются расчеты корреляционных зависимо-
стей (

ix yr  или 
( 1)i ix xr

−
) по формуле Пирсона [1, 2],

используемой в разработанном методе для вы-
явления существования зависимости и характера 
связи между следующими парами переменных:

1) между количественным значением до-
стигнутого результата (Y ) и каждым количе-
ственным значением затраченного на достиже-
ние этого результата (

ix yr ) вида ресурсов (Xi). 
В этом случае формула Пирсона имеет вид
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2) между парами количественных значений 
затраченных видов ресурсов (X1, X2, ..., Xi-1, Xi) —

( 1)
,

i ix xr
−

 и для этих расчетов формула Пирсона 
преобразуется к виду
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После выполнения расчетов коэффициен-
та корреляции для каждой пары сравниваемых 
значений рекомендуется внести полученные 
данные в специально разработанную таблицу 4, 
составленную на основе общепринятых соотно-
шений тесноты связи между переменными [1, 2].

Особенности данного метода заключаются 
в простоте его применения для должностных 
лиц и практической направленности на повы-
шение эффективности управления. Системати-
зированная информация, полученная в резуль-
тате расчетов, позволит ЛПР более детально 
провести анализ зависимостей ухудшения или 
улучшения значений корреляционной зависи-
мости. Применение метода на практике может 
быть использовано для совершенствования 
управляющих воздействий, направленных на 
достижение цели функционирования системы.

По сути, разработанный модифицирован-
ный метод DEA — это инструмент бенчмар-
кинга, который позволяет определить наибо-
лее эффективные подсистемы (элементы, из-
делия) в составе оцениваемой системы.

В идеале при применении модифицирован-
ного метода DEA анализ зависимостей ухудше-
ния или улучшения согласованности по раз-
личным оцениваемым событиям (вариантам 
решений) поможет выявить проблемы в про-
цессе управления и принять обоснованные ре-
шения по их исправлению.

Накопленная информация (информацион-
ные резервы системы [2, 10]) позволит не толь-
ко оценить эффективность, но также выявить 
и сформулировать недостатки конкретных про-
цессов функционирования систем. С помощью 
этой информации наиболее рационально сфор-
мулировать обоснованные управленческие ре-
шения по исправлению этих недостатков, что 
в конечном счете повысит эффективность оце-
ниваемых систем. Кроме того, использование 
информационных резервов позволит заинте-
ресованным ЛПР прогнозировать неблагопри-
ятные события в системе и принимать забла-

Таблица 4
Степень корреляционной зависимости
между парами значений переменных

Очень
слабая 

корре ляция
0 < |r| <0,5

Слабая 
корре ляция
0,5 < |r| < 0,7

Средняя 
корре ляция
0,7 < |r| < 0,8

Высокая 
корре ляция
0,8 < |r| < 0,9

Очень 
высокая 

корре ляция
0,9 < |r| < 1
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говременные управленческие решения по их 
устранению, что, в свою очередь, создаст объек-
тивные условия для существенного повышения 
эффективности функционирования систем.

2. Методика оценки эффективности 
технических систем и программа для ЭВМ 
"Анализ и оценка эффективности систем"

Метод является теоретическим базисом ме-
тодики оценки эффективности технических си-
стем совместно с программой для ЭВМ "Анализ 
и оценка эффективности систем" [2, 11]. Мето-
дика и программа предназначены для анализа 
и оценки эффективности систем и (или) одной 
системы в различные периоды времени ее функ-
ционирования.

Методика, реализованная в виде данной 
программы, выполняет все необходимые рас-
четы для построения таблиц, систематизации 
полученных значений корреляционных за-
висимостей показателей функционирования 
систем, графиков и диаграмм. Она позволяет 
сравнивать системы (периоды времени) по ре-
зультату и (или) показателю функционирова-
ния систем, а также по соотношению израс-
ходованных ресурсов (Х ) и результата (Y ) и со-
ставлять рейтинги систем (см. рис. 1).

В программе используются количественные 
значения двух (Х1, X2) и более видов ресурсов 
(Х ). Стоимость израсходованных ресурсов, 
единицы измерения полученного результата и 
общая стоимость полученного результата из-
меряются в тысячах рублей.

Краткая последовательность действий (ал-
горитм программы для ЭВМ) включает в себя:

1. Определение оцениваемых систем, вы-
полняющих аналогичные функции, или пери-
одов времени функционирования одной про-
граммной системы (комплекса из нескольких 
программных систем), например, до и после 
модернизации, или до и после совершенство-
вания технического обеспечения, или до и по-
сле повышения квалификации персонала и т.д.

2. Определение достигнутого результата и 
его количественного значения (Y) для каждой 
системы (периода времени).

3. Составление списка затраченных на до-
стижение результата ресурсов (показателей) 
для каждой оцениваемой системы (периода 
времени) и определение их количественных 
значений (Х1, X2, ..., Xi).

3. Проведение парных сравнений количе-
ственных значений (Х1, X2, ..., Xi) по принципу 
сравнения каждой оцениваемой системы (пе-
риода времени).

4. Сравнение затрат ресурсов (Х1, X2, ..., Xi) и 
результата (Y ) для каждой оцениваемой систе-
мы (оцениваемого периода времени функцио-
нирования одной системы).

5. Составление рейтинга систем (периодов 
времени).

6. Расчет корреляционной зависимости и си-
стематизация результатов.

Корреляционная зависимость рассчитыва-
ется по вышеприведенной формуле Пирсона. 
Для систематизации используется таблица 4.

7. Построение графиков и диаграмм с ре-
зультатами всех сравнений затрат ресурсов
(Х1, X2, ..., Xi), результата (Y ), стоимости ресур-
сов и результата.

8. Представление отчета ЛПР: в программе 
предусмотрена возможность формирования отче-
тов в формате Word, а также визуализации полу-
ченных результатов в режиме реального времени.

Программа имеет интуитивно понятный 
интерфейс. Язык программирования: Python. 
Объем программы: 307 Кбайт [2, 11].

Основной положительный эффект, достиг-
нутый от внедрения методики и программы: 
понятность и наглядность результатов, а так-
же сокращение времени и ресурсов на оценку 
эффективности и повышение обоснованности 
управленческих решений за счет возможности 
сравнения и требуемой детализации израсхо-
дованных ресурсов (Х ) при анализе и оценке 
эффективности системы.

Заключение

Программная реализация методики позво-
лила существенно снизить затраты времени и 
ресурсов на оценку эффективности техниче-
ских систем и своевременное принятие обо-
снованных управленческих решений по ре-
зультатам этой оценки. Методика оценки эф-
фективности программных систем (объектов) 
совместно с программой для ЭВМ "Анализ 
и оценка эффективности систем" сокращает 
время на оценку при требуемой детализации 
израсходованных ресурсов и полученного ре-
зультата, а также проводит анализ корреляци-
онной зависимости всех используемых пере-
менных и составляет рейтинг систем.

Разработанные модифицированный метод 
DEA и методика оценки эффективности в пол-
ной мере позволяют снизить время анализа и 
оценки в условиях увеличения объема исполь-
зуемой информации о системах. Кроме того, 
в модифицированном методе DEA для обе-
спечения универсальности и учета специфиче-
ских требований предусмотрена возможность 
установления параметров, снижение (увеличе-
ние) которых категорически недопустимо.
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Таким образом, разработанные модифици-
рованный метод DEA и методика оценки эф-
фективности систем совместно с программой 
для ЭВМ "Анализ и оценка эффективности 
систем" способствуют повышению эффектив-
ности управления техническими системами за 
счет своевременной и детальной оценки эффек-
тивности этих систем.
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Распараллеливание в процессах
характеризации библиотек цифровых элементов

Введение

Сегодня невозможно представить разработ-
ку проекта электронного устройства, имеющего 
цифровой блок хотя бы небольшого размера, без 
заранее разработанной и протестированной би-
блиотеки цифровых ячеек. Собственно процесс 
тестирования получил название "характериза-
ция библиотеки". Его суть — это проведение на 
схемотехническом уровне расчета каждой ячей-
ки библиотеки в целях получения основных 
функциональных характеристик ячейки (вре-
мени задержки, времени формирования выход-
ных фронтов сигнала, потребляемой мощности; 
кроме того, для элементов памяти дополнитель-
но вычисляются параметры, связанные с вре-
менем установки сигнала после переключения). 
Расчеты проводятся для определенного пользо-
вателем диапазона значений нагрузок на выхо-
де элемента и для диапазона фронта входного 
сигнала. Кроме того, дополнительно рассчиты-
ваются варианты для различных значений тем-
пературы окружающей среды и при определен-
ном разбросе напряжения питания. Результаты 
сохраняются в табличной форме. В простейшем 
случае аргументы таблицы — это значения на-
грузки и наклона входного сигнала, значения 
таблицы — различные вычисленные функцио-
нальные параметры ячейки. Полученные таким 
образом таблицы позволяют при дальнейшем 
проектировании устройства использовать про-
граммы логического моделирования, имеющие 

дело с макромоделями ячеек. Поведение ячей-
ки определяется заложенным в нее функцио-
налом, а характеристики прохождения сигнала 
и форма выходного импульса определяются из 
рассчитанных ранее таблиц. Такой подход по-
зволяет на два-три порядка ускорить проекти-
рование устройства в целом.

Следует отметить два важных момента при 
разработке библиотеки цифровых ячеек:
 � определение состава библиотеки;
 � вычисление характеристик входящих в ее 

состав ячеек (или кратко "характеризация 
библиотеки").
1. Состав библиотеки определяется как воз-

можностями получения максимума различных 
логических функций и типов цифровых ячеек, 
так и стремлением охватить требуемый диапазон 
по быстродействию и нагрузочной способности 
ячеек. Отметим, что функциональное много-
образие комбинационного раздела библиотеки 
не связано с технологическими ограничения-
ми, накладываемыми процессом изготовления 
кристалла, а определяется только временем и 
ресурсами, выделенными на создание библиоте-
ки. Понятно, что чем больше набор логических 
функций библиотеки, тем больше возможностей 
для создания оптимального устройства в целом 
предоставляется его разработчику.

2. Особенностью процесса характеризации 
является его большая временная продолжи-
тельность. Библиотека ячеек может содержать 
несколько сотен различных вариантов цифро-
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вых ячеек. Вариативность обусловлена как раз-
личными логическими функциями, реализуе-
мыми в библиотечных ячейках, так и необхо-
димостью иметь для одной и той же функции 
линейку вариантов, различающихся быстро-
действием и нагрузочной способностью. Для 
каждой ячейки необходимо вычислить пара-
метры как минимум для худшего, номиналь-
ного и лучшего условий эксплуатации аппара-
туры, под которыми понимаются температура 
окружающей среды и напряжение питания.

В соответствии с общепринятым в настоя-
щее время форматом хранения данных в виде 
Liberty-файла [1] для каждой ячейки в зависи-
мости от ее типа — комбинационная или ячей-
ка памяти — необходимо вычислить набор та-
бличных параметров, описывающих ее времен-
ные и мощностные характеристики. Каждая из 
таблиц вычисляется на сетке соответствующих 
параметров (например, вычисляется таблица 
значений задержки прохождения сигнала в за-
висимости от нагрузочной емкости и наклона 
входного сигнала). Для комбинационных схем 
временные затраты растут с увеличением слож-
ности реализованной логической функции. Для 
ячеек памяти их сложность не оказывает тако-
го существенного влияния, так как ее разброс 
не столь велик, как для комбинационных схем. 
Главным является то, что для них вычисляется 
большее число параметров, причем очень ча-
сто вычисление ряда параметров ячеек памяти 
связано с итерационными циклами. Поэтому 
временные затраты на характеризацию яче-
ек памяти существенно больше по сравнению 
с комбинационными схемами.

Совокупность перечисленных выше факторов 
приводит к тому, что для полноценного расчета 
всей библиотеки требуются 1...2 недели постоян-
ной работы компьютера. Таким образом, задача 
ускорения характеризации библиотеки цифро-
вых ячеек становится достаточно актуальной.

Одним из способов ускорения вычислений 
является подключение к процессу всего до-
ступного пула компьютеров. Оценим возмож-
ности ускорения. Достаточно обычным явля-
ется наличие во внутренней сети организации 
нескольких десятков вычислительных серве-
ров. Предположим, что для выполнения зада-
чи характеризации из них доступны хотя бы
4...6 серверов. Обычно каждый такой сервер 
имеет не менее 24 ядер. Тогда в предельном слу-
чае можно задействовать для расчетов пример-
но 100...150 независимых вычислительных ядер. 
Простой прямолинейный способ ускорения — 
вручную раскидать все задачи характеризации 

на доступные ядра — имеет ряд существенных 
недостатков. Во-первых, подготовка данных для 
задачи характеризации является достаточно тру-
доемким и тонким в настройке процессом. Во-
вторых, отслеживание состояния запущенных 
задач и сбор результатов выполнения для тако-
го огромного числа задач само по себе является 
непростой задачей. Как результат, становится 
актуальным исследование возможности распа-
раллеливания задачи характеризации цифровой 
библиотеки на пуле вычислительных ядер.

В данной работе исследуются вопросы выде-
ления отдельных задач из процесса характериза-
ции в целом, а также оптимального построения 
системы характеризации, работающей с различ-
ными уровнями распараллеливания процессов.

Структура процесса характеризации

Как описано выше, процесс характеризации 
цифровых библиотек имеет несколько слоев 
(рис. 1).

Уровень L1 — это процесс характеризации 
библиотеки в целом, распараллеливание от-
сутствует.

Уровень L2 — получение всех параметров во 
всех точках сетки для отдельной ячейки, рас-
параллеливание путем одновременного расче-
та всех ячеек.

Уровень L3 — вычисление всех параметров 
в одной точке сетки для отдельной ячейки, до-
полнительно к уровню L2 распараллеливание 
путем одновременного вычисления узлов сетки.

Уровень L4 — вычисление отдельного пара-
метра в одной точке сетки для отдельной ячей-
ки, дополнительно к уровню L3 распараллели-
вание путем одновременного вычисления всех 
требуемых параметров ячейки.

К счастью, все процессы на всех уровнях 
выполняются независимо друг от друга, поэто-
му их можно распараллелить вплоть до самого 
нижнего уровня.

Рис. 1. Структура процесса характеризации библиотеки циф-
ровых ячеек
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Система веб-характеризации

В качестве примера для сравнения возьмем 
используемую много лет пакетную версию си-
стемы характеризации цифровых библиотек [2]. 
Некоторые из ее блоков вошли во вновь разра-
ботанную веб-систему характеризации библи-
отек цифровых ячеек, представляемую в этой 
работе.

В текущей версии эта веб-система ориенти-
рована на библиотеку полузаказных ячеек [3] 
(все ячейки имеют одну и ту же топологию, 
выбор функциональности осуществляется пу-
тем подачи определенной совокупности сиг-
налов на входы "прошивки"), в дальнейшем 
предполагается ее расширение для библиотек 
произвольных ячеек. Система реализована на 
основе управляющего веб-сервера, взаимодей-
ствующего с пулом из вычислительных ядер 
(рис. 2). Обмен данными осуществляется через 
общее дисковое пространство.

Система частично использует некоторые 
блоки ранее разработанной пакетной версии. 
Можно считать, что расчет на уровне L1 — это 
характеризация, проводимая в системе с па-
кетным исполнением. В предлагаемой системе 
веб-характеризации предусмотрены возмож-
ности распараллеливания на уровнях L2...L4 
(уровни L2 и L3 реализованы, уровень L4 — 
в проекте будущих работ).

Последовательность операций при проведе-
нии процесса моделирования на уровнях L2...
L4 состоит из следующих шагов:

1. Прием исходной информации от пользо-
вателя и формирование списка задач.

2. Получение списка доступных вычисли-
тельных ядер.

3. Работа блока подготовки и запуска от-
дельных задач. Новые задачи запускаются при 
соблюдении следующих условий:

 � имеется свободное вычислительное ядро;
 � не превышено максимальное время от-

клика на HTTP-запрос.
4. Передача управления в модуль визуализа-

ции и контроля исполнения. Проверка состо-
яния запущенных задач. Показ текущих полу-
ченных результатов. Если есть хотя бы одна 
невыполненная задача, то передача управле-
ния на шаг 3.

5. Если все задачи выполнены, то перейти 
к формированию итоговых таблиц и заверше-
нию работы алгоритма.

Основная цель данного алгоритма — поста-
раться выполнить все намеченные задачи в ми-
нимально возможное время на доступном ресур-
се вычислительных ядер с максимальным под-
держанием собственной работоспособности.

Особенности разработанной системы

Имеет смысл описать две особенности си-
стемы, обусловленные ее реализацией в виде 
набора скриптов, размещенных на веб-сервере.

1. Ограничения работоспособности
блоков системы

Реализация системы в виде веб-сайта накла-
дывает определенные требования к рабочим 
характеристикам составляющих ее блоков [4]. 
Важнейшими являются три следующих, пере-
численных по мере уменьшения их значимости:

1) ограничение времени работы блока;
2) ограниченный объем памяти ОЗУ;
3) ограниченный объем данных, которыми 

можно обмениваться между блоками.
Первое ограничение (на время работы) вытека-

ет из протокола обмена по HTTP-запросам — от-
вет может ожидаться не более 30 с (есть два спо-
соба увеличить этот порог максимум до 5 мин, 
но отменить его нельзя). Ограничение продик-
товано необходимостью недопущения ситуации, 
когда скрипт на веб-сервере по каким-либо при-
чинам зацикливается и не может самостоятель-
но прекратить свое выполнение. Но у скриптов 
разработанной системы есть достаточно боль-
шое число ситуаций, когда объем данных тре-
бует неизвестное заранее время на выполнение 
задачи. Для решения этой проблемы для кри-
тических блоков вводится самоконтроль време-
ни исполнения и организация самостоятельно-
го повторного вызова блока с предварительным 
сохранением и последующим восстановлением 
оперативных данных (аналогию можно найти 
с понятием организации "критических точек").Рис. 2. Структура системы веб-характеризации
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Второе ограничение (на объем памяти) вы-
текает из реализации блоков системы в виде 
PHP-скриптов, для которых всегда существует 
максимальный объем используемой динамиче-
ской памяти ОЗУ. Опять же, этот предел можно 
самостоятельно увеличить, но нельзя отменить. 
Полноценного решения этой проблемы нет, при 
разработке любого скрипта необходимо держать 
в уме это ограничение. В критических случаях 
приходится отказываться от хранения всех дан-
ных в ОЗУ и вводить комплекс обменных опера-
ций с рабочими файлами. Частичным решением 
проблемы может быть установка в PHP-сервер 
расширения Memcached [5], позволяющего рабо-
тать с неограниченной памятью ОЗУ, которое на 
самом деле заменяет хранение данных в памяти 
компьютера их хранением в файлах.

Третье ограничение (на объем обмениваемых 
данных) скорее имеет вторичный характер — 
слишком большой объем обрабатываемых дан-
ных приведет к тому, что вступят в действие 
ограничения по времени или памяти. Фор-
мальный момент — достаточно удобный спо-
соб обмена через глобальную PHP-переменную 
$_SESSION также имеет некое (но достаточно 
большое) ограничение. Выход — контролиро-
вать операции блока и не допускать долгих опе-
раций разработки с большими блоками данных. 
В критических случаях необходимо разделять 
операции на более мелкие процессы, выполняя 
их последовательно друг за другом, возможно, 
с организацией циклов.

2. Борьба с возникновением
некорректных данных

В процессе отладки и эксплуатации систе-
мы были выявлены два источника некоррект-
ных данных.

1. При практически одновременном запуске 
большого числа небольших задач (например, 
это нормальная ситуация при характеризации 
комбинационных схем, когда в списке на за-
пуск стоят рядом задачи расчета простейших 
комбинационных ячеек типа AND2) некоторая 
(до 5 %) часть задач получает некорректные ис-
ходные текстовые данные. Обычно это файл мо-
делей, общий для всех задач. Исследование за-
дач с некорректными данными показывает, что 
они получают файл с "обрубленной" хвостовой 
частью. Иными словами, часть задач отправля-
ется на выполнение с неполностью полученным 
исходным файлом. Результатом является отказ 
программы Spice-моделирования рассчитывать 
схему с выдачей соответствующей диагностики.

Выявить такую ситуацию до начала модели-
рования не представляется возможным, но ис-
править это достаточно легко. Если при анали-
зе результатов завершенной задачи мы видим 
сообщение об аварийном завершении, то дан-
ная задача ставится на повторное исполнение. 
Практика показывает, что запущенная при 
иных обстоятельствах, она удачно решается. 
Во избежание зацикливания число повторов 
одной и той же задачи ограничено.

2. При расчете схем памяти могут возникать 
ситуации, когда из-за некорректно поставлен-
ных исходных данных (например, не совсем 
точно заданных напряжения питания или 
параметров измерительной сетки) не удается 
получить корректные данные для части точек 
сетки. Пока это случалось достаточно редко, 
но теоретически такая ситуация возможна. 
Одним из выходов представляется подготовка 
результирующих данных с неполной сеткой, 
пустоты в сетке могут заполняться интер- и 
экстраполяцией с соседних узлов. Данная про-
блема требует своего исследования.

Описание основных блоков системы

Рассмотрим вкратце основные блоки. Кроме 
описанных ниже в системе имеется еще более 
десятка блоков, осуществляющих различные 
подготовительные и сервисные операции, их 
описание в данную статью не включено.

1. Интерфейс к пользователю

Данная система изначально спроектирова-
на как интерактивная, ее интерфейс постро-
ен на основе веб-страниц, что позволяет вести 
общение с системой через любой веб-браузер 
(рис. 3, см. третью сторону обложки). Это по-
зволяет иметь доступ к системе практически 
с любого компьютера в той сети, где доступна 
данная система, предустановки какого-либо 
программного обеспечения не требуется.

В данном блоке на основе полученной от 
пользователя информации формируется спи-
сок намеченных к выполнению задач. Поня-
тие "задача" зависит от выбранного текущего 
уровня распараллеливания. Это может быть 
полный расчет ячейки библиотеки, расчет од-
ной точки сетки для одной ячейки или расчет 
одного типа параметров.

2. Блок подготовки задания на моделирование

Этот блок и описываемый за ним блок визу-
ализации текущей информации вызывают друг 
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друга в цикле до тех пор, пока не закончится 
список намеченных к выполнению задач. На 
рис. 4 (см. третью сторону обложки) представ-
лено стартовое меню задачи характеризации. 
Пользователь выбирает режим распараллели-
вания и набор ячеек для характеризации. Под 
конкретный случай расчета параметров фор-
мируются набор входных сигналов [6], фай-
лы, определяющие вычисление параметров 
(обычно с помощью Spice-директивы measure) 
и, в завершение, исходный файл, после этого 
запускается Spice-моделирование.

В начале работы блока анализируется спи-
сок разрешенных к использованию вычисли-
тельных серверов, определяется число вычис-
лительных ядер на каждом сервере, после чего 
все ядра ранжируются по степени их текущей 
общей загрузки. Из полученного списка вы-
бирается столько наименее загруженных ядер, 
сколько невыполненных задач имеется на дан-
ный момент. Для каждой задачи готовится 
полный пакет исходных файлов, и задача за-
пускается на исполнение на выбранном ядре.

Отметим два важных момента:
1. Алгоритм выбора вычислительных ядер 

старается равномерно загрузить вычислитель-
ные серверы, что позволяет достичь макси-
мальной производительности системы в целом.

2. Ведется контроль времени исполнения 
блока. При достижении отметки в 25 с запуск 
задач прекращается, и управление передается 
в блок визуализации текущей информации. Та-
кой самоконтроль позволяет не допускать ава-
рийного завершения работы данного скрипта, 
вызванного превышением разрешенного вре-
мени исполнения.

3. Блок визуализации текущей информации
и контроля исполнения задания

Данный блок работает в тесной связке 
с предыдущим блоком и выполняет две важ-
ных задачи:

1. Анализируя различные факторы (предыду-
щее и текущее состояния задачи в CPU, наличие 
результирующих файлов), определяет "пользова-
тельский" статус каждой задачи — стартовала 
ли она, в процессе выполнения или завершена. 
Если задача завершена, то анализируется кор-
ректность выходных данных, и если обнаружены 
ошибки, то данная задача ставится на повторное 
выполнение. Если выходные данные корректны, 
то в зависимости от уровня распараллеливания 
проводится их первичная обработка и сохране-
ние во временном хранилище.

На рис. 5 и 6 представлены фрагменты выда-
чи текущей информации о выполнении задачи.

2. Достаточно большая часть работы этого 
блока связана с формированием данных для 
итогового хранения уже завершенных задач.

Кроме того, данный блок обеспечивает теку-
щую визуализацию процесса — информирует 
о степени загрузки пула вычислительных ядер 
и состоянии всех намеченных к обработке задач.

4. Блок сохранения и визуализации
итоговых данных

Данный блок работает после завершения 
расчетов всех задач и формирует данные для 
визуализации окончательных расчетов, позво-
ляющих пользователю принять решение о со-
хранении полученных результатов в качестве 
Liberty-файлов.

Рис. 6. Меню состояния вычисления задач

Рис. 5. Меню загрузки пула вычислительных ядер
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Результаты моделирования

Сравнение системы характеризации с ана-
логами имеет смысл проводить по трем при-
знакам:
 � удобство подготовки исходной информации;
 � скорость выполнения задачи в целом;
 � удобство работы с полученными результатами.

Сравнение проведем с упомянутым выше 
пакетным вариантом системы характериза-
ции, так как достаточно полной информации 
о других системах характеризации в открытом 
доступе не найдено.

1. Подготовка исходной информации

В табл. 1 сведены воедино различные аспек-
ты, связанные с подготовкой исходных дан-
ных для задачи характеризации. Видно, что во 
многих случаях новая система удобнее за счет 
предоставления интерактивного режима. Наи-
более заметно это для комбинационных схем, 
где за счет более высокого уровня формализа-
ции описания удалось достичь более высокого 
уровня автоматизации процессов.

2. Скорость выполнения задачи в целом

В табл. 2 дано сравнение скорости выпол-
нения задачи характеризации. Для старой си-
стемы приведены оценочные данные, базиру-
ющиеся на имеющемся опыте эксплуатации 
этой системы. Из таблицы мы видим ускоре-
ние процесса вычислений в 10...20 раз.

Таблица 3

Варианты представления выходной информации

Существующая система  
(пакетное исполнение)

Новая интерактивная
веб-система

Основная выходная информация

Liberty-файл � Таблицы и 3D-изображения 
полученных данных
� Liberty-файл

Служебная информация (протоколы моделирования
и создания Liberty-файла)

Доступ из Unix-каталога Интерактивный доступ
из меню системы

Варианты формирования составных Liberty-файлов

Указанием списка
в текстовом редакторе

Интерактивный выбор
из меню системы

Сервисные функции

Отсутствуют � Оценка однородности
полученных результатов
� Оценка статистического

разброса данных

Таблица 1

Сравнение способов подготовки исходной информации

Элементы Существующая система (пакетное исполнение) Новая интерактивная веб-система

Подготовка входных сигналов для измерения параметров

Комбинационные ячейки

В ручном режиме
Полностью автоматизировано

Ячейки ввода-вывода

Преобразователи уровня Автоматизировано, реализованы частично

Ячейки памяти Заранее приготовленные тесты

Подготовка скриптов для измерения характеристик

Комбинационные ячейки

Заранее подготовленные скрипты

Более быстрая собственная
измерительная частьЯчейки ввода-вывода

Преобразователи уровня Заранее приготовленные тесты

Ячейки памяти Заранее приготовленные тесты

Выбор множества ячеек для текущей задачи

В ручном режиме (в текстовом редакторе) Интерактивно из предложенного списка

Таблица 2

Сравнение скорости выполнения задачи характеризации

Элементы
Существующая система 
(пакетное исполнение)

Примерная оценка

Новая
интерактивная 

веб-система

33 комбинаци-
онные ячейки

Более суток 2 ч

24 ячейки 
памяти

От 1,5 до 2 суток 2 ч
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3. Удобство работы
с полученными результатами

В табл. 3 приведено сравнение раз-
личных способов обработки выходной 
информации данных систем. Видно, что 
новая система за счет интерактивности 
обеспечивает больше удобств и возмож-
ностей для пользователя. Результаты вы-
числения параметров ячейки представле-
ны на рис. 7 в виде таблицы и на рис. 8 
(см. третью сторону обложки) в виде цветного 
трехмерного изображения.

Заключение

Представлена новая веб-система характе-
ризации библиотек цифровых схем. Описаны 
методы и приемы распараллеливания вычис-
лительных процессов, что позволило ускорить 
данную работу в целом на 1...2 порядка. Пока-
заны приемы, позволяющие преодолеть огра-
ничения, вызванные реализацией данной си-
стемы в виде веб-сервера.
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The analysis of parallelization application at various stages of the characterization problem is carried out. The implementation of 
the proposed methods is described using the example of developing a web-based characterization system for digital cell libraries.
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ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ
MAKING DECISIONSMAKING DECISIONS

Разработана модель многокритериального принятия решений с учетом достоверности полученных данных. 
Для формализации информации, содержащей данные и оценки их достоверности, используются Z-числа, опре-
деление которых было дано Лотфи Заде в 2011 г. Большинство известных моделей принятия решений на основе 
Z-чисел ограничены предположением о вероятностной оценке достоверности данных, что значительно сужает 
область их применения. Настоящая статья частично ликвидирует ограничительные требования при работе 
с Z-числами. Для компонент Z-чисел с помощью α-уровневых множеств вычисляются агрегирующие показате-
ли, на основе которых определяется показатель сходства между Z-числами. Выбор лучшей альтернативы осу-
ществляется на основе минимума показателя сходства с идеальной альтернативой. Приведен числовой пример, 
который показывает работу модели и ее эффективность в условиях многокритериального выбора.

Ключевые слова: Z-число, Z-информация, принятие решений, достоверность
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Модель принятия решений на основе Z-информации

Введение

В 2011 г. профессором Калифорнийского 
университета г. Беркли Лотфи Заде было дано 
определение Z-числа, которое позволило обра-
батывать нечеткую информацию, учитывая ее 
достоверность (надежность) [1]. Это определе-
ние было логичным и актуальным результатом 
исследований в рамках мягких вычислений, 
которое вывело оперирование с неопределен-
ностью типа нечеткости на новый, более вы-
сокий уровень. Лотфи Заде определил Z-число 
как пару нечетких чисел, идущих в определен-
ной последовательности. Первое нечеткое чис-
ло является оценкой некоторой характеристики 
(параметра, объекта), а второе нечеткое число 
является оценкой достоверности первого числа. 
Информация с Z-числами получила название 
Z-информации [2]. С 2011 г. исследования, свя-
занные с Z-числами [2], и презентации Z-чисел 
на мировых симпозиумах занимали большую 
часть научных интересов профессора Лотфи 
Заде вплоть до его смерти 6 сентября 2017 г.

За прошедшие годы число публикаций, 
связанных с Z-числами, неуклонно растет. Су-
щественный вклад в развитие теоретических 
основ Z-чисел и их практических применений 
внес профессор Р. А. Алиев (Азербайджан-
ский государственный университет нефти и 
промышленности, г. Баку) вместе со своими 
учениками [3—11]. В своих работах они огра-

ничиваются предположением, что вторая ком-
понента Z-чисел является нечетким расшире-
нием вероятностной меры. В работах [3, 4, 6—8] 
авторы рассматривают задачи принятия реше-
ний на основе Z-чисел и применяют арифме-
тические операции над Z-числами. В работе [9] 
предлагается модель формализации групповой 
экспертной информации на основе Z-чисел. 
В статье [11] строится первая регрессионная 
модель на основе исходной Z-информации.

В более поздних работах [5, 10] Р. А. Алиев 
вместе с соавторами разрабатывает теорети-
ческие основы оперирования дискретными и 
непрерывными Z-числами при условии веро-
ятностной трактовки второй компоненты.

Дискретным Z-числом [5] называется пара 
нечетких чисел ( , ),Z A C= � �  где A�  — дискрет-
ное нечеткое число с функцией принадлежно-
сти ( ) : [0,1]

A
x Xμ →�  (нечеткое расширение 

значений некоторой действительной перемен-
ной) и C�  — дискретное нечеткое число с функ-
цией принадлежности 1( ) : [ ,..., ] [0,1],nC

x c cμ →�  
1,..., [0,1],nc c ⊂  которое является нечетким 

расширением вероятности C нечеткого числа 
: ( )A P A C=� �  [12].
Дискретным нечетким числом A�  называет-

ся пара { , ( )}, ,Ax x x Xμ ∈  где ( ) : [0,1]A x Xμ →  — 
дискретная функция принадлежности A�  [11]. 
Дискретное нечеткое число имеет дискретное 
универсальное множество X (подмножество 
действительной прямой) [5].
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Непрерывным Z-числом [10] называется пара 
нечетких чисел ( , ),Z A C= � �  где A�  — непрерыв-
ное нечеткое число с функцией принадлежности 

( ) : [0,1]
A

x Xμ →�  (нечеткое расширение зна-
чений некоторой действительной переменной)
и C�  — непрерывное нечеткое число с функ-
цией принадлежности 1( ) : [ ,..., ] [0,1],nC

x c cμ →�  
1,..., [0,1],nc c ⊂  которое является нечетким 

расширением вероятности C нечеткого числа 
: ( )A P A C=� �  [12].
Непрерывным нечетким числом A�  называет-

ся пара { , ( )}, ,Ax x x Xμ ∈  где ( ) : [0,1]A x Xμ →  — 
непрерывная функция принадлежности A� . 
Непрерывное нечеткое число имеет непрерыв-
ное универсальное множество X (подмноже-
ство действительной прямой) [10].

Нетривиальность определения арифмети-
ческих операций при условии вероятностной 
природы второй компоненты состоит в том, 
что исходная функция распределения вероят-
ностей неизвестна, а известно нечеткое рас-
ширение некоторых ее значений, поэтому не-
избежны ограничительные предположения. 
В случае дискретных Z-чисел предполагается, 
что значения вероятностей связаны некоторой 
линейной зависимостью [5]. Аналогичного под-
хода придерживаются авторы работы [13]. В слу-
чае непрерывных Z-чисел предполагается, что 
нормальное распределение является исходным 
распределением вероятностей первой компонен-
ты [4]. В работе [14], опираясь на определение 
Z-числа с вероятностной трактовкой [10], авторы 
разработали модель многокритериального при-
нятия решений для непрерывных Z-чисел при 
отсутствии предположений о нормальном исход-
ном распределении первой компоненты. В рабо-
те [15] Z-числа используются для формализации 
приближенных рассуждений. В статье [16] авто-
ры предлагают оперировать с Z-числами, преоб-
разуя их в одно нечеткое число, в работе [17] они 
используют свой подход для решения задач под-
держки принятия решений.

В работе [18] рассмотрение Z-чисел не огра-
ничивается вероятностной трактовкой второй 
компоненты, но огранивается рассмотрением 
только треугольных нечетких чисел (нечетких 
чисел, графиком функции принадлежности 
которых является треугольник). Авторы пре-
образуют вторую компоненту в обычное чис-
ло по методу центра тяжести [19]. Это число 
используется для определения арифметиче-
ских операций над Z-числами, ранжирования 
Z-чисел и расстояния между двумя Z-числами.

Таким образом, к настоящему времени хо-
рошо разработаны вопросы оперирования 
Z-чис лами и их использования в задачах при-
нятия решений при условии вероятностной 

трактовки вторых компонент. Работы, которые 
занимаются теоретическими и практическими 
исследованиями общего случая Z-чисел, не-
многочисленны, но при этом ограничены рас-
смотрением только треугольных нечетких чи-
сел в качестве компонент Z-чисел.

Поэтому представленные в настоящей ста-
тье исследования, связанные с использовани-
ем Z-чисел в задачах принятия решений, явля-
ются актуальными.

1. Необходимые понятия и определен ия

Профессор Лотфи Заде дал следующее опре-
деление Z-числа [1]:

Z-числом называется упорядоченная пара 
нечетких чисел ( , ),Z A R= � �  где A�  — не-
четкое число с функцией принадлежности 

[ ]( ) : 0,1 ,A x Xμ →  которое является нечетким 
расширением значений действительной пере-
менной X, а R�  — нечеткое число с функцией 
принадлежности [ ] [ ]( ) : 0,1 0,1 ,R xμ →  которое 
является нечетким расширением значений 
меры достоверности первой компоненты A� , 
такой как надежность, уровень доверия, веро-
ятность, возможность.

В этом оригинальном определении подчер-
кивается, что оценки достоверности данных 
могут иметь разную природу, не ограничен-
ную только вероятностной мерой.

В качестве компонент Z-чисел будем рас-
сматривать треугольные и трапецеидальные 
нечеткие числа, графиками функций принад-
лежности которых являются соответственно 
треугольники и трапеции. Трапецеидальные 
нечеткие числа определяются четырьмя пара-
метрами (абсциссы, соответственно, левой и 
правой вершин верхнего основания трапеции 
и длины, соответственно, левого и правого 
крыльев трапеции). Треугольное нечеткое чис-
ло является частным случаем трапецеидально-
го нечеткого числа, у которого первые два па-
раметра равны. Поэтому треугольное нечеткое 
число определяется тремя параметрами.

Согласно работе [20] лингвистической пере-
менной называется пятерка

 { , ( ), , , },X T X U V S

где X — название переменной;  T(X ) =
{ , 1, }iX i m= =  — терм-множество переменной X;

V — синтаксическое правило, порождающее 
названия значений лингвистической перемен-
ной X; S — семантическое правило, которое 
ставит в соответствие каждой нечеткой пере-
менной с названием из T(X ) нечеткое подмно-
жество универсального множества U.
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Семантическим пространством называется 
лингвистическая переменная с фиксирован-
ным терм-множеством.

Лингвистические переменные, функции 
принадлежности ( ), 1, ,l x l mμ =  которых удов-
летворяют сформулированным ниже требова-
ниям, получили название полных ортогональ-
ных семантических пространств [21].

1. Для каждого понятия , 1, ,lX l m=  суще-
ствует ,lU ≠ ∅

�
 где { : ( ) 1}l lU x U x= ∈ μ =

�
 есть 

точка или отрезок.
2. Пусть { : ( ) 1},l lU x U x= ∈ μ =

�
 тогда μl(x),

1, ,l m=  не убывает слева от lU
�

 и не возрастает 
справа от lU

�
.

3. ( ), 1, ,l x l mμ =  имеют не более двух точек 
разрыва первого рода.

4. Для каждого x ∈ U 
1

( ) 1.
m

l
l

x
=

μ =∑
Для нечетких чисел находятся агрегирующие 

показатели в виде обычных чисел (по аналогии 
с числовыми характеристиками для случайных 
величин). Один из самых известных показате-
лей находится по методу центра тяжести [19] на 
основе функции принадлежности и является 
аналогом математического ожидания для слу-
чайной величины. Нечеткое число может быть 
задано с помощью функции принадлежности 
или с помощью α-уровневых множеств. По-
следнее особенно актуально, когда не известен 
аналитический вид функции принадлежности, 
и, соответственно, актуально определение агре-
гирующих показателей для нечетких чисел на 
основе α-уровневых множеств.

Рассмотрим нечеткое число A�  с функцией 
принадлежности 1 2( ) ( , , , )A L Rx a a a aμ =  и опре-
делим его α-уровневое множество:

 
1 2

1 2

{ : ( ) } [ , ]

[ (1 ) , (1 ) ], [0,1].
A

L R

A x R x A A

a a a a
α α α= ∈ μ α = =

= − − α + − α α ∈

l

В работе [22] для треугольного числа A�  
дано определение взвешенной точки Θ  как 
агрегирующего показателя этого числа:

 

1

0

(1 ) (1 )
2

2

1
( ).

6

L R

R L

a a a a
d

a a a

− − α + + − α⎛ ⎞Θ = α α =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + −

∫

Взвешенная точка находится интегрирова-
нием середин α-уровневых множеств, умно-
женных на весовую функцию 2α.

Определим взвешенную точку для трапеце-
идального числа с функцией принадлежности 

1 2( ) ( , , , )A L Rx a a a aμ =  аналогичным образом:

 

1
1 2

0

1 2

(1 ) (1 )
2

2

1 1
( ) ( )

2 6

L R

R L

a a a a
d

a a a a

− − α + + − α⎛ ⎞Θ = α α =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + −

∫

Рассмотрим два Z-числа 1 1 1( , ),Z A C= � �  
2 2 2( , ),Z A C= � �  где 1 2 1 2, , ,A A C C� � � �  — трапецеи-

дальные числа с функциями принадлежно-
сти соответственно 1 2( ) ( , , , ),

i

i i i i
А L Rx a a a aμ =  

1 2( ) ( , , , ),
i

i i i i
C L Rx c c c cμ =  1,2.i =  Обозначим взве-

шенные точки для чисел 1 2 1 2, , ,A A C C� � � �  соответ-
ственно θ1, θ2, ϑ1, ϑ2.

Найдем взвешенные точки ξ1, ξ2 для нечет-
ких чисел 1 1 2 2,A Aϑ ϑ� � , которые получаются ум-
ножением нечетких данных 1 2,A A� �  на агрегиру-
ющие показатели (взвешенные точки) досто-
верности этих данных:

 

1 1 1 11
1 2

1 1
0

1 1 1 1
1 1 2 1 1

(1 ) (1 )
2

2

1 1
( ) ( ) .

2 6

L R

R L

a a a a
d

a a a a

⎛ ⎞− − α + + − α
ξ = ϑ α α =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞= ϑ + + − = ϑ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

Аналогично можно показать, что ξ2 = ϑ2θ2.
Определим показатель сходства между Z1, 

Z2 следующим образом:

 
( )

( ) ( ) ( )
1 2

2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

,

.

Z Zρ =

= θ − θ + θ ϑ − θ ϑ + ϑ − ϑ

2. Постановка задачи и методы ее решения

Пусть 1 2{ , ,..., }mV V V V=  — множество аль-
тернатив, 1{ , , }nY Y Y= …  — множество крите-
риев (характеристик). Каждая альтернатива 

, 1, ,jV j m=  оценивается в рамках каждого кри-
терия , 1, ,iY i n=  с некоторым уровнем достовер-
ности (надежности). Эксперт оценивает альтер-
нативу , 1, ,jV j m=  в рамках критерия , 1, ,iY i n=  
используя лингвистическую шкалу [23].

Ставится задача выбора лучшей альтернати-
вы по результатам многокритериального оце-
нивания. Под лучшей альтернативой понима-
ется та альтернатива, которая в определенном 
смысле наиболее близка к некоторой идеаль-
ной альтернативе Vid.

Решение задачи на первом этапе включает 
в себя разработку модели формализации экс-
пертной информации с учетом ее достоверно-
сти (надежности) на основе Z-чисел. Результа-
ты экспертных данных представляются в виде 

( , ),ji ji jiZ A C= � �  1, ,j m=  1, ,i n=  где ,jiA�  1, ,j m=  
1,i n=  — нечеткие числа, формализующие 

термы полных ортогональных семантических 
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пространств с именами 1, , ;nY Y…  ,jiC�  1, ,j m=  
1, ,i n=  — нечеткие числа, формализующие 

термы полного ортогонального пространства 
с именем "Достоверность". Построение полных 
ортогональных семантических пространств 
осуществляется на основе статистических дан-
ных или прямого экспертного опроса. Методы 
построения подробно изложены в работе [21].

Обозначим 1 1 2 2(( , ),( , ), ...,j j j j jZ A C A C= � � � �  
...,( , )),jn jnA C� �  1, ,j m=  — оценки альтернати-
вы Vj в рамках критериев Yi, 1, ,i n=  а Z  id =

1 1 2 2(( , ),( , ),...,( , ))id id id id id id
n nA C A C A C= � � � � � �  — оценки 

идеальной альтернативы.
Обозначим 1 2( ) ( , , , ),ji ji ji jiL jiRx a a a aμ =  ηji(x) =

1 2( , , , ),ji ji jiL jiRc c c c=  1 2( ) ( , , , ),id id id id id
i i i iL iRx a a a aμ =  

1 1( ) ( , , , ),id id id id id
i i i iL iRx c c c cη =  1, , 1, ,i n j m= =  — 

функции принадлежности соответственно не-
четких чисел , , , , 1, , 1, .id id

ji ji i iA C A C i n j m= =� � � �
Вычислим взвешенные точки , , , ,id id

ji ji i iθ ϑ θ ϑ   
1, , 1, ,i n j m= =  соответственно для нечетких 

чисел , , , ,id id
ji ji i iA C A C� � � �   1, , 1, .i n j m= =

Определим показатель сходства ( , )id
jV Vρ  

между альтернативой , 1, ,jV j m=  и идеальной 
альтернативой V  id следующим образом:

2 2 2

1

( , )

(( ) ( ) ( ) ),

id
j

n
id id id id

i ji i ji ji i i ji i
i

V V

=

ρ =

= ω θ − θ + θ ϑ − θ ϑ + ϑ − ϑ∑

где , 1, ,i i nω =  — весовые коэффициенты кри-
териев , 1, .iY i n=

Если 
1,

( , ) min ( , ),id id
k j

j m
V V V V

=
ρ = ρ  то альтерна-

тива Vk является лучшей.

2. Вычислительный эксперимент

В качества примера рассмотрим вопрос 
принятия решений о модернизации оборудо-
вания на предприятии, выпускающим некото-
рую продукцию.

Пусть V = {V1, V2, V3} — множество альтер-
натив, где V1 — "Модернизация не требуется"; 
V2 — "Требуется модернизация без расширения 
производственных площадей"; V3 — "Требуется 
модернизация с расширением производствен-
ных площадей".

Пусть Y = {Y1, Y2, Y3, Y4} — множество кри-
териев, где Y1 — "Снижение себестоимости 
продукции (в процентах)"; Y2 — "Увеличение 
продаж (в процентах)"; Y3  — "Риски (продле-
ние модернизации, увеличение реальных за-
трат на модернизацию, неэффективность,...)"; 
Y4  — "Улучшение качества продукции". По-
строим лингвистические шкалы в виде полных 

ортогональных семантических пространств 
для критериев Y1, Y2, Y3, Y4 с термами VL — 
"Очень низкое", L — "Низкое", M — "Среднее", 
H — "Высокое", VH — "Очень высокое" [21, 23]. 
Универсальные множества для шкал выбира-
ются на основе мнений экспертов и ожидаемых 
результатов. Обозначим функции принадлеж-
ности термов для критериев Y1, Y2, Y3, Y4 соот-
ветственно ( ), 1,4, 1,5.ik x i kμ = =  Тогда

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

11 12

13 14 15

21 22

23 24 25

31 32

33 34

35

0,0,15 , 15,15,10 ,

25,10,15 , 40,15,10 , 50,10,0 ,

0,0,25 , 25,25,20 ,

45,20,30 , 75,30,25 , 100,25,0 ,

0,0,0.25 , 0.25,0.25,0.25 ,

0.5,0.25,0.25 , 0.75,0.25,0.25 ,

1,

μ = μ =

μ = μ = μ =

μ = μ =

μ = μ = μ =

μ = μ =

μ = μ =

μ = ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

41 42

43 44

45

0.25,0 ,

0,0,6.25 , 6.25,0,6.25 ,

12.5,6.25,6.25 , 18.75,6.25,6.25 ,

25,6.25,0 .

μ = μ =

μ = μ =

μ =

Построим лингвистическую шкалу в виде 
полного ортогонального пространства с име-
нем "Достоверность", термами: U — "Не уве-
рен"; NVL — "Не очень уверен"; L — "Уверен"; 
VL — "Очень уверен"; EL — "Полностью уве-
рен" и их функциями принадлежности:

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

0,0,0.25 , 0.25,0.25,0.25 ,

0.5,0.25,0.25 , 0.75,0.25,0.25 ,

1,0.25,0 .

U NVL

L VL

EL

μ = μ =

μ = μ =

μ =

В таблице представлены данные по оценкам 
альтернатив.

Оценки альтернатив

Y1 Y2 Y3 Y4

V1 VL,L L,L VL,EL L,VL

V2 H,VL H,VL M,L H,EL

V3 H,EL VH,VL H,VL H,EL

Пусть оценки идеальной альтернативы вы-
глядят следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , .idV VH VL VH EL VH VL H EL=

Для вычислений 2( , ), 1,3,id
jV V jρ =  ото-

бразим универсальные множества значений 
критериев на отрезок [0, 1]. Соответственно 
преобразуются функции принадлежности тер-
мов лингвистических шкал, используемых для 
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оценки критериев. Например, для критерия 
Y1 функции принадлежности будут выглядеть 
следующим образом:

 

( ) ( )
( ) ( )
( )

11 12

13 14

15

0,0,0.3 , 0.3,0.3,0.2 ,

0.5,0.2,0.3 , 0.8,0.3,0.2 ,

1,0.2,0 .

μ = μ =

μ = μ =

μ =

Взвешенные точки для нечетких чисел с та-
кими функциями принадлежности соответ-
ственно будут равны 0.05, 0.283, 0.517, 0.783, 0.967.

Будем предполагать, что все критерии име-
ют равные весовые коэффициенты. Вычислим 

2( , ), 1,3id
jV V jρ = . Получим:

 1 2

3

( , ) 1.257; ( , ) 0.459;

( , ) 0.343.

id id

id

V V V V

V V

ρ = ρ =

ρ =

Лучшая альтернатива V3 — "Требуется мо-
дернизация с расширением производственных 
площадей".

Заключение

Оценка достоверности поступающей инфор-
мации играет существенную роль в задачах под-
держки принятия решений. Однако долгие годы 
эта оценка не учитывалась должным образом 
из-за отсутствия адекватного математического 
аппарата. Как правило, эта оценка проводилась 
методами теории вероятностей, поэтому из всех 
типов неопределенности учитывалась только 
неопределенность случайного характера. Пере-
ломным моментом этой ситуации стало опреде-
ление Z-числа, данное профессором Лотфи Заде 
в 2011 г., которое открыло дверь в мир новых 
возможностей для обработки информации с не-
определенностью разных типов.

С 2011 г. начались исследования, связанные 
с оперированием Z-числами, их ранжирова-
нием, анализом, прогнозом и использованием 
в задачах принятия решений. К настоящему 
времени не существует единого подхода в рам-
ках этих исследований. Каждый из известных 
подходов имеет свои недостатки, поэтому даль-
нейшие исследования, связанные с теоретиче-
скими основами Z-чисел и их практическими 
применениями, актуальны и своевременны.

В настоящей работе решается задача поддерж-
ки принятия решений при отсутствии ограниче-
ний на вторую компоненту Z-чисел, что дает но-
вые возможности для обработки Z-информации 
с разными типами неопределенности. Оценки 
альтернатив по каждому критерию представля-
ются в виде Z-чисел, а сами альтернативы в ус-
ловиях многокритериальности формализуются 
в виде совокупности Z-чисел. Оригинальное 

определение агрегирующих показателей для 
компонент Z-чисел, основанное на учете всех 
α-уровневых множеств, легло в основу опреде-
ления показателя сходства между Z-числами и 
показателя сходства между альтернативами.

Выбор лучшей альтернативы в услови-
ях многокритериальности осуществляется на 
основе минимума показателя сходства между 
альтернативами и идеальной альтернативой.

Приведенный числовой пример показывает 
простоту использования и эффективность реше-
ния задачи принятия решений по выбору луч-
шей альтернативы в условиях Z-информации.
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Рассматриваются вопросы применения систем поддержки принятия решений в ИТ-проектах, реализуемых 
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Приоритизация элементов бэклога ИТ-продукта
с применением систем поддержки принятия решений

Введение

В настоящее время наряду с традиционны-
ми подходами к реализации ИТ-проектов [1] 
все чаще применяются разнообразные "гибкие" 
(agile) методы. В соответствии с разработка-
ми Международного института бизнес-анализа 
ключевыми элементами гибкого мышления яв-
ляется проверка и адаптация, а также наличие 
обратных связей, влияющих на выполнение со-
ответствующих работ [2]. К числу особенностей 
гибких методов также относятся динамический 
характер требований, которые регулярно кор-
ректируются и уточняются в ходе проекта, соче-
тание инкрементальных и итеративных опера-
ций, а также обязательное наличие постоянной 
обратной связи с заказчиком разработки [3].

Среди гибких подходов значительную по-
пулярность приобрела методология Scrum, 
представляющая собой "фреймворк, который 
помогает решать изменяющиеся в процессе ра-
боты задачи, чтобы продуктивно и творчески 
поставлять клиентам продукты с максимально 
возможной ценностью" [4]. По данным эмпи-
рических исследований применение Scrum при 
реализации проектов разработки программно-
го обеспечения позволяет повысить эффектив-
ность командной работы, обеспечить дости-
жение бизнес-целей и соблюдение требований 
к качеству продукта и, в целом, обеспечить об-
щий успех проекта и высокую отдачу от инве-
стиций [5]. Гибкие подходы могут быть более 
эффективными, чем классические. Однако, 
начиная с определенного масштаба проекта, 
в условиях высокой неопределенности, а так-

же при отсутствии обоснованной приорити-
зации реализуемых требований они являются 
довольно рискованными.

В соответствии с методологией Scrum раз-
витие программного продукта осуществляет-
ся посредством спринтов (sprints) — фиксиро-
ванных во времени итераций, в ходе каждой 
из которых создается инкремент (increment) 
продукта — его новая версия, готовая к ис-
пользованию. При этом одним из важнейших 
понятий является бэклог продукта (product 
backlog) — упорядоченный список требований 
к продукту, являющийся единственным источ-
ником изменений, которые подлежат реализа-
ции в ходе проекта [4]. Каждое из таких требо-
ваний (функций) представляет собой элемент 
бэклога продукта (product backlog item).

Руководство по Scrum [4] не предусматри-
вает какой-либо классификации элементов
бэклога. Тем не менее, как в теории (например, 
[6]), так и на практике широко применяется 
деление элементов бэклога продукта на высо-
коуровневые и низкоуровневые в зависимости 
от степени укрупненности требований, а так-
же времени, необходимого для их реализации. 
К низкоуровневым элементам относятся поль-
зовательские истории (user stories) — наиболее 
детальные требования, реализация которых 
может быть выполнена в рамках одного сприн-
та. Поскольку часто возникают ситуации, когда 
отдельно взятая пользовательская история не 
позволяет судить о ее ценности для продукта, 
несколько историй, дополняющих друг друга 
при создании ценности, должны рассматри-
ваться в совокупности. При такой группировке 
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историй возникает эпик (epic) — высокоуров-
невый элемент бэклога, отражающий требова-
ния к продукту в укрупненном виде. Несколь-
ко эпиков могут быть сгруппированы в темы 
(themes), которые характеризуют соотноше-
ние разработки с бизнес-целями организации. 
Высокоуровневые элементы бэклога продукта 
(эпики и темы) также отличаются от пользова-
тельских историй тем, что сроки их реализации 
составляют от нескольких недель до несколь-
ких месяцев и, таким образом, не укладывают-
ся во временные рамки одного спринта.

Описанная трехуровневая структура, вклю-
чающая пользовательские истории, эпики и 
темы, представлена на рис. 1. Такая структура 
описывает наиболее общий случай, соответ-
ствующий достаточно сложным и масштаб-
ным проектам.

Бэклог продукта трансформируется с тече-
нием времени: на регулярной основе происхо-
дит его уточнение, включая как состав элемен-
тов, так и их приоритеты. Ключевые аспекты 
управления бэклогом находятся в ведении вла-
дельца продукта (product owner), который несет 
ответственность за достижение его максималь-
ной ценности в результате деятельности коман-
ды разработки. В Руководстве по Scrum [4] от-
мечается, что роль владельца продукта должен 
исполнять один человек (а не группа людей), 
поскольку только так можно избежать нежела-
тельного эффекта размывания ответственно-
сти. В то же время при трансформации бэклога 
продукта владелец продукта может привлекать 
экспертов — как участников проекта, так и 
внешних специалистов.

В настоящее время необходимость приорити-
зации элементов бэклога продукта не подвергает-
ся сомнению, о чем свидетельствуют многочис-

ленные методы, применяемые на практике (не-
которые из них рассмотрены ниже). Тем не менее, 
в ряде случаев для повышения обоснованности 
принимаемых решений приоритизацию необ-
ходимо осуществлять с особой тщательностью 
(будем называть такую приоритизацию "усилен-
ной"). К факторам, обусловливающим необходи-
мость "усиленной" приоритизации, относятся:
 � важность принимаемых решений и, соот-

ветственно, высокая цена управленческих 
ошибок;

 � масштаб проекта (число одновременно реа-
лизуемых эпиков, численность и число ко-
манд разработчиков, длительность проекта);

 � сложный состав и изменчивость бэклога 
продукта, следствием чего является неоче-
видность принимаемых решений;

 � наличие нескольких заинтересованных сто-
рон и, соответственно, необходимость учета 
разных (возможно, противоречивых) инте-
ресов;

 � изменчивость и степень неопределенности 
условий реализации проекта, оказываю-
щих влияние на принимаемые решения и 
определяющих уровень рисков, связанных 
с проектом.
Сказанное означает, что "усиленная" при-

оритизация актуальна не во всех ситуациях, 
а только при наличии всех (или некоторых) 
перечисленных условий. Прежде всего, она от-
носится лишь к проектам определенных типов 
(примером могут служить проекты цифровой 
трансформации бизнеса, которые характери-
зуются высокими рисками, быстрой динами-
кой изменений, а также взаимным влиянием 
технологий и используемых бизнес-решений). 
Также можно сделать вывод о том, что "усилен-
ная" приоритизация относится только к вы-
сокоуровневым элементам бэклога продукта 
(эпикам и темам), что связано со свойствами 
таких элементов, представленными ниже.

Во-первых, высокоуровневые элементы бэк-
лога имеют особую важность, поскольку имен-
но они определяют планирование и реализацию 
детальных пользовательских историй в рамках 
отдельных спринтов.

Во-вторых, любой высокоуровневый эле-
мент практически всегда может рассматривать-
ся в разрезе разных аспектов. Это означает на-
личие нескольких критериев, в соответствии 
с которыми осуществляется приоритизация 
эпиков и тем.

В-третьих, реализация эпика или темы за-
нимает большее время по сравнению с реали-
зацией пользовательских историй. Поэтому 
в условиях высокой изменчивости внешней 
среды при приоритизации высокоуровневых Рис. 1. Иерархическая структура бэклога продукта
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элементов бэклога продукта следует принимать 
во внимание наличие нескольких проблемных 
ситуаций — возможных состояний внешней 
среды проекта в будущем.

В-четвертых, приоритизация эпиков и тем 
требует повышенной объективности и обосно-
ванности. Поэтому представляется обоснован-
ным участие в данном процессе нескольких экс-
пертов, с последующим обобщением их мнений.

Таким образом, целью настоящего исследо-
вания является разработка рекомендаций в об-
ласти приоритизации высокоуровневых элемен-
тов бэклога продукта (эпиков и тем) в услови-
ях многокритериальности, неопределенности 
условий реализации и рамок проекта, а также 
плюрализма мнений лиц, задействованных 
в процедуре приоритизации.

1. Существующие методы приоритизации 
элементов бэклога продукта

Рассмотрим несколько наиболее известных 
методов, которые в настоящее время активно 
используются для решения задачи приорити-
зации элементов бэклога продукта.

В 1980-е годы группой японских ученых под 
руководством Н. Кано была предложена мо-
дель, связывающая качественные характери-
стики продуктов с удовлетворенностью клиен-
тов [7]. Данная модель, получившая название 
модели Кано, впоследствии приобрела зна-
чительную популярность для оценки свойств 
продуктов и услуг в самых разных отраслях. 
Модель основана на предположении о том, что 
удовлетворенность клиентов зависит от набо-
ра характеристик (свойств или функциональ-
ных возможностей) продукта. В то же время 
отмечается, что зависимость удовлетворенно-
сти от предоставляемых характеристик имеет 
различный характер. Поэтому в рамках моде-
ли все качественные характеристики продукта 
подразделяются на пять категорий.

Одномерные (one-dimensional) характеристи-
ки влияют на удовлетворенность линейным 
образом: чем в большей степени они предо-
ставляются — тем выше удовлетворенность 
клиентов. Привлекающие (attractive) характери-
стики вызывают одобрение клиентов, однако 
их отсутствие не приводит к отторжению про-
дукта. Наличие обязательных (must-be) свойств 
рассматривается клиентами как необходимое 
условие, поэтому их отсутствие неизбежно 
приводит к неудовлетворенности и негатив-
ному мнению о продукте. К несущественным 
(indifferent) характеристикам относятся те, 
к которым клиенты относятся безразлично, и 

которые никак не влияют на их удовлетворен-
ность. Наконец, к реверсивным (reverse) отно-
сятся свойства продукта, не имеющие отноше-
ния к удовлетворенности клиентов.

Похожая классификация характеристик и 
функциональных возможностей продуктов при-
меняется в рамках "московского" (MoSCoW) 
метода [8]. Данный метод предусматривает под-
разделение функций на четыре категории: обя-
зательные (must have, M), важные, хотя и не кри-
тичные (should have, S), желательные (could have, 
C) и несущественные (won’t have, W). При этом 
внутри каждой из категорий какая-либо допол-
нительная детализация не предусматривается.

Для приоритизации также может приме-
няться показатель WSJF (weighted shortest job 
first) [9]. Он рассчитывается как отношение 
стоимости задержки (cost of delay) реализации 
той или иной функции к продолжительности 
соответствующих работ (job duration, job size). 
При этом и стоимость задержки, и продолжи-
тельность работ выражаются в условных бал-
лах или пунктах. Стоимость задержки, в свою 
очередь, определяется совокупностью (суммой 
баллов) таких факторов, как ценность для кли-
ента или бизнеса (user—business value), степень 
срочности (time criticality), а также снижение 
рисков или реализация возможностей (risk re-
duction or opportunity enablement).

Еще одним методом приоритизации явля-
ется развертывание функции качества (quality 
function deployment, QFD) и его модификация 
для проектов разработки программного обе-
спечения (software quality function deployment, 
SQFD) [10]. Данный метод предусматривает 
формирование перечня потребностей клиен-
тов, определение "голоса клиента" (наиболее 
важных требований, значимость которых вы-
ражается в баллах), определение "голоса ком-
пании" (функций продукта, направленных на 
удовлетворение требований), а также определе-
ние силы воздействия той или иной функции 
на удовлетворение того или иного требования 
(также в условных баллах). На этой основе для 
каждой функции рассчитывается сумма попар-
ных произведений двух характеристик, имею-
щих место для каждого из требований. Первая 
из этих характеристик — важность требований, 
на удовлетворение которых направлена данная 
функция, а вторая — сила воздействия дан-
ной функции на соответствующие требования. 
В результате предпочтение отдается функци-
ям с наибольшим значением суммы попарных 
произведений этих двух характеристик.

Систематизация традиционных методов 
приоритизации элементов бэклога продукта 
показывает, что они носят преимущественно 
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эвристический и качественный характер. Эти 
методы имеют два неоспоримых достоинства. 
Во-первых, это простота реализации, позволя-
ющая решать задачу очень быстро (что пред-
ставляется весьма важным в условиях ограни-
ченности времени, выделяемого на подобные 
задачи). Второе — то, что эти методы в сово-
купности дают довольно полную картину в от-
ношении критериев, на основе которых осу-
ществляется приоритизация.

В то же время существующие методы имеют 
ряд ограничений, которые представляются ак-
туальными для приоритизации высокоуровне-
вых элементов бэклога продукта в свете обозна-
ченных выше факторов сложности. Во-первых, 
они не предусматривают многокритериальность: 
как правило, применяется лишь обобщенная 
оценка элементов в соответствии с некоторым 
интегральным критерием. Во-вторых, суще-
ствующие методы не принимают во внимание 
изменчивость внешней среды проекта, в резуль-
тате чего не учитываются возможные различия 
в приоритизации элементов бэклога в зависи-
мости от возможных состояний внешней среды 
в будущем. В-третьих, не учитывается возмож-
ность наличия нескольких экспертов, задей-
ствованных в процедуре приоритизации, и, со-
ответственно, отсутствуют какие-либо процеду-
ры обобщения разных экспертных мнений.

Сказанное свидетельствует о потребности 
в методах, предусматривающих многокрите-
риальную оценку высокоуровневых элементов 
бэклога продукта, с учетом возможных состо-
яний внешней среды проекта и возможностью 
обобщения оценок нескольких экспертов.

2. Постановка задачи принятия решения 
в контексте приоритизации элементов

бэклога продукта

Для решения задачи приоритизации высоко-
уровневых элементов бэклога продукта пред-
ставляется целесообразным применение мето-
дов многокритериальной поддержки принятия 
решений (multi-criteria decision making, MCDM), 
предусматривающих наличие нескольких про-
блемных ситуаций и нескольких экспертов. Со-
ответственно, основными элементами задачи 
поддержки принятия решений помимо альтер-
натив (объектов оценки) являются критерии, 
проблемные ситуации (моделируемые состояния 
внешней среды) и эксперты. При этом применя-
емые методы принятия решений должны учи-
тывать относительную значимость критериев, 
вероятности возникновения тех или иных ситу-

аций (либо отсутствие вероятностей в случае не-
определенности в условиях принятия решения), 
а также степень компетентности экспертов.

Рассмотрим подробнее каждый из пере-
численных элементов применительно к задаче 
приоритизации высокоуровневых элементов 
бэклога продукта — эпиков и тем.

В данной задаче в качестве альтернатив (объ-
ектов оценки) выступают сами элементы бэкло-
га продукта. Каждой из альтернатив в конечном 
счете должна быть присвоена расчетная оценка, 
на основе которой впоследствии будут опреде-
ляться приоритеты. При этом предполагается, 
что элементы бэклога являются независимыми 
(не связанными друг с другом), поэтому каждая 
из альтернатив оценивается отдельно, вне зави-
симости от оценок других элементов.

Критерии оценки альтернатив (т.е. элемен-
тов бэклога продукта) формируются с учетом 
специфики того или иного проекта. В частно-
сти, могут применяться такие критерии, как 
ценность для бизнеса, срочность, перспектив-
ность, влияние на социальную сферу. Кроме 
того, при формировании системы критериев 
оценки элементов бэклога продукта неизбеж-
но возникает вопрос о том, каким образом 
следует учитывать ресурсы (трудовые, финан-
совые, ресурсы времени), необходимые для ре-
ализации каждого из элементов бэклога. Здесь 
можно выделить два подхода.

Первый подход предусматривает рассмотре-
ние ресурсов в качестве одного (или даже не-
скольких) из критериев. Недостатком такого 
подхода является риск того, что ресурсоемкие 
элементы бэклога, даже если они действительно 
важны для бизнеса, будут иметь относительно 
низкий приоритет и в результате будут откла-
дываться "на потом". При втором подходе (кото-
рый представляется более адекватным) ресур-
сы не рассматриваются в качестве критериев. 
В этом случае приоритизация элементов бэкло-
га осуществляется безотносительно ресурсов на 
их реализацию, а их выбор осуществляется пу-
тем решения известной задачи о рюкзаке, с уче-
том ресурсных ограничений [11].

Можно выделить два способа формирования 
системы критериев. Самым простым (и впол-
не уместным в большинстве случаев) являет-
ся представление критериев в виде конечного 
списка (перечня). Кроме того, может исполь-
зоваться иерархическая структура, когда кри-
терии (все или некоторые) имеют нижестоя-
щие элементы ("подкритерии"). Пример такой 
иерархии приведен в одной из работ Т. Саати 
[12], где в задаче принятия решения рассма-
триваются пять критериев, два из которых раз-
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биваются на несколько подкритериев второго 
уровня.

Проблемные ситуации, которые принима-
ются во внимание при оценке альтернатив, 
также могут быть сформированы разными спо-
собами. Здесь, как и для критериев, самым про-
стым является формирование списка (перечня). 
Данный подход является вполне уместным при 
наличии небольшого числа ситуаций, которые 
могут быть легко идентифицируемы. В более 
сложных случаях моделирование ситуаций ос-
новывается на сочетании нескольких факто-
ров, в совокупности определяющих состояние 
внешней среды. При этом делается допущение, 
что каждому из факторов соответствует не-
сколько возможных значений (условий). Если 
эти значения могут быть представлены в бинар-
ной форме ("да" или "нет"), то общее число си-
туаций составляет 2m, где m — число факторов. 
В общем случае каждому фактору может соот-
ветствовать любое число возможных значений, 
и тогда общее число ситуаций равно произведе-
нию чисел значений каждого из факторов. При 
этом если некоторые комбинации представля-
ются невозможными или маловероятными, то 
их можно исключить из рассмотрения.

Если рассматриваемые факторы являются 
независимыми и могут принимать свои значе-
ния с определенными вероятностями, то ве-
роятность той или иной ситуации определя-
ется произведением вероятностей условий, ее 
определяющих. При этом в случае исключе-
ния маловероятных комбинаций потребуется 
нормирование вероятностей остальных ситуа-
ций, чтобы их сумма осталась равной единице. 
Если же факторы не являются независимыми 
(т.е. вероятности значений одного фактора за-
висят от значений другого), то можно постро-
ить иерархию, расположив значения каждого 
из факторов на своем уровне. В этом случае 
каждому из значений вышестоящего фактора 
инцидентны возможные значения нижестоя-
щего, а соединяющим их дугам присваиваются 
условные вероятности.

Иногда определить вероятности значений 
факторов (и, соответственно, рассматриваемых 
ситуаций) не представляется возможным вслед-
ствие отсутствия релевантной статистической 
базы и накопленного опыта. В таких случаях 
может быть рассмотрено допущение о равной 
вероятности всех возможных проблемных си-
туаций, либо задача может решаться в условиях 
неопределенности, без учета вероятностей.

В качестве экспертов, участвующих в про-
цессе приоритизации, могут рассматриваться 
лица, специально приглашенные владельцем 
продукта. Например, это могут быть некоторые 

участники проекта или внешние консультан-
ты. Эксперты могут считаться равнозначны-
ми, либо для них могут применяться весовые 
коэффициенты, характеризующие значимость 
(компетентность) того или иного эксперта.

Таким образом, при постановке задачи при-
оритизации возникает потребность в опреде-
лении весовых коэффициентов ее отдельных 
элементов — критериев, проблемных ситуаций 
и экспертов. Определение весов осуществля-
ется экспертным путем — либо напрямую (в 
случае небольшого числа взвешиваемых эле-
ментов), либо на основе локальных (вспомога-
тельных) задач ранжирования. В частности, во 
втором случае может быть использована двух-
уровневая или многоуровневая (в зависимо-
сти от представления критериев, ситуаций или 
экспертов) модель метода анализа иерархий, 
с попарным сравнением рассматриваемых эле-
ментов и их оценками с помощью "фундамен-
тальной" вербально-числовой шкалы [13]. При 
этом для обеспечения процедур оценивания и 
выполнения соответствующих расчетов могут 
быть использованы специализированные про-
граммные продукты, поддерживающие метод 
анализа иерархий (например, Super Decisions, 
Expert Choice, Transparent Choice, Decision Lens 
и другие).

3. Методы и технологии решения задачи 
приоритизации элементов бэклога продукта

Приоритизация элементов бэклога продукта 
при наличии нескольких критериев, несколь-
ких проблемных ситуаций и нескольких экс-
пертов может быть выполнена с применением 
методов принятия решений, основанных на 
принципах большинства, пессимизма, опти-
мизма, Гурвица и Лапласа [14]. В любом случае 
в результате расчетов формируется интеграль-
ный показатель, на основе значений которого 
осуществляется ранжирование (приоритиза-
ция) сравниваемых объектов.

Метод, основанный на использовании прин-
ципа большинства, применяется в условиях ри-
ска, т.е. в случае, когда для каждой ситуации 
определяется ее вероятность. В соответствии 
с данным принципом более высокий приори-
тет имеют альтернативы, которые оцениваются 
экспертами наиболее высоко по совокупности 
всех критериев, с учетом всех рассматриваемых 
ситуаций. При этом принимаются во внима-
ние такие характеристики, как относительная 
важность критериев, вероятности ситуаций и 
компетентность экспертов. Оценка альтерна-
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тив может осуществляться в количественной 
(балльной) или порядковой (ранговой) шкалах.

Если задача решается в условиях неопреде-
ленности (когда определить вероятности про-
блемных ситуаций не представляется возмож-
ным), то обобщение оценок альтернатив по со-
вокупности ситуаций может быть выполнено 
на основе принципов пессимизма, оптимиз-
ма, Гурвица и Лапласа. При этом обобщение 
оценок по экспертам по-прежнему проводит-
ся в соответствии с принципом большинства, 
с учетом коэффициентов их компетентности.

При использовании принципа пессимизма 
ранжирование альтернатив осуществляется 
с максимальной осмотрительностью: итоговая 
оценка альтернативы равна наименьшей из 
обобщенных оценок, рассчитанных для каж-
дой из проблемных ситуаций. В соответствии 
с принципом оптимизма, наоборот, итоговая 
оценка альтернативы представляет собой наи-
большую из обобщенных оценок по проблем-
ным ситуациям.

Принцип Гурвица предусматривает опреде-
ленное сочетание принципов пессимизма и опти-
мизма, поэтому его также называют принципом 
пессимизма-оптимизма. Для определения сте-
пени сочетания "пессимистической" и "оптими-
стической" парадигм применяется специальный 
весовой коэффициент (коэффициент пессимиз-
ма-оптимизма), значения которого могут 
находиться в диапазоне от нуля до едини-
цы. Данный параметр характеризует пре-
валирование принципа оптимизма (если 
значение коэффициента ближе к нулю) 
или пессимизма (если его значение ближе 
к единице). В частности, нулевое значение 
коэффициента означает применение прин-
ципа оптимизма в чистом виде, единица 
соответствует чистому принципу песси-
мизма, а значение 0,5 означает, что прин-
ципы оптимизма и пессимизма принима-
ются во внимание в равной мере.

Что касается принципа Лапласа, то он 
основан на допущении о равенстве веро-
ятностей всех проблемных ситуаций.

Особенности постановки задачи при-
нятия решений с использованием перечис-
ленных принципов представлены в табл. 1.

Схема процесса приоритизации аль-
тернатив (элементов бэклога) с исполь-
зованием перечисленных принципов 
представлена на рис. 2, подробные алго-
ритмы расчетов содержатся в работе [14].

Все перечисленные принципы обоб-
щения экспертных оценок (большинства, 
пессимизма, оптимизма, Гурвица, Лапла-
са) поддерживаются Экспертной системой 

Таблица 1

Особенности постановки задачи при использовании
разных принципов согласования экспертных оценок

по проблемным ситуациям

Элементы
задачи

Согласование оценок по совокупности 
проблемных ситуаций

Прин-
цип 

боль-
шин-
ства

Прин-
цип 

песси-
мизма

Прин-
цип 

опти-
мизма

Прин-
цип 
Гур-
вица

Прин-
цип 

Лапла-
са

Число
альтернатив

2 и более

Число
критериев

2 и более

Веса критериев Да

Число проблем-
ных ситуаций

2 и более

Вероятности 
проблемных 
ситуаций

Да Нет

Коэффициент 
пессимизма—
оптимизма

Нет Да Нет

Число экспертов 2 и более

Коэффициенты 
компетентности 
экспертов

Да

Рис. 2. Процесс приоритизации элементов бэклога продукта
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поддержки принятия решений (ЭСППР) — про-
граммным комплексом, разработанным специа-
листами кафедры бизнес-аналитики НИУ ВШЭ 
[15, 16]. Следует отметить, что по сравнению 
с существующими методами приоритизации 
элементов бэклога продукта представленные 
методы более сложны в вычислительном плане. 
Тем не менее, они обеспечивают более глубокую 
аналитику и позволяют повысить обоснован-
ность результатов, причем (благодаря автомати-
зации) за время, приемлемое для решения задач 
приоритизации элементов бэклога на практике.

4. Пример постановки и решения задачи 
приоритизации элементов бэклога продукта

В качестве иллюстративного примера рас-
смотрим проект развития платформы управ-
ления обучением (Learning Management System, 
LMS) учебного центра компании, работающей 
в сфере информационных технологий. В каче-
стве альтернатив, подлежащих приоритизации, 
выступают эпики, представленные в табл. 2. Все 
перечисленные эпики являются независимыми.

Для приоритизации будем рассматривать та-
кие критерии, как ценность для бизнеса (C1), 
срочность реализации (C2) и методологическая 
проработанность соответствующего решения 
(C3). Коэффициенты относительной значимо-
сти критериев составляют 0,4, 0,4 и 0,2 соот-
ветственно. Что касается ресурсов (стоимости 
решения), то предполагается, что они рассма-
триваются в качестве ограничений и поэтому 
в качестве критериев не фигурируют.

Будем считать, что множество проблемных си-
туаций формируется на основе воздействия двух 
факторов. Первым фактором является эпидемио-
логическая ситуация и жесткость предпринимае-
мых в регионе карантинных мер. С точки зрения 
учебного центра это влияет на возможность (или 
невозможность) проведения аудиторных занятий 

в очном режиме. Данный фактор может прини-
мать два значения:
 � улучшение эпидемиологической ситуации, 

сопровождающееся смягчением карантина и 
возможностью организации очного аудитор-
ного обучения слушателей (оценочная веро-
ятность данного сценария составляет 0,3);

 � сохранение (или эскалация) эпидемиологи-
ческой ситуации, сохранение жестких ка-
рантинных мер и, соответственно, возмож-
ность обучения только в онлайн-режиме 
(оценочная вероятность составляет 0,7).
В качестве второго фактора выступает вы-

ход на российский рынок крупной зарубежной 
компании — разработчика систем управления 
цепями поставок, заключение партнерского 
соглашения с этим вендором и организация 
в ИТ-компании новой консалтинговой прак-
тики. Для учебного центра это будет означать 
необходимость организации нового образо-
вательного направления, связанного с управ-
лением цепями поставок. Этот фактор также 
имеет два возможных значения:
 � выход зарубежного вендора на российский 

рынок, заключение партнерского соглашения, 
организация новой консалтинговой практи-
ки и формирование нового образовательного 
блока (оценочная вероятность — 0,6);

 � отказ зарубежного вендора от выхода на 
российский рынок и, соответственно, от-
каз от организации новой консалтинговой 
практики (оценочная вероятность — 0,4).
Таким образом, оба фактора являются би-

нарными (принимающими по два значения). 
Также делается допущение, что факторы явля-
ются независимыми. В этом случае число рас-
сматриваемых проблемных ситуаций, образуе-
мых сочетанием значений факторов, равно че-
тырем, а их вероятности представляют собой 
произведения вероятностей соответствующих 
значений факторов (табл. 3).

Таблица 2

Эпики, подлежащие приоритизации

Эпик Описание

X1 Внедрение автоматизированной системы состав-
ления расписаний

X2 Внедрение системы электронного тестирования 
слушателей учебного центра

X3 Организация новых учебных курсов по управле-
нию цепями поставок

X4 Разработка аналитического дэшборда для общего 
управления деятельностью учебного центра

Таблица 3 

Проблемные ситуации и их вероятности

Проб-
лемная 
ситуа-
ция

Факторы, определяющие
проблемные ситуации

Вероят-
ность 
проб-

лемной 
ситуации

Улучшение эпи-
демиологиче-
ской ситуации

Партнерство 
с зарубежным 

вендором

Зна-
чение

Веро-
ятность

Зна-
чение

Веро-
ятность

S1 Да 0,3 Да 0,6 0,18

S2 Да 0,3 Нет 0,4 0,12

S3 Нет 0,7 Да 0,6 0,42

S4 Нет 0,7 Нет 0,4 0,28
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Для решения задачи приоритизации при-
влекаются три эксперта (E1, E2 и E3) со зна-
чениями коэффициентов компетентности 0,4 
у первого эксперта и по 0,3 у двух остальных. 
Каждый из экспертов оценивает приоритеты 
всех альтернатив (эпиков) по каждому из кри-
териев в каждой проблемной ситуации. Оцен-
ка осуществляется в порядковой шкале: ранг 1 
соответствует наиболее приоритетной альтер-
нативе, ранг 4 — наименее приоритетной.

Коэффициент пессимизма—оптимизма, 
предусмотренный методом Гурвица, полага-
ется равным 0,5.

Результаты расчетов, выполненные с по-
мощью программного обеспечения "Эксперт-
ная система поддержки принятия решений" 
(ЭСППР), представлены в табл. 4.

Как видно из табл. 4, результаты приорити-
зации, полученные с использованием разных 
принципов обобщения оценок по проблемным 
ситуациям, в целом не противоречат друг другу. 
В частности, наиболее приоритетным по сово-
купности всех методов представляется эпик X4 
(разработка аналитического дэшборда для об-
щего управления деятельностью учебного цен-
тра). В то же время не исключены определен-
ные "выбросы": например, эпик X1 (внедрение 
автоматизированной системы составления рас-
писаний), как правило, занимающий лидиру-
ющие позиции, при использовании принципа 
оптимизма занял последнее, четвертое место. 
Данный эффект объясняется особенностью 
принципа оптимизма, в соответствии с кото-
рой высокая итоговая оценка альтернативы мо-
жет быть получена за счет высокой оценки все-
го по одной из нескольких проблемных ситуа-
ций. Аналогичный (хотя и противоположный) 
эффект возникает при использовании принци-
па пессимизма: низкая оценка для всего лишь 
одной из проблемных ситуаций обеспечивает 
низкую итоговую оценку элемента.

При интерпретации результатов, получен-
ных разными методами, следует учитывать, 

что многовариантные расчеты отражают раз-
ные подходы к обработке экспертных оценок, 
выполненных для разных проблемных ситу-
аций. Это особенно актуально для элемен-
тов, получивших разные оценки в результате 
применения разных методов (как, например, 
в случае эпика X1 в представленном расчетном 
примере). В таких случаях можно придержи-
ваться следующих рекомендаций.

Прежде всего, рекомендуется ответить на 
вопрос, являются ли вероятности проблемных 
ситуаций известными (т.е. прогнозируемыми 
с достаточной надежностью). Если это так, то 
в первую очередь рекомендуется принимать 
во внимание результаты, полученные с при-
менением принципа большинства. При этом 
результаты, полученные с помощью остальных 
методов, могут носить второстепенный, "спра-
вочный" характер.

Если вероятности проблемных ситуаций не 
могут быть спрогнозированы с высокой надеж-
ностью, то интерес представляют результаты, 
полученные с применением принципов песси-
мизма, оптимизма и Гурвица. При этом в слу-
чае существенных расхождений (как в случае 
эпика X1) имеет смысл проанализировать про-
межуточные расчеты, а именно — обобщенные 
оценки эпиков, рассчитанные отдельно для 
каждой из проблемных ситуаций. Это позво-
лит уточнить, за счет чего сложилась общая 
оценка, отличная от результатов, полученных 
другими методами. Например, для эпика X1 
низкая оценка, полученная с применением 
принципа оптимизма, объясняется тем, что 
для каждой из остальных альтернатив имеется 
ситуация, в которой оценка этой альтернативы 
превосходит максимальную оценку эпика X1.

Что же касается принципа Лапласа, то его 
применение уместно лишь в тех случаях, когда 
все проблемные ситуации ожидаются с более 
или менее одинаковой вероятностью, что на 
практике бывает довольно редко. В частности, 
в приведенном расчетном примере вероятности 

Таблица 4

Приоритеты эпиков

Эпики

Интегральные оценки и ранги эпиков в зависимости от применяемого принципа обобщения оценок
по проблемным ситуациям

Принцип большинства Принцип пессимизма Принцип оптимизма Принцип Гурвица Принцип Лапласа

X1 0,250 (2—3) 0,273 (1) 0,300 (4) 0,286 (2) 0,279 (1—2)

X2 0,250 (2—3) 0,091 (3—4) 0,364 (2—3) 0,227 (3—4) 0,256 (3)

X3 0,167 (4) 0,091 (3—4) 0,364 (2—3) 0,227 (3—4) 0,186 (4)

X4 0,333 (1) 0,182 (2) 0,400 (1) 0,291 (1) 0,279 (1—2)
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ситуаций могут различаться в несколько раз, 
что ставит под сомнение ценность результатов, 
полученных с применением принципа Лапласа.

Заключение

В ходе исследования были выявлены особен-
ности приоритизации разных элементов бэкло-
га продукта, рассмотрены достоинства и недо-
статки существующих методов приоритизации, 
обоснована целесообразность применения ме-
тодов и систем поддержки принятия решений 
для решения задачи приоритизации, а также 
даны рекомендации в части интерпретации ре-
зультатов, получаемых с использованием раз-
ных методов поддержки принятия решений. 
Исследование основано на многолетнем опы-
те авторов в части реализации ИТ-проектов, 
а также на авторских исследованиях в области 
систем поддержки принятия решений.

Основной вывод, который может быть сде-
лан в связи с использованием методов и систем 
поддержки принятия решений для приорити-
зации элементов бэклога продукта, состоит 
в том, что их применимость относится именно 
к высокоуровневым элементам бэклога — эпи-
кам и темам. Это объясняется повышенной 
важностью приоритизации эпиков и тем (и, 
соответственно, необходимостью применения 
разных критериев и привлечения разных экс-
пертов), а также среднесрочным характером их 
реализации (из чего вытекает необходимость 
рассмотрения возможных проблемных ситуа-
ций). Кроме того, более высокие (по сравне-
нию с традиционными методами) затраты вре-
мени и ресурсов, необходимых для постановки 
и решения задач поддержки принятия реше-
ний, для высокоуровневых элементов бэклога 
представляются вполне допустимыми.

Таким образом, предложенный подход не оз-
начает отказ от использования традиционных 
методов приоритизации элементов бэклога про-
дукта, но позволяет повысить обоснованность 
принимаемых решений (за счет многокритери-
альности и учета проблемных ситуаций) и их 
объективность (за счет привлечения несколь-
ких экспертов), с приемлемыми затратами вре-
мени и ресурсов.

Предложенный подход к решению задачи 
приоритизации элементов бэклога продукта, 
основанный на использовании систем под-
держки принятия решений, может применять-
ся на регулярной основе с учетом временных 
рамок высокоуровневых элементов бэклога 
продукта (эпиков и тем) и жизненного цикла 
проекта. Это позволит получать с помощью си-

стемы поддержки приятия решений рекомен-
дации, адаптивные к изменениям в проекте.

В качестве возможного направления даль-
нейших исследований можно отметить рас-
смотрение задачи приоритизации для случая, 
когда элементы бэклога продукта являются 
взаимосвязанными, и их оценки зависят от 
оценок других элементов. Также представляет 
интерес изучение применимости для решения 
задачи приоритизации других методов под-
держки принятия решений и соответствую-
щих информационных систем.
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Архитектурные особенности программных систем
нейросетевого прогнозирования с непрерывным обучением

Введение

В настоящее время идет бурное развитие 
технологий искусственного интеллекта, на-
правленное на наделение машин широкими 
когнитивными возможностями [1]. Среди за-
дач, возлагаемых на когнитивные машины, 
большое внимание уделяют прогнозированию 
ими различных событий.

Известно большое число методов прогно-
зирования, использующих как традиционные 
подходы, так и машинное обучение [2—7]. 
Основным преимуществом подходов на ос-
нове нейронных сетей является их способ-
ность к обучению, которая позволяет выяв-
лять скрытые факторы исследуемой среды. 
Архитектуры нейронных сетей прямого рас-
пространения [9—15] просты в реализации 
и обучении. Они демонстрируют достаточно 
хорошие результаты в краткосрочном про-
гнозировании, но по мере увеличения гори-
зонта прогноза их точность снижается. Такие 
сети не могут учитывать изменений факторов 
внешней среды, что приводит к необходимо-
сти их переобучения. В отличие от них рекур-
рентные нейронные сети (РНС) [16—22] об-
ладают более высоким потенциалом, но они 
остаются во многом не исследованными. Не 
отработаны до конца механизмы ассоциатив-

ного вызова ранее сохраненной информации 
из памяти таких сетей. Одним из путей пре-
одоления указанных недостатков выступает 
объединение различных архитектур в гибрид-
ные модели [23—26]. Это позволяет несколь-
ко расширить возможности систем прогно-
зирования, но не решает принципиальных 
проблем, характерных как для сетей прямого 
распространения, так и для РНС. Кроме того, 
усложнение общей архитектуры затрудняет 
управление системой прогнозирования.

К перспективным инструментам прогнози-
рования следует отнести решения на основе ре-
куррентных нейронных сетей с управляемыми 
элементами [27, 28]. В работах [29—31] раскрыт 
перспективный метод нейросетевого прогнози-
рования с непрерывным обучением этих РНС. 
Для полноценной системы, реализующей его, 
нужна целесообразная программная реализа-
ция. С одной стороны, требуется минимизиро-
вать объем оперативной памяти, затрачиваемый 
на функционирование таких систем. С другой 
стороны, необходимо обеспечить их работу 
в режиме реального времени. При этом важно 
не допустить снижения точности прогнозиро-
вания. Необходим поиск целесообразных про-
граммных решений по реализации перспектив-
ного метода нейросетевого прогнозирования 
событий с непрерывным обучением.
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Постановка задачи

Известна [31] обобщенная структура про-
граммной системы (рис. 1), реализующей метод 
нейросетевого прогнозирования событий с не-
прерывным обучением когнитивных машин.

В этой системе используются две идентич-
ные РНС с управляемыми элементами [27, 28], 
обозначенные РНС-1 и РНС-2. Сигналы на вход 
РНС-1 подаются после предобработки. Предо-
бработка предусматривает преобразование ис-
ходных сигналов в последовательность сово-
купностей единичных образов. РНС-1 функ-
ционирует непрерывно в режиме обучения. 
В ней формируется и постоянно обновляется 
модель воспринимаемых сетью сигналов. Ког-
да необходимо выполнить прогноз, блок управ-
ления копирует состояние РНС-1 в РНС-2.
После этого в ускоренном времени РНС-2 вы-
полняет прогнозирование. Полученные на вы-
ходе РНС-2 последовательные совокупности 
единичных образов в блоке постобработки 
преобразуются обратно в соответствующие им 
исходные сигналы — результаты прогнозиро-
вания. Такой подход позволяет, во-первых, од-
новременно обучаться и выполнять прогнозы, 
а во-вторых, исключает искажение обучаемой 
модели из-за переключения между режимами 
обучения и прогнозирования.

К особенностям РНС с управляемыми эле-
ментами относятся следующие их свойства. 
Эти двухслойные импульсные рекуррентные 
нейронные сети наделены прозрачными ло-
гическими структурами. Такое наделение 
осуществляется за счет реализации простран-
ственных сдвигов сигналов при передаче их от 
слоя к слою. В результате сигналы продвигают-
ся вдоль слоев от входа к выходу по заданной 
(линейной, спиральной, петлевой или другой) 
схеме. Однозначность между входом и выходом 
в РНС обеспечивается за счет приоритетности 
коротких связей между нейронами. Нейро-
ны сети могут находиться в трех состояниях: 

ожидание, возбуждение и невосприимчивость. 
Каждый нейрон одного слоя в общем случае 
связан со всеми нейронами другого слоя. Свя-
зи между нейронами одного и того же слоя 
отсутствуют. Время задержки сигналов в об-
разуемых двухслойных контурах сети меньше 
времени невосприимчивости нейронов после 
их возбуждения. В РНС также предусмотре-
но управление вызовом сигналов из памяти за 
счет изменения направлений их ассоциативно-
го взаимодействия в зависимости от текущих 
состояний слоев сети.

На эмуляцию РНС с N нейронами в каждом 
слое требуется хранить как минимум один мас-
сив длиной 2N2. В то же время, дублирование 
нейросетевого ядра требует почти двукратного 
увеличения объема памяти. При этом расчет 
остальных параметров "на ходу" снижает ско-
рость реализации предусмотренных функций 
нейросетевой обработки сигналов. При огра-
ниченных возможностях применяемых вычис-
лительных средств и больших размерах РНС 
система может перестать удовлетворять требо-
ваниям реального времени, что недопустимо. 
Необходимо конкретизировать данную струк-
туру таким образом, чтобы оптимизировать 
затраты памяти и вычислений при сохранении 
точности прогнозирования.

Усовершенствованный метод
нейросетевого прогнозирования

Рассмотренный в предыдущем разделе ме-
тод предусматривает копирование состояния 
элементов РНС-1 в РНС-2 для выполнения 
прогнозов без прерывания обучения. Соглас-
но ему необходимо дублировать как нейроны 
РНС-1, так и ее синапсы, что требует увеличе-
ния объема памяти почти в два раза.

В целях снижения объема занимаемой опе-
ративной памяти предлагается усовершенство-
ванный метод нейросетевого прогнозирования 
(рис. 2). Этот метод позволяет отказаться от вы-
деления памяти на хранение синапсов РНС-2.

Согласно методу РНС-2 фактически моде-
лируется РНС-1, память выделяется только под 
запоминание состояний нейронов для РНС-2. 
Предлагается как обучение, так и прогнозиро-
вание рекуррентной нейронной сети осущест-
влять в ускоренном времени, а входные сиг-
налы накапливать в буфере. В режиме обуче-
ния сети рекомендуется по командам с блока 
управления быстро считывать и обрабатывать 
накопленные сигналы. Когда необходимо вы-Рис. 1. Структура программной системы нейросетевого про-

гнозирования с непрерывным обучением
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полнить прогноз, подача сигналов с буфера 
в РНС-1 прерывается, веса ее синапсов замора-
живаются, а состояния нейронов копируются 
для последующего использования. Далее РНС-1
выполняет прогноз таким же образом, как 
РНС-2 в методе-прототипе. После выполнения 
прогноза сеть инициализируется запомненны-
ми на момент прерывания обучения состояни-
ями нейронов. Веса синапсов размораживают-
ся, начинается подача на вход сети сигналов 
с буфера. РНС-1 снова начинает функциони-
ровать в режиме обучения.

В идеале прогнозирование должно осу-
ществляться быстрее, чем время, за которое 
в РНС-1 поступит следующая последователь-
ность совокупностей единичных образов. Од-
нако теоретически возможны ситуации, ког-
да интервал поступления сигналов невелик, 
а горизонт прогноза значителен. В этом случае 
важно не допустить "разрывов" в обучающей 
выборке — этим оправдано наличие буфера.

Ускоренный расчет весов синапсов

В предлагаемом методе, как и в прототипе, 
веса синапсов wij(t), связывающих i-е нейроны 
с j-ми нейронами, зависят от весового коэф-
фициента kij(t), определяющего историю обу-
чения, а также от функции β(rij(t)) ослабления 
расходящихся и функции η(rij(t)) ослабления 
сходящихся единичных образов:

 wij(t) = kij(t)β(rij(t))η(rij(t)),
 kij(t) = th(γgij(t)/2),
 gij(t) = gij(t – Δt) + Δgij(t),
 gij(0) = 0,
 β(rij(t)) = 1/(1 + α(rij(t))

1/h),
где rij(t) — расстояние между взаимодейству-
ющими нейронами; gij(t), gij(t – Δt) — история 

обучения на моменты времени t и Δt соответ-
ственно; γ, α, h — некоторые положительные 
коэффициенты. Величина Δgij(t) определяется 
в зависимости от состояний i-го и j-го нейро-
нов в моменты времени t и t – Δt. Если i-й ней-
рон сгенерировал единичный образ, и после 
этого возбудился j-й нейрон, то Δgij(t) положи-
тельна. В случае, когда возбуждение j-го ней-
рона произошло при отсутствии возбуждения 
на i-го нейрона, Δgij(t) отрицательна. В осталь-
ных случаях Δgij(t) = 0.

Для ускоренного расчета весов синапсов 
предлагается учитывать следующее обстоя-
тельство. Весовые коэффициенты kij(t) явля-
ются функциями гиперболического тангенса. 
Их особенность заключается в том, что при 
выходе параметра gij(t) за пределы некоторого 
интервала [G–, G+] его изменения становятся 
пренебрежимо малы.

Одновременно, поскольку Δgij(t) может при-
нимать определенное положительное (Δg+) 
либо отрицательное (Δg–) значение, существу-
ет дискретное множество возможных значений 
параметра gij(t).

Принимая во внимание эти два условия, 
можно вычислить конечное множество G =
= {gij(t)|gij(t) = ±nR(Δg+, Δg–), n = 1,2,...; gij(t) ∈
∈ [G–, G+]} и соответствующее ему множество 
K = {kij(t)|kij(t) = th(γ·gij(t)/2), gij(t) ∈ G} значений 
возможных весовых коэффициентов синапсов. 
Здесь R(Δg+, Δg–) есть наибольшее значение, на 
которое нацело делятся Δg+ и Δg–.

В случаях, когда множество G невелико, 
предлагается при инициализации сети рас-
считывать значения множеств G и K и хра-
нить их в отдельных массивах. При этом от-
сутствует необходимость в выделении памяти 
под полноценный массив элементов kij(t) для 
каждого синапса, а весовые коэффициенты 
рассчитываются в процессе выполнения так-
тов РНС следующим образом. Для ij-го синап-
са, у которого необходимо вычислить весовой 
коэффициент kij(t), оценивается величина gij(t). 
Если gij(t) > G+, то kij(t) = 1; когда gij(t) < G–, 
kij(t) = -1. В остальных случаях определяется 
элемент множества G, равный gij(t), после чего 
определяется соответствующий ему элемент 
множества K. Значение этого элемента и яв-
ляется весовым коэффициентом ij-го синапса.

Оценка эффективности
программных реализаций

Для определения целесообразной архитек-
туры программной системы нейросетевого 

Рис. 2. Усовершенствованный метод нейросетевого прогнози-
рования с непрерывным обучением
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прогнозирования оценивали четыре варианта 
их реализации.

Первый вариант программного обеспечения 
(ПО-1) предусматривал реализацию согласно 
прототипу, раскрытому в постановке задачи. 
В этом варианте элементы kij(t) и β(rij(t)) хра-
нятся в массивах, элементы wij(t) рассчитыва-
ются "на ходу". Данный вариант приводится 
для сравнения.

Варианты ПО-2, ПО-3 и ПО-4 предусматри-
вают реализацию с учетом оптимизационных 
решений, включая использование усовершен-
ствованного метода прогнозирования. Их от-
личие друг от друга заключаются в подходе 
к соотношению "память—вычисления".

Во втором варианте (ПО-2) значения β(rij(t)), 
kij(t), wij(t) хранятся в массивах. Этот вариант 
отражает стремление максимально сократить 
объем вычислений, необходимых для функци-
онирования программной системы прогнози-
рования.

Третий вариант (ПО-3) аналогичен вариан-
ту ПО-2, за тем исключением, что для хране-
ния значений kij(t) и wij(t) память не выделяет-
ся, и они рассчитываются по ходу выполнения 
тактов. Иными словами, ПО-3 отражает идею 
максимальной экономии памяти.

Четвертый вариант (ПО-4) использует уско-
ренный расчет весов синапсов. Весовые коэф-
фициенты kij(t) хранятся в массиве, но хране-
ние организовано специальным образом, что 
позволяет без потери точности сократить раз-
мер массива. Данный вариант отражает ком-
бинированный подход между оптимизацией 
памяти и вычислительных затрат.

Для проведения экспериментов использо-
вали компьютер под управлением ОС Windows 
7 x64, с процессором Intel Core i7-4790 CPU 
3.6 GHz, 32 ГБ ОЗУ. Программное обеспече-
ние разрабатывали на языке программирова-
ния С++, с применением фреймворка Qt 5.14.1. 
Сборку проводили компиляторами MinGW 
7.3.0 64bit и MSVC 14.0 amd64.

Тесты проводили на примере прогнозирова-
ния наборов слов. Для этого наборы слов ко-
дируются на матрицах размером 20Ѕ50 (размер 
словаря равен 1000 слов), в которых за каждым 
нейроном закрепляется определенное слово из 
словаря. Размер РНС для прогнозирования — 
4Ѕ6 логических полей, число тактов рефрак-
торности нейронов равно 7. Таким образом, 
число нейронов в слое равняется 24000. Сеть 
обучается на выборке из 50 наборов, прогнози-
руются следующие 10 наборов.

Результаты приведены в табл. 1 и 2.

Как видно из табл. 1 и 2, предложенные ар-
хитектурные решения позволяют заметно сни-
зить затраты памяти и вычислений в системах 
нейросетевого прогнозирования. Так, вариан-
ты ПО-2, ПО-3, ПО-4 продемонстрировали, 
что по сравнению с ПО-1 требуется в среднем 
в 15 раз меньше оперативной памяти, иници-
ализация ядра происходит быстрее примерно 
в 16 раз, на копирование нейросетевых ядер 
затрачивается в среднем в 77 раз меньше вре-
мени. Процесс обучения ускоряется в среднем 
в 6 раз.

Ситуация с временем прогнозирования не 
так однозначна. Результаты показывают, что 
расчет параметров синапсов "на ходу" (вари-
ант ПО-3) является слишком дорогостоящим 
с точки зрения быстродействия. Это свиде-
тельствует о нецелесообразности применения 
стратегии максимальной экономии памяти. 
В то же время, комбинированный метод (ПО-
4) демонстрирует практически столь же низкие 
затраты памяти, при этом на прогнозирование 
затрачивается времени меньше, чем в ПО-1. 
Однако в ситуациях, когда критерий времени 
является определяющим, предпочтительно ис-
пользовать вариант ПО-2, несмотря на то, что 

Таблица 1

Показатели эффективности ПО (компилятор MinGW)

Показатели
 эффективности

ПО-1 ПО-2 ПО-3 ПО-4

Объем памяти, Мбайт 21975,0 2153,8 1078,1 1078,4

Время инициали зации 
ядра, мс

88216 15585 521 541

Время копирования ядра, мс 6322 77 76 77

Время обучения, мс 774133 88960 119104 52133

Время прогнози рования, мс 11655 698 40260 7823

Таблица 2

Показатели эффективности ПО (компилятор MSVC)

Показатели
 эффективности

ПО-1 ПО-2 ПО-3 ПО-4

Объем памяти, Мбайт 21975,0 2153,8 1078,1 1078,4

Время инициали зации 
ядра, мс

108738 19185 430 464

Время копирования ядра, мс 4730 71 65 72

Время обучения, мс 531297 45745 151093 148211

Время прогнози рования, мс 13244 1240 39604 7074
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он требует в два раза больше памяти. Таким 
образом, выбор оптимальной программной 
структуры имеет смысл осуществлять между 
ПО-2 и ПО-4, и он сводится к удовлетворению 
конкретных требований и условий, существу-
ющих в среде внедрения программной систе-
мы. В системах с высокими требованиями ко 
времени предпочтительнее использование ва-
рианта ПО-2, в обратных ситуациях целесоо-
бразнее использовать ПО-4.

Следует отметить, что возможности по оп-
тимизации программно-аппаратных реали-
заций нейросетевых систем прогнозирования 
еще не исчерпаны. Все рассмотренные вари-
анты использовали стандартные средства Qt 
без привлечения дополнительных пакетов об-
работки данных. В перспективе предполагает-
ся рассмотреть дополнительные варианты, ис-
пользующие как средства распараллеливания 
вычислений на центральном процессоре, так и 
графические процессоры.

Заключение

В настоящей работе рассмотрена задача по-
иска целесообразной программной реализа-
ции нейросетевой системы прогнозирования 
на основе РНС с управляемыми элементами. 
В основе таких систем лежит метод прогнози-
рования с непрерывным обучением, предпо-
лагающий использование двух нейросетевых 
ядер, одно из которых непрерывно функци-
онирует в режиме обучения. В момент, когда 
необходимо выполнить прогноз, блок управ-
ления прогнозированием копирует состояние 
первого ядра во второе ядро, которое выпол-
няет прогноз одновременно с продолжением 
обучения первого ядра.

В статье рассмотрена типовая программная 
реализация нейросетевых систем прогнозиро-
вания, а затем предложены и оценены архи-
тектурные решения, направленные на ее оп-
тимизацию. Предложен усовершенствованный 
метод нейросетевого прогнозирования с не-
прерывным обучением машин и улучшены 
правила расчета весов синапсов.

Для проведения тестов на языке C++ раз-
работаны различные варианты программных 
систем прогнозирования. Первый вариант 
представляет собой "типовую" неоптимизиро-
ванную реализацию (ПО-1). Варианты ПО-2, 
ПО-3, ПО-4 разрабатывались с учетом пред-
ложенных архитектурных решений. Показа-
но, что они многократно превосходят ПО-1 по 

показателям эффективности. Среди них наи-
лучшим образом показали себя реализации 
ПО-2 и ПО-4. Ответ на вопрос о том, какая из 
них более эффективна, может быть определен 
только с учетом конкретных требований и ус-
ловий, имеющих место в среде внедрения про-
граммной системы.
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Рассматривается проблема проверки подлинности личности обучающегося, работающего в образовательной сре-
де. Анализ проводится на основе сформированного кластерного клавиатурного почерка. Рассматриваются способы 
посимвольного и общего контроля, проверки отдельных символов и средних значений при различных комбинациях сим-
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Проверка подлинности пользователя при работе в обучающих системах

Введение. Подходы к проверке
подлинности обучающихся

На сегодняшний день дистанционные обра-
зовательные технологии становятся все более 
популярными. Возможность изучать весь ма-
териал или его часть удаленно позволяет по-
высить эффективность занятий за счет наибо-
лее удобного распределения времени обучения 
в соответствии с собственными образователь-
ными потребностями [1, 2]. К несомненным 
достоинствам использования дистанционных 
образовательных технологий относятся:
 � возможность планирования времени обуче-

ния, отводящегося на тот или иной раздел 
курса, согласно индивидуальной скорости 
овладения материалом;

 � допустимость выбора тем для изучения или 
их последовательности в процессе обучения;

 � возможность организации обучения по лич-
ному, а не групповому графику;

 � мобильность за счет индивидуализации стра-
тегии взаимодействия с преподавателем;

 � возможность использования современных 
образовательных технологий;

 � равные образовательные возможности вне 
зависимости от объективных возможностей, 
связанных с полом обучающегося, удален-
ностью места жительства от места обуче-
ния, состоянием его здоровья и т.д.;

 � повышение объективности в силу исполь-
зования формального оценивания и отсут-
ствия персонализированного отношения 
к обучающемуся.

К недостаткам использования дистанционных 
образовательных технологий следует отнести:
 � возможность подмены легитимного обуча-

ющегося сторонним пользователем на этапе 
обучения в случае, когда доступ к курсу ор-
ганизуется с применением разграничения 
полномочий (например, по логину и паролю);

 � возможность подмены экзаменуемого на 
этапе проведения аттестации по курсу;

 � невозможность осуществления непосред-
ственного общения для получения ответов 
на возникающие вопросы при некоторых 
формах организации обучения [3, 4].
Данные проблемы заметным образом ни-

велируют значительные достоинства обучения 
в дистанционном режиме. Поэтому необходимо 
разрабатывать такие вспомогательные методы 
при организации образовательного процесса, 
которые позволят исключить перечисленные 
недостатки.

В связи с тем, что достоинства использо-
вания дистанционных образовательных тех-
нологий значительны, необходимо направить 
усилия на сглаживание или ликвидацию пере-
численных выше недостатков.

В настоящее время уже существуют различ-
ные механизмы контроля обучающихся при 
проведении итоговой аттестации [5, 6]. Однако 
в связи с тем, что данные мероприятия тре-
буют хотя и удаленного, но присутствия чело-
века-проктора, осуществляющего визуальный 
контроль за учащимся, непосредственно про-
цесс обучения и выполнение текущих заданий 
остается без внимания организаторов курса и 
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требует создания автоматических методов про-
верки подлинности.

Существующие методы прокторинга дают 
возможность лишь сигнализировать о возмож-
ном нарушении, но не позволяют принять взве-
шенное решение о доступе к среде обучения.

1. Формирование клавиатурного почерка. 
Кластерный подход

Так как обучающие системы всегда содер-
жат информацию об обучающихся, имеющих 
право на прохождение курса, представляется 
целесообразным при разработке способа кон-
троля подлинности использовать данные, хра-
нящиеся в системе.

Поскольку чаще всего аутентификация в сре-
де обучения осуществляется с использованием 
логина и пароля, то имеет смысл использовать 
при организации контроля какой-либо меха-
низм, основанный на тех же данных. Напри-
мер, для указанной цели можно сформировать 
на этапе регистрации пользователя его клавиа-
турный почерк, основанный, например, на дли-
тельности нажатия на клавиатурные символы. 
Тогда при занятиях ученика в образовательной 
среде появляется возможность опираться на по-
лученные данные [7—9].

Использование компьютерного почерка в 
процессе обучения предполагает периодический 
ввод какой-либо информации, который осу-
ществляется либо в постоянном режиме (при 
выполнении заданий), либо может быть иници-
ирован при переходе от одного блока обучения 
к другому. Таким образом, использование био-
метрических характеристик позволит проводить 
мониторинг учащихся в автоматическом режиме 
в течение всего периода обучения [10].

Однако работа с использованием всех симво-
лов клавиатуры, характерная для выполнения 
различного рода заданий во время обучения, не 
позволяет ограничиться только парольной фра-
зой для формирования компьютерного почерка.

Недостаточность этого определяется раз-
личными характеристиками почерка, создава-
емого при использовании различных знаков. 
Также нельзя характеристики почерка, сфор-
мированного по ограниченному набору симво-
лов, применять для проверки подлинности по 
любой другой фразе.

Поэтому предлагается при исходном опреде-
лении почерка использовать кластерный под-
ход, т. е. символы с похожими характеристика-
ми объединить в наборы и хранить информа-
цию о среднем значении и среднеквадратичном 
отклонении для знаков каждого из сформи-
рованных кластеров. Данный метод является 

эффективным в силу того, что проведение экс-
периментов показало различие в длительно-
сти нажатия на часто используемые символы 
клавиатуры и прочие знаки. Иными словами, 
использование ограниченного набора символов 
или создание единого почерка, полученного 
при использовании всей клавиатуры, не явля-
ется целесообразным для решаемой задачи.

При формировании клавиатурного почер-
ка учащегося с формированием кластеров все 
символы клавиатуры объединяются в группы 
согласно близости их статистических харак-
теристик. Если говорить о вводе в процессе 
обучения данных, содержащих только слова, 
состоящие из букв русского алфавита, то тре-
буется распределить по кластерам 31 соответ-
ствующий знак (без букв "ё" и "ъ"). Сформи-
рованный подобным образом клавиатурный 
почерк будет хранить информацию о числе 
кластеров, наборе символов в каждом класте-
ре, среднем значении и среднеквадратичной 
ошибке. Данная информация является доста-
точной для характеристики индивидуальных 
особенностей клавиатурного почерка конкрет-
ного пользователя.

Например, для данных, полученных в про-
цессе формирования клавиатурного почерка 
пользователя, представленных в табл. 1, при 
делении на 5 кластеров по формуле миними-
зации расстояния между двумя символами

Таблица 1

Сим-
вол

Число 
нажа-
тий

Среднее 
значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Средне-
квадра-
тичное 

отклоне-
ние

(10–6 с)

Сим-
вол

Число 
нажа-
тий

Среднее 
значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Средне-
квадра-
тичное 

отклоне-
ние

(10–6 с)

й 6 46483,83 280,807 р 2 46819,50 123,744

ц 3 46289,67 334,378 о 5 47112,20 235,093

у 6 46467,83 296,569 л 5 46049,40 265,168

к 2 46968,50 402,344 д 6 45951,67 186,370

е 4 47063,25 273,778 ж 4 46182,00 166,775

н 4 46892,75 386,125 э 2 46201,00 295,571

г 5 46953,20 355,546 я 4 46607,75 433,556

ш 2 45793,50 382,545 ч 5 46556,20 330,595

щ 4 46016,75 398,044 с 2 46152,00 197,990

з 2 46273,00 229,103 м 4 47134,75 390,416

х 6 45908,33 338,797 и 3 46843,33 314,475

ф 6 46495,67 369,703 т 5 47020,40 247,824

ы 4 46395,00 422,176 ь 4 46035,75 124,759

в 6 46660,83 341,338 б 6 46003,50 158,054

а 2 46204,00 203,647 ю 5 46127,40 354,528

п 6 46987,00 345,979
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 2 2( ) ( ) ,ij i j i jd d s sρ = − + −

где di — среднее значение длительности нажа-
тия на i-й символ; si — значение среднеквадра-
тичного отклонения (СКО) для i-й символа, по-
лучаются кластер 1 "й у в ч ф к н г п м и ц ю э 
л щ ш х", кластер 2 "е о т", кластер 3 "з а с ж д б ь", 
кластер 4 "ы я", кластер 5 "р" (рис. 1).

Средние значения и СКО, рассчитанные 
согласно данным табл. 1, для кластеров 1—5 
соответственно равны 46499,43 и 489,121 (кла-
стер 1), 47065,43 и 234,143 (кластер 2), 46071,54 и 
189,172 (кластер 3), 46501,38 и 412,160 (кластер 4),
46819,50 и 123,744 (кластер 5).

2. Проверка почерка пользователя
при кластерном подходе

Имея сформированный клавиатурный по-
черк, необходимо определить подлинность 
обучающихся в процессе работы. Иными сло-
вами, требуется проверить, соответствуют ли 
характеристики вводимой фразы сформиро-
ванному клавиатурному почерку. В данном 
случае нет необходимости пытаться отнести 
находящегося в системе ученика к тому или 
иному пользователю, так как он авторизовал-
ся на сайте. Следовательно, необходимо при-
нять решение, является ли ученик именно тем 
субъектом, за которого он себя выдает.

На основании общих принципов проверки 
клавиатурного почерка задача сводится к отне-
сению текущих характеристик к ранее сфор-
мированному классу почерка. Нужно опреде-
лить, попадают ли длительности символов x� ,
вводимых с клавиатуры в процессе работы 

в системе, в некоторый допустимый интервал 
,min ,max( , )k kx x , формируемый согласно стати-

стической модели для соответствующего кла-
стера k. Указанные диапазоны предварительно 
формируются для каждого кластера согласно 
его статистическим характеристикам. Одним 
из хорошо зарекомендовавших себя способов 
является определение границ диапазона с по-
мощью функции Лапласа, которая дает воз-
можность учитывать имеющуюся информацию 
о среднем значении длительности нажатия на 
соответствующие символы, входящие в кла-
стер, и среднеквадратичном отклонении:

 
,min ,max

,max ,min

( )

,

k k

k k k k

k k

P x x x

x x x x

< < =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Φ − Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

где ( )Φ ⋅  — функция Лапласа; kx  — среднее 
значение длительности нажатия на символы 
кластера k; σk — СКО для кластера k.

В зависимости от необходимой жесткости 
принятия решения можно варьировать зна-
чение вероятности. Его увеличение позволя-
ет принимать решение в пользу находящегося 
в системе ученика (увеличивается число оши-
бок второго рода — постороннее лицо может 
быть принято за авторизованного пользовате-
ля). Снижение вероятности повышает число 
отказов добросовестному пользователю (уве-
личивается число ошибок первого рода).

Так как искомый диапазон должен быть 
симметричным, то вероятность можно запи-
сать в виде

 ,max
,min ,max( ) 2 .k k

k k
k

x x
P x x x

−⎛ ⎞
< < = Φ ⎜ ⎟σ⎝ ⎠
�

Для заранее определенного значения веро-
ятности при заданных среднем и среднеква-
дратичном отклонении определяются границы 
диапазона.

В классическом варианте проверки подлин-
ности пользователя решение о его добросо-
вестности принимается на основе информации 
о том, попадают ли текущие значения в найден-
ный диапазон. При кластерном подходе может 
возникнуть ситуация, когда по некоторым кла-
стерам решение положительное, а по другим — 
отрицательное. В этом случае необходимо опре-
делить механизм, определяющий, считать обу-
чающегося подлинным или злоумышленником.

Существуют несколько подходов к решению 
данной проблемы. К наиболее перспективным 
можно отнести принятие решения:
 � по всем результатам (личность подтвержда-

ется, только когда по всем кластерам при-
нято положительное решение);

Рис. 1. Распределение символов по кластерам (по оси x рас-
положены длительности, по оси y — СКО)
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 � по большинству результатов (если класте-
ров, подтверждающих почерк, не меньше, 
чем остальных, то личность пользователя 
подтверждается).
Так как решение принимается по разным 

наборам, то оно может также зависеть от ча-
стоты проверки, т. е. от той комбинации сим-
волов, которые проверяются одномоментно. 
Контроль может идти после:
 � ввода каждого символа;
 � ввода одного ответа, являющегося словом.

В первом случае учитывается длительность 
нажатия на каждый знак. Во втором случае 
определяется среднее значение для разных 
нажатий на один и тот же символ или на все 
символы одного кластера.

Различные подходы к принятию решения 
предлагается рассмотреть на конкретных экс-
периментальных данных, полученных при 
анализе информации о работе добросовестно-
го и постороннего пользователей в системе.

3. Принятие решения
о подлинности пользователя

В обоих случаях пользователям предлагалось 
ввести слово "сложносочиненное", являющиеся 
ответом на вопрос задания. В данном слове со-
держатся символы только из трех первых кла-
стеров, поэтому статистическую информацию 
(допустимый диапазон длительности нажатия) 
будем рассматривать только для них.

Согласно среднему значению и СКО, рас-
считанному для каждого из наборов данных, 
допустимые интервалы при вероятностях попа-
дания, равных 0,95 и 0,85 соответственно, пред-
ставлены в табл. 2.

Рассмотрим соотнесение эксперименталь-
ных данных с полученными диапазонами при 
разных подходах к анализу статистической ин-
формации.

Для добросовестного пользователя были 
получены данные о длительности нажатия на 
клавиши, представленные в табл. 3.

Упорядочивание по кластерам для облегче-
ния обработки данных показано в табл. 4.

Средние длительности нажатий на каждый 
символ показаны в табл. 5, а на все символы 
одного кластера целиком — в табл. 6.

Рассмотрим попадание в требуемые диапа-
зоны всех нажатых символов ответа согласно 
полученным значениям длительности в зави-
симости от выбранного допустимого диапазо-
на вероятности (0,85 и 0,95).

Как видно из диаграммы (рис. 2), все сим-
волы, кроме одного, попали в требуемые ин-
тервалы для обоих значений вероятности. Зна-

Таблица 2

Кластеры

Вероятность

0,85 0,95

Минимум Максимум Минимум Максимум

1 46450,53 46548,33 46432,88 46565,98

2 46973,31 47157,55 46940,05 47190,81

3 46028,36 46114,72 46012,77 46130,31

Таблицы 4

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

л 46246,4 и 46943,33 е 48004,25

н 46666,75 о 47164,2 е 46828,25

н 46675,75 о 46914,2 с 46142,0

н 46812,75 о 46915,2 с 46277,0

н 46902,75 о 47360,2 ж 45998,0

ч 46480,2

Таблица 3

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

с 46142,0 с 46277,0 е 48004,25

л 46246,4 о 46915,2 н 46812,75

о 47164,2 ч 46480,2 н 46902,75

ж 45998,0 и 46943,33 о 47360,2

н 46666,75 н 46675,75 е 46828,25

о 46914,2

Таблица 5

Символ Число нажатий
Среднее значение

длительности (10–6с)

л 1 46246,4

н 4 46764,5

ч 1 46480,2

и 1 46943,33

о 4 47088,45

е 2 47416,25

с 2 46209,5

ж 1 45998,0

Таблица 6

Символ
кластера

Число
нажатий

Среднее значение
длительности (10–6 с)

Кластер 1 7 46675,4

Кластер 2 6 47197,7

Кластер 3 3 46139,0
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чение, не попавшее в интервал, может быть 
отнесено к "грубой ошибке", так как значение 
сильно отличается (по абсолютной величине) 
ото всех данных по длительности. Таким об-
разом, подтвердить подлинность обучающего-
ся можно только при условии игнорирования 
данного выброса. Данный анализ позволяет 
говорить о нецелесообразности контроля по-
черка после ввода каждого символа в ответе, 
так как случайные выбросы будут приводить 
к принятию неправильного решения для до-
бросовестного пользователя.

Анализ данных по каждому символу позво-
ляет принять правильное решение при условии 
игнорирования "грубых ошибок". Альтернати-
вой данному методу является анализ средних 
значений, полученных для одних и тех же сим-
волов или для знаков всего кластера в целом.

На диаграмме (рис. 3) отражены значения, 
полученные при нахождении указанных сред-
них. Почерк можно идентифицировать как 
соответствующий добросовестному пользова-
телю при условии построения доверительно-
го интервала с вероятностью 0,95 для средних 
значений по символам или при рассмотрении 
средних значений по всему кластеру.

Для того чтобы принять решение о наи-
более адекватном способе принятия реше-
ния, необходимо проанализировать данные
"злоумышленника" (другого пользователя) от-
носительно характеристик почерка исследуе-
мого обучающегося.

Для злоумышленника были получены дан-
ные о длительности нажатия на клавиши, 
представленные в табл. 7.

Упорядочивание по кластерам для облегче-
ния обработки данных показано в табл. 8.

Так же, как и для добросовестного поль-
зователя, вычислим необходимые для анали-
за средние длительности нажатий на каждый 
символ (табл. 9) и на все символы одного кла-
стера целиком (табл. 10).

Диаграмма попадания в требуемые диапазо-
ны (они сформированы относительно данных 

Рис. 2. Диаграмма попадания длительности нажатия на сим-
волы добросовестным пользователем в доверительный интер-
вал (по оси x расположены длительности, по оси y — кластеры)

Рис. 3. Диаграмма попадания средних значений длитель-
ности нажатия на символы добросовестным пользователем 
в доверительный интервал (по оси x расположены длитель-
ности, по оси y — кластеры)

Таблица 9

Символ
Число

нажатий
Среднее значение

длительности (10–6 с)

л 1 46237,4

н 4 46799,5

ч 1 47177,25

и 1 46668,33

о 4 47022,95

е 2 46602,2

с 2 46181,5

ж 1 46225,0

Таблица 8

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

л 46237,4 и 46668,33 е 46500,2

н 46695,75 о 47077,2 е 46704,2

н 47044,75 о 46868,2 с 46104,0

н 46758,75 о 47258,2 с 46259,0

н 46698,75 о 46888,2 ж 46225,0

ч 47177,25

Таблица 7

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

Сим-
вол

Значение 
длитель-

ности 
(10–6 с)

с 46104,0 с 46259,0 е 46500,2

л 46237,4 о 47258,2 н 46758,75

о 47077,2 ч 47177,25 н 46698,75

ж 46225,0 и 46668,33 о 46888,2

н 46695,75 н 47044,75 е 46704,2

о 46868,2
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почерка добросовестного пользователя) пред-
ставлена на рис. 4.

"Грубые ошибки" при вводе отсутствуют 
(или можно считать таковой одно значение из 
кластера 1 — значение для символа "л", — ко-
торое, тем не менее, попало в требуемый диа-
пазон). Одно из значений второго кластера не 
попало в диапазон при вероятности 0,95, и два 
значения — при вероятности 0,85. Таким обра-
зом, как и в случае добросовестного пользова-
теля, в кластере 2 присутствуют посторонние 
значения, однако их характер отличается от 
ошибок, наблюдаемых в первом случае.

Анализ средних значений, полученных для 
одних и тех же символов или для знаков все-
го кластера в целом (рис. 5) дает непопадание 
одного среднего значения (по символу "е") ни 
в один, ни в другой доверительный интервалы 
в кластере 2. Средние значения по кластерам 

позволяют сделать неверный вывод о том, что 
"злоумышленник" является добросовестным 
пользователем.

Заключение

Проанализировав все полученные данные, 
можно сделать вывод о возможности провер-
ки подлинности пользователя по кластерному 
клавиатурному почерку.

Из рассмотренных методов не является удов-
летворительным способ оценивания по среднему 
значению по всем символам кластера. Вероятнее 
всего, это определяется тем, что комбинация не-
скольких различных символов дает значитель-
ный разброс данных и увеличивает, тем самым, 
СКО. Поэтому допустимый интервал получает-
ся большим и включает усредненные значения 
практически любого пользователя.

Также, видимо, следует исключить способ 
принятия окончательного решения по наи-
большему числу принятых решений для кла-
стеров в отдельности. Пример показывает, что 
и в том, и в другом случае почерк подтвержда-
ется по кластерам 1 и 3 и не подтверждается 
только по кластеру 2, что составляет меньшую 
часть, т. е. будет принято неверное решение 
относительно "злоумышленника".

Принятие решения по среднему для несколь-
ких одинаковых символов возможно при исполь-
зовании доверительного интервала, полученного 
для вероятности 0,95. Однако следует понимать, 
что для символов, употребляемых однократно, 
средние значения будут совпадать с исходными 
данными, и "грубые ошибки", попадающие на 
такие знаки, не будут нивелированы.

Использование всех знаков как самостоя-
тельных позволяет принять верное решение при 
игнорировании "грубых ошибок". Для этого не-
обходимо проводить анализ после ввода ответа 
целиком, чтобы иметь возможность оценить ха-
рактер значения, не попавшего в диапазон. Так-
же в этом случае отрицательное решение может 
быть принято, если в доверительный интервал 
не попало более одного значения длительности.

Таким образом, достоинством предложен-
ного метода проверки подлинности пользова-
теля является повышение точности принятия 
решения в автоматическом режиме. Недостат-
ком метода является необходимость хранения 
большего объема данных по каждому обуча-
ющемуся, характеризующих его клавиатурный 
почерк. Однако возможность использования 
предложенного метода для проверки подлин-
ности обучаемого во время его работы в об-
разовательной среде дает возможность сделать 
вывод о перспективности его использования.

Рис. 4. Диаграмма попадания длительности нажатия на сим-
волы "злоумышленником" в доверительный интервал (по
оси x расположены длительности, по оси y — кластеры)

Рис. 5. Диаграмма попадания средних значений длительности 
нажатия на символы "злоумышленником" в доверительный 
интервал (по оси x расположены длительности, по оси y —
кластеры)

Таблица 10

Символ
кластера

Число
нажатий

Среднее значение дли-
тельности (10–6 с)

Кластер 1 7 46754,4

Кластер 2 6 46882,7

Кластер 3 3 46196
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The problem of verifying the identity of a student who works in an online educational system is discussed in the article. 
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cluster principle. Symbols with similar characteristics are clustered. For each cluster, statistical characteristics are calculated. 
The authentication method in the process is very important. It is proposed to consider the methods of character-by-character 
data control or verification after entering the entire answer in order to ensure the correct decision. For this, approaches were 
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ПРИКЛАДНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫПРИКЛАДНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ
APPLICATION INFORMATION SYSTEMSAPPLICATION INFORMATION SYSTEMS

Представлен анализ квазипериодических режимов произвольного автогенератора при многочастотном воз-
буждении. Определены три основных возможных режима. В режиме многочастотной синхронизации спектр ге-
нератора содержит те же фундаментальные частоты, что и спектр сигнала возбуждения. При недостаточной 
амплитуде возбуждения возникает режим биений, в спектре которого присутствуют гармоники некоторой 
дополнительной частоты, определяемой как внутренними свойствами самого генератора, так и амплитудой 
гармоник возбуждения. Внутренняя частота, как правило, становится дополнительной фундаментальной за 
исключением особых точек, в которых она становится рациональной комбинацией фундаментальных частот 
внешнего возбуждения. Численные примеры представлены анализом генератора при квазипериодическом двух-
частотном возбуждении на основе фазовой макромодели. Рассмотрены основные проблемы нахождения стаци-
онарного решения фазового уравнения возбужденного генератора методом гармонического баланса.

Ключевые слова: квазипериодические колебания, автогенератор, модель Адлера, фазовые макромодели, мно-
гочастотная синхронизация
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Анализ установившихся колебаний в автогенераторе
при многочастотном возбуждении1

Введение

Моделирование  явления синхронизации яв-
ляется основной проблемой при анализе систем 
слабо связанных автогенераторных схем [1, 2].
При этом особый интерес для исследований 
представляют условия синхронизации в автоге-
нераторных ансамблях [3]. Однако поведение ан-
самбля генераторов не исчерпывается режимом 
полной синхронизации, поскольку в ансамбле 
могут существовать частично синхронизирован-
ные (кластерные) состояния [4], которые харак-
теризуются квазипериодическими колебаниями.

Каждый генератор в ансамбле находится 
под воздействием других генераторов, поэто-
му его поведение определяется колебательны-
ми процессами в одиночном генераторе при 
квазипериодическом внешнем возбуждении. 
Поэтому задача анализа такой элементарной 
конфигурации может стать базовой для анали-
за более сложных систем взаимодействующих 
генераторов.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 19-07-00733).

Публикации, непосредственно посвященные 
этой проблеме, ограничены частными случая-
ми. Работы по квазипериодическому возбужде-
нию лазеров [5] ориентированы на их специ-
фику и не позволяют получить результаты для 
произвольного генератора. В работе [6] иссле-
дованы частотно-модулированные возбужде-
ния одиночного колебательного нейрона, пред-
ставленного пороговым устройством на основе 
генератора Ван-дер-Поля. Однако такой подход 
не позволяет анализировать произвольный ге-
нератор при стационарном квазипериодическом 
возбуждении. В некоторых работах рассматри-
ваются автономные генераторы с многочастот-
ными колебаниями при чисто периодическом 
возбуждении [7], но этот случай не относится 
к анализируемой проблеме.

Целью данной работы является анализ 
характера поведения произвольного перио-
дического (одночастотного) генератора при 
многочастотном возбуждении. Обсуждается 
зависимость числа фундаментальных частот 
генератора от уровня возбуждения и дается 
определение трех квазипериодических режи-
мов работы генератора. Обоснованность пред-
ложенной концепции подтверждается числен-
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ными экспериментами с использованием фа-
зовой макромодели.

Статьи организована следующим образом. 
В разделе 1 представлены основы теории ква-
зипериодических колебаний. Раздел 2 опи-
сывает применение модели Адлера к анализу 
генератора при периодическом возбуждении. 
В разделе 3 представлены три основных ре-
жима поведения генератора при квазиперио-
дическом многочастотном возбуждении. Не-
которые аналитические выражения для случая 
двухчастотного возбуждения получены в раз-
деле 4. Результаты численного моделирования, 
представленные в разделе 5, демонстрируют 
существование представленных режимов ра-
боты генератора при квазипериодическом воз-
буждении. Раздел  6 посвящен проблемам по-
лучения уравнений гармонического баланса 
для нахождения стационарных решений фазо-
вого уравнения.

1. Квазипериодические сигналы

Любое многочастотное колебание может быть 
определено через функцию тора u(τ1, τ2,..., τn), ко-
торая является 2π-периодической по каждой из 
переменных τ1, τ2,..., τn [8, 9]. Соответствующий 
сигнал выражается как x(t) = u(ω1t, ω2t,..., ωnt),
где ωi — несоизмеримые значения фундамен-
тальных частот. Фундаментальные частоты до-
пускают неоднозначное определение: если лю-
бую ωi заменить на

 i i jk′ω = ω + ω  (1)

с любым целым числом k, то полученные зна-
чения также образуют набор фундаментальных 
частот, поскольку функция ...,( ,...)i ju m′τ − τ  
2π-периодична по i′τ  и также представляет 
функцию тора.

Частный случай квазипериодической функ-
ции представляет сумма синусоид. Другим 
примером является модулированное колеба-
ние с фундаментальными частотами ω1 = ωcar 
(несущая частота), ω2 = ωmod (частота модуля-
ции). Для амплитудной модуляции (AM) с ин-
дексом модуляции m функция тора при сину-
соидальных сигналах имеет вид

 (( , ) 1 sin sin( )).( )car mod car mod modu A mτ τ = + τ τ  (2)

Функцию тора мо жно разложить в ряд Фурье:

 ( )0( ) cos .k k
k

u U Uτ = + + φ∑ kt  (3)

Здесь мы используем векторную форму обо-
значений t = (τ1, ..., τn), k = (k1, ..., kn).

Из выражения (3) получаем многомерный 
ряд Фурье для x(t) с вектором фундаменталь-
ных частот ( )1 2, , , n= ω ω … ωW

 ( )0( ) ( ) cos .k k
k

x t u t U U t= = + + φ∑ kW W  (4)

Постоянный член U0 равен среднему значе-
нию x  функции x(t):

 0
0

1
lim ( ) .

T

T
U x x t dt

T→∞
= = ∫  (5)

Производная по времени от ряда (4) также 
является квазипериодической функцией:

 ( )( ) sin .k k
k

x t U t= − + φ∑k k� W W  (6)

В отличие от производной (6) интеграл от 
выражения (4) дополнительно содержит ли-
нейную функцию с множителем x , опреде-
ленным в соотношении (5):

 ( )
0

( ) sin .
t

k
k

k

U
x d xt tϑ ϑ = + + φ∑∫ k

k
W

W
 (7)

Из выражения (7) следует, что 

0

( ) ( )
t

x t x d xt= ϑ ϑ −∫�  также является квазипери-

одической функцией, имеющей то же число 
фундаментальных частот, что и x(t).

Теперь рассмотрим фазово-модулирован-
ное колебание, определенное как W(t) = F(θ(t)) 
с 2π-периодической функцией F и мгн овенной 
фазой θ(t). Мгновенная частота колебаний — это 
производная по времени ( ) ( )/ .ins t d t dtω = θ  Пусть 
ωins(t) представляет собой  n-периодическую 
функцию со средним значением insω  и векто-
ром фундаментальных частот Wins. Результат, 
полученный из (7) для функции вида ( ),x t�  
справедлив и для функция ( ) ( ) ,inst t tθ = θ − ω�  
имеющей аналогичный вид. Эта функция по-
этому также является n-периодической. При 
этом, если ( )tθ�  определяется функцией тора 

( ),ins
insu τ  то колебание

 ( ) ( ( )) ( ( ))insW t F t F t t= θ = ω + θ�  (8)

является (n + 1)-периодической функцией с век-
тором фундаментальных частот ( , )ins

insω W  и 
функцией тора ( ( ).)) (, ins ins

mean mean insU F uτ τ = τ + τ
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2. Уравнение Адлера

Хорошо известное уравнение Адлера [10] 
было предложено для получения условий за-
хвата частоты и фазы LC-генератора с соб-
ственной частотой ω внешним синусоидаль-
ным сигналом с частотой :exω = ω − Δω

 sin ,
d

bA
dt

ϕ
= Δω − ϕ  (9)

где A — это амплитуда внешнего сигнала воз-
буждения; /2osc oscb QA= ω  — чувствительность 
генератора к возбуждению; Q — добротность 
контура.

Поведение синхронизированного генерато-
ра соответствует решению (9) в виде постоян-
ного фазового сдвига ϕ0. Подставив ϕ(t) = ϕ0
в выражение (9), получим алгебраическое 
уравнение относительно ϕ0:

 0sin .bAΔω = ϕ  (10)

Решение уравнения (10) существует в том 
случае, если выполняется условие синхрони-
зации Δω m bA. Поэтому амплитуда синхрони-
зации (Asyn) в точке захвата определяется как

 / .synA b= Δω  (11)

Если амплитуда возбуждения меньше, чем 
Asyn (11), то в генераторе возникает двухчастот-
ный режим биений с сигналом генератора вида

 ( ) sin( ( )) sin( ( )).osc osc exV t A t A t t= θ = ω + ϕ  (12)

Здесь ( ) ( )ext t tθ = ω + ϕ  — это полная фаза, 
а ее производная по времени — это мгновен-
ная частота генератора:

 ( ) / .ins ex
d

t d dt
dt

θ
ω = = ω + ϕ  (13)

Из выражений (9), (13) получаем

 ( ) sin .ins osct bAω = ω − ϕ  (14)

Детальный анализ режима бие-
ний для генератора Адлера позво-
лил получить в работе [11] сложное 
неявное выражение для фазы на 
основе решения (10).

Здесь мы выведем простую яв-
ную формулу для случая малой ве-
личины возбуждения A n Asyn или 
bA n 1. В этом случае, отбросив 
член bAsinϕ в выражении (9), полу-

чим приближенное уравнение /d dtϕ ≈ Δω�  
с решением ( ) .t tϕ ≈ Δω�  Подставив ( )tϕ�  в урав-
нение (14), найдем отклонение ins ins osc−Δω = ω ω
в виде

 sin( ).ins bA tΔω = − Δω  (15)

Таким образом, малое синусоидальное воз-
буждение приводит к синусоидальной форме 
мгновенной частоты. Частота синусоиды равна 
Δω, а ее амплитуда пропорциональна ампли-
туде возбуждения с коэффициенто м, равным 
чувствительности генератора к возбуждению. 
Из уравнения (15) имеем 0insΔω = , поэтому 
фундаментальными частотами колебания (12) 
являются ωex и Δω в силу (8).

На рис. 1 показаны результаты моделирова-
ния переходного процесса (9) с достаточным 
временем моделирования для достижения ста-
ционарного решения. Параметры модели: b =
= 100, ω = 100 Гц, Δω = 4.8 Гц, b = 100, ω = 100 Гц,
Δω = 4,8 Гц. Из выражения (11) получаем, что 
Asyn = 0,048. Моделирование проводили для 
разных уровней возбуждения, определяемых 
относительным параметром a = A/Asyn.

Для малых значений возбуждения (a = 0,1; 
0,3) формы сигналов близки к асимптотиче-
ским выражениям (15). Графики мгновенных 
частот для a = 0,7; 0,9; 0,99 заметно отличают-
ся от синусоид, и их периоды увеличиваются 
с ростом a.

Из периодичности мгновенной частоты 
(рис. 1) следует, что колебания (12) являют-
ся двухпериодическими из-за указанных выше 
свойств фазово-модулированного колебания (8).

Периоды Tint сигналов мгновенной частоты 
соответствуют внутренней частоте генератора, 
представленной в виде [11]

 2,¡ ¡ 1 ,int ex int int aω = ω − Δω Δω = Δω −

а соответствующий период представляется 
в виде 2 / .int intT = π Δω

Рис. 1. Сигналы мгновенного отклонения частоты для различных амплитуд 
возбуждений с относительными величинами a
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Здесь мы используем Δωint в качестве фунда-
ментальной частоты вместо ωint в соответствии 
с выражением (1). Фаза ϕ(t) в соотношениях 
(9), (13) увеличивается на 2π за период Tint. Из 
(9), (13) можно получить среднее отклонение 
частоты как 2 ./ins int intTΔω = π = Δω  Это равен-
ство подтверждается спектром Δωins, получен-
ным численно методом БПФ (рис. 2). Нулевая 
гармоника ( insΔω ) равна частоте Δωint.

3. Квазипериодические режимы 
в возбужденном автогенераторе

Указанные выше особен ности пов едения 
LC-генератора характерны для произвольной 
генераторной схемы при периодическом воз-
буждении (см., например, работу [12]) и могут 
быть описаны следующим образом.

В автономных генераторах частота опреде-
ляется свойствами системы, и в системе су-
ществует неоднозначное периодическое реше-
ние с произвольной фазой. Если к генератору 
приложено достаточно большое периодическое 
возбуждение, то происходит синхронизация. 
Поведение генератора при синхронизации 
аналогично поведению системы с вынужден-
ными колебаниями — частота совпадает с ча-
стотой возбуждения, а фиксированная фаза 
колебаний определяется амплитудой и формой 
сигнала возбуждения.

Если амплитуда возбуждения меньше уров-
ня синхронизации, то в генераторе возника-
ют квазипериодические колебания с двумя 
фундаментальными частотами. Одна из них 

всегда является частотой возбужде-
ния ωex, а другая — это внутренняя 
частота генератора ωint, зависящая 
как от значения возбуждения, так 
и от свойств генератора (рис. 3, а). 
При малом возбуждении внутрен-
няя частота близка к собственной 
частоте генератора ωosc. В точке би-

фуркации, равной амплитуде синхронизации, 
внутренняя частота становится равной частоте 
внешнего возбуждения, что приводит к одно-
частотным колебаниям режима синхрониза-
ции. Точки бифуркации для разных частот 
возбуждения образует границу области захвата 
(язык Арнольда , рис. 3, б).

Следует отметить, что периодические коле-
бания могут также существовать в некоторых 
особых точках при сигнале возбуждения ниже 
уровня синхронизации, если внутренняя ча-
стота в такой точке является рациональной 
дробью относительно частоты возбуждения 

( / ,)int exp qω = ω  где p, q — взаимно простые це-
лые числа. В этом случае частоту возбуждения 
и внутреннюю частоту можно рассматривать 
как гармоники чисто периодического колеба-
ния с общей фунд аментальной частотой

 / / .com ex intq pω = ω = ω  (16)

Мы считаем естественным предположить, 
что генератор при многочастотном квазипери-
одическом возбуждении ведет себя аналогично 
представленному выше периодически возбуж-
денному генератору:

1. Если сигнал возбуждения содержит K 
фундаментальных частот, то в сигнале генера-
тора имеется либо K, либо K + 1 фундамен-
тальных частот.

2. В режиме биений колебания содержат
K + 1 фундаментальных частот, из которых 
K совпадают с фундаментальными частотами 
возбуждения, а дополнительная внутренняя 
частота зависит от свойств генератора и ам-
плитуды возбуждения. Фазы гармоник генера-
тора содержат произвольный сдвиг фазы гар-
моники внутренней частоты.

3. К-периодические колебания всегда по-
являются при достаточно большой амплитуде 
возбуждения. Такое поведение генератора ана-
логично вынужденным K-периодическим коле-
баниям в неавтономной системе: фундаменталь-
ные частоты генератора и возбуждения совпа-
дают, и фазы гармоник генератора однозначно 
определяются фазами гармоник возбуждения.

4. Режим генератора со спектром, однознач-
но зависящим от спектра квазипериодического 
возбуждения, можно рассматривать как режим 

Рис. 2. Начальные три гармоники спектра сигнала для a = 0,99

Рис. 3. Генератор с собственной частотой fosc при частоте воз-
буждения fex:
а — зависимость фундаментальных частот генератора от ам-
плитуды возбуждения Aex; б — язык Арнольда для малых 
возбуждений
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многочастотной синхронизации. Предложен-
ное определение является естественным обоб-
щением понятия синхронизации генератора, 
возбуждаемого периодическим сигналом на ге-
нератор при квазипериодическом возбуждении.

5. Вектор амплитуд гармоник возбуждения, 
при котором генератор переходит в синхро-
низированное состояние, представляет точку 
бифуркации. Множество точек бифуркации 
образует поверхность области синхронизации 
(захвата) генератора в пространстве амплитуд 
гармоник возбуждения.

6. K-периодические колебания могут возникать 
не только в режиме синхронизации, но и в не-
которых особых точках режима биений. В  этих 
точках внутренняя частота принимает значение 
рациональной комбинации фундаментальных 
частот возбуждения. Колебания в особых точках 
содержат произвольную фазу, определяемую на-
чальным значением уравнений генератора.

Далее мы рассмотрим некоторые аналити-
ческие и численные примеры, чтобы проде-
монстрировать состоятельность предлагаемой 
концепции.

4. Асимптотические выражения
для двухчастотного возбуждения

Для анализа генератора при многочастот-
ном возбуждении можно применить сглажен-
ную фазовую макромодель для произвольного 
генератора [13]. Макромодель описывает пове-
дение генератора  при возбуждении, определя-
емом гармониками с медленно меняющимися 
амплитудами и фазами. Для слабо нелинейно-
го синусоидального генератора при синусои-
дальном возбуждении макромодель совпадает 
с моделью Адлера (9). Для входной синусоиды 
с частотой ωex и медленно меняющимися ам-
плитудой A(t) и фазой ψ(t) уравнение сводится 
к обобщению (9) в виде обыкновенного диф-
ференциального уравнения (ОДУ):

 ( ) sin( ( ) ).
d

bA t t
dt

ϕ
= Δω − ψ + ϕ  (17)

Здесь мы рассмотрим генератор при двух-
периодическом возбуждении сигналом АМ (2), 
для которого решение (17) не может быть полу-
чено в аналитическом виде. Поэтому применим 
асимптотические подходы, основанные на со-
отношении для узкополосного модулированно-
го сигнала ωmod n ωcar, что дает возможность 
применить многоскоростные методы [14].

При малой амплитуде возбуждения можно 
использовать формулу (15) к каждой гармо-

нике возбуждения, что позволяет записать
аналогичное выражение для случая изменяю-
щейся во времени амплитуды: Δωinst =
= –bA(t)sinΔωt. Это выражение можно запи-
сать  в несколько иной форме, обозначив 

0( ),inst t AΔω�  — сигнал мгновенной частоты, по-
лученный из периодического решения (9) и 
применения (13) для возбуждения с амплиту-
дой A0. Тогда с учетом (15) легко получить

 0 0( )/ ,( .)inst inst A t A AΔω = Δω�  (18)

Выражение (18) справедливо для любого 
малого A0, но чтобы обеспечи ть лучшую точ-
ность, следует взять A0, которое наилучшим 
образом аппроксимирует модулированное воз-
мущение. В наших экспериментах значение 
A0 брали равным амплитуде несущей часто-
ты. Результаты расчетов (19), (20) объединены 
на двух графиках на рис. 4, а (см. четвертую 
сторону обложки). Глубина AM-возбуждения
m = 0,5. Графики Δωinst для а = 0,3 показаны 
в верхнем ряду, а для a = 0,8 — в нижнем. На 
каждом из графиков даны две кривые: крас-
ная — полученная решением (17), и синяя — по-
лученная аппроксимацией (18). При а = 0,3 обе 
кривые практически совпадают, а при а = 0,8
формы кривых существенно различаются, но 
их амплитуды имеют близкие значения.

Другой вариант получения асимптотиче-
ского решения (17) был рассмотрен для боль-
шой амплитуды возбуждения: A(t) . Asyn для 
всех t. В этом случае можно рассматривать по-
ведение генератора как медленно меняющийся 
режим синхронизации и заменять фиксиро-
ванное значение фазы захвата ϕ0 в (10) медлен-
ной функцией ψ (t):

 ( ) sin ( ).bA t tΔω = ψ  (19)

Продифференцировав (19) по времени, найдем

 sin ( ) ( ) cos ( ) ¡ 0.
dA d

b t bA t t
dt dt

ψ
ψ + ψ =  (20)

Отсюда получим отклонение мгновенной 
частоты / :inst d dtΔω = ψ + Δω :

 
22 2 2

• / • /
.

( )( ) ( )

inst

dA dt dA dt

bA tA t b A t

Δω − Δω =

Δω Δω
= − ≈ −

− Δω
 (21)

Для синусоидального AM-сигнала A(t) (2) 
найдем из (21)

 
( )

cos
¡.

1 sin
mod

inst
mod

t
bA m t

Δω ω
Δω − Δω = −

+ ω
 (22)
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Обратная пропорциональность величины 
instΔω − Δω  амплитуде несущей A подтвержда-

ется результатами моделирования (рис. 4, б, 
см. четвертую сторону обложки).

5. Численные эксперименты по определению 
точек бифуркации и сингулярных точек

Приведенные выше асимптотические вы-
ражения были получены на основе использо-
вания медленного характера модуляции для 
случаев, когда сигнал возбуждения либо всег-
да ниже (см. (19)), либо всегда выше (см. (22)) 
уровня синхронизации. Такой подход в прин-
ципе не может применяться для получения 
решения в тех случаях, когда сигнал модуля-
ции в некоторые моменты времени пересекает 
уровень синхронизации. Когда возбуждение 
достаточно близко к уровню синхронизации, 
частота возникающих биений намного мень-
ше частоты модуляции (см., например, рис. 1, 
график для a = 0,99). В таком случае модуля-
ция не может рассматриваться как медленный 
сигнал, и поэтому нельзя применять много-
скоростные методы для получения выраже-
ний в ан алитической форме. Д ля проведения 
анализа поведения генератора в этих условиях 
требуются численные эксперименты.

Для анализа наличия точек бифуркации 
при переходе генератора в режим синхрониза-
ции выбирались те же параметры модели, ко-
торые приведены перед рис. 1: b = 100, ω = 
= 100 Гц. Использовались следующие пара-
метры АМ-возбуждения: отклонение несущей 
частоты Δω = 4,8 Гц, частота модуляции ωmod = 
= 0,5 Гц, индекс модуляции m = 0,5.

Результаты моделирования для относитель-
ных амплитуд несущей частоты возбужде-

ния — a = 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 показаны на рис. 5, а
(см. четвертую сторону обложки). Из кривых 
во временной области мгновенного отклоне-
ния частоты (левые графики) затруднительно 
определить число фундаментальных частот, 
поэтому оценивали также спектры сигналов 
(правые графики) с помощью БПФ.

На графиках видно, что в спектрах для
а = 0,7...0,8 гармоники распределены равно-
мерно с шагом, равным частоте модуляции 
(0,5 Гц). Таким образом, эти спектры представ-
ляют собой чисто периодические колебания 
мгновенной частоты. Нерегулярное распреде-
ление гармоник при a = 0,5... 0,6, свидетель-
ствует о квазипериодичности мгновенной ча-
стоты, т. е. о режиме биений. Таким образом, 
можно сделать вывод, что точка бифуркации 
между областями и биений синхронизации на-
ходится в интервале a = [0,6, 0,7].

Более точная оценка точки бифуркации на 
рис. 5, б (см. четвертую сторону обложки) опреде-
ляет узкий интервал вокруг точки [0,6666; 0,6667].
Спектр для a = 0,6667 содержит только гар-
моники, кратные частоте модуляции (0,5 Гц), 
а для a < 0,6667 имеются дополнительные гар-
моники, полученные в результате смешения 
частоты модуляции с внутренней частотой ге-
нератора.

Для тестирования существования сингуляр-
ных точек в пространстве параметров возбуж-
дения была взята следующая модель: b = 100,
ω = 100 Гц, Δω = 1,5 Гц, частота модуляции
ωmod = 1 Гц, относительная амплитуда несущей 
a = 0,5. Индекс модуляции m был использован 
в качестве управляющего параметра. С помо-
щью экспериментов, аналогичных приведен-
ным на рис. 6 (см. четвертую сторону обложки), 
рис. 7, рис. 8 (см. четвертую сторону обложки), 
значение точки бифуркации было определено 

Рис. 7. Временные графики отклонения фазы:
а — для больших амплитуд; б — для малых амплитуд; в — зависимость средней частоты от амплитуды
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как m ∈ [0,66, 0,67]. Существование сингуляр-
ной точки подтверждается экспериментальны-
ми результатами на рис. 6, а (верхние графики 
для m = 0,3675 и нижние графики для синхро-
низированного генератора при m = 0,67), пред-
ставленными кривыми мгновенного отклоне-
ния частоты как во временной (левые графики), 
так и в частотной областях (правые участки). 
Сравнение периодических спектров для точки 
m = 0,3675 и для режима синхронизации при
m = 0,67 показывает соотношение 4:1 между 
частотами. Таким образом, найдена сингуляр-
ная точка m = 0,3675, соответствующая рацио-
нальной дроби p/q = 1/4 (см. (16)) с фундамен-
тальной частотой ωcom = ωmod/4 = 0,25 Гц.

Следующий эксперимент демонстрирует
(рис. 6, б, см. четвертую сторону обложки) 
изолированный характер сингулярной точки 
(средние графики на рис. 6, б), которой со-
ответствуют во временной области периоди-
ческие колебания с постоянной амплитудой,
а в частотной области — единственная гармо-
ника в узкой полосе вблизи 1 Гц.

Очень небольшие отклонения (Δm = ±0,0075) 
от особой точки приводят к модуляции вре-
менного сигнала (левые графики на рис. 6, б) и 
появлению дополнительной гармоники внут-
ренней частоты вблизи гармоники модуляции 
1 Гц (правые графики).

6. Применение метода гармонического баланса 
для нахождения квазипериодического решения 

фазового уравнения

В представленных выше численных экспе-
риментах гармоники квазипериодического ре-
шения фазового уравнения (17) определялись 
путем моделирования переходного процесса на 
длительном интервале и последующего при-
менения БПФ. Но такой способ часто не обе-
спечивает требуемую точность расчетов, а для 
больших ансамблей, кроме того, требует суще-
ственных вычислительных затрат. Поэтому мы 
рассмотрим возможность прямого получения 
спектра решения методом гармонического ба-
ланса (ГБ) [14].

Метод ГБ используется для решения ОДУ 
с внешним возбуждением v(t)

 ( ),
dx

g x v
dt

=  (23)

для определения стационарного квазиперио-
дического решения в виде усеченного до N + 1 
гармоники ряда Фурье (4). После подстановки 
(17) в уравнение (23) и приравнивания к нулю 

соответствующих гармоник невязки форми-
руется система алгебраических уравнений по-
рядка N + 1 относительно гармоник (U0, Uk, φk, 
k = 1, ..., N). Для решения системы используется 
какой-либо из вариантов метода Ньютона. Урав-
нения ГБ для свободных колебаний автогенера-
тора включают его собственную частоту как до-
полнительную переменную и условие фиксации 
фазы как дополнительное уравнение [15].

Особенностью фазового уравнения (17) по 
сравнению со стандартным ОДУ (23) является 
то, что правая часть (17) содержит 2π-пе рио-
дическую функцию sin(ψ(t) + ϕ). Другая осо-
бенность состоит в том, что решение (17) мо-
жет не представляться рядом (4), а содержать 
линейный член подобно интегралу (7). Так как 
решение (17) — это фаза генератора ϕ(t), то ко-
эффициент при линейном члене — это откло-
нение его средней частоты Δω , поэтому мож-
но записать

 ( ¡•) ( ).t t tϕ = Δω +ϕ  (24)

Здесь ( )tϕ  — квазипериодическая функция, 
а Δω  может быть определено нулевой гармо-
никой в спектре мгновенной частоты (см. 
рис. 2). Такой способ был использован в экс-
периментах по моделированию (17) с теми же 
параметрами, что и в примере на рис. 5 (см. 
четвертую сторону обложки), и с различными 
значениями относительной амплитуды воз-
буждения a. Примеры временных графиков 
отклонения фазы проведены на рис. 7, а, б, на 
которых видно, что при больших значениях а, 
соответствующих кривым на рис. 4, б (см. чет-
вертую сторону обложки), величина Äω  нуле-
вая, и фаза является чисто периодической 
функцией без линейного члена (рис. 7, а), 
а при малых амплитудах явно видно присут-
ствие линейного члена (рис. 7, б).

Подробно зависимость Δω  от амплитуды 
представлена кривой на рис. 7, в. До точки би-
фуркации (a < 0,67) это гладкая непрерывная 
кривая, представляющая внутреннюю фунда-
ментальную частоту в области биений: 

.intΔω = ω  После подстановки выражения (24) 
в (17) можно получить ОДУ относительно ква-
зипериодической функции ( ).tϕ  Для этого 
ОДУ аналогично уравнениям ГБ для автогене-
ратора [15] можно сформировать систему урав-
нений, включающую дополнительную неиз-
вестную ωint.

В области синхронизации кривая на рис. 7, в 
является кусочно-постоянной с точками пере-
ключения П1(0,71), П2(0,82), П3(0,98), П4(1,19), 
П5(1,45), П6(1,9). Разрывный характер этой за-
висимости объясняется на рис. 8 (см. четвер-
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тую сторону обложки), где показаны кривые 
мгновенной частоты (на одном периоде) вблизи 
(слева и справа) от точек П1, ..., П6. Видны ка-
чественные изменения в точке — после каждого 
переключения одна из полуволн исчезает. Зна-
чение скачка в каждой точке равно в данном 
случае частоте модуляции ωmod = 0,5 Гц, поэтому
в (24) линейный член ( )k aΔω =  — целое число, 
зависящее от амплитуды возбуждения.

Полученные результаты свидетельствуют 
о том, что разработка метода определения це-
лочисленного значения k является необходи-
мым условием для получения алгоритма реше-
ния фазового уравнения методом ГБ.

Заключение

Три стационарных режима могут существо-
вать при многочастотном возбуждении автогене-
ратора. Режим многочастотной синхронизации 
характеризуется совпадением фундаментальных 
частот генератора с фундаментальными часто-
тами возбуждения при достаточно большой 
амплитуде возбуждения. Многочастотный ре-
жим биений находится вне области синхрони-
зации, и его спектр помимо фундаментальных 
частот возбуждения содержит дополнительную 
внутреннюю фундаментальную частоту. Режим 
особых точек в некоторых изолированных точ-
ках вне области синхронизации характеризуется 
равенством числа фундаментальных частот ге-
нератора и числа фундаментальных частот воз-
буждения.

Проведенные численные эксперименты 
подтвердили появление точек бифуркации 
при переходе генератора в режим синхрониза-
ции. Существование особых точек вне области 
синхронизации и их изолированный характер 
также были продемонстрированы эксперимен-
тально.

Рассмотрены проблемы применения ме-
тода ГБ для фазового уравнения генератора, 
связанные с наличием в решении линейного 
члена. Представлено преобразование для фор-
мирования уравнений ГБ в стандартном виде. 
Указаны трудности применения метода ГБ 
в режиме многочастотной синхронизации.
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The analysis of the behavior of an oscillator under multi-frequency excitation is considered in the paper. The investigation 
is based on the phase macromodel. The paper shows that three steady-state modes can exist in oscillator under multi-frequency 
excitation. The synchronized (locked) mode can be defined as the coincidence of the oscillator fundamentals with the excitation 
fundamentals in the region of sufficiently large excitation magnitude. The unsynchronized (unlocked) mode exists outside the 
synchronized region and its spectrum contains additional intrinsic fundamental besides the excitation ones. Singular points 
mode in some isolated points outside the synchronized region is characterized by the equality of the number of the oscillator 
fundamentals with the number of the excitation fundamentals. Performed numerical experiments confirmed the appearance 
of bifurcation points while transition of oscillator into the synchronization mode. The existence of singul ar points outside the 
synchronization region and their isolated character was also experimentally demonstrated. The problems of finding a steady-
state solution of the phase equation of an excited oscillator by the Harmonic Balance (HB) method are considered. It is shown 
that main difficulties are connected with the presence of linear term in the steady-state solution. A transformation is proposed to 
provide the formation of HB equations for the phase micromodel in a standard form. Additional difficulties of HB simulations 
of synchronized oscillator phase equations are discussed.
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