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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯМОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATIONMODELING AND OPTIMIZATION

Рассматриваются способы идентификации систем, описываемых моделями с погрешностями регистрации 
входной и выходной  переменных. Считается, что при отсутствии информации о параметрах погрешностей 
в случае больших их значений получить приемлемые оценки всех искомых параметров модели без дополнитель-
ных, в сравнении с регрессионным анализом, предположений нельзя. Определение параметров регрессии при 
наличии погрешностей во входных и выходных переменных актуально при решении многих задач обработки 
данных. Во всех существующих подходах либо принимаются допущения относительно помех в виде, например, 
заданных соотношений между дисперсиями помех, либо используется метод последовательных приближений.

Для определения параметров линейной зависимости предложено использовать условие сим метрии совмест-
ной плотности вероятности наблюдаемых входной и выходной переменных в косоугольных координатах.

Показана состоятельность и несмещенность оценки параметра связи переменных. Для случая нормальности по-
мех в статье приведена формула определения параметра связи через оценки семиинвариантов четвертого порядка.

Ключевые слова и фразы: структурный анализ, симметричное распределение помех, косоугольная система 
координат, состоятельность оценки
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К оцениванию параметров моделей при наличии ошибок
во входной и выходной переменных. Линейный случай

заны однозначной зависимостью W = Ψ(V ) и 
в пассивном эксперименте вместо W и V на-
блюдаются СВ

 Y = W + E, (1)
 X = V + H, (2)

где E и H — случайные независимые нор-
мально распределенные ошибки измерений со 
свойствами M[E] = 0, M[H] = 0; M[HE] = 0, 
M[HV ] = 0, M[EV ] = 0, где M — символ мате-
матического ожидания.

Обозначим дисперсии СВ E, H и V соответ-
ственно 2 2[ ] ;M E ε= σ  2 2[ ] ;M H η= σ  2 2[ ] ,vM V = σ  
а математическое ожидание СВ V обозначим 
M[V ] = mv.

Пусть в линейном случае структура систе-
мы задана соотношением

 W = a + θV, (3)

где a и θ — неизвестные коэффициенты, их 
значения необходимо оценить по выборке СВ 
X и Y объемом n. По наблюдаемым данным 
можно найти оценки параметров 2;xy vR = θσ  

2 2 2;x v ησ = σ + σ  2 2 2;y v εσ = θσ + σ  mx = mv, my = a + 
θmv, где Rxy — коэффициент ковариации; mx, 
my — средние значения СВ X и Y. Модель не 
идентифицируется, поскольку для шести не-

Введение

Рассматриваются способы идентификации 
систем, описываемых моделями с погрешно-
стями регистрации входной и выходной пере-
менных. Если обе переменные системы случай-
ны, то определение связей между ними обычно 
называют структурным анализом, а если вход-
ная переменная неслучайна — конфлюентным 
анализом. Считается, что при отсутствии ин-
формации о параметрах погрешностей в случае 
больших их значений получить приемлемые 
оценки всех искомых параметров модели без 
дополнительных, в сравнении с регрессионным 
анализом, предположений нельзя [1, 2]. Во всех 
существующих подходах либо принимаются 
допущения относительно помех в виде, напри-
мер, заданных соотношений между дисперсия-
ми помех, либо используется метод последова-
тельных приближений.

Идентификация в одномерном линейном случае

Рассмотрим подробно возможные мето-
ды идентификации для одномерного случая. 
Пусть случайные величины (СВ) W и V свя-
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известных a, θ, 2 2 2, , vε ησ σ σ  и mv имеем пять 
уравнений. Вычтем из СВ X и Y их средние 
значения и преобразуем СВ. В геометрической 
интерпретации преобразование представляет 
собой повороты осей Ox, Oy исходной системы 
координат (СК) к новым осям Ox01, Oy0:

 X01 = [(X – mx)cosβ +
 + (Y – my)sinβ]cos–1(α – β); (4)
 Y0 = [–(X – mx)sinα +
 + (Y – my)cosα]cos–1(α – β), (5)

где α и β — углы поворота осей, причем tgα = θ,
а 2 2tg tg .−

η εβ = ασ σ  Повороты оси Ox к оси Ox0 
на угол α и оси Oy к оси Oy0 на угол β выпол-
няются против хода движения часовой стрелки.

Подставив в соотношения (4) и (5) выраже-
ния (1)—(3), получим

 X01 = [V – mx +
 + (a + θV – my)tgβ]cos–1αcos–1(α – β) + H0;
 Y0 = [–(V – mx)tgα +
 + (a + θV – my)]cos–1βcos–1(α – β) + E0,

где H0 = (Hcosβ + Esinβ)cos–1(α – β) и E0 =
= (–Hsinα + Ecosα)cos–1(α – β).

Проведя тригонометрические преобразова-
ния, с учетом равенства tgα = θ придем к вы-
ражениям

 X01 = H0 + V0 + c1;

 Y0 = E0,

где V0 = Vcos–1α, c1 = [(a – my)tgβ – mx]cos–1α Ѕ 
Ѕ cos–1(α – β).

Перенесем параллельно себе ось Ox01 так, 
чтобы X0 = X01 – c1. Математическое ожида-
ние произведения равно M[H0E0] = M[(Hcosβ +
+ Esinβ)(–Hsinα + Ecosα)]cos–2(α – β) = 0. Сумма 
нормальных величин — величина нормальная, 
следовательно, является СВ. H0 и E0 независимы.

Рассмотрим плотность вероятности (ПВ) 

0 0
( ),X Yf x y  системы СВ (X0, Y0). Эту плотность 

считаем симметричной относительно осей 
Ox0, Oy0, если

 
0 0 0 0

( ) (,0 , )0X Y X Yf x f x= −  (6)

 и 
0 0 0 0

( ) (0 ).0, ,X Y X Yf y f y−=  (7)

В связи с независимостью СВ H0 и E0 ПВ 

0 0
( ),H Ef η ε  системы (Н0, E0) будет симметрична 

по аналогии с соотношениями (6), (7).
Теорема 1. Если плотность СВ V симметрич-

на относительно математического ожида-
ния, то при нормальной ПВ fНE(η, ε) существу-
ет единственная система координат с осями 
Ox0, Oy0, в которой ПВ 

0 0
( ),X Yf x y  системы СВ 

(X0,Y0) симметрична относительно осей Ox0 и 
Oy0, одна из которых совпадает с линией y = θх. 
Если ПВ fV(v) несимметрична, то лишь в един-
ственной указанной системе координат ПВ си-
стемы (X0, Y0) симметрична относительно оси, 
проходящей через линию y = θх.

Во многих практических задачах регресси-
онного анализа при отсутствии погрешности 
независимой переменной условия применимо-
сти метода наименьших квадратов (МНК) на-
рушаются. Распространенным нарушением этих 
условий является неоднородность дисперсий 
наблюдаемой величины Y — гетероскедастич-
ность данных. Встречаются ситуации, когда 
данные неоднородны по дисперсии, но их мож-
но разделить на несколько групп однородных.
Гетероскедастичность преодолевается с исполь-
зованием взвешенного МНК (ВМНК) с много-
этапной процедурой оценивания коэффициен-
тов регрессии на основе обычного МНК.

Несмотря на множество примеров использо-
вания ВМНК помеха E зависимой переменной 
математически в них не описывается: если она 
имеет различную дисперсию для различных 
значений независимой переменной, то фор-
мально она не случайная величина, а вектор. 
Однако это не мешает использовать ВМНК 
без формального определения этой помехи как 
вектора. Рассмотрим m неоднородных групп 
наблюдений, но с погрешностями в независи-
мой и зависимой переменных.

Предположим, что СВ V в соотношениях 
(2) и (3) является дискретной величиной vi, i =
= 1, ..., m, неважно, известной или нет. Чис-
ло m этих значений может быть неизвестным. 
Свяжем с каждой парой vi и wi = θvi плотность 
вероятности fiHE(η, ε) = fiH(η)fiE(ε), при этом 
дисперсии нормально распределенных помех 

2
iησ  и 2

iεσ  будем считать неизвестными, а их 
отношения 2 2/i iη εσ σ  также неизвестным, но 
одинаковыми для всех i. Предельный случай 
подобного варианта: наличие m известных дис-
кретных значений vi = iΔv, где Δv — интервал 
между наблюдениями; 2 0;iησ =  2 2 const,iε εσ = σ =  
i = 1, ..., m. Это представление наиболее часто ис-
пользуется в практике регрессионного анализа.

Следствие 1. Теорема 1 выполняется в слу-
чае, если V представляет собой набор дискрет-
ных неизвестных значений vi, i = 1,...,m, каждому 
из которых соответствует плотность ошибок 
fiHE(η,ε) c неизвестными в каждой точке зна-
чениями дисперсий 2

iησ  и 2 ,iεσ  но с одинаковым 
неизвестным отношением 2 2/i iη εσ σ .

Возможны различные алгоритмы полу-
чения оценок параметра θ с использованием 
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свойств симметрии ПВ fXY(x, y). Эту оценку 
можно определить, сравнивая непосредствен-
но эмпирическую плотность feXY(x, y) по раз-
ную сторону осей СК.

Теорема 2. Оценка параметра θ, определяе-
мая по минимуму критерия Пирсона как крите-
рия однородности выборок, относящихся к раз-
личным квадрантам координатной плоскости, 
в единственной системе координат, в которой 
ПВ fXY(x, y) симметрична, является состоя-
тельной и асимптотически несмещенной.

Док а з а т е л ь с т в о  т е ор ем ы 1. Доказа-
тельство проведем вначале для симметричной 
ПВ fv(v). До преобразования координат ПВ систе-
мы СВ (X, Y) при линейной связи W и V имеем

 ( ) (, ( ) ( )) .XY V H Ef x y f v f x v f y v dv
∞

−∞
= − − θ∫

Поскольку в системе координат с осями 
Ox0, Oy0 СВ H0 и E0 также независимы, ПВ 
системы СВ (X0, Y0) равна

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) (, ) ) ,(X Y E V Hf х у f у f v f x v dv
∞

−∞
= −∫  (8)

где fE(ε0), fV(v0), fH(η0) находятся по правилам 
определения ПВ функций СВ.

ПВ fE(ε0), fH(η0) симметричны. Если ПВ 
fv(v0) симметрична, то свертка (8) даст ПВ 

0 0 0 0( ), ,X Yf х у  зеркально симметричную отно-
сительно осей Ox0, Oy0.

Докажем теперь единственность угла α =
= arctgθ, определяющего систему координат, 
в которой ПВ fXY(х, у) симметрична. Рассмот-
рим произвольную прямую у = θ1х, θ1 ≠ θ в си-
стеме координат с осями Ox1, Oy1. Преобразу-
ем СВ X и Y по формулам (4), (5), только при 
этом вместо tgα имеем tgα1 = θ1, вместо tgβ ис-
пользуем tgβ1, а V1 = V/cosα1.

По аналогии с получением X01, Y0, Н0, E0 
преобразуем СВ X и Y:

 X11 = V1c2 + c3 + Н1; (9)

 Y11 = V(θ – θ1)cos–1(α1 – β1) +
 + mx(θ1 – θ)cos–1(α1 – β1) + E1, (10)

где

 2 2 2 2 2
2 1 1( )/( );c ε η ε η= σ + θθ σ σ + θ σ

 2 2 2 2 2 2
3 1 1 1{(1 )[( ) ]}/( ).y xc a m mη ε ε η= + θ − θ σ − σ σ + θ σ

Вычтем из X11 и Y11 их средние значения, обо-
значив разности через X1 и Y1.

Поскольку X1 и Y1 зависимы, то относитель-
но осей Ox1, Oy1 ПВ 

1 1 1 1( , )X Yf х у  не будет сим-
метричной.

Пусть теперь ПВ fv(v) несимметрична. Плот-
ность fxy(х0, у0) определяется также по формуле 
(8). Так как fε(у0) симметрична, то ПВ fxy(х0, у0)
симметрична относительно оси Ox0, но несим-
метрична относительно оси Oy0. Для угла по-
ворота исходной СК α1 ≠ α можно получить 
формулы, аналогичные формулам (9), (10) и 
соответствующие им выводы.

Док а з а т е л ь с т в о  с л ед с т ви я  1. В гео-
метрической постановке в СК с осями Ox, Oy 
размещен набор ПВ piηε(x, y), i = 1, ..., m, с на-
ходящимися на линии y = θx значениями мате-
матических ожиданий и отличающимися толь-
ко ими от ПВ fiηε(η, ε). Перейдем к косоуголь-
ной СК. Как и в предыдущем случае, положим
tgα = θ, а 2 2tg tg .−

η εβ = ασ σ  Каждая из ПВ piηε(x, y)
будет теперь расположена на оси Ox0, и при этом 
математическое ожидание M[E0i] = 0 и плотность 
симметрична относительно этой оси в данной 
СК. Таким образом, и в целом ПВ fxy(x, y), по-
лученная усреднением всех ПВ piηε(x, y) в каж-
дой точке косоугольной СК, будет в этой систе-
ме симметрична относительно оси Ox0. Мож-
но показать, что если значения vi, i = 1, ..., m,
заданы с одинаковым интервалом, и ПВ fiηε(η, ε)
одинаковы, то ПВ fxy(x, y) будет симметрична от-
носительно обеих осей косоугольной СК.

Док а з а т е л ь с т в о  т е ор ем ы 2. Рассмо-
трим два положения осей СК: истинное — 
с осями Ox0, Oy0, тангенсами углов наклона 
относительно исходных осей Ox, Oy tgα = θ, 

2 2tg tg −
η εβ = ασ σ  и произвольное положение 

с отклонением осей Ox1, Oy1 от осей Ox0, Oy0 
на углы Δα = α1 – α и Δβ = β1 – β. Проведем 
одинаковое разбиение плоскостей этих СК на 
площадки, зеркально симметричные отно-
сительно осей, с числом площадок в каждом 
квадранте, равном r2. Поскольку значения ПВ 

0 0 0 0( , )x yf х у  относительно осей системы коор-
динат с осями Ox0, Oy0 теоретически должны 
зеркально совпадать, то ее оценки в зеркально 
расположенных площадках можно считать при-
надлежащими выборкам из одной генеральной 
совокупности. Оценим однородность этих вы-
борок. Для СК с осями Ox0, Oy0 статистика

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) 2
2
0 ( , ) ( , )

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 2

(

( )

( ) ( )

( )

x y x yr r
ij ij

x y x y
i j ij ij

x y x y y x y x
ij ij ij ij

x y x y y x y x
ij ij ij ij

y x y x
ij ij

ij

k k

k k

k k k k

k k k k

k k

k

−

λ −
= =

− − − −

− − − −

− − −

⎡ −
⎢χ = +

+⎢⎣

− −
+ + +

+ +

−
+

∑ ∑

0 0 0 0, ) ( , )y x y x
ijk− − −

⎤
⎥

+ ⎥⎦

(11)
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асимптотически подчиняется χ2-распре де ле-
нию с числом степеней свободы q = 4r2 – 1. 
Здесь 0 0,( )� ,x y

ijk  0 0,( ),� x y
ijk −  0 0,( ),� x y

ijk −  0 0,( )� ,x y
ijk − −  

0 0,( )� ,y x
ijk  0 0,( ),� y x

ijk −  0 0,( ),� y x
ijk −  0 0),(� y x

ijk − −  — числа 
попаданий в ij-ю площадку по обе стороны от 
совпадающей оси двух квадрантов; i, j — но-
мера площадок вдоль осей, начиная от центра 
координат в сторону увеличения абсолютных 
значений координат.

Преобразуем первое слагаемое из соотноше-
ния (11) с учетом того, что для обоих квадрантов

 0
0 0

0,( )
0 0� ,( ),e X

x y
ji jij Yik x ynsf=

 0
0 0

0,
0 0

( )� ( , ),e X
x y

jii Y jij nsk yf x− −=

где 
0 0 0 0 ,( ),je X Y i jiyf x  

0 0 0 0 ),( j je iY iX x yf −  — значе-
ния эмпирической плотности для ij-й площад-
ки, s — площадь площадки:

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

2
01

0 0 0

1 1 0 0 0

2
0 0 0 0

0 0 0 0

[ ( , )

( , )

]( , )

,
,

( )

r r eX Y ij x ij y

i j eX Y ij x ij y

eX Y ij x ij y

eX Y ij x ij y

f x m y m
ns

f x m y m

f x m y m

f x m y m

λ

= =

χ =

− Δ − Δ −
= →

− Δ − Δ +

− − Δ − + Δ
→

+ − Δ − + Δ

∑ ∑  (12)

где Δmx0 = (Δmxcosβe + Δmysinβe)cos–1(αe – βe); 
Δmy0 = (–Δmxsinαe + Δmycosαe)cos–1(αe – βe), Δmx, 
Δmy — ошибки определения средних значений, 
αe, βe — углы поворота осей, соответствующие 
минимуму суммы значений выражений типа 
(12) для всех четырех сочетаний пар квадрантов.

Разность оценки плотности в симметрично 
взятых площадках квадрантов состоит из двух 
составляющих. Первая связана с ошибками 
оценивания плотности при Δmx = 0 и Δmy = 0, 
а вторая — со смещением нулей аргументов те-
оретической плотности. Ошибки определения 
средних значений СВ X и Y, а также X0 и Y0 
с ростом n стремятся к нулю.

В СК с осями Ox1, Oy1 плотности 
1 1eX Yf  в со-

седних квадрантах отличаются, т. е. в среднем 
отличаются и числа попаданий в ij-ю площад-
ку по обе стороны от совпадающей оси в фор-
муле типа (11). При наличии средних значений 
в каждом слагаемом числителя эта статистика 
подчиняется нецентральному 2

1λχ -распреде-
лению. В этом случае в формулу (12) вместо 
плотности 

0 0eX Yf  подставляется 
1 1

.eX Yf  Если 
вместо 

1 1eX Yf  использовать среднее значение 
на площадке теоретической плотности 

1 1
,X Yf  

то получаемое при этом неслучайное значение 
статистики в сумме для четырех сочетаний пар 
квадрантов будет представлять собой параметр 

нецентральности λ = 4nsΔf, где Δf — значение 
суммы (12) при использовании теоретической 
ПВ 

1 1
.X Yf

Для статистики 2
0λχ  среднее значение и 

среднеквадратическое отклонение (СКО) рав-
ны mχ0 = q и 0 2 ,qχσ =  а для 2

1λχ  c нецен-
тральным χ2-распределением — mχ1 = q + 4nsΔf, 

1 2( 8 ).q ns fχσ = + Δ
Рассмотрим совместную ПВ 

1 0
fχ χ  CB 2

1λχ  и 
2
0.λχ  Вероятность превышения 2 2

0 1λ λχ > χ  при 
Δmx = 0 и Δmy = 0 равна (аргументы x и y соот-
ветствуют 2

1λχ  и 2
0λχ соответственно)

 
1 0

2
1 0

( , ) .
xy

P f x y dxdy
λ

∞ ∞

χ χ
==χ

= ∫ ∫  (13)

Интегрирование плотности проводится 
лишь выше линии y = x.

Рассмотрим квантили СВ 2
0λχ  и 2

1:λχ  Kλ0 = 
= mχ0 + tσχ0 и Kλ1 = mχ1 – tσχ1, где t — постоян-
ная. Найдем их разность

 4 ( 2( 8 ) � 2 ).K ns f t q ns f qΔ = Δ − + Δ +

При n → ∞ Δmx → 0 и Δmy → 0, а также при 
любом значении t разность ΔK → ∞. Эта раз-
ность характеризует расстояние между ПВ 
fχ1(x) и fχ0(x), чем оно больше, тем при мень-
ших значениях пересекаются хвосты этих ПВ 
и меньше значение интеграла (13), так что при 
n → ∞ вероятность P → 0.

Таким образом, в случае определения поло-
жения осей по минимуму статистики 2

λχ  при
n → ∞ отклонения углов от истинных значений 
|Δα| → 0, Δβ → 0, а дисперсия оценки параметра 
θ также стремится к нулю, что является при-
знаком состоятельности предлагаемой оценки.

Рассмотрим теперь смещенность оценок 
углов между осями Ox0, Oy0 и Ox, Oy, опреде-
ляемых по минимуму статистики 2.λχ

В силу симметричности ПВ 
0 0 0 0( , )x yf х у  от-

носительно осей, задаваемых углами α и β, со-
вместное распределение ошибок оценивания 
средних значений Δmx0 и Δmy0 и ошибок оцен-
ки этой ПВ на противоположных относитель-
но осей (оси для несимметричного распреде-
ления СВ V ) ij-х площадках для бесконечного 
числа выборок конечного объема одинаковы. 
Следовательно, распределение всех случайных 
отклонений Δα, Δβ будет симметричным от-
носительно истинных значений, оценки углов 
α и β будут несмещенными. Оценка параме-
тра θ равна θe = [θ + tg(Δα)]/[1 – θtg(Δα)]. При
n → ∞ tg(Δα) → 0, т. е. оценка θe — асимптоти-
чески несмещенная.
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Примечание. Теорему 1 со следствием и тео-
рему 2 можно распространить и на случай кор-
релированных ошибок измерений.

Алгоритмы идентификации

Можно предложить несколько алгоритмов 
получения оценок параметра θ с использовани-
ем свойств симметрии ПВ fxy(x, y). Если оценку 
находить с использованием критерия Пирсо-
на, то общий минимум определяется для сум-
мы минимальных значений, рассчитанных по 
формуле (11) для всех четырех сочетаний пар 
квадрантов косоугольной СК, оси которой про-
ведены через средние значения совокупности 
полученных точек. Оценка параметра a опреде-
ляется после получения оценки θe:

 ae = mye – θemxe. (14)

При малом объеме выборки использование 
гистограммы в качестве оценки плотности за-
труднено. Эмпирическая ПВ СВ X и Y (гисто-
грамма) представляется в виде ступенчатой 
функции. Если предполагать, что теоретиче-
ская ПВ имеет гладкую зависимость от аргу-
ментов х и у, то для уменьшения случайных 
ошибок эмпирической ПВ в виде ступенчатой 
функции целесообразно применить к ней про-
цедуру сглаживания. При использовании по-
пулярного метода сглаживания с помощью 
ядерных функций возникает проблема выбора 
параметра локальности ядерной функции в за-
висимости от объема выборки. Эта проблема 
решается просто при использовании в каче-
стве ядерных функций непрерывных ПВ без 
тяжелых хвостов [3]. Рассмотрим СВ

 R = X + T; (15)

 Q = Y + U, (16)

где T и U — независимые СВ с нормальными за-
конами распределения, с нулевыми значениями 
математических ожиданий и заданными значе-
ниями дисперсий 2

tσ  и 2.uσ  Обозначим ftu(t, u) 
совместную плотность распределения СВ T и U. 
Эту плотность используем в качестве ядерной 
функции для массива значений выборки

 1
�

1
( ,( , ),)

n

exy tu i i
i

f x y n f x x y y−

=
= − −∑  (17)

где xi, yi — значения выборки. Далее с учетом дис-
персий 2

tσ  и 2
uσ  уменьшаем масштаб полученной 

оценки f1xy(x, y), получая сглаженную эмпири-
ческую плотность выборки СВ X и Y с меньшей 

случайной ошибкой в сравнении со ступенчатой 
плотностью. Таким образом, за счет информации 
о гладкости ПВ уменьшается и случайная ошиб-
ка определения углов поворота осей.

Определим вид зависимости дисперсии 
оценки θe от характеристик СВ V, E, H и пара-
метра θ. Симметричность ПВ fxy(x, y) в един-
ственной СК означает симметричность в той 
же СК линий равной плотности вероятности. 
Рассмотрим произвольное сечение ПВ fxy(x, y
и его характерные размеры вдоль осей Ox0, 
Oy0, они пропорциональны СКО СВ X0 и Y0. 
Дисперсии X0 и Y0 равны
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0

4

2
0

2
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( ) ( ) ( ),1 /v
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= + +
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Повернем ось Ox0 на малые углы Δα и –Δα и 
обозначим полученные оси Ox1 и Ox2.

Уберем в каждой области горизонтального 
сечения ПВ fxy(x, y), прилегающей к оси Ox1, 
симметричные к этой оси участки. Останут-
ся центральносимметричные участки сечения 
(участки между осями Ox1 и Ox2). Отношение 
площади этих участков к площади сечения 
примерно пропорционально отношению СКО 
σy0/σx0. Эти отношения характеризуют рассея-
ние отклонений углов Δα и оценки параметра θ.

При малых углах отклонений найденной 
прямой y = θeх от истинного угла α дисперсию 
θe можно будет предполагать пропорциональ-
ной отношению дисперсий Dy0/Dx0 из соотно-
шений (18а) и (18б).

В качестве одного из используемых условий 
для первоначального оценивания углов пово-
рота можно принять равенство нулю коэффи-
циента ковариации СВ X0 и Y0. Это условие 
приводит к выражению для определения tgβ:

 tgβ = (Dxtgα – Rxy)/(Dy — Rxytgα). (19)

При этом для некоррелированных СВ E и H 
полагаем 0 m β m π/2.

Таким образом, можно подбирать лишь 
угол α, а угол β будет вычисляться с использо-
ванием подбираемого угла α и оценок дисперсий 
и ковариации. Однако из-за наличия случайно-
сти в этих оценках и частного случайных вели-
чин можно предполагать несовпадение решений 
с независимым выбором углов и с использова-
нием формулы (18), а также большее рассеяние 
результатов для последнего варианта.
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Другие способы решения. Наличие инфор-
мации о моментах погрешностей может упро-
стить решение. Считаем СВ E и H нормальны-
ми. Для центрированных СВ �cX X x= −  и 

� ,cY Y y= −  где x  и y  — математические ожи-
дания, с учетом приведенных выше условий 
для СВ E и H и их нормальности определим 
вторые и четвертые моменты:

 
4 4 4 4

4 2 2 4

2

2 2

( ) ( ) 6 ( ) ( )

6 ,6 v

c c c

vc v

HM X M V M V M H

K η ηη

= + + =

σ σ + + μ+= μ

где Vc — центрированная входная СВ; μ4vc и 
μ4η — центральные моменты четвертого поряд-
ка СВ Vc и H; Kv2η2 — обозначение ковариации 
СВ 2

cV  и H2. Функции независимых СВ неза-
висимы, поэтому Kv2η2 = 0. Выражение для чет-
вертого момента примет вид 

 4
2 2 44 6 3 .( )c vvcM X η η= + σ σ + σμ

Семиинвариант четвертого порядка СВ Xc равен

 4
4 4

4 4( ) ( ) 3 .3c vc vcX M X χρ = − = μσ − σ

Аналогично определяется семиинвариант чет-
вертого порядка СВ Yc:

 4
4

4
4( ) [ ],3c v vcYρ = θ μ − σ

откуда для оценки параметра имеем

 4
4 4( )/ ( ).e e eY Xθ = ρ ρ  (20)

В работе [1] модифицированным методом 
наименьших квадратов для пассивной схемы 
экспериментов (ММНКП) оценки θe опреде-
ляются с использованием последовательных 
приближений. На каждом этапе последова-
тельных приближений в ММНКП использует-
ся обычный МНК.

Оценки параметров в ММНКП совпадают 
с оценками, полученными методом наименьших 
расстояний (МНР) [1, 2]. Утверждается (см., на-
пример, работу [2, стр. 244]), что в пассивном экс-
перименте при неизвестных значениях дисперсий 
помех построить состоятельные оценки параметра 
θ нельзя. Оценим в нестрогой постановке ошибки 
определения оценки θe с помощью МНР.

Для одномерной линейной зависимости типа 
(2) с дискретно заданной величиной v при на-
хождении оценки коэффициента θ при задан-
ных значениях дисперсий помех в ММНКП 
с использованием выражения

 
2

1
2 2 2

1

( )
Arg min

n
i i

e
i

y x
q n−

= ε η

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟σ + θ σ⎝ ⎠

−
∑  (21)

дисперсию θe можно оценить в виде [2]
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ε η
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=

σ + θ σ
=

−∑
 (22)

При некотором объеме выборки больший 
вклад в ошибку определения параметра вносит 
не зависящее от n смещение оценки. Считая 
плотность fv(v) симметричной, рассмотрим ПВ 
fxy(x, y) в такой прямоугольной СК с осями Ox1 
и Oy1, в которой Ox1 совпадает с прямой у = θх.
ПВ fxy(x,y) получается суммированием беско-
нечного числа взятых с весом fv(v)dv плотно-
стей fηε(x, y) с математическими ожиданиями 
mx и my = θv. Если СВ E и H некоррелированы, 

то при 2 2
ε ησ ≠ σ  оси симметрии каждого гори-

зонтального сечения ПВ fηε(x, y) не совпадают 
с осями Ox1 и Oy1. Поэтому оси симметрии 
горизонтальных сечений плотности fxy(x, y) 
также не совпадают с этими осями. Уберем 
в каждой области горизонтального сечения ПВ
fxy(x, y), прилегающей к оси Ox1, симметричные 
к этой оси участки. Из-за наличия оставшихся 
после этого по обе стороны от оси централь-
носимметричных участков сечения можно сде-
лать вывод, что определяемая для каждого се-
чения прямая y = θ1x с использованием МНР 
не совпадает с осью Ox1. Соответственно и для 
ПВ 

1 1
( ),x yf x y  в данной прямоугольной СК па-

раметр θ1 не равен нулю, и оценка θe по МНР 

смещена, кроме случаев, когда 2 2
ε ησ = σ  или 

когда одна из осей симметрии горизонтальных 
сечений ПВ fηε(x, y) перпендикулярна к линии 
y = θx при коррелированности СВ E и H.

В работе [4] предложен способ, основанный 
на знании коэффициента эксцесса погрешно-
сти η входной переменной. Для определения 
коэффициента θ этот метод в одномерном слу-
чае в предположении нормальности СВ η мож-
но свести к использованию формулы

 2 2
11 11 12 4 11 4( 3 )/( 3 ),e ex exy ex exyR Rθ = θ θ θ μ − θ μ −  (23)

где μ4ex — оценка четвертого центрального мо-
мента СВ X; θ11 — МНК-оценка коэффициента 
θ; θ12 — оценка коэффициента θ, полученная 
взвешенным МНК.

В работе [5] предложена оценка с использо-
ванием смешанных моментов:

 θe = M[YYX ]/M[YXX ]. (24)

Недостаток двух последних подходов состоит 
в большей относительно МНР дисперсии оцен-
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ки θe, в основном обусловлен-
ной наличием частного оценок.

В качестве примера рас-
смотрим последнюю формулу. 
Распишем ее для конечного 
объема выборки:

 

2

1

2

1
( )

)

(
.

)

( ) (
n

i i i i
i

e n

i i i i
i

v v

v v
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θ + ε + η

∑

∑

С использованием линеари-
зации функции случайных ве-
личин Z = ϕ(Z1, Z2) для среднего 
значения и дисперсии получим
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=
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При равном нулю мате-
матическом ожидании СВ V 
оценка θe теоретически имеет 
распределение, для которого 
среднее значение и дисперсия 
не существуют. На практике 
это означает возможность получения больших 
выбросов этой оценки при малых значениях 
математических ожиданий СВ V.

Примеры. 1. Входную величину v брали 
с интервалом 0,04 в диапазоне от –1,0 до 1,0. 
Были промоделированы нормально распре-
деленные помехи с объемом выборки n = 51. 
Дисперсии погрешностей принимали равны-
ми 2 0,03εσ =  и 2 0,03;ησ =  2 0εσ =  и 2 0,03;ησ =  

2 0,03εσ =  и 2 0;ησ =  2 0εσ =  и 2 0,25.ησ =  Ис-
комые парамет ры принимали равными a = 0
и θ = 1. В табл. 1 представлены результаты 
расчетов методом ММНКП/МНР, методом 
оценивания параметра θ, основанном на тео-
ретическом отношении ( )/ ( ),M YYX M YXXθ =  
методом из работы [4] по формуле (23) и пред-
ложенными методами. При этом оси под углами 
α и β относительно старых осей проходят че-
рез точку, соответствующую средним значени-
ям выборки СВ X и Y. В каждую точку (х0, у0)
косоугольной системы координат, получаемую 
перебором углов поворота обеих осей, поме-
щалась двумерная плотность нормального рас-
пределения с дисперсией по каждой координа-
те 2 2 2 0,66( )x y nσ = σ + σ  и числом интервалов по 
каждой координате, равным 40. Для нахожде-
ния минимального значения критерия Пир-

сона в каждом положении осей суммировались 
квадраты разностей сглаженной ядерным спо-
собом оценки fexy(х0, у0) в четырех парах сосед-
них квадрантов. Число значений выборок было 
равно 100. Для различных значений СКО оши-
бок в табл. 1 и в табл. 2 помещены среднее зна-
чение θ , СКО σθ и второй центральный момент 
me2 оценки. Если СКО ошибок принимались 
одинаковыми, предлагаемый метод с перебо-
ром углов поворота обеих осей давал результа-

Истинная прямая (1); прямая, полученная предлагаемым ме-
тодом (2); прямая, полученная МНР (3); прямая, полученная 
МНК (4)

Таблица 1

Расчет параметра связи при неслучайной входной величине

Использование
симметрии ПВ

МНР
4

4 4( )/ ( )

e

e eY X

θ =

= ρ ρ [ ]/ [ ]
e

M YYX M YXX

θ =

=

По 
фор-
муле 
(23)

С форму-
лой (19)

Совмест-
ный выбор 

углов

σε = 0,173, ση = 0,173

θ 1,0024 1,0075 1,0087 1,0101 0,1961 0,9670

σθ 0,0747 0,0520 0,0513 0,0756 1,3120 0,1328

me2 0,0056 0,0028 0,0027 0,0058 2,3611 0,0187

σε = 0, ση = 0,173

θ 0,9824 1, 0049 0,9578 1,0004 0,5102 1,0103

σθ 0, 0493 0,0285 0,0401 0,0574 2,7890 0,1012

me2 0,0027 0,0008 0,0034 0,0033 8,0285 0,0102

σε = 0,173, ση = 0

θ 1,0226 1,0077 1,0444 1,0139 1,5850 0,9980

σθ 0,0480 0,0291 0,0342 0,0464 1,1511 0,0935

me2 0,0028 0,0009 0,0031 0,0024 1,6641 0,0087

σε = 0, ση = 0,5

θ 0,9531 0,9902 0,7146 1,0313 0,6911 1,0364

σθ 0,1323 0,0911 0,0745 0,3135 2,6338 2,7354

me2 0,0197 0,0083 0,0870 0,0993 7,0326 7,4839
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ты, близкие к получаемым МНР. Однако при 
2 2
ε ησ ≠ σ  МНР ему существенно уступает.
Для МНР вначале использовали алгоритм 

из работы [2], а после этого, для увеличения 
точности оценки, в окрестности найденного 
значения проводили перебор значений θ с по-
иском минимальной суммы абсолютных зна-
чений отклонений исходных точек от прямой 
линии y = a + θx.

Средние значения оценки параметра a по 
формуле (14) с использованием предложенных 
в статье способов, а также МНР дали значения 
0,001...0,004, а СКО оценок 0,02...0,08.

2. Приведем пример для случая, когда v рас-
пределена по равномерному закону в диапазо-
не от –1,0 до 1,0. На рисунке для θ = 3, n = 100 
и при σε = 0, ση = 1 приведены типичные реше-
ния при использовании МНК, МНР и предло-
женного способа. Там же приведены истинная 
прямая и точки выборки.

3. Приведем пример для случая, когда v яв-
ляется СВ с несимметричным распределением. 

В работе [4] в модельном примере использовал-
ся логнормальный закон. Для сравнительной 
оценки методов будем также использовать его. 
Был проведен расчет для нормальных СВ ε и η 
с СКО, соответственно, 1,2 и 0,3; 0,4 и 1,3 и СВ 
v, распределенной по логнормальному закону 
LN(1; 0,5). При этом брались значения объема 
выборки n = 500 и n = 50, коэффициент θ = 
1,05. Логнормальный закон относится к распре-
делениям с тяжелыми хвостами, поэтому чис-
ло экспериментов для n = 50 брали равным 500 
для всех способов вычислений, кроме исполь-
зования симметрии плотностей с независимым 
выбором углов, в этом случае число повторе-
ний было равно 100. В отличие от предыдущего 
примера здесь должны сравниваться характе-
ристики сглаженной ядерным способом оценки 
fexy(х0, у0) лишь относительно оси Ox0. Значе-
ния дисперсии по обеим координатам плотно-
сти нормального распределения, используемой 
в качестве ядра, принимались равными 2,25. 
Результаты расчетов сведены в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что в предлагаемом спо-
собе с использованием симметрии плотности 
значение второго момента ошибки в основном 
определяется дисперсией оценки, а в МНР — 
смещением оценки.

Заключение

Метод с использованием симметричности 
плотностей гауссовых помех имеет превосход-
ство над известными методами по точности. 
Возможно распространение предложенной ме-
тодики на многомерный случай.
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Таблица 2

Расчет параметра связи при случайной входной величине, 
распределенной по логнормальному закону

Пара-
метры 
оши-
бок

Па-
раме-
тры 

оцен-
ки

Использование 
симметрии ПВ

МНР

Вы-
чис-
ление 

по 
фор-
муле 
(23)

Вы-
чис-
ление 

по 
фор-
муле 
(20)

Вы-
чис-
ление 

по 
фор-
муле 
(24)

С ис-
пользо-
ванием 
форму-
лы (19)

Со-
вмест-
ный 

выбор 
углов

Объем выборки n = 500

σε = 1,2,
ση = 0,3

θ 1,0451 1,0484 1,3239 1,0390 1,0381 1,0497

σθ 0,0721 0,0489 0,0565 0,1016 0,1069 0,0596

me2 0,0052 0,0024 0,0782 0,0104 0,0116 0,0036

σε = 0,4,
ση = 1,3

θ 1,0423 1,0470 0,8001 0,9648 1,0678 1,0501

σθ 0,0663 0,0533 0,0347 0,1171 0,1344 0,0688

me2 0,0045 0,0028 0,0638 0,0210 0,0184 0,0047

Объем выборки n = 50

σε = 1,2,
ση = 0,3

θ 1,1481 1,1261 1,3266 1,1735 1,1421 1,0076

σθ 0,2494 0,1298 0,1413 0,7650 0,4424 0,3451

me2 0,0723 0,0227 0,0963 0,6010 0,2041 0,9210

σε = 0,4,
ση = 1,3

θ 0,9715 1,0030 0,8307 1,2061 1,0911 1,0122

σθ 0,1871 0,1449 0,1328 1,8382 0,4910 1,7837

me2 0,0358 0,0232 0,0657 3,3990 0,2435 3,1828
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This paper presents the ways to identify systems described by models with errors in recording of input and output variables. It 
is considered that in the absence of information on the error parameters in the case of their large values, it is impossible to obtain 
acceptable estimates of all the required parameters of the model without additional, in comparison with the regression analysis, 
assumptions. The determination of the regression parameters in the presence of errors in the input and output variables is impor-
tant for solving many tasks related to data processing. In all existing approaches, either the assumptions regarding the noise in the 
form of e.g. given relations between the noises dispersions are made, or the method of successive approximations is applied. To 
determine the parameters of the linear function, it is proposed to use the condition of the symmetry of the joint probability density 
of the observed input and output variables in the oblique coordinates. For the case of normality of the noise, the article gives a 
formula for determining the parameter of the relationship via the estimates of the fourth-order semi-invariants.

Keywords: structural analysis, symmetric distribution of hindrances, oblique-angled system of coordinates, solvency of 
estimation
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Оценка состояния сложных технических объектов с использованием 
структурно-модального анализа квазипериодических временных рядов

Представлен способ описания и оценки технических состояний сложного динамического объекта с исполь-
зованием метода структурно-модального анализа многомерных временных рядов. Показана возможность ав-
томатической оценки динамики изменения состояния объекта и получения диагностической информации на 
основе портрета технического состояния объекта. Предлагаемый подход может быть использован для созда-
ния специального математического обеспечения, направленного на автоматический анализ состояния слож-
ных технических систем.

Ключевые слова: анализ временных рядов, техническое состояние объекта, модальный анализ, тематиче-
ское моделирование

Введение

В различных областях науки и техники 
встречаются системы, моделирование которых 

представляет собой сложную задачу в связи 
с наличием глубоких зависимостей между их 
составными частями. Такие системы, как пра-
вило, нелинейны, гетерогенны и могут иметь 
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обратные связи [1—3]. Для описания систем по-
добного рода в настоящее время принято выде-
лять класс сложных технических систем (СТС).

СТС, как правило, эксплуатируются совмест-
но с системами мониторинга, что позволяет 
снизить возможные риски от возникновения 
разладки в системе. При этом задача создания 
систем мониторинга усложняется в той же мере, 
в которой конструктивно усложняются СТС. 
Наиболее важной задачей системы мониторин-
га является работа в режиме реального времени 
(жесткость режима зависит от конкретной ре-
шаемой задачи) или, по крайней мере, в близ-
ком к нему по латентности. При обеспечении 
такого режима работы качество системы мони-
торинга может быть значительно улучшено за 
счет использования совместно с информацией 
о текущем состоянии объекта исторических на-
блюдений, хранящихся в виде системы знаний.

Обычно СТС имеют конечное число физи-
чески интерпретируемых состояний и в один 
момент времени могут находиться в каком-ли-
бо одном из них. Большая часть возможных 
состояний выделяется на основе априорной 
информации о СТС, и такие состояния имеют 
наибольшее значение для эксплуатации и об-
служивания СТС. В связи с этим актуальной 
является задача отнесения текущего состоя-
ния СТС к одному из известных. Существуют 
работы [4], в рамках которых при использова-
нии диагностических процедур и априорной 
информации о структуре исследуемой системы 
эта задача может быть решена с определенной 
степенью точности.

Исходные данные для анализа СТС часто 
представлены в виде квазипериодического вре-
менного ряда (ВР), каждый элемент которого 
представляет собой набор харак-
терных признаков (ХП), описы-
вающих состояние СТС в опреде-
ленный момент времени [5]. По-
вышение точности классификации 
состояния СТС связано в первую 
очередь с исследованием примени-
мости методов поиска характерных 
участков, периодических участков 
и трендов во ВР. Особый интерес 
представляет последующая обра-
ботка найденных участков, состо-
ящая в извлечении ХП с последу-
ющим описанием принадлежности 
системы к конкретному состоянию 
c использованием методов тема-
тического моделирования. Такой 
подход позволит значительно со-

кратить число обрабатываемых сегментов ВР 
и даст возможность оценивать динамику изме-
нения ХП только специфических фрагментов 
записи. Целью данной работы является демон-
страция возможностей метода структурно-мо-
дального анализа квазипериодических много-
мерных ВР для оценки состояния СТС.

Постановка задачи структурно-модального 
анализа квазипериодических временных рядов

Одним из примеров сигнала реальной СТС 
является сигнал вибрации, регистрируемый 
на станке при обработке изделий (рис. 1). Об-
работка происходит в течение нескольких ци-
клов, один из которых представлен в увели-
ченном виде на рис. 1.

Анализ вибраций станка выполняется в целях 
ранней диагностики поломок и предотвращения 
порчи заготовок деталей. При этом необходимо, 
чтобы система управления станком была спо-
собна анализировать изменения состояния СТС 
и в случае перехода в состояние (состояния) "по-
ломки" могла оперативно реагировать на это.

Использование для решения этой задачи 
методов структурного анализа квазипериоди-
ческих нестационарных сигналов осложняется 
большой размерностью исходных данных — 
получение близких к требуемым характеристик 
латентности при таком подходе невозможно. 
Однако следует отметить, что информативны-
ми являются не все участки анализируемого 
сигнала, а также тот факт, что на основе апри-
орных знаний информативные участки могут 
быть отнесены к заранее известному конечно-
му множеству интерпретируемых состояний.

Рис. 1. Сегментация сигнала вибрации
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Исходя из этих соображений в настоящей 
работе предлагается оригинальный подход 
к структурно-модальному анализу квазипери-
одических ВР. На первом этапе предлагаемо-
го подхода происходит выделение паттернов 
в сигнале с использованием методов сегмен-
тации ВР. Далее выполняется параметрическое 
описание процессов, протекающих в выяв-
ленных сегментах сигнала, и создание вероят-
ностного портрета состояния системы.

Сегментация квазипериодических
временных рядов

Динамика СТС, находящейся в опреде-
ленном состоянии, характеризуется участком 
(сегментом) исходного ВР. В рамках такого 
описания задача сегментации представля-
ет собой задачу определения факта перехода 
между состояниями. Она может быть реше-
на лишь в том случае, если система обладает 
фундаментальным свойством наблюдаемости, 
означающим, что по информации на выходе 
можно полностью восстановить информацию 
о состояниях системы.

Благодаря наличию априорной информа-
ции о состояниях, представленных в реаль-
ном мире СТС, решение задачи сегментации 
состоит в нахождении преобразования, при-
годного для сопоставления ВР с одним или 
несколькими характерными для СТС в опре-
деленном состоянии участками (паттернами). 
Задача сегментации может быть представлена 
в виде композиции двух подзадач. Первой из 
них является поиск подобия участков сигнала, 
при этом длина участков может быть постоян-
ной или переменной. Второй задачей является 
локализация во времени внезапных изменений 
динамики системы, формально задаваемой 
в виде зависимости элементов ВР от индекса.

При анализе сигналов реальных систем 
важно выбрать адекватную модель, учитыва-
ющую особенности анализируемых сигналов и 
позволяющую интерпретировать получаемые 
результаты с физической точки зрения. Неста-
ционарность анализируемых ВР не позволяет 
применять к ним классические методы частот-
ного анализа, так как спектральные характе-
ристики таких ВР меняются со временем.

Общепринятым подходом к анализу неста-
ционарных ВР является использование окон-
ных преобразований с временным окном фик-
сированной длины. При этом предполагается, 
что ширина окна может быть подобрана таким 

образом, что участок ряда внутри него будет 
квазистационарным. Однако получаемые с ре-
альных систем сигналы, как правило, не об-
ладают свойством локальной стационарности. 
Это обусловлено нелинейным характером ди-
намики системы, что выражается присутстви-
ем в анализируемом ВР быстро затухающих 
мод, быстрых локальных изменений значений 
модальных параметров или резких изменений 
структуры системы. Таким образом, приме-
нение методов сегментации с фиксирован-
ным размером окна не всегда возможно из-за 
свойств анализируемого ВР. Более представи-
тельной [6] является модель локально-переход-
ных ВР или модель локально-переходных из-
менений [7, 8]. Она характеризует временные 
интервалы, в которых нарушается локальная 
стационарность ВР.

Можно выделить ряд направлений, в рам-
ках которых на данный момент времени были 
получены наилучшие результаты в решении 
задачи сегментации нестационарных ВР: гене-
тические алгоритмы [9, 10], многомасштабный 
корреляционный анализ [11—13], методы мо-
дальной декомпозиции [14—16], вейвлет-ана-
лиз [17], применение шейплетов [18, 19].

Для решения задач первого этапа структур-
но-модального анализа квазипериодических 
ВР может быть выбран любой из перечислен-
ных методов с учетом ограничений и особен-
ностей применения в рамках конкретной пред-
метной области.

Оценка состояния
сложных технических объектов

Основным фактором, связывающим сигна-
лы определенного вида со специфическими для 
них процедурами обработки, является выбор 
формального математического описания реаль-
ных данных и измерений. Усложнение природы 
исследуемых сигналов требует совершенствова-
ния моделей и методов их обработки. Проис-
ходит разделение на параметрические, непара-
метрические и полупараметрические методы 
обработки в зависимости от сложности пред-
ставления исследуемого процесса [5].

Задача контроля и мониторинга техниче-
ского состояния объектов относится к задачам 
общей теории распознавания образов текуще-
го состояния объектов [5]. Решение этой за-
дачи в технической диагностике основано на 
диагностических моделях, устанавливающих 
связь между состоянием технической системы 
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и его отображением в пространстве диагно-
стических признаков.

Состояние многих динамических объектов 
с распределенными параметрами может быть 
представлено рядами следующего вида [20]:
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где ϕk(x, y, z) и γk(t) — пространственная и вре-
менная моды соответственно. Числа ak зависят 
от внешних входных воздействий (внешних 
возмущений, начальных условий и т.д.). Функ-
ции ϕk(x, y, z) и γk(t) являются внутренней ха-
рактеристикой распределенной системы.

Модальные параметры, описывающие про-
текающие процессы в интересующих сегмен-
тах, будут являться их ХП. Хорошо зареко-
мендовавшим себя методом параметрического 
модального анализа сигналов является метод 
Прони [21—23]. Данный метод имеет высокую 
разрешающую способность и позволяет опре-
делить особенности временной эволюции ди-
намических процессов.

Для решения задачи анализа техническо-
го состояния объектов на основе полученных 
диагностических признаков воспользуемся 
моделью [4], которая представляет собой два 
упорядоченных множества. Первое множество 
является моделью объекта анализа, второе — 
моделью процесса определения технического 
состояния объекта, т. е. процесса анализа:

 �
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где Mo — модель объекта анализа; Mп — мо-
дель процесса определения состояния объекта, 
т. е. процесса анализа; { | 1, }iS S i m= =  — мно-
жество технических состояний, в одном из ко-
торых может находиться проверяемый объект; 

� �П { | 1, }�j j n= π =  — множество проверок, взаим-
но однозначно соответствующее множеству 

{ | 1, }jП j n= π =  диагностических признаков, 
на котором все технические состояния Si ∈ S 
попарно различимы; { | 1, , 1, }ij i m j nΣ = σ = =  — 
множество модельных значений признаков, 
каждый из которых означает наиболее вероят-
ностный исход проверки � �Пjπ ∈  в ТС Si ∈ S; 
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∑  — множество вероятно-

стей ТС Si ∈ S; { |� }R R SΩ = ⊆  — алгебра под-
множеств множества S, в которой элементы 
R имеют смысл информационных состояний 
моделируемого процесса; : ПSЅΦ → Σ  — ото-
бражение, устанавливающее связь между эле-
ментами множеств Σ, S и П, согласно которому 

�( , ),ij i jSσ = Φ π  � �П,jπ ∈  Si ∈ S.
В результате вероятностно-динамической 

модели реализуется последовательная про-
цедура оценки технического состояния. Для 
уменьшения вычислительной сложности алго-
ритмов параметрического модального анализа 
предлагается использовать оконное преобра-
зование. На рис. 2 показано разбиение одного 
сегмента записи на отдельные фрагменты с ис-
пользованием оконной функции. Варьируемы-
ми параметрами данного шага являются ши-
рина окна и сдвиг.

Каждый полученной фрагмент подается на 
вход методу параметрического модального ана-
лиза Прони. Полагая, что наблюдаемые дан-
ные x[n] имеют N комплексных отсчетов x[1], 
x[2], ..., x[N], метод Прони будет сопоставлять 
эти данные с суммой комплексных функций:

 ( 1)( 2 )
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для n = 1, 2, ..., N, где j2 = –1, а Δ — интервал 
дискретизации. Объектами оценивания явля-
ются амплитуда комплексных экспонент Ak, па-

Рис. 2. Оконный анализ
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раметр затухания αk, гармоническая частота fk 
и фаза θk. Значения этих параметров являются 
ХП для конкретного уровня разложения сигна-
ла, представляющими собой диагностические 
признаки в модели (1). Если эти параметры 
определены корректно, степень приближения 
исходного сигнала будет высокой [21]. На рис. 3 
(см. вторую сторону обложки) представлено па-
раметрическое модальное разложение сигнала 
в разных диапазонах частот (F1, F2, F3, ..., FN) и 
соответствующий им набор ХП.

Фрагменту записи при этом ставится в со-
ответствие совокупность декомпозиций, при-
чем каждый найденный набор модальных па-
раметров может рассматриваться как терм, а их 
комплекс — как текстовый документ [24]. Та-
ким образом, в соответствие анализируемому 
ВР ставится корпус документов. В случае на-
личия априорной информации о частотных со-
ставляющих сигнала можно жестко установить 
все возможные диапазоны значений модальных 
параметров и выполнить процедуру категориза-
ции значений ХП. Если свойства исследуемого 
процесса заранее неизвестны, то можно вос-
пользоваться методами кластеризации данных. 
Число кластеров и параметры работы алгорит-
мов будут являться настраиваемыми параме-
трами предлагаемого метода. В результате будет 
получено множество W всех возможных термов. 
Формирование словаря можно понимать как 
выделение набора макрособытий в развитии 
исследуемого процесса [25]. На рис. 4 (см. вто-
рую сторону обложки) представлен результат 
получения портрета состояния системы в рам-
ках характерного фрагмента исходного сигнала. 
Под портретом понимается распределение ча-
стот встречаемости наборов модальных параме-
тров в рамках одного фрагмента ВР.

При анализе СТС сложно заранее опреде-
лить все возможные состояния исследуемого 
объекта. Для поиска возможных состояний 
системы можно воспользоваться алгоритмами 
тематического моделирования на основе полу-
ченного корпуса документов, осуществляю-
щими мягкую кластеризацию путем разделе-
ния документов между несколькими класте-
рами. Тематическое моделирование обладает 
существенным запасом гибкости, позволяю-
щим обрабатывать сложно структурированные 
данные и применять тематический анализ со-
вместно с другими методами анализа текстов 
[26]. Согласно формуле полной вероятности и 
гипотезе условной независимости, распределе-
ние термов в документе описывается вероят-
ностной смесью распределений термов в темах:
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где w — терм; d — документ, связанный с те-
мой t, ( | )wt p tϕ =  — вероятностная смесь рас-
пределений термов в темах с весами ( | ).td p t dθ =  
Каждую полученную тему можно интерпрети-
ровать как возможное состояние, в котором 
может находиться исследуемый объект.

На рис. 5 и 6 (см. вторую сторону обложки) 
представлены результаты сжатия представления 
исследуемого процесса в три характерных про-
цесса с использованием модели латентного раз-
мещения Дирихле [27, 28], являющейся одной 
из наиболее популярных моделей тематического 
моделирования. Радиус окружностей на изобра-
жениях определяется долей наборов модальных 
параметров в сегменте анализируемого ВР, ко-
торые содержат соответствующие значения ам-
плитуды и частоты. Каждый полученный фраг-
мент определяется свойствами процессов, про-
текающих во время обработки изделия.

Заключение

В работе описан оригинальный метод струк-
турно-модального анализа квазипериодических 
ВР. Предлагаемый метод может быть использо-
ван для решения задачи диагностики и мони-
торинга состояния СТС в различных приклад-
ных областях. Описанный метод позволяет вы-
являть динамику изменения состояния систем 
в автоматическом или полуавтоматическом ре-
жимах в зависимости от объема априорной ин-
формации об анализируемой СТС. Комбини-
рование методов интеллектуальной обработки 
данных, применяемых в различных областях, 
позволяет получить интерпретируемые резуль-
таты в целях улучшения качества решения по-
ставленных задач оценки СТС.

Дальнейшее развитие данного подхода воз-
можно за счет формирования словаря состоя-
ний с термами, отвечающими за характер изме-
нения параметров ВР, и использования портре-
та состояний системы для решения различных 
задач интеллектуального анализа данных.
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The possibilities of using the structural-modal method for monitoring and diagnostics the technical states of a complex 
technical systems are presented. The main idea of the proposed method is to combine the methods of parametric modal 
decomposition of signals and thematic modeling methods used for soft clustering of attributes of segments of time series. 
The initial data for analysis are often presented as a quasiperiodic time series. Each period of the time series is a set of 
modal parameters. The first stage of the proposed approach is time series segmentation. Second stage is a parametric modal 
decomposition of the processes occurring in the identified signal segments. The final stage is creation of a probabilistic portrait 
of each state of the system. The structural-modal method allows to identify the dynamics of state of systems changes in 
automatic or semi-automatic modes, depending on the amount of a priori information about the analyzed complex technical 
system. The proposed method can be used to solve the problem of diagnosing and monitoring the condition of complex technical 
system in various application areas. The proposed approach can be used to create special mathematical software aimed at the 
automatic analysis of the state of complex technical systems.

Keywords: time series analysis, technical state, modal analysis, thematic modeling
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Метрики в модулярном векторном пространстве

Введение

В модулярной компьютерной системе счис ле-
ния числовые величины (mod ) {0,1,2, ... 1},A P P∈ −  
принадлежащие полной системе вычетов по 
модулю P, представлены векторами с компо-
нентами — наименьшими неотрицательными 
вычетами (абсолютно наименьшими) по про-
стым (взаимно простым) модулям:

1 1

(mod )

( (mod ),..., (mod ),.... (mod )),i i n n

A P

a p a p a p

↔
↔

 (1)

где (mod ), {0,1,..., 1}i i i ia A p a p≡ ∈ −  — вычет 
по модулю числовой величины A по одному из 
модулей 1{ ,... },i np p p∈  принадлежащих пол-
ной упорядоченной системе оснований моду-
лярной системы: 1 2... ... .i np p p p< < <

Векторы, определяемые соотношением (1), 
назовем модулярными.

Для анализа сходимости модулярных вычис-
лительных процессов, в частности процессов, 
в которых входные, промежуточные и выход-
ные числовые величины представлены в мо-
дулярной системе счисления (без выхода за ее 
пределы), рассмотрим свойства метрического 
векторного подпространства, элементами кото-
рого являются n-мерные модулярные векторы.

1. Свойства модулярного
векторного подпространства

Введем n-мерное линейное векторное про-
странство V  n, элементы которого — векторы 
с компонентами, имеющими ограниченное 
значение. Для ограничения значения компо-
нент используется операция вычисления наи-
меньших неотрицательных или абсолютно 
наименьших вычетов по некоторому фикси-
рованному модулю g, в частности по модулю 
максимального модулярного основания g = pn:

 
1

(mod )

( (mod ),..., (mod ),.... (mod )).

n
n

n i n n n

A p

a p a p a p

↔

↔

Компоненты таких векторов будем считать 
цифрами представления некоторой числовой ве-
личины A в позиционной системе с основанием pn.

Векторное пространство V   n является линей-
ным. Для его элементов выполняются условия 
однородности и аддитивности:

 1(mod ) ( (mod ),...,

..., (mod ),..., (mod ));

n
n n

i n n n

k Z kA p ka p

ka p ka p

∀ ∈ ↔

 1 1( ) (mod ) (( )(mod ),...,

...,( )(mod ),....( )(mod )).

n
n n

i i n n n n

A B p a b p

a b p a b p

+ ↔ +

+ +

Модулярные представления числовых величин в форме кортежей вычетов по взаимно простым модулям из 
некоторой конечной совокупности можно рассматривать как множество модулярных векторов. Множество 
модулярных векторов рассматривается как линейное подпространство в векторном пространстве, содержащем 
векторы с компонентами, имеющими ограниченное значение, его кольцевая структура не учитывается. Анали-
зируются свойства линейного модулярного подпространства, способы определения новых скалярных произведе-
ний, что позволяет ввести новые метрики. Введенные алгебраические конструкции предназначены для анализа 
сходимости многоразрядных параллельных вычислительных процессов в больших компьютерных диапазонах, опе-
рирующих с числовыми величинами в модулярном представлении. Введенные числовые векторные представления 
ориентированы на применение в модулярных реконфигурируемых вычислительных системах SIMD-архитектуры.

Ключевые слова: модулярное векторное подпространство, модулярные скалярные произведения, модулярные 
метрики, параллельный модулярный вычислительный процесс, многопроцессорная реконфигурируемая система
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В этом n-мерном векторном пространстве 
V  n введем подпространство W  n модулярных 
векторов, компоненты которых принадлежат 
полным системам вычетов по модулям соот-
ветствующих модулярных оснований. Вектор-
ное подпространство W  n назовем модулярным, 
его кольцевая структура при такой трактовке не 
учитывается. Элементами подпространства яв-
ляются модулярные векторы, значения компо-
нент которых ограничены результатами опера-
ций вычисления наименьших неотрицательных 
или абсолютно наименьших вычетов по отдель-
ным модулям выбранной модулярной системы 
счисления. После определения скалярного про-
изведения в векторном пространстве можно 
ввести ортогональное подпространство.

Модулярное подпространство W  n является 
линейным. Для его элементов

 
1 1

(mod )

( (mod ),..., (mod ),.... (mod ));i i n n

A P

a p a p a p

↔
↔

 
1 1

(mod )

( (mod ),..., (mod ),.... (mod ))i i n n

B P

b p b p b p

↔
↔

выполняются условия однородности и адди-
тивности:

 1 1(mod ) ( (mod ),...,

..., (mod ),..., (mod ));i i n n

k Z kA P ka p

ka p ka p

∀ ∈ ↔

 1 1 1( ) (mod ) (( )(mod ),...,

...,( )(mod ),...,( )(mod )).i i i n n n

A B P a b p

a b p a b p

+ ↔ +
+ +

Операции над модулярными векторами — 
умножение на число и сложение — выполня-
ются посредством вычислений вычетов компо-
нент модулярных векторов по соответствую-
щим модулям [1, 2].

2. Модулярные скалярные произведения

Для введения в подпространстве W  n моду-
лярных векторов понятий ортогональности и 
базиса рассмотрим скалярные произведения.

Сформируем требования, которым должно 
удовлетворять модулярное скалярное произ-
ведение (A, B) двух векторов A, B, принадле-
жащих векторному модулярному подпростран-
ству W  n, учитывающее особенности модуляр-
ной системы счисления:
 � симметричность, равенство (A, B) = (B, A) 

должно выполняться для наименьших не-
отрицательных и абсолютно наименьших 
вычетов по модулю;

 � умножение на число скалярного произведения 
k(A, B) является произведением двух чисел;

 � для выполнения аддитивности ((A + B)C) =
= (A, C) + (B, C) сумму векторов в модуляр-
ном пространстве определим следующим 
образом:

 
(( ), ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0;

A B kP C A C B C k P C

A C B C

+ − = + − =
= + +

 � для выполнения условия неотрицательно-
сти модуля вектора используются наимень-
шие неотрицательные вычеты по модулю:

 ( , ) 0, ( , ) 0 при ,A M A A A A A∀ ∈ = = θl

где θ — нулевой модулярный вектор.
Введем скалярные произведения векторов 

с модулярными компонентами, принадлежа-
щих W  n.

Определение. В общем случае скалярное 
произведение следующего вида есть сумма 
скалярных произведений:

 1

1 1

,

( , ) ( , ) ( , ).

k

i
i

k k

i i
i i

A kP C

A C k P C A C

=

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= + =

∑

∑ ∑

Определение. Скалярное произведение (пер-
вое) двух модулярных векторов A, B ∈ W  n яв-
ляется числом:

 
1

( , ) | | | | ,
i i

n

i p i p
i

A B a b
=

= ∑  (2)

где | |
ii pa  — обозначена бинарная операция 

вычисления вычета по модулю pi в инфикс-
ной записи.

Замечание 2( , ) ( 1) .nA B n p< −
Введем модуль (первый) модулярного век-

тора как сумму квадратов вычетов по соответ-
ствующим модулям:

 

2 2

1 1

2

2 2 2

1 1

( , ) | | , | | | | ,

| | | | | | .

i i

i i

n n

i p i p
i i

n n

i p i p
i i

A A a A a

A a a

= −

− −

= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

Замечание. В этих соотношениях и далее 
используется арифметическое значение ква-
дратного корня.

Для вычисления скалярного произведения 
(2) возможно использование наименьших не-
отрицательных или абсолютно-наименьших 
вычетов по модулю.
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Теорема Т-1. Для скалярного произведения 
(2) неравенство Коши—Буняковского имеет 
следующий вид:

 2 2

1 1 1
| | | | | | | | .

i i i i

n n n

i p i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Доказательство.
Сформируем выражение 2| | ( , ) ,C A B A B A= −  

которое возведем в квадрат:

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

| | (| | ( , ) )

(| | ) | | 2( , ) | | ( , ) | |

| | (| | | | ( , ) ).

C A B A B A

A B A B A A B A

A A B A B

= − =

= − + =

= −

Выполняется неравенство 2| | 0.C l  Следова-
тельно, выполняются неравенства

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1

(| | | | ( , ) ) 0, | | | | ( , ) или

| || | ( , ) или | | | | | | | | .
i i i i

n n n

i p i p i p i p
i i i

A B A B A B A B

A B A B a b a b
− − −

−

∑ ∑ ∑

l l

l m

Неравенство выполняется при использова-
нии наименьших неотрицательных вычетов или 
абсолютно наименьших вычетов по модулю.

Теорема Т-2. Для скалярного произведения 
(2) выполняется неравенство треугольника

 2 2 2

1 1 1
|( )| |( )| |( )| .

i i i

n n n

i i p i i p i i p
i i i

x z z y x y
= = =

− + − −∑ ∑ ∑l

Доказательство.
Выполняются следующие модульные соот-

ношения:

 
| | || | | | |

| | | | 0| ,
i i i i

i i

i i p i i p i i p p

i i p i i p i

x y x z z y

x z z y p

− = − + − =

= − + − −

где символом 0| ip  обозначены альтернативные 
варианты "или".

Следовательно,

 | | | | | | .
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

Возведем обе части неравенства в квадрат и 
просуммируем:

 

2

1

2 2

1

(|( )| 2|( )| ( )

|( )| ) |( )|

i i i

i i

n

i i p i i i ip p
i

n

i i p i i p
i

x z x z z y

z y x y

=

=

− + − − +

+ − −

∑

∑l

Применим неравенство Коши—Буняков-
ского, которое для модульных соотношений 
в данном случае имеет вид

 
1

2 2

1 1

|( )| |( )|

|( )| |( )| .

i i

i i

n

i i p i i p
i

n n

i i p i i p
i i

x z z y

x z z y

=

= =

− −

− −

∑

∑ ∑

m

m

Получим
2

2 2 2

1 1 1

2

2 2

1 1

|( )| 2 |( )| |( )|

|( )| |( )|

i i i

i i

n n n

i i p i i p i i p
i i i

n n

i i p i i p
i i

x z x z z y

z y x y

= = =

= =

⎛ ⎞
− + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑l

или

 

2

2 2 2

1 1 1
|( )| |( )| |( )|

i i i

n n n

i i p i i p i i p
i i i

x z z y x y
= = =

⎛ ⎞
− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑l

или

 2 2 2

1 1 1
|( )| |( )| |( )| .

i i i

n n n

i i p i i p i i p
i i i

x z z y x y
= = =

− + − −∑ ∑ ∑l

Теорема доказана.
В символике векторной алгебры скалярное 

произведение (2) имеет вид

 
1 1

т
1 1

( , ) ( (mod ),..., (mod ))Ѕ

Ѕ( (mod ),..., (mod )) ,

n n

n n

A B a p a p

b p b p

=

где т — символ транспонирования матрицы, 
вектора.

Введем модулярное (второе) скалярное про-
изведение векторов A, B ∈ W  n.

Определение. Модулярное (второе) скаляр-
ное произведение двух модулярных векторов 
A, B ∈ W  n есть число

 
1

( , ) | | .
i

n

i i p
i

A B a b
=

′ = ∑  (3)

Замечание. ( , ) ( 1).nA B n p′ < −
Для модулярного скалярного произведения 

(3), учитывая взаимно однозначное соответ-
ствие, возможно использование наименьших 
неотрицательных и абсолютно наименьших 
вычетов по модулю.

Определим второй модуль модулярного век-
тора A(modP) как сумму квадратичных выче-
тов по соответствующим модулям:

 2

1 1
( , ) | | | | ;

i i

n n

i i p i p
i i

A A a a a
= −

′ = =∑ ∑

 2

1
| | | | ;

i

n

i p
i

A a
−

= ∑  

2

2 2 2

1 1
| | | | | | .

i i

n n

i p i p
i i

A a a
− −

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

Для вычисления модулей модулярных век-
торов используются наименьшие неотрица-
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тельные вычеты, что не нарушает условие для 
скалярного произведения:

 ( , ) 0, ( , ) 0 при 0.A A A A A A∀ = =l

Теорема Т-3. Для модулярного скалярного 
произведения (3) неравенство Коши—Буня-
ковского имеет следующий вид:

 2 2

1 1 1
| | | | | | .

i i i

n n n

i i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Доказательство.
Сформируем следующее выражение:

 2| | ( , ) .C A B A B A′= −

Возведя выражение в квадрат, получим

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

| | (| | ( , ) )

(| | ) | | 2( , ) | | ( , ) | |

| | (| | | | ( , ) ).

C A B A B A

A B A B A A B A

A A B A B

′= − =

′ ′= − + =

′= −
Учитывая, что 2| | 0,C l  можно заметить, что 

для второго числового сомножителя, записан-
ного в виде разности квадрата модуля моду-
лярного вектора и квадрата скалярного произ-
ведения (3), должно выполняться условие 

 2 2 2(| | | | ( , ) ) 0,A B A B ′− l

следовательно,

 2 2 2| | | | ( , )A B A B ′l  и ( , ) | || |A B A B′ m

 или 2 2

1 1 1
| | | | | | .

i i i

n n n

i i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Неравенство выполняется при использова-
нии в левой части наименьших неотрицатель-
ных вычетов или абсолютно наименьших вы-
четов по модулю. В правой части неравенства 
возможно использование только наименьших 
неотрицательных вычетов по модулю, иначе 
нарушается соответствующее условие для ска-
лярного произведения.

Теорема Т-4. Для модулярного скалярно-
го произведения (3) выполняется неравенство 
треугольника

 

2 2

1 1

2

1

|( ) | |( ) |

|( ) | .

i i

i

n n

i i p i i p
i i

n

i i p
i

x z z y

x y

= =

=

− + −

−

∑ ∑

∑

l

l

Доказательство.
Выполняются следующие модульные соот-

ношения:

 
| | || | | | |

| | | | 0| ,
i i i i

i i

i i p i i p i i p p

i i p i i ip

x y x z z y

x z z y p

− = − + − =

= − + − −

где символом 0| ip  обозначены альтернативные 
варианты "или". Следовательно,

 | | | | | | .
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

Возведем в квадрат обе части неравенства

 2 2(| | | | ) (| | ) ,
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

получим

2

2 2

| | | | | | | | | |

| | (| | ) .

i i i i i

i i

i i p i i p i i p i i p i i p

i i p i i p

x z x z z y x z z y

z y x y

− + − − + − − +

+ − −l
 (4)

Возьмем вычеты по модулю от каждого сла-
гаемого в обеих частях неравенства (4) и вы-
полним преобразования по модулю в левой 
части неравенства:

 

2

2

2

||( ) | |( )( )|

|( )( )| |( ) | |

( ) ;

i i

i i i

i
i

i i p i i i i p

i i i i p i i p p

i i p p

x z x z z y

x z z y z y

x y

− + − − +

+ − − + −

−

l

l

 

2

||( )( )|

|( )( )| |

( ) .

i

i i

i
i

i i i i i i p

i i i i i i p p

i i p p

x z x z z y

x z z y z y

x y

− − + − +

+ − + − −

−

l

l

В результате получим соотношение, которое 
показывает, что левая часть не меньше правой 
части:

 2||( )| |( )| | ( ) .
i i i

i
i i p i i p p i i p

x y x y x y− − −l

Заметим, что при z = 0 нестрогое неравен-
ство превращается в равенство.

После возведения в квадрат обеих частей 
неравенства (4) и вычисления вычетов по мо-
дулю окончательно получим слева сумму че-
тырех вычетов по модулю, которая не меньше 
правой части, содержащей одиночный вычет 
по модулю:

 

2

2 2

|( ) | |( )( )|

|( )( )| |( ) | ( ) .

i i

i i
i

i i p i i i i p

i i i i p i i p i i p

x z x z z y

x z z y z y x y

− + − − +

+ − − + − −l

После суммирования в обеих частях нера-
венства получим

 

2

1

2 2

1

(|( ) | 2|( )( )|

|( ) | ) |( ) | .

i i

i i

n

i i p i i i i p
i

n

i i p i i p
i

x z x z z y

z y x y

=

=

− + − − +

+ − −

∑

∑l
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Применим неравенство Коши—Буняков-
ского, которое для данного случая имеет вид

 
1

2 2

1 1

|( )( )|

|( ) | |( ) | .

i

i i

n

i i i i p
i

n n

i i p i i p
i i

x z z y

x z z y

=

= =

− −

− −

∑

∑ ∑

m

m

В результате получим:

 

2

2 2

1 1

2

2 2

1 1

2

1

|( ) | 2 |( ) |

|( ) | | ( ) |

|( ) |

i i

i i

i

n n

i i p i i p
i i

n n

i i p i i p
i i

n

i i p
i

x z x z Ѕ

Ѕ z y z y

x y

= =

= =

=

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−

∑ ∑

∑ ∑

∑

l

l

или

 

2

2 2

1 1

2

1

|( ) | |( ) |

|( ) |

i i

i

n n

i i p i i p
i i

n

i i p
i

x z z y

x y

= =

=

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−

∑ ∑

∑

l

l

или

 

2 2

1 1

2

1

|( ) | |( ) |

|( ) | .

i i

i

n n

i i p i i p
i i

n

i i p
i

x z z y

x y

= =

=

− + −

−

∑ ∑

∑

l

l

Теорема доказана.
Определение. Модулярный оператор линей-

ной свертки ( (mod ))S A B P⋅  двух модулярных 
векторов A, B ∈ W  n вычисляется следующим 
образом:

1
т

1

1

т

1
1 1

( (mod ))

... ...

. . . ( ,..., ,..., )

... ... ...

(mod ),..., (mod ) .
i i

i n

i n

i n

n n

i i i i n
i ip p

S A B P

a a a

b b b

a a a

a b p a b p
= =

⋅ ↔

⎛ ⎞
⎜ ⎟↔ ⋅ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

 (5)

Рассмотрим вопрос базиса в модулярном 
векторном подпространстве W  n. В векторном 
модулярном подпространстве W  n существует 
как минимум один ортонормированный базис, 
состоящий из базисных векторов модулярной 
системы счисления:

 

1

1

1,..., (mod ) (0(mod ),...,

..., (mod ),...,0(mod ))

(0(mod ),...,1(mod ),...,0(mod )),

i

i i n
i

i n

i n B P p

P
m p p

p

p p p

∀ = ↔

=

=

где 
1

1,..., .
i

i
i p

P
i n m

p

−

∀ = =

Базис ортонормированный, скалярные про-
изведения (2) и (3) взятых попарно базисных 
векторов равны нулю [3, 4]:

т

( , ) ( , )

(0,...,1(mod ),...,0) (0,...,1(mod ),...,0) 0.

i j i j

i j

B B B B

p p

′= =

= ⋅ =

Базисом в векторном пространстве является 
любая совокупность линейно независимых век-
торов, он может быть найден стандартными мето-
дами. Решение неоднородной системы линейных 
алгебраических уравнений, столбцами которой 
являются базисные векторы, дает разложение по 
этому базису произвольного вектора, записывае-
мого в правой части системы уравнений.

3. Метрики в векторном модулярном 
подпространстве

Для анализа сходимости модулярных вы-
числительных процессов введем два вида рас-
стояний или метрик (аналогов евклидового 
расстояния) на множестве n-мерных модуляр-
ных векторов из подпространства W  n через их 
скалярные произведения.

Определение. Модулярное расстояние между 
двумя модулярными величинами — векторами 
A, B ∈ W  n — на основе скалярного произведе-
ния (2) есть число

 1 2

1
( , ) | | .

i

n

i i p
i

l A B a b
=

= −∑

Определение. Модулярный вес модулярного 
вектора А на основе скалярного произведения 
(2) есть модулярное расстояние между произ-
вольным модулярным вектором и нулевым:

 1 1 2

1
( ) ( , ) | | ( , ).

i

n

i p
i

w A l A a A A
=

= θ = =∑

Модулярный вес, полученный на основе 
скалярного произведения (2), совпадает с пер-
вым модулем вектора в модулярном векторном 
подпространстве nW .

Теорема Т-5. Модулярное расстояние 
1( , )l A B  между двумя модулярными векторами 
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A, B ∈ W  n на основе скалярного произведения 
(2) является метрикой.

Доказательство.
Используя арифметическое значение ква-

дратного корня, можно получить:
1. 1( , ) 0.l A B l
2. 1( , ) 0,l A B =  если (mod ).A B P≡
3. 1 1( , ) ( , ).l A B l B A=
4. Выполнение неравенства треугольника 

установлено в теореме Т-2.
Определение. Модулярное расстояние между 

двумя модулярными величинами — векторами 
A, B ∈ W  n — на основе модулярного скалярно-
го произведения (3) есть число

 2 2

1
( , ) |( ) | .

i

n

i i p
i

l A B a b
=

= −∑

Определение. Модулярный вес модулярного 
вектора А на основе модулярного скалярного 
произведения (3) есть модулярное расстояние 
между произвольным модулярным вектором и 
нулевым:

 2 2 2

1
( ) ( , ) | | ( , ) .

i

n

i p
i

w A l A a A A
=

′= θ = =∑

Модулярный вес, полученный на основе 
модулярного скалярного произведения (3), со-
впадает со вторым модулем вектора в модуляр-
ном векторном подпространстве W  n.

Модулярные веса, полученные на основе 
скалярных произведений (2) и (3), не равны 
в общем случае.

Теорема Т-6. Модулярное расстояние l2(A, B)
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

на основе модулярного скалярного произведе-
ния (3) является метрикой.

Доказательство.
Используя арифметическое значение ква-

дратного корня, можно получить:
1. 2( , ) 0l A B l .
2. 2( , ) 0l A B = , если (mod )A B P≡ .
3. 2 2( , ) ( , )l A B l B A= .
4. Выполнение неравенства треугольника 

установлено в теореме Т-4.
Приведем для полноты обзора, кроме выше 

введенных метрик, остаточное расстояние 
(аналог метрики Хэмминга), применимое для 
задач помехозащитного модулярного коди-
рования дискретной информации и учиты-
вающее характер модульной ошибки канала 
передачи, хранения и обработки для векторов 
с модулярными компонентами [5,6].

Определение. Остаточное расстояние d(A, B) 
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

есть остаточный вес модульной разности двух 
модулярных векторов

 
1
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n
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d A B a b
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= δ −∑

где символ Кронекера
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Остаточное расстояние является метрикой, 
так как для него выполняются соответствую-
щие аксиомы [6].

Остаточный вес определяется как остаточ-
ное расстояние между произвольным модуляр-
ным вектором и нулевым.

Введем модулярный аналог расстояния и 
веса Ли, предназначенный для помехозащит-
ного кодирования дискретной информации 
в системах передачи данных с фазовой моду-
ляцией несущего сигнала.

Определение. Модулярный вес Ли |ai|L одиноч-
ной компоненты ai модулярного вектора равен:

 

1
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Определение. Модулярное расстояние Ли 
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

есть сумма модулярных весов Ли разности их 
компонент:

 
1

( , ) || | | .
i

n

i i p L
i

t A B a b
=

= −∑

В вычислительных экспериментах для уско-
рения вычислений нормированных компонент 
модулярных векторов, а также ряда функций, 
например оператора линейной свертки, необхо-
димые для этих процедур константы хранятся 
в специальных областях кэш-памяти моделиру-
емой модулярной вычислительной системы [7].

Заключение

Известны классы вычислительных процес-
сов, оперирующих с числовыми величинами 
и называемых многоразрядными процесса-
ми или процессами в больших компьютер-
ных диапазонах. В этих процессах операнды, 
промежуточные результаты операций и ре-
зультаты вычислительных процессов явля-
ются модулярными числовыми величинами, 
т.е. представленными в компьютерной моду-
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лярной системе счисления [3, 8]. Модулярные 
представления для целых числовых величин и 
правильных рациональных дробей при соот-
ветствующих алгоритмах позволяют организо-
вать эффективное распараллеливание вычис-
лительного процесса [8, 9]. Технической базой 
таких параллельных процессов являются вы-
числительные системы с SIMD-архитектурой, 
лежащей в основе большинства современных 
многопроцессорных систем, содержащих кро-
ме центральных процессоров CPU множество 
графических ускорителей GPU, используемых 
для распараллеливания вычислений [2, 9].

По оценкам ряда исследователей моду-
лярная машинная арифметика имеет пре-
имущества именно в области параллельных 
многоразрядных вычислений, она позволяет 
организовывать высокопроизводительные мо-
дулярные вычислительные процессы в боль-
ших компьютерных диапазонах [9, 10].

Анализ особенностей модулярного вектор-
ного подпространства, введенные модулярные 
скалярные произведения позволяют определить 

метрики в векторном модулярном пространстве 
W  n, предназначенные для оценки сходимости 
модулярных вычислительных процессов.
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Схемы открытого согласования ключей
на основе скрытой задачи дискретного логарифмирования1

Введение

В  настоящее время прогресс в области 
квантовых вычислений достиг такого уровня, 
при котором высокую степень актуальности 
приобрела проблема разработки криптографи-
ческих алгоритмов и протоколов с открытым 
ключом, обеспечивающих высокую стойкость 
к квантовым атакам, т.е. атакам с использо-
ванием квантового компьютера [1—3]. Крип-
тосхемы, удовлетворяющие этому условию, 
называются постквантовыми, т.е. ориентиро-
ванными на применение в эпоху квантовых 
вычислений, наступление которой прогнози-
руется на ближайшее будущее [4].

Указанная проблема связана с тем, что со-
временные двухключевые криптосхемы, имею-
щие широкое применение для решения много-
численных задач в области обеспечения инфор-
мационной безопасности и кибербезопасности, 
основаны на вычислительной трудности задачи 
дискретного логарифмирования (ЗДЛ) и зада-
чи факторизации (ЗФ), которые на квантовом 

1 Работа выполнена при поддержке бюджетной темы 
№ 0060-2019-0010.

компьютере могут быть решены за полиноми-
альное время [5—8]. Полиномиальные кванто-
вые алгоритмы решения ЗДЛ и ЗФ использу-
ют возможность сведения этих задач к задаче 
определения длины периода некоторой перио-
дической функции, принимающей дискретные 
значения в рамках явно заданной конечной ци-
клической группы. В частности, при решении 
ЗДЛ строится периодическая функция, длина 
одного из периодов которой зависит от искомо-
го значения логарифма. Квантовый компьютер 
чрезвычайно эффективно реализует дискретное 
преобразование Фурье, из максимумов которо-
го вычисляются длины периодов преобразован-
ной функции [9, 10].

Для разработки постквантовых криптогра-
фических алгоритмов и протоколов использу-
ют вычислительно трудные задачи, отличные 
от ЗДЛ и ЗФ. Перспективным подходом к раз-
работке постквантовых двухключевых крип-
тосхем является применение в качестве базо-
вого криптографического примитива скрытой 
задачи дискретного логарифмирования (СЗДЛ) 
[11—13]. На основе этого примитива предложе-
ны протоколы открытого согласования ключа 
[14] и электронной цифровой подписи (ЭЦП) 
[15, 16], а также алгоритмы коммутативного 

Рассмотрены схемы открытого согласования ключа, основанные на вычислительной сложности скрытой 
задачи дискретного логарифмирования, задаваемой в конечных некоммутативных ассоциативных алгебрах. 
Для повышения производительности предложены алгебры с заданием операции векторного умножения с по-
мощью прореженных таблиц умножения базисных векторов и процедура генерации перестановочных ключевых 
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шифрования [17, 18]. В качестве алгебраиче-
ского носителя таких криптосхем используют-
ся некоммутативные конечные ассоциативные 
алгебры (НКАА) [19—22], содержащие в себе 
большое число различных конечных цикличе-
ских групп в качестве подмножеств элементов 
алгебры.

В данной статье рассматриваются извест-
ные протоколы открытого согласования клю-
ча, построенные на основе вычислительной 
трудности СЗДЛ, и предлагается и обосновы-
вается новый способ построения криптосхем 
данного типа, который позволяет повысить их 
вычислительную эффективность. Предлагае-
мый способ отличается использованием в ка-
честве алгебраического носителя криптосхем 
НКАА с операцией умножения, задаваемой по 
прореженным таблицам умножения базисных 
векторов (ТУБВ).

1. Задание скрытой задачи
дискретного логарифмирования

Традиционная ЗДЛ формулируется следу-
ющим образом. Известен открытый ключ Y ′, 
представляющий собой некоторый элемент 
конечной циклической группы, вычисленный 
путем выполнения операции возведения в це-
лочисленную степень достаточно большой раз-
рядности:

 Y ′ = N x,

где N — генератор конечной циклической 
группы; x — секретный ключ. Нахождение 
значения x по известным элементам N и Y ′ 
называется ЗДЛ. В случае группы, имеющей 
значение ее порядка, равное многоразрядному 
простому числу q (длиной 256 бит и более), для 
обычного компьютера известны только сверх-
полиномиальные алгоритмы решения ЗДЛ, 
задаваемой в мультипликативной группе поля 
GF(p) и в ряде других конечных групп.

На квантовом компьютере ЗДЛ решается как 
задача вычисления длины периода функции 

( , ) i jf i j Y N′=  с натуральными значениями i и 
j, которая содержит период длины (–1, x):

 1 ( , ) ( 1, ).i j i j xY N Y N f i j f i j x− +′ ′= ⇒ = − +

Для функции f(i, j) со значениями в явно 
заданной конечной циклической группе кван-
товый компьютер эффективно выполняет дис-
кретное преобразование Фурье, что позволяет 
за полиномиальное время найти длины всех 
периодов функции f(i, j), в том числе и значе-

ние (–1, x), а следовательно, и значение дис-
кретного логарифма x.

Различные формы СЗДЛ возникают при по-
строении двухключевых криптосхем, в которых 
основной операцией, определяющей высокий 
уровень стойкости, является операция воз-
ведения в степень, выполняемая в некоторой 
скрытой циклической группе, содержащейся 
в НКАА. Маскирование этой группы реализу-
ется тем, что оба элемента N и N  x группы или 
один из них предоставляются в виде открытых 
параметров Y и Z криптосхемы после дополни-
тельного маскирующего преобразования с по-
мощью операций ψ1 и ψ2, являющихся взаим-
но коммутативными с операцией возведения 
в степень экспоненцирования: Y = ψ1(N  x) и
Z = ψ2(N). При этом секретные маскирующие 
операции выбираются такими, что значения Y 
и Z лежат в разных циклических группах, каж-
дая из которых отлична от группы, генерируе-
мой всевозможными степенями элемента N.

Для корректности работы схемы ЭЦП ма-
скирующие операции ψ1 и ψ2 должны быть со-
гласованы между собой, что дает возможность 
построения периодических функций по значе-
ниям элементов открытого ключа. Например, 
в схемах ЭЦП, описанных в работах [23—25], 
открытым ключом является пара значений Y
и Z, по которым может быть построена перио-
дическая функция ( , ) ,if i j Y Z=  включающая 
период, имеющий длину (–1, x), однако эта 
функция принимает значения, лежащие во 
многих различных циклических группах. Это 
обеспечивает стойкость к квантовым атакам 
на основе известных квантовых алгоритмов 
вычисления длины периода.

В схемах открытого согласования ключей 
предполагается, что независимые пользовате-
ли выполняют базовую операцию экспоненци-
рования в одной и той же циклической группе, 
поэтому кроме открытого ключа в криптосхе-
мах данного типа должен быть задан другой 
известный параметр, позволяющий выполнить 
указанное условие. В рассматриваемом случае 
маскирование базовой циклической группы 
обеспечивается только маскированием резуль-
тата выполнения операции экспоненцирова-
ния, т.е. открытый ключ включает элементы 
Y = ψ1(N  x) и N. Однако, несмотря на кажущу-
юся ослабленной маскировку, периодические 
функции, построенные с использованием 
значений Y и N, не содержат период, опреде-
ляемый значением дискретного логарифма, 
а включают периоды, связанные со значением 
порядка q базовой циклической группы.
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2. Некоммутативные конечные алгебры 
с ассоциативной операцией умножения

Конечные m-мерные алгебры представля-
ют собой конечные m-мерные векторные про-
странства, заданные над конечным полем, на-
пример, над простым конечным полем GF(p), 
в которых дополнительно к имеющимся опе-
рациям сложения векторов и скалярного ум-
ножения определена операция векторного ум-
ножения (далее операция умножения), которая 
является дистрибутивной слева и справа отно-
сительно операции сложения. Для построения 
двухключевых криптосхем на основе СЗДЛ ис-
пользуются НКАА, поэтому при задании опе-
рации умножения в векторном пространстве 
применяется способ определения этой опера-
ции по таблицам умножения базисных векто-
ров (ТУБВ), позволяющий обеспечить свой-
ство ассоциативности операции умножения.

Элементами m-мерного векторного простран-
ства являются всевозможные векторы вида

 0 1 1 0 0 1 1 1 1( , ,..., ) ... ,m m ma a a a a a− − −= = + + +A e e e

где ( ),ia GF p∈  где p — простое число; ei — 
формальные базисные векторы. Операция ум-

ножения (é) векторов 
1

0

m

i i
i

a
−

=
= ∑A e  и 

1

0

m

j j
j

b
−

=
= ∑B e  

определяется по следующей формуле

 
1 1

0 0
,

m m

i j i j
i j

a b
− −

= =
= ∑ ∑A B e e� �  (1)

где каждое из произведений пар базисных 
векторов заменяется на однокомпонентный 
вектор λek, задаваемый специально разрабо-
танной ТУБВ. Значение ( )GF pλ ∈  называется 
структурной константой. Рассмотрим произ-

ведение трех векторов A, B и 
1

0
,

m

k k
k

c
−

=
= ∑C e  осу-

ществляемое в соответствии со следующими 
двумя вариантами:

 
( )
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1 1 1

0 0 0
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m m m
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i j k
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i j k i j k
i j k

a b c

a b c

− − −
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= = =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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( )

1 1 1

0 0 0

1 1 1

0 0 0
( ).

m m m

i i j k i j
i j k

m m m

i j k i j k
i j k

a b c

a b c

− − −

= = =

− − −

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

A B C e e e

e e e

� � � �

� �
 (3)

Равенство правых частей выражений (2) и 
(3) имеет место, если используемая ТУБВ обе-
спечивает выполнение равенства

 ( ) ( )i j k i j k=e e e e e e� � � �  (4)

для всех возможных троек значений (i, j, k).
Известен ряд частных ТУБВ для реализа-

ции НКАА с фиксированным значением раз-
мерности векторов [19] и унифицированные 
способы построения ТУБВ [20—22] для произ-
вольных четных значений размерности m. Из 
формулы (1) легко видеть, что вычислительная 
сложность операции умножения определяется 
вычислительной сложностью операции умно-
жения в поле GF(p) и числом этих операций, 
поэтому для уменьшения сложности базовой 
операции экспоненцирования (т.е. для повы-
шения производительности разрабатываемых 
криптосхем) представляет интерес разработка 
прореженных ТУБВ, в которых в достаточно 
большом числе ячеек содержится структурный 
коэффициент, равный нулю.

Для случаев  размерностей m = 4 и m = 6 
в данном исследовании разработаны и исполь-
зуются ТУБВ указанного типа, которые пока-
заны как табл. 1 и табл. 2.

3. Свойства четырехмерной НКАА

Решение векторных уравнений вида

 =X A A�  (5)

и

 ,=A X A�  (6)

Таблица 1

Задание операции умножения четырехмерной НКАА
(m ¹ 0; l ¹ 0)

é e0 e1 e2 e3

e0 μe0 0 0 μe3

e1 0 λe1 λe2 0

e2 μe2 0 0 μe1

e3 0 λe3 λe0 0

Таблица 2

Задание операции умножения в шестимерной НКАА (l ¹ 0)

é e0 e1 e2 e3 e4 e5

e0 e0 0 e2 0 e4 0

e1 λe3 0 λe5 0 λe1 0

e2 0 e4 0 e0 0 e2

e3 e3 0 e5 0 e1 0

e4 λe0 0 λe2 0 λe4 0

e5 0 e1 0 e3 0 e5
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где 0 1 2 3( , , , )a a a a=A  — некоторый заданный 
четырехмерный вектор; 0 1 2 3( , , , )x x x x=X  — 
неизвестный вектор, приводит к получению 
следующей формулы для глобальной двухсто-
ронней единицы E, содержащейся в алгебре:

 1 1( , ,0,0).− −= μ λE  (7)

Здесь используется термин "глобальная" для 
обозначения того, что данная единица действу-
ет на все элементы алгебры как двухсторонняя 
единица (в отличии от локальных единиц, дей-
ствующих в подмножествах элементов алгебры).

Для преобладающего множества четырех-
мерных векторов рассматриваемой алгебры, ко-
ординаты которых удовлетворяют условию
a0a1 ≠ a2a3, уравнения (5) и (6) имеют един-
ственное решение X = E (в случае a0a1 = a2a3 
кроме этого решения имеется много других ре-
шений). Векторы, удовлетворяющие условию 
a0a1 ≠ a2a3, являются обратимыми, т. е. для них 
каждое из векторных уравнений =X A A�  и 

,=A X A�  имеет единственное решение X = A–1,
которое называется обратным значением векто-
ра A. В случае a0a1 = a2a3 последние два вектор-
ных уравнения не имеют решений. Векторы, 
удовлетворяющие последнему условию, назы-
ваются необратимыми. Из условия необрати-
мости легко установить число необратимых 
векторов, которое равно p3 + p2 – p. Число всех 
четырехмерных векторов равно значению p4, 
поэтому для числа обратимых векторов Ω (по-
рядок мультипликативной группы алгебры) по-
лучаем следующую формулу:

 2( 1)( 1).p p pΩ = − −  (8)

Каждый обратимый вектор 0 1 2 3( , , , )v v v v=V  
задает операцию автоморфного отображения, 
описываемую формулой

 1( ) ,−ϕ =X V X V� �  (9)

где переменная X пробегает все значения ал-
гебры, которая является взаимно коммутатив-
ной с операцией экспоненцирования и пред-
ставляет интерес как маскирующая операция 
при задании СЗДЛ.

В случае построения схем открытого согла-
сования ключей маскирующие операции вы-
полняются двумя пользователями в различной 
очередности, и порядок их выполнения не дол-
жен влиять на значение получаемого результата 
(общего секретного ключа), поэтому выбирае-
мые пользователями маскирующие операции 
должны быть взаимно коммутативными, оста-
ваясь при этом секретными. Взаимная комму-
тативность маскирующих операций, выбира-
емых любыми двумя пользователями, может 

быть обеспечена, если задать выбор вектора V 
как параметра операции автоморфного отобра-
жения из одной и той же коммутативной груп-
пы, содержащейся в алгебре. При этом порядок 
этой коммутативной группы должен быть до-
статочно большим. В работах [23, 24] эта про-
блема решается путем задания в качестве от-
крытого параметра криптосхемы некоторого 
вектора Q, имеющего достаточно большой по-
рядок ω, и механизма выбора вектора V путем 
использования случайного натурального числа 
x < ω и вычисления значения V = Qx.

Недостатками этого способа являются огра-
ничение множества потенциально возможных 
значений V и необходимость выполнения опе-
рации экспоненцирования, что повышает вы-
числительную трудоемкость процедуры форми-
рования ключевых параметров пользователей. 
Для устранения этих недостатков предлагается 
способ задания полной коммутативной группы 
для выбора параметров маскирующей операции 
автоморфного отображения алгебры. Способ 
описывается следующим образом:

1) выбирается некоторый вектор

 0 1 2 3( , , , );q q q q=Q

2) выводится формула, описывающая все 
векторы, которые перестановочны с Q;

3) по указанной формуле каждый пользова-
тель вычисляет случайный вектор V, использу-
емый для задания секретной операции маски-
рования.

Для векторов X, являющихся перестановоч-
ными с Q, выполняется условие ,=X Q Q X� �
т. е. множество векторов X являются решениями 
векторного уравнения (0,0,0,0),− =X Q Q X� �  
которое сводится к решению следующей си-
стемы из четырех линейных уравнений с неиз-
вестными x0, x1, x2 и x3:

 

0 0 3 2 0 0 2 3

1 1 2 3 1 1 3 2

1 2 2 0 2 1 0 2

0 3 3 1 3 0 1 3

0;

0;

0;

0.

x q x q x q x q

x q x q x q x q

x q x q x q x q

x q x q x q x q

μ + λ − μ − λ =⎧
⎪ λ + μ − λ − μ =⎪
⎨λ + μ − λ − μ =⎪
⎪μ + λ − μ − λ =⎩

 (10)

В этой системе первое уравнение совпадает 
со вторым, а третье — с четвертым. Легко уста-
новить, что все решения системы (10) описы-
ваются формулой

 ( )
0 1 2 3

2 1 0 3

2 2

( , , , )

, , , ,

x x x x

q d q q h q
d h h

q q

= =

μ + λ − μ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

X

 (11)

где d, h = 0,1, ..., p – 1. Множество (11) содержит 
p2 различных векторов, включая нулевой эле-
мент (0, 0, 0, 0) и единицу 1 1( , ,0,0)− −μ λ  алгебры.
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Утверждение 1. Любые два вектора V и W из 
множества (11) являются перестановочными,
т. е. для них выполняется условие =W V V W� � .

Доказательство. Выполняется непосред-
ственной проверкой с использованием форму-
лы (11) для двух произвольных пар значений 
(d1, h1) и (d2, h2).

4. Свойства шестимерной НКАА

Характерной особенностью шестимерной 
НКАА, задаваемой табл. 2, является наличие 
в ней большого множества глобальных лево-
сторонних единиц. Для нахождения формулы, 
описывающей это множество, следует рассмо-
треть векторное уравнение =X A A�  при не-
котором фиксированном шестимерном векто-
ре 0 1 2 3 4 5( , , , , , ).a a a a a a=A  С использованием 
табл. 2 указанное векторное уравнение сводит-
ся к следующей системе из шести линейных 
уравнений с неизвестными координатами век-
тора 0 1 2 3 4 5( , , , , , ):x x x x x x=X

 

( )
( )
( )
( )
( )
( )

0 4 0 2 3 0

1 3 4 5 1 1

0 4 2 2 5 2

1 3 0 5 3 3

0 4 4 2 1 4

1 3 2 5 5 5

;

;

;

;

;

.

x x a x a a

x x a x a a

x x a x a a

x x a x a a

x x a x a a

x x a x a a

⎧ + λ + =
⎪ λ + + =⎪
⎪ + λ + =⎪
⎨ λ + + =⎪
⎪ + λ + =
⎪

λ + + =⎪⎩

 (12)

Используя замену переменных по формулам 
u1 = x0 + λx4 и u2 = λx1 + x3, систему (12) можно 
представить в виде двух независимых систем 
из трех линейных уравнений:

 
1 0 2 3 0

1 2 2 5 2

1 4 2 1 4

;

;

;

u a x a a

u a x a a

u a x a a

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 (13)

 
2 4 5 1 1

2 0 5 3 3

2 2 5 5 5

;

;

.

u a x a a

u a x a a

u a x a a

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 (14)

Для произвольного вектора 0 1 2 3 4 5( , , , , , )a a a a a a=A  
система (13) имеет решение (u1, x2) = (1, 0), 
а система (14) — решение (u2, x5) = (0, 1). Пу-
тем обратной замены переменных получаем 
следующую формулу, описывающую множе-
ство p2 глобальных левосторонних единиц 

0 1 2 3 4 5( , , , , , ),l l l l l l=L  содержащихся в рассма-
триваемой НКАА:

 
1( , ,0, , (1 ),1),

, 0, 1, ..., 1.

L d h h d

d h p

−= −λ λ −
= −

 (15)

Алгебра содержит локальные правосторон-
ние единицы, которые могут быть вычислены 
из векторного уравнения ,=A X A�  которое 
сводится к следующей тройке независимых си-
стем из двух линейных уравнений с парами 
неизвестных значений (x0, x3), (x1, x4) и (x2, x5) 
соответственно:

 
( )
( )

0 4 0 2 3 0

1 3 0 5 3 3

;

;

a a x a x a

a a x a x a

+ λ + =⎧⎪
⎨ λ + + =⎪⎩

 (16)

 
( )
( )

5 1 1 3 2 1

2 1 0 4 2 4

;

;

a x a a x a

a x a a x a

+ λ + =⎧⎪
⎨ + + λ =⎪⎩

 (17)

 
( )
( )

0 4 2 2 5 2

1 3 2 5 5 5

;

.

a a x a x a

a a x a x a

+ λ + =⎧⎪
⎨ λ + + =⎪⎩

 (18)

Главные определители систем (16), (17) и 
(18) равны Δ(16) = –Δ(17) = Δ(18) = a5(a0 + λa4) –
– a2(λa1 + a3). Если координаты вектора A 
удовлетворяют условию ΔA = Δ(16) ≠ 0, то к век-
тору A относится единственная локальная пра-
восторонняя единица 0 1 2 3 4 5( , , , , , ),A r r r r r r=R  
координаты которой могут быть вычислены по 
следующим формулам:

 
( )

0 5 2 3 0 1 3 4
0 1 (17)(16)

0 1 3 4
1 2(17)

3 4 1 0 4 5 1 2
3 4 (17)(16)

5

; ;

; 0;

; ;

1.

a a a a a a a a
r r

a a a a
r r

a a a a a a a a
r r

r

− −
= =

ΔΔ
−

= =
Δ

λ − −
= =

ΔΔ
=

Легко доказать, что единица RA, относяща-
яся к произвольному вектору A, содержится 
в множестве глобальных левосторонних еди-
ниц (15). Следующие два утверждения доста-
точно очевидны.

Утверждение 2. Локальная правосторонняя 
единица RA одновременно является локаль-
ной двухсторонней единицей EA, относящейся 
к вектору A.

Очевидно, что вектор A является обрати-
мым относительно единицы EA, которая явля-
ется единичным вектором конечной цикличе-
ской группы, генерируемой степенями векто-
ра A. Поэтому вектор A называется локально 
обратимым, если он удовлетворяет условию
ΔA = Δ(16) ≠ 0, т. е. условию

 5 0 4 2 1 3( ) ( ) 0a a a a a a+ λ − λ + ≠  (19)

Утверждение 3. Пусть вектор L — глобальная 
левосторонняя единица. Тогда отображение 
алгебры, задаваемое формулой ( ) ,Lϕ =X X L�  
где X пробегает все значения в рассматривае-
мой алгебре, является гомоморфизмом.
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Доказательство. Для двух произвольных 
векторов X1 и X2 имеем:

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

;

.

L

L L

L

L L
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ϕ + = + =

= + = ϕ + ϕ

X X X X L

X L X L X X

X X X X L
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Утверждение 4. Число локально обратимых 
векторов, содержащихся в рассматриваемой 
шестимерной алгебре, равно значению 

3 2( 1)( 1).p p pΩ = − − .
Доказательство. Найдем число η необрати-

мых векторов. Координаты необратимого век-
тора 0 1 2 3 4 5( , , , , , )a a a a a a=A  удовлетворяют ус-
ловию 5 0 4 2 1 3( ) ( ) 0.a a a a a a+ λ − λ + =  Число ре-
шений последнего уравнения с неизвестными 
a0, a1, a2, a3, a4 и a5 равно искомому значению η.
В случае a5 ≠ 0 (имеем p – 1 различных значе-
ний a5) для каждого возможного набора значе-
ний координат a0, a1, a3 и a4 (p4 вариантов) 
имеется единственное значение a2, удовлетво-
ряющее рассматриваемому уравнению, т. е. 
в случае a5 ≠ 0 имеется p4(p – 1) необратимых 
векторов. В случае a5 = 0 координаты a0 и a4 
могут принимать произвольные значения
(p2 вариантов) при обязательном выполнении 
условия 2 1 3( ) 0.a a aλ + =  Последнее дает 

2 ( 1)p p p+ −  вариантов, а в случае a5 = 0 всего 
имеем 4 32p p−  необратимых векторов. При-
нимая во внимание оба рассмотренных слу-
чая, получаем 5 4 3.p p pη = + −  В алгебре всего 
содержится p6 различных векторов, из которых 
следует вычесть необратимые векторы, что 
дает следующее число локально обратимых 
векторов: 6 3 2( 1)( 1).p p p pΩ = − η = − −

Пусть задана локальная правосторонняя 
единица RA. Она одновременно является и 
локальной двухсторонней единицей EA, отно-
сящейся к вектору A. Очевидно, что полное 
подмножество векторов, относящихся к EA, 
составляет конечную группу Γ с групповой 
единицей EA. Умножая каждый элемент груп-
пы Γ на произвольную фиксированную гло-
бальную левостороннюю единицу L, получаем 
другую конечную группу, изоморфную с Г, 
единицей которой является вектор =R L L�  
(см. утверждение 3). Таким образом, каждая 
глобальная левосторонняя единица L задает 
существование в алгебре уникальной конеч-
ной группы с единицей L. Поскольку имеется 
p2 различных глобальных левосторонних еди-
ниц, то рассматриваемая шестимерная алгебра 
содержит p2 различных изоморфных групп, 
порядок которых равен одному и тому же зна-
чению Ω′. Так как каждый локально обрати-

мый вектор содержится только в одной из ука-
занных групп, имеем Ω = p2Ω′, откуда получа-
ем формулу для порядка конечных групп, 
содержащихся в алгебре:

 2( 1)( 1).p p p′Ω = − −  (20)

Утверждение 5. Пусть ,′=A B L�  где L′ — 
глобальная левосторонняя единица. Тогда для 
произвольного натурального числа t выполня-
ется равенство .t t ′=A B L�

Доказательство:
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Утверждение 6. Пусть ′=A B L�  и t — про-

извольнее натуральное число. Тогда формула 
,L′ψ = B X A� �  где X пробегает все значения 

в рассматриваемой алгебре, является гомомор-
физмом.

Доказательство. Для двух произвольных 
векторов X1 и X2 имеем:
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При использовании рассматриваемой ше-
стимерной НКАА в качестве алгебраического 
носителя схемы открытого согласования клю-
чей, основанной на СЗДЛ, маскирование базо-
вой операции возведения в степень можно осу-
ществить с помощью операции гомоморфного 
отображения ψL′(X) с использованием в каче-
стве общей пары векторов A и B, удовлетворя-
ющих условию .′=A B L�  В этом случае се-
кретной является конкретная модификация 
данной операции, определяемая выбором се-
кретного значения степени t, задающей кон-
кретное гомоморфное преобразование, опре-
деляемое формулой ( ) .t t

L′ψ =X B X A� �

5. Схема открытого согласования ключа
на основе СЗДЛ в четырехмерной алгебре

При использовании четырехмерной НКАА 
с операцией умножения, задаваемой по табл. 1,
в качестве общих параметров схемы откры-
того согласования ключей выбирается 1) ха-
рактеристика простого конечного поля GF(p), 
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равная значению p = 2q – 1, где q — 256-би-
товое простое число; 2) обратимый вектор 

0 1 2 3( , , , ),n n n n=N  порядок которого равен q;
3) обратимый вектор Q, удовлетворяющий усло-
вию ,≠N Q Q N� �  координаты которого q0, q1, 
q2 и q3 используются для выполнения вычисле-
ния случайных векторов X по формуле (11).

Генерация открытого ключа пользователя 
выполняется следующим образом:

1. Пользователь выбирает случайные нату-
ральные числа x < q, d < p и h < p.

2. По формуле (11) и случайно выбранным 
значениям d и h вычисляет вектор X.

3. Вычисляет открытый ключ 1.x −=Y X N X� �
Личным секретным ключом пользователя 

является число x и вектор X. Общий секретный 
ключ двух пользователей формируется следую-
щим образом. Первый пользователь, используя 
свой секретный ключ (x1, X1) и открытый ключ 
Y2 второго пользователя, вычисляет вектор
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Второй пользователь, используя свой се-
кретный ключ (x2, X2) и открытый ключ Y1 
первого пользователя, вычисляет вектор
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Учитывая перестановочность векторов X1 и 
X2, легко показать, что выполняется условие
Z1 = Z2, т. е. оба пользователя вычисляют один 
и тот же вектор, который служит общим секрет-
ным ключом, согласованным по открытому ка-
налу связи. При практическом использовании 
этой криптосхемы предполагается применение 
механизмов проверки подлинности открытых 
ключей пользователей, что является стандарт-
ным условием применения протоколов данно-
го типа. Например, пользователи пересылают 
друг другу цифровые сертификаты, содержащие 
значения их открытых ключей и подписанные 
цифровой подписью удостоверяющего центра.

6. Схема открытого согласования ключа
на основе СЗДЛ в шестимерной алгебре

При использовании шестимерной НКАА 
с операцией умножения, задаваемой по табл. 2, 
в качестве общих параметров схемы открытого 
согласования ключей выбирается 1) характе-

ристика простого конечного поля GF(p), рав-
ная значению p = 2q – 1, где q — 256-битовое 
простое число; 2) локально обратимый вектор 

0 1 2 3( , , , ),n n n n=N  порядок которого равен q; 3) 
пара локально обратимых векторов A и B, 
удовлетворяющих условию ,=A B L� , где L — 
глобальная левосторонняя единица.

Генерация открытого ключа пользователя 
выполняется следующим образом:

1. Пользователь выбирает случайные нату-
ральные числа x < q и t < q.

2. Вычисляет открытый ключ .t x t=Y B N A� �
Личным секретным ключом пользователя 

является пара чисел x и t. Общий секретный 
ключ двух пользователей формируется следую-
щим образом. Первый пользователь, используя 
свой секретный ключ (x1, t1) и открытый ключ 
Y2 второго пользователя, вычисляет вектор
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Второй пользователь, используя свой се-

кретный ключ (x2, t2) и открытый ключ Y1 пер-
вого пользователя, вычисляет вектор
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Таким образом, оба пользователя вычис-
ляют один и тот же вектор, который служит 
общим секретным ключом, согласованным по 
открытому каналу связи.

Заключение

Предложены новые реализации схем от-
крытого согласования ключа, основанные на 
вычислительной трудности скрытой задачи 
дискретного логарифмирования, в которых 
для повышения их производительности в ка-
честве алгебраических носителей используют-
ся НКАА с операцией умножения, заданной 
по прореженным ТУБВ. Первая предложенная 
криптосхема использует вычисления в НКАА 
с глобальной двухсторонней единицей и новый 
механизм формирования маскирующей опера-
ции. Вторая предложенная криптосхема реали-
зует маскирующие операции, ранее предложен-
ные в работе [14], и отличается применением 
шестимерных НКАА, заданных по прорежен-
ной ТУБВ. Ранее прореженные ТУБВ исполь-
зовались для задания четырехмерных НКАА. 
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Построение шестимерных НКАА, заданных по 
прореженной ТУБВ, выполнено впервые.

Дальнейшее развитие протоколов открыто-
го согласования ключа, основанных на СЗДЛ, 
представляет интерес в направлении приме-
нения новых типов маскирующих операций и 
использования в качестве алгебраических но-
сителей НКАА, заданных над конечными рас-
ширениями двоичного поля GF(2s).
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Public Key-Agreement Schemes Based
on the Hidden Discrete Logarithm Problem

There is considered the problem of increasing the performance of the public kley-agreement schemes based on the computational 
complexity of the hidden discrete logarithm problem defined in finite non-commutative associative algebras of various types. 
To increase the rate of cryptoschemes of the said type, it is proposed to use algebras as their algebraic support, in which the 
associative multiplication operation is specified using sparse multiplication tables of basis vectors. In framework of this method the 
rate increase is achieved by a significant reduction in the number of multiplications in the finite field, over which the algebra is 
specified, which are necessary to perform one multiplication operation in the algebra. The principal realizability of this method has 
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been demonstrated for cases of four-dimensional and six-dimensional algebras, for which the sparse tables are given that specify 
the associative multiplication operation and providing two-times reduction of the number of multiplications in the field. Another 
proposed way to increase the rate is to specify the procedure for generating permutable key elements in the form of a computational 
procedure performed according to specially derived mathematical formulas, free from the operation of exponentiation to a 
large-size integer power. The second method is based on the idea of defining a set of mutually permutable vectors of a finite 
non-commutative associative algebra, described by a fairly compact mathematical formula. Moreover, the latter defines a 
procedure for calculating a random vector from the indicated set of vectors, which has significantly lower computational complexity 
compared to the exponentiation operation used in well-known cryptoschemes of the considered type to generate random pairs of 
permutable vectors. The potential feasibility of the second method is demonstrated by the derivation of the indicated formula for 
a four-dimensional algebra given by sparse multiplication tables of basis vectors. Specific public key-agreement cryptoschemes 
have been developed that implement the developed methods for increasing performance, which are of interest for practical use as 
post-quantum public key-agreement schemes. To further increase the performance of cryptoschemes of the considered type, it is 
proposed to use the algebras set over finite extensions of a binary field.
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Детектирование специализированных категорий объектов
на фотографиях в мобильных устройствах

на основе многозадачной нейросетевой модели1

Введение

Задача  определения предпочтений поль-
зователей мобильных устройств в настоящее 
время становится все более актуальной в связи 
с непрерывным развитием рекомендательных 
систем. Один из вариантов ее решения связан 
с обработкой фотографий, сделанных самим 
пользователем. Как отмечено в работе [1], наи-
больший интерес представляют алгоритмы 
детектирования объектов на изображениях 
(предметов интерьера, видов еды, транспор-
та, спортивных принадлежностей, музыкаль-
ных инструментов и т.п.). Нередко требуется 
получить более специализированную инфор-
мацию о предпочтении, в частности, опреде-
лить подкатегории некоторых значимых клас-
сов (марки автомобилей, породы животных). 
К сожалению, современные наборы данных, 
предназначенные для обучения нейросетевых 

1 Статья подготовлена в ходе проведения исследования 
(№ 19-04-004)  в рамках Программы "Научный фонд Наци-
онального исследовательского университета "Высшая шко-
ла экономики" (НИУ ВШЭ)" в 2019—2020  гг. и в рамках 
государственной поддержки ведущих университетов Рос-
сийской Федерации "5-100".

детекторов, не содержат данных о подкатего-
риях, либо существующих в этих наборах под-
категорий недостаточно для надежного обна-
ружения соответствующих им объектов.

Стоит отметить, что для многих важных 
подкатегорий доступны специализированные 
наборы данных, которые можно использовать 
для обучения классификаторов, например, 
глубоких сверточных нейронных сетей (СНС) 
[2]. Поэтому в настоящей работе используется 
двухэтапная процедура обнаружения объек-
тов, в которой вначале для обнаружения более 
общих видов объектов применяются традици-
онные нейросетевые детекторы [3], а далее для 
нахождения специализированных подкатего-
рий применяется СНС. При этом особенность 
предлагаемого метода состоит в применении 
единой многозадачной СНС с несколькими 
выходами (по одному — для каждого вида объ-
екта) [4]. В результате применения такого под-
хода можно не только снизить вычислитель-
ную сложность за счет отказа от применения 
нескольких СНС, но и использовать выходы 
промежуточных слоев сети в качестве харак-
терных признаков анализируемых объектов, 
например, для группировки различных фото-

Предложен метод детектирования категорий нескольких различных видов объектов на фо-
тографиях в мобильных устройствах. Вначале с использованием известных нейросетевых де-
текторов выделяются искомые объекты. Их характерные признаки извлекаются с помощью 
многозадачной нейросетевой модели с несколькими выходными слоями — по одному на каждый 
вид объекта. Представлены экспериментальные результаты для распознавания пород собак и 
кошек и группировки фотографий одного и того же животного.

Ключевые слова: обработка изображений, сверточные нейронные сети, мобильные системы, 
распознавание пород животных, иерархическая кластеризация
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графий одного и того же объекта. В качестве 
примера реализации такого подхода в работе 
рассматривается классификация и последую-
щая кластеризация различных видов домаш-
них животных (пород кошек и собак) [5, 6]. 
Полученные результаты и сделанные по ним 
выводы рассчитаны на широкий круг специ-
алистов в области распознавания образов.

1. Постановка задачи

Задача анализа предпочтений по фотогра-
фиям состоит в том, чтобы по поступившему 
на вход фотоальбому выделить наиболее ин-
тересные для пользователя категории из зара-
нее заданного списка [1]. Результатом анализа 
предпочтений можно считать частоты встре-
чаемости объектов каждой категории в фото-
альбоме. Если для каждой категории задано 
множество изображений, соответствующих 
данной категории объектов, а также данные об 
их местонахождении на изображении (обрам-
ляющие прямоугольники или маска границ), 
можно решить задачу с помощью обучения од-
ного из современных высокоточных нейросете-
вых детекторов [7]. Архитектуры Faster R-CNN 
[3] также используют СНС для создания карты 
признаков, но с их помощью определяются не-
сколько (100...200) регионов, в которых могут 
содержаться потенциально интересные объек-
ты. После этого на основании карты признаков 
и выделенных регионов предсказывается класс 
объекта. В совокупности такая архитектура об-
наруживает объекты значительно точнее за счет 
снижения вычислительной эффективности. Де-
тектор SSD (Single Shot Detector) использует кар-
ту признаков на выходе СНС для предсказания 
классов и положения объектов за один проход, 
а его модификация SSDLite [8] включает разде-
ляемые по глубине (depth-separable) сверточные 
слои для снижения вычислительной сложности 
и затрат памяти, что делает их удобными для 
использования в мобильных устройствах. Сре-
ди моделей, осуществляющих детектирование 
за один проход, следует выделить RetinaNet [9], 
которая позволяет за счет специальной функ-
ции потерь (focal loss) достичь достаточно вы-
соких показателей точности и вычислительной 
эффективности.

Прорывом в области создания СНС, при-
емлемых как для классификации, так и для 
извлечения карт признаков, подходящих для 
использования в детекторах SSD и Faster R-
CNN, стали архитектуры ResNet и Inception 

[10], которые сумели достичь высокого каче-
ства классификации изображений на значи-
тельном по размеру наборе изображений и 
категорий объектов. Для использования в мо-
бильных устройствах [1], где есть ограничения 
по объему памяти и процессорной мощности, 
необходимы более вычислительно эффектив-
ные архитектуры, такие как MobileNet [8].

2. Многозадачные нейронные сети
для классификации подкатегорий

К сожалению, во многих случаях сбор необ-
ходимого для обучения детектора набора дан-
ных оказывается слишком сложным. В частно-
сти, основная трудность состоит в получении 
разметки, необходимой для обучения детектора. 
Для этого на каждом изображении из обучаю-
щей выборки требуется указать область искомо-
го объекта, чаще всего, с помощью выделения 
обрамляющего прямоугольника. При этом для 
получения высокой точности требуются сотни 
размеченных примеров каждого класса, и чем 
больше различных категорий, тем больше долж-
но быть примеров объектов каждой категории.

В таком случае можно воспользоваться 
двухэтапной процедурой, в которой вначале 
с помощью нейросетевого детектора находят-
ся N > 1 более общих видов объектов (автомо-
биль, еда, музыкальный инструмент, домаш-
нее животное), а потом для каждого n-го вида 
(n = 1, 2, ..., N) выделяются специализирован-
ные категории. Пусть для n-го вида имеются 
Cn > 1 категорий. По результатам детектирова-
ния находятся обрамляющие прямоугольники 
для объекта n-го вида, после чего для каждого 
такого прямоугольника из изображения выре-
зается часть, принадлежащая найденному объ-
екту. Далее выделенный объект распознается 
с помощью отдельного (для каждого n) класси-
фикатора, например, СНС.

Конечно, в этом случае время принятия ре-
шений может увеличиться за счет появления 
второй СНС. Однако такие классификаторы 
можно обучить, используя набор фотографий 
каждой подкатегории объектов n-го вида, в ко-
тором не требуется указывать обрамляющие 
прямоугольники, что существенно упрощает 
процедуру сбора и разметки данных. Более 
того, постоянно развиваются методы дообуче-
ния СНС на сверхмалых обучающих выборках 
(даже с одним примером каждой категории) 
[11], в то время как обучение части сети-де-
тектора, следующей после извлечения карты 
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признаков, все еще требует больших объемов 
обучающих данных.

В связи с тем, что в процессе принятия 
решений исходные фотографии подаются на 
вход нейросетевого детектора, для обучения 
классификаторов также должен использовать-
ся не исходный набор, а части изображений, 
полученные с помощью аналогичной процеду-
ры выделения обрамляющих прямоугольников 
на выходе обученного детектора. Рассмотрим 
подробнее различные способы построения 
классификаторов на основе СНС.

Наиболее простой вариант — обучить отдель-
ные классификаторы для каждого вида объекта. 
В настоящий момент в рамках технологии пере-
носа знаний (transfer learning) [2] наиболее часто 
для настройки классификатора применяется не 
доступное обучающее множество, а сверхболь-
шая коллекция дополнительно собранных изо-
бражений, например, ImageNet. Такая коллек-
ция используется для обучения глубокой СНС, 
состоящей из нескольких чередующихся слоев 
свертки и подвыборки, выход которых поступа-
ет на вход последовательно соединенных полно-
связных слоев. Выход последнего сверточного 
слоя является четырехмерным тензором, поэто-
му далее обычно добавляется слой глобального 
усреднения (global average pooling) по ширине и 
высоте, после чего его выход из D . 1 значений 
поступает на вход последнего полносвязного 
слоя, в котором и принимается решение в пользу 
одной из подкатегорий. Такую архитектуру мож-
но рассматривать как применение логистической 
регрессии (последний слой СНС) для классифи-
кации вектора x из D характерных признаков, 
выделенных на предыдущих слоях. Поэтому 
обычно последний полносвязный слой заменя-
ется на новый слой с Cn выходами zc (по одному 
на каждую подкатегорию n-го вида), в котором 
с помощью слоя softmax оцениваются апосте-
риорные вероятности pc принадлежности вход-
ного объекта c-й подкатегории (c = 1, 2, ..., Cn).
После этого происходит дообучение (fine-
tuning) полученного таким образом нейросете-
вого классификатора для доступного n-го обу-
чающегося множества [2].

Такой способ является наиболее приемле-
мым, если для каждого вида доступно репре-
зентативное обучающее множество, при этом 
сами типы объектов существенно отличаются 
друг от друга. К сожалению, затраты памяти 
линейно зависят от числа видов N, при этом 
точность обученного классификатора может 
оказаться достаточно низкой, если имеется об-
учающая выборка малого размера. При этом, 

если необходимо добавить новый (N + 1)-й 
вид объектов, придется заново обучать новый 
классификатор.

Для преодоления указанных недостатков мо-
жет применяться единая СНС, обученная для 
одновременного решения нескольких задач. 
Например, можно объединить все подкатего-
рии в одно обучающее множество, состоящее из
(C1 + C2 + ... + CN) классов. При этом необхо-
димо выполнить дополнительную постобработ-
ку результатов классификации: использовать 
оценки апостериорных вероятностей, соответ-
ствующих только виду объекта, найденного 
детектором. Такой подход позволяет поддержи-
вать всего один классификатор (рис. 1), однако 
при его обучении изображения одного вида 
оказывают влияние на выходы, ответственные 
за подкатегории других видов, что может при-
вести к снижению итоговой точности.

Поэтому наиболее приемлемым способом 
реализации многозадачной СНС является ис-
пользование одной сети для извлечения век-
тора признаков x, который подается на N вы-
ходных слоев (heads) — по одному для каждого 
вида объекта. Такой подход (рис. 2) позволяет 
создать разные классификаторы на базе одной 
общей архитектуры СНС, которая получает 
карты признаков их входных изображений и 
передает одному из выходов для классифи-
кации. К недостаткам такого подхода можно 
отнести усложнение процесса обучения: веса 
нейронной сети, передающие информацию 
от карт признаков к каждому из выходов, для 
более сбалансированного обучения модифи-
цируются отдельно в рамках итеративной про-
цедуры для подвыборок объединенного обуча-
ющего множества (mini-batch), каждая из ко-
торых включает только один вид объектов [4].

Отметим, что на практике описанные выше 
подходы могут комбинироваться в гибридные 
архитектуры, если есть несколько схожих ви-

Рис. 1. Сверточная нейронная сеть с объединением всех под-
категорий
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дов объектов (например, породы котов и со-
бак), которые существенно отличаются от дру-
гих видов (например, автомобилей или видов 
еды). В таком случае использование единой 
базовой СНС для извлечения характерных 
признаков может оказаться неприемлемым, 
поэтому нужно использовать несколько неза-
висимых архитектур вида (рис. 2).

3. Предложенный подход

На рис. 3 представлена функциональная схема 
предлагаемой информационной системы извле-
чения предпочтений на основе детектирования 
категорий нескольких различных видов объек-
тов. Здесь для каждой фотографии на первом 
этапе осуществляется детектирование общих 
видов объектов, специализированные катего-
рии которых на втором этапе предсказываются 

с помощью многозадачной СНС (см. 
рис. 2).

Кроме того, такая СНС применя-
ется также для группировки фото-
графий идентичных объектов. Дей-
ствительно, в галерее пользователя 
могут встречаться несколько фото-
графий одного и того же животного. 
Можно сделать предположение, что 
это животное представляет интерес 
для пользователя, например, может 
являться его домашним животным.

Для группировки объектов обыч-
но применяются методы кластери-

зации [12]. Для того чтобы использовать алго-
ритмы кластеризации, каждый объект должен 
быть представлен некоторым числовым век-
тором. В частности, могут быть использованы 
вектор признаков x или вектор p апостериор-
ных вероятностей классов pc на выходе СНС. 
Так как число кластеров заранее не известно, 
в настоящей работе использовались методы 
агломеративной иерархической кластериза-
ции и плотностной кластеризации (DBSCAN,
HDBSCAN) [13], не требующие наличия инфор-
мации о числе групп K. Первая группа методов 
создает иерархическую структуру кластеров, 
что может оказаться полезным при определении 
принадлежности кластеров. Для ее применения 
необходимо подобрать несколько гиперпараме-
тров: мера близости, межкластерное расстояние 
и порог определения кластеров. Наилучшие па-
раметры DBSCAN зависят от выборки и могут 
меняться в зависимости от набора векторов, 

поскольку этот алгоритм определя-
ет кластеры одинаковой плотности. 
Метод HDBSCAN преодолевает это 
ограничение, однако он более вы-
числительно требователен [13].

Описанный алгоритм был реа-
лизован авторами в Android-при-
ложении [14] анализа пользователь-
ских предпочтений для мобильных 
устройств [1]. В приложении пока-
зываются фотографии из галереи 
пользователя, детектируются не-
сколько видов объектов (автомоби-
ли, кошки и собаки), классифици-
руются марки автомобилей и по-
роды домашних животных (рис. 4, 
см. третью сторону обложки). На 
странице со статистикой найден-
ных категорий отмечаются как по-
роды животных, так и статистика по 
найденным кластерам.

Рис. 2. Многозадачная сверточная нейронная сеть с N выходными слоями

Рис. 3. Схема информационной системы извлечения предпочтений на основе 
детектирования категорий нескольких различных видов объектов
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4. Вычислительный эксперимент

Эксперимент 1: классификации пород до-
машних животных. Для обучения моделей 
используются два набора данных (рис. 5, см. 
третью сторону обложки): Stanford Dogs Data-
set [5] и Oxford-IIIT-Pet [6]. Набор Stanford Dogs 
Dataset содержит изображения C1 = 120 пород 
собак (150...200 изображений для каждой по-
роды). Oxford-IIIT-Pet содержит породы кошек 
и собак, для работы были взяты только изо-
бражения C2 = 12 пород кошек (примерно 200 
изображений на каждую породу).

При подготовке к обучению 70 наугад вы-
бранных изображений каждой категории были 
помещены в обучающую выборку, а оставшиеся 
изображения были использованы для тестиро-
вания. Применялись различные архитектуры 
глубоких СНС — как высокоточные вычисли-
тельно сложные модели (Inception V3, Inception 
ResNet v2, ResNet-50, ResNet-101), так и легковес-
ные нейронные сети MobileNet v1, MobileNet v2. 
Для практического исследования из библиоте-
ки Keras 2.2.5 были взяты СНС, предварительно 
обученные для классификации изображений из 
базы данных ImageNet-1000.

В эксперименте сопоставляли два описанных 
выше способа организации многозадачной СНС: 
объединение всех подкатегорий (см. рис. 1) для 
разных видов животных (кошек и собак с общим 
числом 132 класса) и наличие двух выходов (см. 
рис. 2) — по одному для каждого вида животных. 
Каждый классификатор обучался в течение 120 
эпох с помощью оптимизатора Adam, при этом 
в течение первых 20 эпох обучались только веса, 
связанные с последним слоем (классификатор), 
а веса базовой сети для извлечения признаков 
оставались фиксированными.

Для проведения экспериментов был исполь-
зован ПК с Nvidia GeForce GTX 1080 Ti GPU 
(12 Гбайт), AMD Ryzen Threadripper 1920X ЦПУ 
(2.2 ГГц), 64 Гбайт ОЗУ. В табл. 1 и 2 приведе-
ны результаты для разных архитектур и двух 
вариантов многозадачной СНС.

Из сравнения результатов видно, что несмо-
тря на одинаковое число параметров и время 
классификации (табл. 2), модели с общим вы-
ходом (см. рис. 1) в среднем оказались на 1...3 % 
менее точными по сравнению с моделями с дву-
мя классификаторами (см. рис. 2). Наличие не-
скольких выходов может считаться встроенной 
в архитектуру регуляризацией, позволяющей 
исключить влияние объектов одного вида на 
выходы, которые ответственны за другие под-
категории [2]. В результате подтверждается вы-

вод о более высоком качестве многозадачных 
нейронных сетей [15, 16]: выходные слои (см. 
рис. 2) для собак и кошек обучаются отдельно, 
что позволяет более качественно настроить па-
раметры для миноритарных классов (в данном 
случае, пород кошек) и, как следствие, пони-
зить вероятность их ошибочной классифика-
ции. Наилучшую точность (90,6 %) показала 
архитектура Inception v3. При этом "легковес-
ная" MobileNet v2 (α = 1,4) показывает прием-
лемую точность, сравнимую с традиционной 
ResNet-50. По результатам качественного ви-
зуального анализа результатов классификации 
замечено, что ошибки допускаются либо при 
плохом качестве объекта-животного на изобра-
жении, либо для похожих пород.

Для сравнения в табл. 3 приведены извест-
ные наилучшие результаты для распознавания 
пород собак из набора данных Stanford Dogs. 
Как видно, предложенный подход с многоза-
дачной СНС Inception оказывается на 0,6 % 

Таблица 1

Точность классификации пород животных
для многозадачных сверточных нейронных сетей

Базовая СНС

СНС с объеди-
нением всех

подкатегорий

СНС с N = 2
выходными

слоями

Собаки Кошки Собаки Кошки

Inception ResNet v2 0,899 0,815 0,9 0,874

ResNet-50 0,869 0,809 0,859 0,879

ResNet-101 0,872 0,855 0,878 0,884

Inception v3 0,911 0,8 0,906 0,865

MobileNet v2 (α = 1.0) 0,788 0,755 0,818 0,84

MobileNet v2 (α = 1.4) 0,832 0,844 0,851 0,883

Таблица 2

Размер модели и среднее время классификации
одного изображения

Базовая СНС
Число весов, 

млн
Время класси-
фикации, мс

Inception ResNet v2 54,75 10,1

ResNet-50 23,87 6,8

ResNet-101 43,00 9,8

Inception v3 22,55 9,0

MobileNet v2 (α = 1.0) 2,48 6,1

MobileNet v2 (α = 1.4) 4,62 6,9
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точнее по сравнению с лучшим известным ме-
тодом [15].

Эксперимент 2: кластеризация фотогра-
фий домашних животных. В качестве матери-
ала для сравнения алгоритмов кластеризации 
был собран специальный набор [21] из 190 фо-
тографий двух кошек черного и рыжего цвета 
(около 40 изображений каждой) и трех собак 
(рис. 6, см. третью сторону обложки). Большая 
часть фотографий собак принадлежит одной 
собаке (колли), при этом около половины ее 
фотографий сделаны в значительно младшем 
возрасте, поэтому эти фотографии изначаль-
но размечены как две отдельных собаки. Тре-
тья собака — черный лабрадор — присутству-

ет примерно на 10 фотографиях. Кроме того, 
встречаются другие собаки, которые помеще-
ны в отдельный кластер выбросов.

В табл. 4 приведены число выделенных кла-
стеров K и значения метрик оценки качества 
кластеризации в сравнении с реальным рас-
пределением по кластерам: Adjusted Rand In-
dex (ARI) и Adjusted Mutual Information (AMI). 
Использовалась реализация методов кластери-
зации из библиотек scikit-learn и HDBSCAN. 
Указаны наилучшие комбинации параметров, 
вид животного (кошки и собаки группирова-
лись отдельно), а также используемый вектор 
признаков для кластеризации. В параметрах 
иерархической кластеризации приведен тип 
межкластерного расстояния, при этом во всех 
случаях наилучшее качество группировки до-
стигалось для метрики L1.

Здесь для кошек оптимальное число класте-
ров — два, а для собак корректными можно 
считать значения от 3 до 6. Значения ARI, AMI 
равны 1 при идеальной кластеризации, значе-
ния 0,5...0,6 указывают на получение прибли-
зительно верных кластеров. Таким образом, 
в результате проведенных экспериментов было 
показано, что кластеризация вектора призна-
ков x, извлеченных базовой СНС, может груп-
пировать фотографии домашних животных. 
В то же время для практического применения 
необходим тщательный выбор параметров для 
большого обучающего множества.

Заключение

В целом можно сделать заключение, что 
предложенный подход позволяет осуществить 

Таблица 4

Сравнительный анализ методов кластеризации животных

Вид животного Метод Параметры К ARI AMI

Собаки

Иерархическая кластеризация
Вектор признаков x, Ward 4 0,64 0,55

Выходы СНС p, Average linkage 4 0,641 0,45

DBSCAN
Вектор признаков x, eps = 9, core = 3 4 0,696 0,546

Выходы СНС p, eps = 0.6, core = 3 4 0,549 0,418

HDBSCAN Вектор признаков x, minPts = 3 5 0,56 0,56

Кошки

Иерархическая кластеризация Выходы СНС p, Complete linkage 2 0,9 0,845

DBSCAN
Вектор признаков x, eps = 9, core = 4 2 1 1

Выходы СНС p, eps = 0.5, core = 5 2 1 1

HDBSCAN Вектор признаков x, minPts = 3 2 1 1

Таблица 3

Результаты наилучших известных методов
классификации пород собак

Модель

Число изображе-
ний каждой

породы в обучаю-
щем множестве

Точность

Inception ResNet v2 [17] 100 0,900

ResNet-101 [17] 100 0,869

Inception v3 [17] 100 0,889

ResNet50 [18] 100 0,838

ResNet50-CURL [18] 100 0,816

MobileNetV2 [18] 100 0,789

MobileNetV2-CURL [18] 100 0,747

Вероятностная нейронная 
сеть с проекционными 
оценками [19, 20]

10 0,729
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высокоточное детектирование категорий не-
скольких различных видов объектов, для ко-
торых в обучающем множестве отсутствуют 
данные о положении на фотографии (обрам-
ляющие прямоугольники). Показано, что для 
снижения затрат памяти можно использовать 
многозадачные нейронные сети (см. рис. 2) 
с несколькими выходами. Экспериментально 
показано, что такой подход позволяет повысить 
точность классификации подклассов (пород) 
домашних животных по сравнению с извест-
ными аналогами на основе специализирован-
ных нейронных сетей (см. табл. 3). Показано, 
что обученная нами многозадачная сеть позво-
ляет извлекать характерные признаки объектов, 
приемлемые для группировки фотографий, со-
держащих одинаковые объекты (табл. 4).

Основным ограничением предлагаемого 
подхода является использование идентичных 
характерных признаков для разных видов объ-
ектов. Если для некоторых видов (например, 
изображений животных) такой подход явля-
ется приемлемым, то для существенно раз-
личающихся объектов наилучшая точность 
достигается с использованием собственных 
специализированных СНС. Поэтому в буду-
щих исследованиях необходимо модифициро-
вать многозадачную СНС так, чтобы извлекать 
характерные признаки на нескольких различ-
ных слоях. Выходы первых слоев обычно в до-
статочной степени независимы от предметной 
области, поэтому могут быть использованы 
для классификации совершенно разных видов 
объектов, но при этом требуют больших объе-
мов обучающих данных. Классификаторы вы-
ходов последних слоев могут обучаться даже на 
малых выборках наблюдений за счет использо-
вания доменной адаптации и технологии пере-
носа знаний [2].
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In this paper we consider the task of user preferences analysis for recommender engines based on a gallery of his or her 
mobile device. In particular, we propose the novel three-phase method for simultaneous image-based detection and recognition 
of particular objects. Conventional object detection techniques cannot be applied if there are many categories of the same object 
(pet breeds, car models, etc.) and there is a lack of large dataset with known bounding boxes for each object category. In order 
to deal with this issue, we estimate the borders of base objects (dogs, cats, cars, etc.) by using such existing neural network 
architectures as high precision Faster R-CNN or fast single-shot detectors. Secondly, the visual features (embeddings) of each 
object are extracted by using a multi-task convolutional neural network model with several outputs — one for each type of object. 
Finally, these embeddings are used to predict the concrete categories and group different photos of the same object by using cluster 
analysis techniques. The proposed approach is implemented in a special mobile application for Android. Experimental results for 
recognizing dog and cat breeds are presented. It is demonstrated that our method makes it possible to improve the accuracy of 
dog detection and recognition when compared to the known single-task neural nets. Moreover, we gather a special dataset of real 
photos with pets to estimate the clustering quality. It is shown that the L1-normed features extracted by our multi-task model may 
be grouped rather accurately if hierarchical agglomerative clustering or HDBSCAN method are used.
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Информационное обеспечение мониторинга
технического состояния солнечных электростанций

Введение

В настоящее время в мире функциониру-
ют солнечные электростанции с установлен-
ной мощностью более 500 ГВт. Актуальной для 
таких источников энергии является проблема 
быстрого и своевременного устраниения неис-
правностей, связанных с функционированием 
солнечных панелей. Эта проблема актуальна 
как для крупных солнечных электростанций 
(более одного ГВт), так и для домашних элек-
тростанций (3...5 кВт). Около 2 % солнечных па-
нелей выходят из строя или теряют более 20 % 
своей эффективности в течение 11...12 лет рабо-
ты [1]. Загрязнение солнечных панелей пылью 
тоже приводит к существенным потерям произ-
водительности солнечной электростанции [2].

Одним из способов определения неисправ-
ностей в солнечных панелях являются пери-
одические термографические исследования 
[3—7]. Недостатками такого способа являются 
догорогостоящее оборудование, затраты вре-
мени на исследования, необходимость допол-
нительных инструментов для анализа потерь 
из-за загрязненности панелей. Кроме того, 
термографические исследования не позволяют 

определять отклонения в значениях шунтиру-
ющих диодов солнечных панелей [8].

Другой путь — использование систем сбо-
ра и анализа телеметрических данных [9—13]. 
Анализируя по каждой солнечной панели те-
леметрическую информацию, снятую специ-
альной аппаратурой [14, 15], можно определять 
наименее эффективные панели и выяснять 
причины такой их работы. Кроме того, в этом 
случае могут быть использованы методы по-
вышения эффективности работы солнечной 
электростанции [16—18]. Для поиска неисправ-
ных панелей необходим скурпулезный анализ 
телеметрической информации в виде времен-
ных рядов по каждой из них и последующая 
проверка выявленных панелей в лаборатории.

В связи с этим более перспективным и выгод-
ным во всех отношениях видится использование 
цифровых двойников солнечных панелей для 
анализа текущего состояния электростанции и 
прогнозирования ее работы в будущем. Авторы 
работы [19] изложили концепцию использова-
ния физико-математической модели фотоэлек-
трической ячейки [20—25] для углубленного 
анализа работы, поиска неисправностей, про-
гнозирования работоспособности солнечных 

Представлены результаты апробации программного средства, реализующего концепцию цифрового двойника 
для солнечной панели. Продемонстрирована возможность перехода от временных рядов измеренных параметров 
солнечной панели к вектору внутренних электрических параметров, полученных в результате создания ее циф-
рового двойника. Показана возможность автоматизации детектирования неисправных солнечных панелей. Про-
анализирована взаимосвязь видов неисправностей солнечных панелей и точности работы цифрового двойника.

Ключевые слова: солнечная панель, цифровой двойник, физико-математическая модель, вольт-амперная 
характеристика, временной ряд параметров, внутренние электрические параметры модели
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элетростанций и осуществили первичные ис-
следования по апробации этой концепции.

Целью настоящей работы явилось исследо-
вание возможности использования цифрового 
двойника солнечной панели для оценки техни-
ческого состояния солнечной электростанции.

Исходные данные и методика эксперимента

Для проверки гипотезы были использова-
ны результаты телеметрии солнечной электро-
станции с установленной мощностью 45,2 кВт, 
оборудованную 272 соленчными панелями 
M190 (STORM Energy GmbH, Germany). Струк-
турная схема включения солнечных панелей и 
системы сбора телеметрической информации 
отражена на рис. 1.

Напряжение V и температура T в каждой 
солнечной панели измеряются каждые 15 ми-
нут с фиксацией даты и времени t посредством 
специального датчика Sensor (SunSniffer GmbH 
& Co, Germany). Данные с группы семнадца-
ти последовательно включенных панелей со-
браются в устройстве считывания датчиков — 
String Reader (SunSniffer GmbH & Co, Germany), 
который дополнительно измеряет силу тока I
в цепи этих панелей. Датчик уровня энерге-
тической экспозиции Irradiance Sensor Si-13TC 
(Ingenieurbüro Mencke & Tegtmeyer, Germany) 
обеспечивает измерение ее значения G и его 
передачу в шлюз — Gateway (SunSniffer GmbH 
& Co), который в свою очередь записывает все 
результаты телеметрии в базу данных на сервер. 
В эксперименте были использованы 20160 век-

торов (t, I, V, T, G), собранных в течение 7 меся-
цев работы солнечной электростанции с мая по 
ноябрь 2019 г. Объем информации о векторах
(t, I, V, T, G) составил 269 Мбайт для всего вре-
мени наблюдений.

Для проверки деффектных солнечных па-
нелей в лабораторных условиях использовали 
установку Spi-Sun Simulator 4600 SLP (Spire So-
lar, The Netherlands). В ходе испытаний были 
сняты вольт-амперные характеристики при 
стандартных условиях (flash of STC).

В качестве физико-математической модели 
для построения цифрового двойника солнеч-
ной панели была использована двухдиодная мо-
дель солнечной ячейки [23, 24]. Эквивалентная 
схема двухдиодной модели отражена на рис. 2.

Сила тока, вырабатываемая солнечной па-
нелью, согласно двухдиодной физико-матема-
тическая модели определяется уравнением
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Рис. 1. Структурная схема солнечной электростанции и ситемы сбора телеметрической информации

Рис. 2. Схема электрическая принципиальная двухдиодной 
модели фотоэлектрической ячейки
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где Iph — фототок (A); 
10I  — обратный ток на-

сыщения диода D1 (A), характеризует силу тока 
рекомбинации носителей заряда в базе, эмитте-
ре и подложке; 

20I  — обратный ток насыщения 
диода D2 (A), характеризует силу тока рекомби-
нации носителей заряда в области p-n перехода; 
ns1 — коэффициент идеальности диода D1; ns2 — 
коэффициент идеальности диода D2; vT — тер-
моЭДС (В); Rs — последовательное сопротивле-
нием (Ом); Rp — шунтирующее сопростивление 
(Ом); I — сила тока в солнечной панели (A); V — 
напряжение в солнечной панели (В).

Для построения цифрового двойника урав-
нение (1) было преобразовано к следующему 
виду:
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ТермоЭДС vT для каждого диода в отдель-
ности определяется выражением

 1(2) 1(2) / ,T sv n kT q=

где k — постоянная Больцмана (1,3865•10–23 Дж/K); 
T — температура в солнечной панели (K); q — 
заряд электрона (1,6021•10–19 C).

Зависимость фототока Iph от уровня солнеч-
ной радиации G описывается выражением
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= + −  (3)

где Isc — сила тока короткого замыкания, со-
ставляет 5,44 A для модели солнечных панелей, 
задействованных в эксперименте; G — энерге-
тическая экспозиция (Вт/м2); GSTC — энергети-
ческая экспозиция при нормальных условиях 
проведения испытаний (1000 Вт/м2); K0 — тем-
пературный коэффициент (0,033 %/K); T — ра-
бочая температура (K); T1 — нормальная тем-
пература (293,15 K).

При решении нелинейного уравнения (2) 
приняты следующие дополнительные допуще-
ния. В реальных фотодиодах значения обрат-
ных токов насыщения 

10I  и 
20I  отличаются 

на порядок. Поиск этих значений при решении 
уравнения (2) значительно усложняется при не-
значительной потере в точности расчетов. По-

тому обратный ток насыщения диода I0 в целях 
упрощения был рассчитан по формуле [22]
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где ISC — сила тока короткого замыкания; 
Eg — ширина запрещенной зоны полупрово-
дника; VOC — напряжение холостого хода. Об-
ратный ток насыщения был расчитан отдель-
но для каждого диода физико-математической 
модели [22].

Разработанное программное средство рабо-
тает следующим образом:

1. Результаты телеметрии преобразуются 
в векторы входных данных (t, G, I, V, T). Пре-
образование необходимо в связи с тем, что ре-
зультаты телеметрии не структурированы: не 
имеют привязки к единой временной точке.

2. Векторы входных данных (t, G, I, V, T) 
проходят через фильтр. Отсеиваются точки, не 
соответствующие следующим условиям: сила 
тока — 0...15 A, уровень энергетической экспо-
зиции — 360...1500 Вт/м2, производная по току 
–0,2...+0,2, производная по уровню энергети-
ческой экспозиции –3,8...+3,8.

3. При наличии пятидесяти векторов осу-
ществляется решение нелинейного уравнения 
(2) методом наименьших квадратов, совмещен-
ным с генетическим алгоритмом, для каждого 
параметра: последовательное и шунтирующее 
сопростивления, коэффициенты идеальности 
диодов, обратный ток насыщения диодов. Ре-
зультатом решения уравнения является вектор 
внутренних параметров физико-математиче-
ской модели (Rp, Rs, n1, n2, I0).

4. Вектор внутренних парамеров подверга-
ется анализу, используется для расчета потерь 
энергии в результате затенения, запыления или 
наличия неисправности в солнечной панели.

5. Вектор внутренних параметров использу-
ется для расчета силы тока и напряжения в сол-
нечной панели при заданой температуре и уров-
не солнечной радиации, измеренных датчиками.

Для проверки точности расчетов был ис-
пользован закон Кирхгофа, а именно:

 0,ph out lossI I I− − =  (6)

где Iph — сила тока, индуцированная солнеч-
ным излучением; Iout — сила тока, измеренная 
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на выходе солнечной панели; Iloss — сила тока, 
характеризующая потери в солнечной панели.

Однако в случае подстановки в выражение 
(6) неверных значений результат вычислений 
не будет равен нулю. Этот факт был исполь-
зован для проверки значений, рассчитанных 
с помощью цифрового двойника. Аналитиче-
ская погрешность ΔI цифрового двойника сол-
нечной панели находится из уравнения (6):

 .ph out lossI I I I− − = Δ  (7)

Результаты и их обсуждение

Анализ временных рядов напряжений и 
силы тока (рис. 3, см. четвертую сторону об-
ложки) показывает, что выявление дефектных 
солнечных панелей затруднено и требует по-
следовательного сравнения временных рядов 
напряжений или выработанной мощности за-
ведомо исправной панели. Кроме того, этот 
анализ результатов телеметрии необходимо 
осуществлять по временным рядам, снятым 
в ясные солнечные дни.

В результате использования разработанного 
программного средства получаем вектор вну-
тренних параметров физико-математической 
модели (Rp, Rs, n1, n2, I0). Для большей нагляд-
ности переносим значения Rp, Rs и I0, всех па-
нелей электростанции в трехмерное простран-

ство (рис. 4). Такое представление позволяет 
быстро выделить из всех 238 панелей электро-
станции две с аномальными значениями всех 
трех внутренних параметров физико-матема-
тической модели (справа сверху на рис. 4). Но-
мера этих солнечных панелей 16_11 и 7_17.

В таблице приведены результаты решения 
уравнения (2) для пяти выбранных случайным 
образом солнечных панелей и для панелей 
с номерами 16_11 и 7_17.

Как видно из таблицы, солнечные панели 
16_11 и 7_17 имеют низкое значение шунтиру-
щего сопротивления Rp. Это может быть при-
чиной увеличенного значении внутренних по-
терь энергии.

Результат расчета внутренних электрических параметров 
некоторых солнечных панелй

Номер 
солнечной 

панели

Внутренние параметры модели

Rp, Ом Rs, Ом ns1/ns2 I0, А•10–10

4_12 718 0,604 1/1 2,08

6_10 754 0,564 1/1 1,74

8_15 715 0,505 1/1 1,52

13_7 625 0.683 1/1 1.82

14_16 645 0,4258 1/1 1,5

16_11 85 3,0215 1/1 1,42

7_17 163 2,613 1/1 1,58

Сравнение (рис. 5, см. четвертую сторону 
обложки) фактических значений уровня на-
пряжения солнечной панели 16_11 на времен-
ных рядах с другими показывает, что на ней 
имеются падения напряжения в утреннее и ве-
чернее время.

Причиной такого поведения может быть 
влияние двух факторов. Во-первых, снижение 
значения шунтирующего сопротивдения Rp 
приводит к росту силы тока через это сопро-
тивление. Используя закон Ома и значение на-
ряжения в оптимальной точке VMPP (для име-
ющихся панелей оно составляет 36,5 В), полу-
чим силу тока 0,43 А. Такая сила тока окажет 
влияние на вольт-амперную характеристику 
солнечной панели.

Во-вторых, потери тока на шунтирущем со-
противлении складываются с потерями тока 
в оптимальной точке работы инвертора (рис. 6, 
см. четвертую сторону обложки).

При более низких значениях солнечного 
излучения кривая вольт-амперной характери-

Рис. 4. Результат построения векторов значений (обратный 
ток насыщения диода I0, последовательное сопротивление 
Rs, шунтирующее сопростивление Rp) всех панелей солнечной 
электростанции в трехмерном пространстве
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стики (ВАХ) смещается в сторону уменьшения 
силы тока. На рис. 6 показано, что одинаковый 
прирост силы тока на ВАХ для низких значе-
ний уровня энергетической экспозиции приве-
дет к заметно большему падению напряжения 
по сравнению с более высокими значениями 
энергетической экспозиции. Другими словами, 
увеличение тока за счет внутренних потерь при-
водит к большим падениям напряжения при 
более низких значениях энергетической экспо-
зиции (утром и вечером) и очень небольшому 
изменению напряжения при более высоких зна-
чениях энергетической экспозиции. Этот вывод 
подтверждается поведением временного ряда на-
пряжений этой солнечной панели, отраженным 
на рис. 5 (см. четвертую сторону обложки).

Для проверки наличия отклонений от нор-
мальной работы солнечных панелей 7_17 и 16_11 
в лабораторных условиях были осуществены их 
исследования при работе в стандартных усло-
виях (1000 Вт/м2, 25 °C). Результаты измерений 
показаны на рис. 7. Напряжение для солнечной 
панели 7_17 смещено в сторону снижения и со-
ставляет около 23 В. Это означает, что пример-
но треть солнечных элементов фотоэлектриче-
ского модуля не работает из-за активации за-
щитного диода, что, в свою очередь, может быть 
вызвано разрывом цепи фотоэлементов. Сни-
жение мощности, генерируемой фотоэлектри-
ческим модулем 16_11, происходит из-за умень-
шения сопротивления изоляции. Это вызвало 
ток утечки и смещение оптимальной точки, что 
коррелирует с предположениями, изложенны-
ми при обсуждении рис. 4 и таблицы.

Размещение в трехмерном пространстве век-
тора (сила тока в точке оптимальной мощно-
сти IMPP, аналитическая погрешность по току 
Is, мощность в оптимальной точке PMPP), полу-
ченного с использованием данных телеметрии 
за август 2019 года, тоже позволяет визуали-

зировать проблемные модули 
(рис. 8). Точки, обозначенные 
на рис. 8 цифрой 6, — это ре-
зультат построения в трехмер-
ном пространстве векторов 
внутренних электрических 
параметров для панелей с но-
мерами 16_11 и 7_17. Как видно 
из рис. 8, такое представление 
позволяет идентифицировать 
солнечные панели с дефектами.

Кроме того, векторы (IMPP, 
ΔI, PMPP,) для всех панелей 
позволяют выделить допол-
нительно пять группировок 

панелей (рис. 8). Группировка панелей 1 ха-
рактеризуется наибольшей силой тока в точке 
оптимальной мощности — это солнечные па-
нели последовательных включений 13, 14 и 15. 
Векторы (IMPP, ΔI, PMPP) для этих панелей нахо-
дятся в диапазонах (4,927...4,973 А, 0,026...0,035 А,
176...191 Вт). Группы последовательно включен-
ных панелей, входящих в состав группировки 1, 
имеют наклон установки относительно поверх-
ности Земли 25°, остальные панели электро-
станции — 21°. Оптимальным углом установки 
панелей для Ньюрнберга считается угол в 26° 
[26]. Следует отметить, что группа последова-
тельно включенных панелей с номером 16 тоже 
имеет угол установки относительно Земли 25°. 
Однако панели этой группы попали в группи-
ровку 2 (рис. 8). Это связано с тем, что в со-

Рис. 7. Вольтамперные характеристики, измеренные при стандартных условиях
(1000 В/м2, 25 °C) для солнечных панелей: 13_7, 7_17 и 16_11

Рис. 8. Результат построения векторов значений (сила тока 
в точке оптимальной мощности IMPP, аналитическая погреш-
ность по току DI, мощность в оптимальной точке PMPP) всех 
панелей солнечной электростанции в трехмерном простран-
стве
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ставе этой группы находится панель 16_11. Она 
является дефектной и имеет низкую силу тока 
в оптимальной точке (4,78 А). Вся группа после-
довательно включенных панелей по этой при-
чине также имеет более низкую силу тока в оп-
тимальной точке — 4,913 А. Наличие в составе 
группы 16 дефектной панели привело к тому, 
что общий режим работы этой группы пане-
лей стал подобен режиму работы групп панелей 
с углом установки 21°, а аналитическая погреш-
ность составила 0,036... 0,048 А.

Компоненты векторов (IMPP, ΔI, PMPP,) для 
панелей группировки 2 имеют следующие зна-
чения: 4,875...4,928 А, 0,016...0,038 А, 170...186 Вт. 
Значения аналитической погрешности у пане-
лей этой группировки характеризуются более 
широким диапазоном в сравнении со значени-
ями группировки 1. Это может быть связано 
с наличием панелей, имеющих частичное или 
более интенсивное запыление, а также панелей 
со сниженной эффективностью преобразова-
ния солнечной энергии по другим причинам.

Компоненты векторов (IMPP, ΔI, PMPP,) для 
панелей группировки 3 имеют следующие зна-
чения: 4,81...4,874 А, 0,016...0,038 А, 165...181 Вт.

Группировка 4 имеет силу тока в оптималь-
ной точке IMPP, мощность в оптимальной точке 
PMPP, характерные для группировки 3. Однако 
аналитическая погрешность группировки 4 
выше и составляет 0,041...0,059 А. В группиров-
ку 3 входит последовательно включенная груп-
па панелей с номером 3. Анализ показал, что 
причина повышенной аналитической погреш-
ности — это параллельное подключение групп 
3 и 7 к одному входу инвертора. Группа 7 имеет 
в своем составе дефектную панель 7_17. Из-за 
этого группа 3 фактически работала в менее 
выгодной рабочей точке, чем она способна была 
работать. Это подтверждают рассчитанные по 
математической модели параметры оптималь-
ной точки для панелей этой группы.

Наличие же в составе группы 7 дефектной 
панели стало причиной попадания его в группи-

ровку 4. Эта группировка характери-
зуется самыми низкими значениями 
силы тока в оптимальной точке IMPP, 
мощности в оптимальной точке PMPP. 
Вектор (IMPP, ΔI, PMPP,) для этой груп-
пировки имеет значения (4,695...4,75 А,
0,022...0,028 А, 170...175 Вт).

Расчет аналитической погреш-
ности для солнечных панелей элек-
тростанции показывает, что значе-
ние этого параметра, в основном, 
стремится к нулю. Однако ежеднев-

но в промежутке с 10.15 до 10.30 аналитическая 
погрешность составляет значение от –8 до –12 А
(рис. 9) для всех панелей электростанции. Это 
может быть связано с тем, что угол наклона сол-
нечных панелей по отношению к положению 
солнца в это время суток способствует отра-
жению значительной части солнечного излуче-
ния. В то же время защитное покрытие датчика 
солнечной радиации обеспечивает отсутствие 
отражения солнечного излучения. Расхождение 
в значениях измеренного и фактически достиг-
шего фотодиодов уровня солнечной радиации 
приводит к большим значениям аналитической 
погрешности. Вместе с тем, это может быть 
связано с несовпадением фактических и из-
меренных значений напряжения и силы тока. 
Когда инвертор начинает потреблять ток, со-
ответствующее значение напряжения приходит 
с задержкой, вызванной передачей данных по 
линии электропередачи от датчика.

Кроме того, анализ кривой аналитической 
погрешности позволяет определять противо-
речивую выборку данных. На рис. 9 пик на-
пряжения в 13:45, 21.10.2019 г. не соответствует 
другим измеренным параметрам: силе тока, 
температуре и уровню солнечного излучения. 
Это приводит к пику на кривой аналитичекой 
погрешности.

Значение аналитической погрешности, стре-
мящееся к нулю, указывает как на достоверную 
выборку данных, так и на точность решения 
уравнений физико-математической модели.

Выводы

Показана жизнеспособность концепции ана-
лиза телеметрических данных на солнечных 
электростанциях с использованием цифровых 
двойников солнечных панелей. Использован-
ный в исследовании цифровой двойник основан 
на двухдиодной физико-математической моде-
ли, настраиваемой под конкретную солнечную 

Рис. 9. Временные ряды напряжения (1), силы тока (2) и аналитической по-
грешности по току (3), солнечной панели 6_17
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панель с помощью измеренных данных. Такой 
подход позволил нам осуществить переход от 
временных рядов данных, собранных в течение 
месяца для каждой солнечной панели, к векто-
рам из семи внутренних электрических пара-
метров: одна солнечная панель — один набор 
параметров в месяц. Размещение отдельных 
парметров в трехмерном пространстве дало 
возможность оценить состояние каждой сол-
нечной панели электростанции и выявить две 
неисправные из 272 панелей.

Установлено, что неисправная солнечная 
панель снижает выходную мощность груп-
пы последовательно включенных панелей на 
1,5...2 %. Кроме того, наличие неисправной 
панели снижает эфективность не только своей 
группы последовательно включенных панелей, 
но и группы панелей, подключенной к инвер-
тору параллельно с ней.

Результаты исследований и разработанная 
технология найдут применение в автоматиза-
ции поиска неисравностей солнечных электро-
станций на основе систем мониторинга, а так-
же при развитии подсистем поддержки приня-
тия решений для систем мониторинга.
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Визуальная навигация автономного подводного робота
с учетом самопересечений траектории1

Введение

Важной  задачей при выполнении автоном-
ным подводным роботом (АПР) рабочей миссии 
в условиях априори неизвестной обстановки яв-
ляется задача его точной локализации, тради-
ционно решаемая с помощью штатного навига-
ционного оборудования. Более эффективному 
решению этой задачи способствует развитие 
подхода, основанного на визуальной одоме-
трии. Такой подход особенно целесообразен 
в условиях локального маневрирования АПР, 
когда необходимы высокоточные перемещения 
АПР в ограниченной области. Однако известно, 
что для метода визуальной одометрии характер-
но накопление со временем ошибки вычисле-
ния траектории. Для уменьшения этой ошибки 
применяются различные методики: повторная 
инициализация расчета с привязкой к новой 
внешней системе координат (СК), метод вырав-
нивания (bundle adjustment) [1] применительно 
ко всей траектории или локальное выравнива-
ние [2], метод межкадровой привязки [3], ин-
тегрирование в вычислительную схему других 
сенсорных измерений [2] и др. В случае движе-
ния робота по самопересекающейся траектории 
возможно уточнение параметров траектории за 
счет использования преимуществ повторного 
посещения аппаратом/роботом одних и тех же 
мест (loop closure). В известных работах в этом 
направлении, например в работах [4—6], акцент 
делается на задаче опознавания мест. При этом 
одним из наиболее востребованных является 

1 Работа выполнена при частичной финансовой под-
держке РФФИ (проект № 18-07-00165),  Программы "Даль-
ний Восток" (проект 18-5-014)  и Программы Президиума 
РАН "Фундаментальные проблемы решения сложных прак-
тических задач с помощью суперкомпьютеров".

так называемый "метод корзины слов" (bag-of-
words method) [7]. Примером другого подхода, 
основанного на использовании предварительно 
подготовленных 3D-карт обстановки, является 
работа [8].

В настоящей статье предлагается развитие 
ранее разработанного метода визуальной на-
вигации АПР, направленное на повышение 
точности локализации за счет учета самопере-
сечений траектории при продолжительном ма-
неврировании АПР в ограниченной области. 
Отличительной особенностью метода является 
построение на начальном этапе движения АПР 
виртуальной системы координатной привязки, 
состоящей из взаимосвязанных опорных си-
стем координат.

Базовый метод визуальной навигации

Разработанный ранее базовый метод визу-
альной навигации [9, 2] (без учета самопересе-
чений траектории) в соответствии с классиче-
ской схемой реализации визуальной одометрии 
[10] содержит следующие шаги:

1. Выделение общего множества особенно-
стей на четверке изображений двух стереопар. 
Сопоставление точечных особенностей вы-
полняется на четырех изображениях — двух 
стереопарах (1-2 и 3-4), соответствующих двум 
последовательным позициям АПР на траекто-
рии. Для сопоставления особенностей исполь-
зуется детектор SURF (библиотека OpenCV) 
или трекер KLT. Для каждой пары изображе-
ний выполняется сопоставление слева направо 
и справа налево (cross-checking). Для исключе-
ния ложных сопоставлений применяется эпи-
полярный фильтр для пары 3-4 и для пары 1-2. 
Полученное в итоге множество особенностей, 

Предложен метод визуальной навигации автономного подводного робота применительно к условиям локаль-
ного маневрирования, ориентированный на повышение точности локализации робота за счет генерации вирту-
альной сети координатной привязки.

Ключевые слова: визуальная одометрия, автономный подводный робот, навигация, loop closure
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сопоставленных для всех четырех изображе-
ний, позволяет далее построить два сопостав-
ленных облака 3D-точек, отвечающих двум 
стереопарам (двум позициям АПР).

2. Генерация и фильтрация двух облаков 
3D-точек.

3. Вычисление с помощью алгоритма ICP 
(Iterative Closest Point) локального геометри-
ческого преобразования H, связывающего 
локальные системы координат (СК) двух со-
седних позиций. Поиск этого преобразования 
основывается на имеющемся взаимно одно-
значном сопоставлении двух облаков (мно-
жеств) 3D-точек, наблюдаемых стереокамерой, 
соответственно, в позициях 1 и 2. Первое об-
лако C1(x, y, z) задано в СК первой стереопары, 
второе облако C2(x, y, z) — в СК второй стере-
опары. Задача нахождения матрицы H форму-
лируется как оптимизационная задача и реша-
ется с применением процедуры из библиотеки 
общего пользования MATLAB. В качестве па-
раметров оптимизации используются три ко-
ординаты вектора переноса и четыре коорди-
наты кватерниона, определяющего вращение 
в H.  Ограничение задается условием равенства 
единице нормы кватерниона. Целевая функ-
ция — 2 1 ,k kF c c H= −∑  суммирование ведется 
по индексу k, где k — номер точки в облаке. 
Здесь 1{ }kc  — множество точек в первом облаке 
и 2{ }kc  — множество точек во втором облаке. 
Тогда с учетом вычисленной матрицы H новое 
положение АПР вычисляется через предыду-
щее как p2 = p1H.

4. Вычисление параметров 6DOF (Six Degrees 
of Freedom) текущей позиции АПР в мировой 
системе координат (МСК) путем объединения 
последовательности локальных преобразова-
ний предшествующих позиций.

Метод навигации
в условиях локального маневрирования

Предлагаемый метод визуальной навигации 
применительно к ситуации локального манев-
рирования АПР (когда движение осуществля-
ется в ограниченной области подводной среды 
с возможными самопересечениями траектории) 
основывается на описанном выше и реализо-
ванном авторами базовом методе визуальной 
одометрии. Цель предлагаемого метода — вос-
препятствовать накоплению ошибки навига-
ции АПР при длительном локальном маневри-
ровании за счет обработки ситуаций повторно-
го посещения аппаратом одних и тех же мест и, 

тем самым, повысить точность навигации в це-
лом. Входной информацией служит видеопо-
ток, фиксируемый при движении АПР стерео-
камерой (направленной вниз). В работе метода 
выделяются два этапа, которые соответствуют 
двум этапам движения АПР по траектории. 
На первом этапе формируется сеть опорных 
систем координат (ОСК), которая при после-
дующем движении АПР, т. е. на втором этапе, 
используется для повышения точности вычис-
ления траектории АПР за счет возможных при-
вязок к ОСК. В качестве ОСК рассматривают-
ся локальные системы координат АПР/камеры 
в конкретных позициях траектории. Все ОСК 
связаны с мировой системой координат (МСК)
через цепочку матриц геометрических пре-
образований, которые: а) порождаются непо-
средственно при работе базового метода (чис-
ло матриц равно числу шагов) или б) берутся 
из уже существующей ОСК в случае успешной 
к ней координатной привязки (тогда число ма-
триц равно числу матриц в ОСК + 1). Параме-
тры траектории вычисляются в МСК, которая 
фиксируется в начальный момент времени. По-
скольку накопление ошибки напрямую зависит 
от длины цепочки преобразований, то степень 
"точности" конкретной ОСК можно характе-
ризовать степенью ее "близости" к МСК, т. е. 
можно присвоить каждой ОСК коэффициент 
степени близости k, равный длине цепочки 
преобразований, ведущей к МСК (если связь 
напрямую, то k = 1). Чем короче цепочка пре-
образований, тем меньшую ошибку при вычис-
лении 6DOF она порождает. Этот коэффициент 
можно использовать для оптимального выбора 
ОСК на этапе навигации АПР в случае, когда 
АПР "видит" более одной ОСК.

Формирование ОСК

1. В начальный момент фиксируется МСК 
и стартует базовый метод визуальной нави-
гации, с помощью которого на каждом шаге 
(шаг равен заданному числу кадров) выполня-
ется вычисление параметров (6DOF) позиции 
траектории. Продолжительность траектории 
на этапе формирования ОСК предварительно 
задается отметкой времени или длиной прой-
денного аппаратом пути. Для более высокой 
эффективности использования сети ОСК же-
лательно форму траектории этого участка вы-
бирать таким образом, чтобы траектория по 
возможности равномерно и плотно покрыва-
ла (в плоскости дна) область маневрирования 
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АПР. Понятие плотности в данном случае под-
разумевает, что значительная площадь рассма-
триваемой области покрывается общей зоной 
видимости всех ОСК (камер в соответствую-
щих позициях траектории).

2. В позициях траектории, определяемых за-
данным интервалом (числом кадров), осущест-
вляется фиксация очередной новой ОСКnew, 
которая заносится в список ОСК, образующих 
сеть координатной привязки. С каждой ОСК 
связывается порция информации, необходимая 
для работы алгоритмов. В нее входит: стерео-
пара снимков, полученная в данной позиции, 
абсолютные координаты АПР в данной пози-
ции, накопленная в результате работы базового 
метода последовательность локальных матриц 
геометрического преобразования, геометрия 
видимого камерой участка дна. Если ближай-
шая (к текущей позиции) из уже существующих 
ОСКold имеет общую зону видимости с текущей 
позицией, то выполняется редактирование ин-
формации, относящейся к ОСКnew. А именно, ее 
последовательность локальных матриц заменя-
ется на соответствующую последовательность 
матриц (более короткую), принадлежащую 
ОСКold. Такая операция повышает точность 
локализации ОСКnew. Формирование ОСК вы-
полняется также и на втором этапе, но только 
при условии их привязки к уже существующим 
ОСК. Следует заметить также, что эффектив-
ность виртуальной сети координатной привяз-
ки зависит от геометрии траектории АПР, по-
скольку все ОСК находятся на траектории.

Привязка к ОСК

Стандартная схема вычисления параметров 
каждой позиции траектории АПР в МСК пред-
полагает согласно базовому методу перемно-
жение всей цепочки матриц локальных преоб-
разований, полученных на предыдущих шагах, 
что, как известно, приводит к накоплению су-
щественной ошибки в случае длинной цепочки 
преобразований. Использование системы вы-
сокоточных ОСК позволяет потенциально ис-
ключать длинные цепочки преобразований на 
отдельных шагах, тем самым повышая точность 
навигации в целом. Суть работы алгоритма на 
этом этапе заключается в привязке текущей по-
зиции к ОСК, когда это возможно (рис. 1), с за-
меной накопленной цепочки локальных преоб-
разований на более короткую, принадлежащую 
ОСК, с дополнительным преобразованием H, 
связывающим текущую позицию с ОСК. Рас-

чет перекрытия зон видимости, который ле-
жит в основе проверки возможности привязки 
к ОСК, выполняется на основе известных дан-
ных о параметрах камеры и вычисленных па-
раметрах траектории. Схема работы алгоритма 
представлена на рис. 2.

Режим мультисессии

В случаях, когда робот выполняет работу 
в одном и том же месте в разное время много-
кратно, появляется возможность использовать 
для навигации виртуальную сеть координат-
ной привязки, полученную в предыдущей 

Рис. 1. Привязка АПР в текущей позиции i к ОСК: вычис-
ление матрицы преобразования H; замена длинной цепочки 
преобразований (от ОСК до позиции i (участок траектории 
обозначен тонкой линией) на короткую (от начальной пози-
ции до ОСК (участок траектории обозначен жирной линией) 
+ преобразование H)

Рис. 2. Работа алгоритма при вычислении позиции АПР на 
текущем шаге
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сессии. Это может дать дополнительное повы-
шение точности навигации. Для этого необхо-
димо обеспечить привязку новой траектории 
к прежней траектории. В нашем методе пред-
полагается, что такую точную привязку мож-
но осуществить базовым методом визуальной 
одометрии при условии, что начальная точка 
новой траектории будет находиться в близости 
к начальной точке прежней траектории. В дан-
ном случае понятие близости подразумевает, 
что зоны видимости двух камер должны пере-
крываться. Предварительные расчеты показа-
ли, что АПР, пользуясь штатными средствами 
навигации, может выйти в заданную точку 
с точностью, которая удовлетворяет указанно-
му выше условию близости.

Таким образом, в повторных сеансах вирту-
альная сеть опорных систем координат стано-
вится гуще, что способствует дополнительно-
му (по отношению к однопроходному режиму, 
когда виртуальная сеть привязки формируется 
и используется на протяжении одной траекто-
рии) повышению точности навигации АПР.

Обсуждение результатов

Эффективность рассмотренного метода 
в данной работе оценивали на модельных сце-
нах. Помимо этого анализировали и аспекты 
практической реализации предлагаемых про-
граммно-алгоритмических средств, которые 
потенциально могут ограничивать примени-
мость предложенной технологии, а именно:

1. Достаточность вычислительных ресурсов 
АПР. В некоторых современных автономных 
необитаемых подводных аппаратах (АНПА) 
в качестве вычислителей используются Atom 1
или 4 ядра, 1.6 ГГЦ, 1 ГБ ОЗУ. Внешняя па-
мять — твердотельные диски с объемом 
в среднем 500 Гбайт. На борту могут быть уста-
новлены 2...4 таких вычислителя, объединен-
ных сетью Ethernet 100/1000. Для обработки 
изображений возможно использование Jetson 
Nvidia. Таких вычислительных ресурсов доста-
точно для работы предлагаемых программно-
алгоритмических средств.

2. Негативно влияет на точность расчета 
траектории визуальным методом вертикальное 
маневрирование АНПА (быстрое изменение 
параметров 6DOF приводит к ухудшению со-
поставления особенностей на изображениях 
и, как следствие, к ошибкам в расчете локаль-
ных матриц геометрического преобразования). 
Чтобы уменьшить такое влияние, можно счи-

тать, что координатная привязка осущест-
вляется на малой скорости движения АНПА, 
т.е. в режиме зависания. Для реализации это-
го режима у АНПА имеются вертикальные и 
горизонтальные подруливающие устройства. 
Стабилизация осуществляется по 5 степеням 
свободы (курс, дифферент, продольные и по-
перечные перемещения). Перемещения в вер-
тикальной плоскости фиксируются по датчику 
глубины (датчику давления) или высоты (эхо-
лоту). Точность стабилизации 4...5 см.

Вместе с тем, обработку визуальной инфор-
мации можно интегрировать с измерениями 
штатной бортовой навигационной системы, 
что позволяет повысить точность навигации 
визуального метода [2].

3. Поскольку для надежной привязки к пунк-
там виртуальной сети координатной привязки 
требуется достаточное число особенностей на 
обрабатываемых изображениях, желательно 
планировать траекторию так, чтобы она прохо-
дила над участками, где это условие выполняет-
ся. Это возможно, поскольку навигационная си-
стема АНПА позволяет осуществлять поисковые 
движения с точностью в несколько метров.

4. Безусловно, на эффективность примене-
ния метода визуальной навигации влияет про-
зрачность воды. Возможные пути снижения 
влияния этого фактора: уменьшение высоты 
движения АНПА до 1...1,5 м; метод визуальной 
навигации "включается" только при наличии 
порогового числа сопоставляемых особенно-
стей на изображениях, в противном случае ра-
ботает штатная навигационная система АНПА.

Тестирование разработанных прототипных 
программно-алгоритмических средств метода 
проводили на модельных сценах, получаемых 
с помощью моделирующего комплекса [11]. На 
рис. 3 в качестве примера показана одна из 

Рис. 3. Сцена для тестирования метода: траектория длиной 
3180 кадров; частота съемки = 10 кадров/с; высота траекто-
рии над дном 0,6...3,3 м; шаг между расчетными позициями 
на траектории — 8 кадров
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виртуальных сцен. Результаты представлены 
на рис. 4. Как видно из графика, регулярная 
привязка к виртуальной сети ОСК предотвра-
щает накопление погрешности при расчете 
траектории АПР. В процессе движения АПР на 
первом участке траектории было сгенерирова-
но 33 ОСК, а при движении на втором участке 
было 37 обращений к ОСК. За счет привязки 
к ОСК накопление ошибки локализации АПР 
свелось к минимуму — 1,6 см вместо 13 см при 
обычной работе визуального метода.

В дальнейшем планируется развитие подхо-
да как в части совершенствования алгоритми-
ческой базы, так и в части тестирования мето-
да на реальных данных.

Заключение

Тестирование на модельных сценах пред-
ложенного метода визуальной навигации АПР 
с использованием виртуальной сети коорди-
натной привязки показало принципиальную 
возможность применения предложенной схемы 

вычисления параметров траектории АПР при 
длительных перемещениях робота в условиях 
локального маневрирования. В ближайшей пер-
спективе планируется развитие метода в контек-
сте решения задачи инспекции объектов подво-
дной промышленной инфраструктуры.
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Visual Navigation of Autonomous Underwater Robot with Loop Closing

The method of visual navigation of an autonomous underwater robot (AUV) for conditions of local maneuvering is described 
in article. The method aims to increase the accuracy of robot localization through generation and the using of virtual network 
for coordinate binding. The algorithms that implement the proposed method are based on the use of visual odometry and the 
proposed algorithms for re-visited places. The virtual coordinate binding network consists of the binding points generated at 
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the initial stage of the AUV movement. A binding point refers to a piece of data associated with a particular AUV position. 
This piece of data includes the position coordinates, a stereo pair of images visible by the camera from a given position, and a 
sequence of local geometrical transformation matrices accumulated by a given moment in time. It is assumed that the binding 
points have a high accuracy of coordinates since the method of visual navigation does not accumulate a large error with short 
movements of the AUV.At the stage of using the virtual network for coordinate binding a search and binding to the nearest 
binding point are performed. Improving the accuracy of AUV navigation is achieved by replacing a long sequence of local 
transformations associated with the current position with a shorter sequence associated with the binding point. Estimates of the 
effectiveness of the method on virtual scenes are obtained.
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