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Введение

При моделировании манипуляционных си-
стем роботов разработка алгоритмов, реализую-
щих параллельные вычисления соответствующих 
математических моделей, представляет собой ак-
туальную задачу. Известны примеры разработок 
таких алгоритмов [1—5], однако исследование 
данного вопроса нельзя считать завершенным.

Рассматриваемые в статье методы объектно-
ориентированного моделирования манипуля-
ционных систем роботов позволяют повысить 
эффективность выполнения работ, связанных 
с составлением параллельных вычислитель-
ных алгоритмов. Это достигается на основе 
представления математических моделей в виде 
объектных схем, в которых каждый объект 
рассматривается как часть математической мо-
дели, независимая от других частей-объектов, 
связанных с ним в общую схему.

Динамическая модель манипуляционных 
систем роботов, полученная на основе метода 
Лагранжа — Эйлера, имеет вид
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[Cs] — (nЅn)-мерная матрица центробежных 
и кориолисовых эффектов
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где tr — операция вычисления суммы диа-
гональных элементов матрицы, Hk — (4Ѕ4)-
мерная матрица инерции k-го звена манипу-
ляционной системы, рассматриваемого как 
твердое тело. A0,k — (4Ѕ4)-мерная матрица пре-
образования однородных координат из систе-
мы координат, связанной с k-м звеном, в не-
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подвижную систему координат, связанную 
с основанием робота;

 = + + ,s Ds Gs FsQ Q Q Q  (4)

где QDs — усилие, развиваемое приводом в s-м 
сочленении (шарнире); QGs — обобщенная сила 
по s-й обобщенной координате, соответствую-
щая действию сил тяжести; QFs — обобщенная 
сила по s-й обобщенной координате, соответ-
ствующая действию внешних сил:
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где FGk — (4Ѕ4)-мерная матрица, содержащая 
силы тяжести k-го звена [6],
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где FRk и FMk,s — (4Ѕ4)-мерные матрицы, со-
ответственно содержащие проекции главного 
вектора и главного момента внешних сил [6].

Объектная схема данной динамической мо-
дели может быть представлена в виде, показан-
ном на рис. 1 [7]. Объекты, соответствующие 
матрицам и векторам, изображены на этой 
схеме прямоугольниками, скалярные величи-
ны — треугольниками, а арифметические опе-
рации — соответствующими им знаками.

На представленной объектной схеме Qs — 
объект, соответствующий результирующей 
обобщенной силе по s-й обобщенной (шарнир-
ной) координате; QDs — объект, соответствую-
щий усилию, развиваемому приводом в s-м 
сочленении (шарнире); QGs — объект, соот-
ветствующий обобщенной силе QGs; QFs — 
объект, соответствующий обобщенной силе 
QFs. Ms — объект класса Dynamic_matrix_Ms, 
соответствующий матрице-строке [Ms]; Cs — 
объект класса Dynamic_matrix_Cs, соответству-
ющий матрице [Cs]. DDq — объект класса Gen-
eralized_accelerations, Dq и DqT — объекты клас-
са Generalize_ speeds, моделирующие векторы 
�� �{ }, { }q q  и � т{ }q  соответственно.

Структуры введенных классов могут быть 
созданы с использованием языков объектно-
ориентированного программирования, напри-
мер С++, и должны описывать объекты в соот-
ветствии с выражениями (1)—(6).

1. Алгоритмизация вычислений
динамической модели

В вычислительном алгоритме, реализующем 
моделирование на основе объектной схемы 
(рис. 1), можно выделить несколько уровней 
(ярусов), на которых происходят вычисления 
составных частей данной объектной схемы.

На первом (I) уровне вычисляются объекты, 
соответствующие матрицам инерции звеньев 
Hk, составляющие так называемую инерцион-
ную модель манипуляционных систем (рис. 2).

На втором (II) уровне вычисляются объек-
ты, соответствующие матрицам преобразова-
ния однородных координат A0,k и их частным 
производным, относящиеся к геометрической 
модели манипуляционных систем (рис. 3).

Объекты, вычисляемые на втором (II) уров-
не, зависят от изменяющихся в процессе мо-
делирования параметров, кроме того, при вы-
числении матриц частных производных необ-
ходимо исключить вычисление элементов этих 
матриц, тождественно равных нулю. В соот-
ветствии с этим число N1 вычисляемых матриц 
частных производных ∂ ∂0, /k sA q  (k, s = 1,..., n) 
будет определяться выражением
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Рис. 1. Объектная схема динамической модели манипуляци-
онных систем роботов

Рис. 2. Уровень I алгоритма

Рис. 3. Уровень II алгоритма
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На третьем (III) уровне выполняются вы-
числения на основе объектных схем, соответ-
ствующих различным элементам матриц [Ms]
и [Cs], выполняемые на основе выражений (2)
и (3), и соответствующих скалярным величи-
нам QGs и QFs, выполняемые на основе выраже-
ний (5) и (6) (рис. 4).

Рис. 5. Объектное представление матриц [Ms] и [Cs]

Рис. 4. Уровень III алгоритма

Рис. 6. Объектное представление обобщенных сил Рис. 7. Уровни алгоритма параллельных вычислений динамической модели

На четвертом (IV) уровне на основе объектов 
Ms, Cs, QGs и QFs, соответствующих матрицам 
[Ms] и [Cs] (рис. 5) и обобщенным силам QGs и 
QFs (рис. 6), выполняется вычисление объект-
ной схемы динамической модели (1) (см. рис. 1).

Иерархическая структура алгоритма парал-
лельных вычислений в динамической модели 
(1), разбитого на несколько уровней и соот-
ветствующего объектной схеме (см. рис. 1), без 
моделирования внешней нагрузки может быть 
проиллюстрирована на общей вычислитель-
ной схеме (рис. 7).

Вычисляемая на первом уровне алгоритма 
инерционная модель отражает распределение 
масс внутри звеньев исследуемой манипуля-
ционной системы, соответствующая ей мате-
матическая модель представляет собой множе-
ство матриц инерции звеньев Hk (k = 1,..., n).

На втором уровне формируется геометриче-
ская модель манипуляционной системы. Ее ма-
тематическая модель представляет собой мно-
жество матриц преобразования однородных 
координат A0,k (k = 1,..., n), дополненное мно-
жеством частных производных от этих матриц.

Определение этих двух подмоделей в струк-
туре динамической модели манипуляционных 
систем роботов имеет важное методологиче-
ское значение, так как позволяет в структуре 
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данных и алгоритмов динамической модели 
выделить части, имеющие определенный при-
кладной смысл, вычисление которых может 
выполняться независимо друг от друга.

Дальнейшее распараллеливание вычисле-
ний, выполняемых на соответствующих уров-
нях рассмотренного алгоритма параллельных 
вычислений в динамической модели манипу-
ляционных систем роботов, может быть вы-
полнено на основе алгоритмов параллельных 
вычислений матричных операций.

2. Алгоритмы параллельных вычислений 
матричных операций

Рассмотрим граф вычислительного процес-
са произведения матрицы размерности (4Ѕ4) 
на вектор размерности (4Ѕ1) (рис. 8), основы-
вающийся на соотношении
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При вычислении произведения матрицы раз-
мерности nЅn на соответствующий вектор чис-
ло необходимых скалярных операций сложения 
и умножения может быть оценено величиной

 = 2
1 2 .T n  (10)

Анализ графа вычислительного процесса 
(рис. 8) показывает, что параллельные спосо-
бы решения задачи произведения матрицы на 
вектор могут быть получены на основе исполь-
зования параллельных алгоритмов суммирова-
ния, в данном случае использован каскадный 
алгоритм суммирования. Кроме того, способ 
организации параллельных вычислений будет 
зависеть от числа доступных для использова-
ния процессоров.

Нужно отметить, что последовательности вы-
полняемых операций умножения отдельных n 
строк матрицы на вектор являются независи-
мыми и могут быть выполнены параллельно. 
Операции умножения каждой строки на вектор 
включают n независимых операций поэлемент-
ного умножения и тоже могут быть выполнены 
параллельно. Таким образом, максимально не-
обходимое число процессоров определяется ве-
личиной

 p = n2. (11)

Время выполнения параллельного алгорит-
ма, отнесенное ко времени выполнения одной 
скалярной операции, при использовании p 
процессоров определяется временем выполне-
ния операции умножения и временем выпол-
нения каскадного алгоритма суммирования [8]

 = + 21 log .pT n  (12)

Показатели эффективности параллельного 
алгоритма определяется выражением
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где Sp — ускорение для p процессоров, полу-
чаемое при использовании параллельного ал-
горитма, и

 = =
+ 2

2
,

1 log
p

p

S
E

p n
 (14)

где Ep — эффективность использования про-
цессоров.

Информационный граф (рис. 8), соответ-
ствующий вычислительному процессу умно-
жения i-й строки (4Ѕ4)-мерной матрицы на 
(4Ѕ1)-мерный вектор, построенный на основе 
четырех процессоров, представлен на рис. 9.

Задача умножения прямоугольных матриц 
определяется соотношением
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В случае умножения квадратных матриц раз-
мерности nЅn число скалярных операций умно-
жения и сложения пропорционально n3, а для 
их оценки может быть использована величина

 = 3
1 2 .T n  (16)

Последовательности выполняемых опе-
раций умножения отдельных строк первой 
матрицы на соответствующий столбец вто-

Рис. 8. Граф вычислительного процесса произведения (4Ѕ4)-
мерной матрицы на (4Ѕ1)-мерный вектор
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рой матрицы являются независимыми и мо-
гут быть выполнены параллельно. Алгоритм 
параллельного вычисления при умножении 
матриц может быть построен на основе рас-
смотренного вычислительного алгоритма ум-
ножения матрицы на вектор. Соответственно, 
необходимое число процессоров для макси-
мального распараллеливания вычислительно-
го алгоритма будет определяться величиной

 p = n3. (17)

Информационный граф, соответствующий 
вычислительному процессу умножения (4Ѕ4)-
мерных матриц, построенный на основе 64 
процессоров, представлен на рис. 10.

Время выполнения параллельного алгорит-
ма, как и прежде, будет определяться выраже-

нием (12). Получаемое ускорение для p процес-
соров повысится:
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а эффективность использования процессоров 
в соответствии с (14) не изменится.

Снижение числа используемых процессо-
ров потребует перестройки информационного 
графа (рис. 10), отражающего вычислительный 
процесс умножения матриц. Это повлечет уве-
личение времени выполнения вычислений.

Заключение

Рассмотренный в статье алгоритм парал-
лельных вычислений динамической модели (1) 
имеет четыре уровня распараллеливания (см. 
рис. 7) и может быть дополнен начальным (ну-
левым) уровнем, соответствующим инициали-
зации данных.

Число независимо вычисляемых операций 
на уровне III максимально. На этом уровне при 
уменьшении числа используемых процессоров 
будет наблюдаться наибольшее замедление.

На уровне IV информационный граф вы-
числительного процесса умножения (nЅn)-
мерной матрицы на (nЅ1)-мерный вектор для 
динамической модели (1) должен строиться на 
основе n процессоров, по аналогии с инфор-
мационным графом, построенным на основе 
черырех процессоров (см. рис. 9).

Рассмотренный алгоритм параллельных 
вычислений в динамической модели (1) мани-
пуляционных систем роботов может быть реа-
лизован на основе объектно-ориентированно-
го подхода с использованием объектных схем. 
Такие объектные схемы строятся из объектов, 
соответствующих геометрической и инерцион-
ной моделям исследуемой манипуляционной 
системы, а также из объектов, соответствую-
щих модели внешней нагрузки.

Применение параллельных вычислительных 
алгоритмов в задачах моделирования требует 
от вычислительных систем наличия достаточ-
ного числа процессоров. Это требование может 
быть реализовано на основе многокристаль-
ных реконфигурируемых вычислительных си-
стем, созданных на основе применения про-
граммируемых логических интегральных схем 
(ПЛИС). Такие вычислительные системы могут 
адаптироваться под структуру решаемой задачи 
и обеспечить реализацию сложных многоуров-
невых параллельных алгоритмов [9, 10].

Рис. 10. Информационный граф вычислительного процесса 
умножения (4Ѕ4)-мерных матриц на основе 64 процессоров

Рис. 9. Информационный граф вычислительного процесса 
произведения i-й строки (4Ѕ4)-мерной матрицы на (4Ѕ1)-
мерный вектор
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Algorithmization of Parallel Computing
in a Dynamic Model of Robot Manipulation Systems

The task of developing an algorithm for parallel computing in a dynamic model of robot manipulation systems obtained by 
the Lagrange-Euler method is considered.

The algorithm is built on the basis of the object-oriented approach by the decomposition method. In the structure of the 
dynamic model highlights the fundamental components. Geometric and inertial models of manipulation systems are defined 
as such components. Using the language of object-oriented programming, classes are created that describe the structure of the 
geometric and inertial models. Independent objects can be initialized based on the created classes. By combining objects in 
various combinations, object schemas can be obtained. The initial dynamic model is considered as an instruction for building 
the corresponding object schema. Algorithmization of parallel computing is based on the independence of the calculation of data 
objects of classes. The use of parallel computational algorithms in modeling problems requires a sufficient number of processors 
to implement such calculations. This requirement can be implemented on the basis of multi-chip reconfigurable computer 
systems created using programmable logic integrated circuits. Such computing systems can adapt to the structure of the problem 
to be solved and provide the implementation of complex multi-level parallel algorithms.
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