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Модель группового преследования одиночной цели
на основе следования ранее прогнозируемым траекториям

Приводится описание геометрической модели, когда группа из преследователей преследует одиночную цель. 
Движение происходит на плоскости, но при необходимости данную модель можно перенести на явно заданную 
поверхность. Скорость движения всех участников, как преследователей, так и цели, постоянна по модулю. 
Цели и стратегии каждого из преследователей, несмотря на различие траекторий, объединяет один критерий. 
Они стремятся подойти к точке пространства, связанной с преследуемым объектом, под заданным направле-
нием, соблюдая ограничения по кривизне траектории. Цель и стратегия объекта преследования определяется 
поведением одного из преследователей.

Ключевые слова: преследование, уклонение, убегание, моделирование, алгоритм, цель, преследователь, тра-
ектория

Введение

Квазидискретные модели в задаче преследо-
вания — это возможность приближенного вы-
числения динамических процессов с дальней-
шей визуализацией. В нашей задаче вводится 
период дискретизации по времени, в течение 
которого преследователь совершает шаг и сме-

ну направления движения. В данной статье 
рассматриваются вопросы следования пресле-
дователем заранее смоделированной траекто-
рии. Предполагается, что траектория, отвеча-
ющая заданным требованиям, будет модели-
роваться в автоматическом режиме в каждый 
момент времени. В качестве примера мы рас-
смотрели группу из четырех преследователей.
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Для перевода точки Ptan,n в мировую систему 

координат (H1, H2), где 
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Тогда координаты Ptan точки Ptan,n в миро-

вой системе координат будут следующими: 
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 В тестовой программе, на-

писанной по материалам главы, мы выбрали 
вариант, соответствующий верхнему положе-
нию точки Ptan,n (рис. 2).

Поскольку мы рассматриваем квазиди-
скретную модель задачи преследования, то 
вводим период дискретизации ΔT. Тогда в рам-
ках настоящей модели, имеем, что шаг пресле-
дователя за период дискретизации равен |VP |ΔT.

Если минимальный радиус кривизны траек-
тории преследователя равен Rp, то будет обо-
снованным считать, что угловая частота враще-
ния преследователя P на виражах будет равна 

ω = .P
P

P

V

R
 Угол поворота при выполнении шага 

итерации не может превышать величины ωP ΔT.

2. Ан ализ координат точки касания Ptan 
прямой (P, Ptan) с окружностью (CT, RP)

в системе координат преследователя

В нашей квазидискретной модели задачи 
преследования преследователь имеет целью 

Рис. 1. Предполагаемая траектория следования преследователя

Рис. 2. Определение точки сопряжения в локальной системе 
координат

1. Моделирование траекторий

Рассмотрим задачу моделирования траекто-
рии преследователя. Траектория преследовате-
ля должна начинаться в точке P, скорость пре-
следователя в этой точке равна VP, настигнуть 
цель преследователь должен в точке T.

Предполагаемая траектория движения со-
стоит из двух частей — из прямолинейного от-
резка, соедин яющего точки P и Ptan, и из дуги 

, tanT P  радиуса Rp (рис. 1).
Ограничение моделируемой траектории за-

ключается в том, что радиус кривизны не может 
быть меньше величины Rp. Угол входа преследо-
вателя в точку T определяется вектором скоро-
сти ′PV . Направление данного вектора в тестовой 
программе было выбрано таким, чтобы вектор 
скорости преследователя ′PV  был перпендику-
лярен вектору скорости цели VT. Центр окруж-
ности, которая отвечает заданным условиям,

вычисляется по формуле 
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V
Для нахождения точки Ptan, которая также 

является точкой сопряжения прямой (P, Ptan) 
и дуги , tanT P  реализована следующая про-
цедура. Задается локальная система координат 
с центром в точке P и с базисными векторами 

e1 и e2: 
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является ортогональным.
В такой системе координат точка CT преоб-

разуется к виду: 
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что координаты CT,n точки CT в этой систе-

ме координат будут равны 
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Пусть модуль вектора − =( )T xC P C  (рис. 2), 
тогда в локальной системе координат (e1, e2) 
с центром в точке P координаты точки сопря-
жения Ptan,n будут удовлетворять системе урав-
нений
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Данная система уравнений в локальной си-
стеме координат (e1, e2) с центром в точке P 
имеет решение
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догнать преследуемый объект, чтобы в момент 
совпадения координат преследователь имел 
заданный вектор скорости, при этом мини-
мальный радиус кривизны траектории не был 
меньше допустимого. Сформируем базис (v1, v2)
с началом координат в точке P (рис. 3): 
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 В данную динамическую

систему координат, зависящую от скорости 
преследователя, переведем координаты точки 

Ptan: 
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 Координаты пре-

следователя в дискретный момент времени Pi,v 
в системе координат (v1, v2) с началом в точ-
ке P будут равны
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Если угол α меньше, чем угол ωP ΔT, то коор-
динаты точки Pi,v будут выглядеть иначе:

 

⎧⎡ ⎤Δ α
⎪⎢ ⎥Δ α⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤Δ α⎪ <⎢ ⎥⎪ − Δ α⎣ ⎦⎩

.

.

.

cos( )
, если 0;

sin( )

cos( )
, если 0.

sin( )

P
tan v y

P
i v

P
tan v y

P

V T
P

V T
P

V T
P

V T

l

Угол α — это угол между вектором Ptan,v и 
вектором v1. Далее следует перевести коорди-
наты Pi,v из системы координат (v1, v2) в миро-
вую. Для этого получим выражения для базиса 
(H1, H2) в базисе (v1, v2):
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 Итак, 

моделируемая траектория преследователя Pi 
приближается к прямой линии (P, Ptan). Наша 
моделируемая траектория должна на опреде-
ленных этапах итерационного процесса при-
ближаться к сегменту дуги , tanT P  (см. рис. 1).

3. Анализ координат
точек пересечения окружностей

Рассмотрим ситуацию, когда расстояние 
между преследователем P и центром окружно-
сти CT меньше минимального радиуса кривиз-
ны траектории RP (рис. 4). На рис. 4 показаны 
две пересекающихся окружности с радиусами 
rP и RP, с центрами в точках P и CT, соответ-
ственно, где rP = ωPΔT, а RP — минимальный 
радиус кривизны траектории преследователя. 
Целью задачи, описанной в данном разде-
ле, является определение координат точки Pi 
в мировой системе координат на основе анали-
за точки Pint пересечения окружностей. Точку 
пересечения окружностей удобно получить в 
рассмотренной выше системе координат (e1, e2) 
с центром в точке P:
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Рис. 3. Выбор направления движения преследователем Рис. 4. Анализ координат точки пересечения окружностей
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В этой системе координат выражения для 
точки пересечения окружностей Pint.n имеют вид

 

2 2 2

.

2

.( )( )

( )( )

2

X P P

X

int n X P P X P P

P X P P X P

X

C R r
C

P C R r C R r Ѕ

Ѕ R C r R C r

C

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + +
±⎢ ⎥
⎣ ⎦

В нашей тестовой программе во внимание 
принята только верхняя точка (рис. 4) с поло-
жительным знаком в локальной системе коор-
динат. Переведем координаты Pint.n в мировую 
систему координат:
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Базисные векторы h1 и h2 имеют вид:
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H H  Для анализа точки пе-

ресечения окружностей необходимо перейти 
в систему координат (v1, v2) с началом коорди-
нат в точке P (рис. 5):
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В системе координат (v1, v2) координаты 
точки Pint равны
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Угол α на рис. 5 — это угол между вектором 
Pint.nv и вектором v1.

Если угол α l ωPΔT, то координаты Pi.v в си-
стеме координат (v1, v2) с началом в точке P 
имеют вид
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Если угол α < ωPΔT, то координаты точки Pi.v 
будут выглядеть иначе:
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Рис. 5. Анализ, выполненный из системы координат пресле-
дователя

Далее следует перевести координаты Pi.v 
из системы координат (v1, v2) в мировую. Для 
этого получим выражения для базиса (H1, H2) 
в базисе (v1, v2):
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Итак, мы разобрали часть алгоритма, в ко-
тором преследователь стремится выйти на
дугу ,intP T  (см. рис. 4).

4. Случай непересекающихся окружностей

Во избежание в нашем алгоритме неиз-
вестных ситуаций рассмотрим случай, когда
|P – CP | < RP – rp. В этом случае мы вправе на-
значить точку Pint на оси (P, CP) слева от точки P
(рис. 6). Если рассматривать точку Pint из си-
стемы координат (e1, e2) с центром в точке CT, 

то это точка 
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Необходимо рассчитать угол α между век-
тором VP, приложенным к точке P, и вектором ��������

int, .P P
Если угол α < ωPΔT, и точка T в системе ко-

ординат (e1, e2) с центром в точке CT находится 
в верхней полуплоскости, то координаты точки 
Pi.v на следующем этапе итераций в системе ко-
ординат (v1, v2) с началом в точке P имеют вид
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Если угол α < ωPΔT, и точка T в системе ко-
ординат (e1, e2) с центром в точке CT находится 
в нижней полуплоскости, то

 
⎡ ⎤Δ α

= − ⎢ ⎥Δ α⎣ ⎦
.

cos( )
.

sin( )
P

i v
P
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Если угол α l ωPΔT, и точка T в системе ко-
ординат (e1, e2) с центром в точке CT находится 
в верхней полуплоскости, тогда координаты 
точки Pi.v будут следующими:
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Если угол α l ωPΔT, и точка T находится 
в нижней полуплоскости, то
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Следует отметить, в процессе моделирования 
данная ситуация встречалась в том случае, ког-
да скорость преследователя намного превышала 
скорость цели. Также может повлиять низкая 
угловая скорость преследователя, т. е. цель на 
высокой скорости при большой инертности мо-
жет попасть в ситуацию, когда |P – CP | < RP – rp.

5. Цель и стратегия первого преследователя

Преследователь P1 со скоростью V1 имеет 
целью просто догнать объект T, что означает 
совмещение координат P1 и T с некоторой сте-
пенью точности |P1 – T | m ε. В качестве показа-
теля точности можно предложить ε = |V1|ΔT, где 
ΔT — это период дискретизации по времени. 
Помимо этого объект P1 обладает максималь-
ной угловой скоростью вращения ω1, что огра-

ничивает радиус кривизны траектории движе-

ния =
ω

1
1

1

.
V

R

Стратегия преследователя P1 заключается 
в том, что координаты точки T пересчитыва-
ются в систему координат (v1, v2) с началом ко-
ординат в точке P1 (рис. 7):
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В этой системе координат координаты точ-
ки T будут следующими:
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Далее анализируем координаты точки Tv на 
принадлежность к верхней или нижней полу-
плоскости в системе координат (v1, v2) с нача-
лом координат в точке P1:
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Необходимо, постоянно сравнивать значе-
ния углов ω1ΔT и α, где α — это угол между век-
торами 

�����
1PT и V1.

Если угол α меньше, чем угол ωPΔT, то коор-
динаты точки P1,v будут выглядеть иначе:

 .

cos( )
, если 0;

sin( )

cos( )
, если 0.

sin( )

P
v y

P
i v

P
v y

P

V T
T

V T
P

V T
T

V T

⎧⎡ ⎤Δ α
⎪⎢ ⎥Δ α⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤Δ α⎪ <⎢ ⎥⎪ − Δ α⎣ ⎦⎩

l

Рис. 6. Анализ случая непересекающихся окружностей

Рис. 7. Стратегия первого преследователя
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7. Цель и стратегия четвертого преследователя

Рассмотрим четвертого участника из груп-
пы преследователей. Если первого участника 
можно квалифицировать как основного "за-
гонщика", поведение второго и третьего пре-
следователей можно квалифицировать как по-
ведение помощников, не дающих ускольз нуть 
цели, то роль четвертого преследователя мож-
но трактовать как роль игрока из "засады".

На рис. 9 (см. вторую сторону обложки) по-
казано два случая формирования траекторий 
четвертого преследователя. В первом случае 
траектория преследователя входит в точку 
положения непосредственно цели T, перпен-
дикулярно ее скорости VT. Во втором случае 
траектория преследователя входит в точку Q 
со скоростью, противоположно направленной 
скорости цели VT. Точка Q расположена на 
прямой линии из точки T с образующей VT.

Точку Q можно расположить в любой точке 
плоскости, никакие ограничения этого не запре-
щают. Просто цель может быть не достигнута.

При достижении точки Q можно поменять 
стратегию преследовате  ля, допустим, сбросить 
скорость до 0 и ожидать приближения цели до 
расстояния меньше ε. Можно поменять стра-
тегию при достижении точки Q на стратегию 
первого преследователя.

8. Цель и стратегия объекта преследования

Рассмотрим поведение объекта преследова-
ния. В нашей рассматриваемой модели целью 
объекта преследования выбрано уклонение от 
первого преследователя.

Рис. 10 иллюстрирует стратегию преследуе-
мого объекта T. На этом рисунке объект T со 
скоростью VT и с угловой скоростью вращения 
ωT за период дискретизации ΔT совершает по-
ворот на угол ωT  ΔT и перемещение на расстоя-
ние |Ti – T | = |VT |ΔT.

Направление вращения точки T зависит от 
того, в какой полуплоскости находится пре-
следователь P1.

Как альтернативную стратегию можно 
предложить стратегию, иллюстрация которой 
представлена на рис. 11.

На рис. 11 показано, что объект преследова-
ния T стремится свою скорость VT сделать па-
раллельной вектору скорости преследователя 
V1. Когда преследователь находится далеко, то 
предпочтительней для цели использовать стра-
тегию параллельных скоростей, как на рис. 11. Рис. 8. Стратегии второго и третьего преследователей

6. Цели и стратегии второго и третьего 
объектов — преследователей

Преследователи P2 и P3 совершают движе-
ние со скоростями V2 и V3, соответственно. 
Для объектов P2 и P3 целью является совме-
щение с определенной степенью точности ε не 
с точкой T, а с точками T2 и T3, соответственно 
(рис. 8). Координаты точек T2 и T3 формируют-
ся следующим образом:

 T2,3 = T + n2,3.

Векторы нормалей

 
−⎡ ⎤

= ± Δ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2,3 2,3
1

,T y
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где ΔS2,3 — это расстояния, на которые отстоят 
точки T2 и T3 от точки T.

Для траекторий объектов P2 и P3 выбирают-
ся такие условия, чтобы они подошли к точкам 
T2 и T3 с направлениями скоростей ′2V  и ′3.V  Ра-
диусы кривизны траекторий не должны быть 

меньше =
ω

2,3
2,3

1,2

,
V

R  где ω2,3 — максимальные 

угловые скорости вращения преследователей 
P2 и T3.

Моделируемая траектория в некоторый мо-
мент времени состоит из прямолинейного 
участка [P2,3, Ptan.2,3] и сегмента дуги .2,3 2,3, .tan TP

На каждом этапе итераций объекты P2 и P3 
совершают дискретное вращение и дискретное 
поступательное перемещение, чтобы выйти на 
моделируемые траектории.

В нашей тестовой программе, написанной 
по материалам данного параграфа, объекты P2 
и P3, как только выходят на курс, параллель-
ный курсу T, начинают двигаться со скоростя-
ми, равными VT.
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Когда преследователь подходит на дистанцию 
в нескольких шагов, т. е. для заключительно-
го прыжка, для цели будет выгодна стратегия 
уклонения, как на рис. 11.

Заключение

На материалах, изложенных в данной главе, 
была написана тестовая программа в системе 
MathCAD, которая рассчитывает траектории 
группы из четырех преследователей и цели, 
уклоняющейся от них. У каждого участника 
геометрической модели своя цель и своя стра-
тегия. На рис. 12 (см. вторую сторону обложки) 
показан скриншот с видео, где видно как один 
преследователь реализует погоню по следу. Два 
преследователя берут и сопровождают цель по 
параллельным траекториям. Один преследо-
ватель заходит перпендикулярно прогнозиру-
емой траектории цели. В программе мы наме-
ренно поменяли цель и стратегию четвертого 
преследователя, чтобы показать, что в рамках 
нашей программы это сделать достаточно про-
сто, задав координаты точек входа и векторов 
входа в точки.

При написании данной статьи за осно-
ву приняты теоретические положения, изло-
женные в работах [1—6]. Описание алгорит-
ма следования прогнозируемым траекториям, 
которых следует придерживаться, расположен 
на ресурсе [7]. Рис. 12 дополнен ссылкой на 

ресурс [8], где размещено видео по результа-
там работы программы. Исходный текст про-
граммы размещен на ресурсе [9]. При разра-
ботке алгоритмов были проанализированы и 
использованы работы [10—18].
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 � Робастность

 � Методы оптимизации
 � Нелинейная механика и физика твердого тела
 � Управление социально-экономическими системами
 � Управление медико-биологическими системами
 � Информатика и процессы управления
 � Математические проблемы и методы распознавания об-

разов
 � Искусственный интеллект

Контактная информация:  Егоров Алексей Валерьевич, alexey.egorov@spbu.ru
     Головкина Анна Геннальевна, a.golovkina@spbu.ru
Официальный сайт конференции http://www.apmath.spbu.ru/scp2020/
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