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Развитие параллельного детерминистического метода решения 
уравнения Больцмана и его реализация с помощью OpenCL

Предлагается оптимизация алгоритма для детерминистического метода решения кинетического уравнения 
Больцмана с использованием параллельных вычислений. Приводятся примеры применения метода для задач из-
учения динамики распределения средств и активов в экономических проблемах. Проводится сравнение исполь-
зования ресурсов компьютера для приведенных алгоритмов и алгоритмов, описанных в более ранних работах. 
Показаны преимущества усовершенствованных алгоритмов.

Ключевые слова: уравнение Больцмана, детерминистический метод, эконофизика, параллельные вычисле-
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Введение

Интегродифференциальное уравнение 
Больцмана описывает динамику статистиче-
ского распределения частиц в газе [1]. С помо-
щью некоторых его обобщений можно модели-
ровать неравновесные течения в более слож-
ных средах. Уравнение Больцмана является 
основным уравнением физической кинетики. 
Оно имеет достаточно широкое применение не 
только при изучении динамики разреженно-
го газа, но используется и в других областях 
механики и иных наук. Уравнение Больцмана 
применимо для идеального разреженного газа, 
для которого усредненной по времени потен-
циальной энергией взаимодействия молекул 
можно пренебречь по сравнению с их кине-
тической энергией. Кинетическая теория при-
меняется в задачах аэродинамики обтекания 
объектов на больших высотах, задачах о тече-
ниях на микромасштабах, например, в совре-

менных вакуумных приборах и микроэлектро-
механических системах, а также в других при-
ложениях.

В последние годы получила развитие эконо-
физика — наука, применяющая методологию 
физики для анализа экономических данных. 
В ней находят применение различные методы 
описания динамических систем, в том числе 
уравнение Больцмана и другие кинетические 
уравнения. Появилось достаточно много ис-
следований по этой тематике, опубликован ряд 
важных статей, издано несколько монографий, 
см., например, работы [2—7]. Получены инте-
ресные результаты, в которых моделируются 
различные процессы в экономике. Вместе с тем, 
неравновесные процессы требуют привлечения 
более сложного кинетического аппарата.

В настоящей работе предлагается исполь-
зовать уравнение Больцмана в простой фи-
зической ситуации — пространственно одно-
родной изотропной релаксации, но для ряда 
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эконо физических задач этого оказывается до-
статочно. При этом по сравнению с указанны-
ми исследованиями, где в основном исследу-
ются стационарные распределения, будет изу-
чаться динамика неравновесных распределений 
средств в зависимости от числа населения и ха-
рактер перехода к равновесным стационарным 
состояниям. Рассматривается динамика пере-
хода от неравновесных распределений к равно-
весному. Изучаются две задачи. В первой задаче 
моделируется процесс экономического пере-
распределения средств (активов), связанный 
с ваучеризацией в России в 90-е годы, когда 
фактически происходил переход от начального 
существенно неравновесного состояния к ста-
ционарному равновесному. Во второй задаче за-
дается стационарная неравновесная ситуация: 
распределение доходов населения в Аргентине 
в 2002 г. Изучается, какова была бы картина 
перехода к равновесию, если был бы включен 
механизм простого рынка обменов.

Основная цель исследований в настоящей 
работе состоит в развитии детерминистическо-
го метода решения уравнения Больцмана с па-
раллельными вычислениями на видеокартах. 
Детерминистические методы привлекательны 
своей простотой, но требуют усовершенство-
вания, поскольку матрица коэффициентов 
квадратичной формы, аппроксимирующей 
интеграл столкновений, достаточно большая. 
Для развития и улучшения таких методов есть 
несколько путей, которые используют отече-
ственные и зарубежные исследователи. Один из 
них — разработка новых алгоритмов параллель-
ных вычислений, поскольку детерминистиче-
ский подход предоставляет для этого различ-
ные возможности. Второй способ — изучение 
свойств данной матрицы и сокращение необ-
ходимого числа элементов в ней. Безусловно, 
допустимо и желательно сочетание указанных 
возможностей. Ранее предложенный в работах 
[8, 9] метод был в модифицированном виде при-
менен в статье [10] для случая пространствен-
но-однородной изотропной релаксации.

В работе [11] детерминистический метод был 
усовершенствован с использованием свойств 
разреженности данной матрицы коэффициен-
тов и различных свойств ее симметрии. Здесь 
применялись впервые в данном методе и па-
раллельные алгоритмы. Также в этих работах 
был впервые использован галеркинский под-
ход. В дальнейшем такой подход был приме-
нен в статье [12], где изучались дальнейшие 
усовершенствования алгоритма с использова-
нием различных свойств данной матрицы ко-

эффициентов. В работах [13, 14] параллельные 
вычисления с помощью видеокарт для детер-
министического метода решения уравнения 
Больцмана сравнивались с популярным под-
ходом DSMC метода статистического модели-
рования. Оказалось, что во всяком случае для 
релаксационных задач указанный параллель-
ный алгоритм имеет преимущества по быстро-
действию. Все это говорит о вычислительной 
перспективности развиваемого в настоящей 
работе подхода.

1. Описание задачи и метода решения

Для построения модели простого рынка вна-
чале запишем классическое уравнение Больцма-
на для пространственно-однородного случая:
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где f(t, ξ) — функция распределения; t — время; 
ξ∈ R3x  — скорость молекулы; I( f, f ) — интеграл 

столкновений, который определяет скорость 
изменения функции плотности распределения 
частиц вследствие столкновений между ними, 
он может быть записан в разных формах, на-
пример, так:
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стиц при столкновении и направленный от 
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 где a — радиус частиц; cs — 

характеристическая средняя скорость частиц, 
θ ∈ ∪N {0}.  θ = 1 используется для модели твер-
дых сфер, а θ = 0 — для постоянного ядра 
столкновений. Такое ядро используется в эко-
нофизике, так как в эконофизических моделях 
аналогом обмена энергией при столкновении 
частиц является обмен агентами между собой 
некоторым количеством денег или товаров, не 
зависящий от "относительной скорости" g (во-
прос о значении этого параметра в контексте 
эконофизики выходит за рамки данной работы).

Интеграл столкновений для постоянного 
сечения столкновений частиц может быть раз-
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делен на интеграл прямых и интеграл обрат-
ных столкновений. При этом можно перейти 
от рассмотрения скоростей частиц к рассмо-
трению энергий частиц, как это было сделано 
в работе [9]. На i-м шаге по времени имеем:

 Ii = Ni – vi  fi.

Таким образом, задача сводится к вычисле-
нию интеграла обратных столкновений Ni и ин-
теграла прямых столкновений vi. Ii — интеграл 
столкновений в момент времени i, для которого 
в точности выполняются законы сохранения 
энергии при столкновениях частиц и в целом, 
с учетом разбиения на M ячеек. Значения для 
Ni и vi вычисляются по следующим формулам:
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где F = 23/2π2a2cs, ΔE = Ei+1 – Ei — ширина шага 

в пространстве энергий. �
λ λ( ) ( )k l

ijB  — трехмерная 
структура, хранящая безразмерные значения, 
зависящие только от максимальной энер-
гии, числа ячеек энергии и выбранного ядра 
столкновений. Без учета закона сохранения 
энергии �

λ λ( ) ( )k l
ijB  является четырехмерной, но, 

в силу закона сохранения энергии, i + j = k + l, 
т. е. для фиксированных i и j можно записать:

 λ = + − λ λ =( ) ( ),� 1, ,ijl i j k M

где Mij — число ячеек энергий, куда может 
перейти частица с энергией Ei при столкнове-
нии с частицей с энергией Ej. Например, при 
столкновении двух частиц с минимальной 
энергией (i = 1, j = 1) могут появиться только 
две аналогичные частицы {k(1) = 1, l(1) = 1} и
M(1)(1) = 1. Однако, при столкновении двух ча-
стиц с суммарной энергией M + 1 существу-
ет M вариантов пар (от {k(1) = 1, l(1) = M} до 
{k(1) = M, l(1) = 1}), и α + −α = α =( )( 1 ) , � 1, .MM M M  
Значения �

λ λ( ) ( )k l
ijB  получаются из значений kl

ijΩ  
с помощью DVM-коррекции, необходимой для 
выполнения закона сохранения энергии [10]. 
При θ = 0
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где x, y — косинусы углов между скоростями 
двух сталкивающихся частиц и вектором, со-
единяющим их центры, а kl

ijΩ  — множество 
возможных пар (x, y), в большинстве случаев 
отличное от [–1; 1] Ѕ [–1; 1], так как не при 
всех углах столкновения двух частиц, имеющих 
энергии Ei и Ej, возможны энергии Ek и El после 
столкновения при зафиксированных i, j, k, l.

Значения структуры �
λ λ( ) ( )k l

ijB  и, следователь-
но, значения Aij зависят только от максималь-
ной энергии, числа ячеек энергии и выбран-
ного ядра столкновений, поэтому могут быть 
вычислены заранее и не влияют на вычисли-
тельную сложность алгоритма.

2. Параллельный алгоритм

Будем вычислять (i, j)-ю компоненту инте-
грала столкновений в j-м потоке на i-м вычис-
лительном ядре. Суммирование по j в формулах 
(1), (2) выполняется параллельно с помощью 
алгоритма sum reduction, в итоге вычисляется
i-я компонента.

Для применения данной модификации ал-
горитма на системе с видеокартой необходимо, 
чтобы видеокарта имела достаточный объем 
оперативной памяти для хранения всех значе-
ний структуры �

λ λ( ) ( )k l
ijB  (занимающих большую 

часть памяти компьютера), всех значений Aij, 
всех текущих значений fi, а также для сохра-
нения всех новых значений fi. Так, например, 
для вычисления интеграла столкновений при 
M = 512 необходимо, чтобы видеокарта имела 
по крайней мере 6 Гбайт оперативной памяти.

При использовании M ядер видеокарты с M 
потоками на каждом ядре, где каждому i соот-
ветствует одно ядро, а каждому j соответствует 
один поток, имеем следующий алгоритм:

1. Вычисление ψij по формуле (1) каждым 
потоком в отдельности.

2. Вычисление выражений под знаком сум-
мы для Ni и vi.

3. Получение значений Ni и vi с помощью 
метода сокращения суммы. Полученные зна-
чения хранятся в памяти первого потока для 
каждого ядра видеокарты.

4. Решение дифференциального уравнения 
на каждом ядре для получения значения fi на 
следующем шаге по времени.

Эти действия повторяются для каждого 
шага по времени. Для хранения �

λ λ( ) ( )k l
ijB  в па-

мяти видеокарты необходимо перейти к одно-
мерному массиву �

*
B , причем таким образом, 
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чтобы для каждого k(λ) "соседние" потоки об-
ращались к соседним элементам �

*
ijkB  массива 

� *
B . Для этого элементы должны располагать-
ся в памяти таким образом, чтобы индекс эле-
мента �

*
ijkB  в одномерном массиве �

*
B  был ра-

вен iM2 + kM + j, где i, j, k ∈ [0, M). Такое 
расположение элементов в памяти видеокарты
позволяет всем потокам считывать каждый
(i, j, k)-й элемент (при фиксированных i и j) 
одновременно, что на практике дает ощутимое 
ускорение работы программы за счет много-
кратного уменьшения времени чтения данных 
из памяти.

Из выражений (1), (2) видно, что для каждой 
пары (i, j) сложность вычисления ψij составляет 
O(M). Также видно, что для каждого i слож-
ность равна O(M 2). Так как =� 1, ,i M  то в итоге 
сложность алгоритма для одного шага по вре-
мени равна O(M 3). Для алгоритма в целом 
с учетом числа шагов по времени T сложность 
оценивается как O(TM 3).

Сложность параллельного алгоритма оста-
ется, очевидно, такой же, однако распаралле-
ливание позволяет сократить требуемое время 
вычислений фактически в M раз при наличии 
подходящего устройства. Таким образом, мож-
но считать, что для параллельного алгоритма 
сложность стремится к O(TM2).

3. Оптимизация объема используемой памяти

В работе [10] предлагается программа 
HOMISBOLTZ для MATLAB/Octave, являюща-
яся простым и компактным примером реали-
зации описанного выше метода решения одно-
родного изотропного уравнения Больцмана. 
Так как задачи оптимизации этой программы 
не ставилось, существуют разные варианты ее 
улучшения.

Оптимизация объема используемой памяти 
возможна за счет сокращения количества вспо-
могательных данных, а также благодаря DVM-
коррекции и возникающей вследствие коррек-
ции симметричности матрицы �

λ λ( ) ( )k l
ijB .

Для хранения значений матрицы �
λ λ( ) ( )k l

ijB  
в программе HOMISBOLTZ используется дву-
мерный массив структур, в которых кроме не-
обходимых значений находятся вспомогатель-
ные значения, помогающие определять при 
вычислениях минимальное и максимальное 
значения индекса k для пары (i, j), число ин-
дексов k, аналогичные значения для l. Эти 
вспомогательные значения увеличивают объем 

требуемой памяти, так как к каждому из значе-
ний с плавающей точкой �

λ λ( ) ( )k l
ijB , занимаю-

щих 8 байт каждое, прибавляются целочислен-
ные значения k(λ), l(λ), nEkm(λ) = k(λ) – 1, 
nEkp(λ) = k(λ), занимающие по 4 байта каждое. 
Таким образом, объем необходимой памяти 
увеличивается с 8 до 24 байт для каждого эле-
мента �

λ λ( ) ( )k l
ijB , т. е. в 3 раза. Также необходима 

память под число индексов k, l для каждой 
пары (i, j), но их число сравнимо с O(M2), в то 
время как число элементов �

λ λ( ) ( )k l
ijB  сравнимо 

с O(M3), поэтому числом индексов можно пре-
небречь. В оригинальном методе [8, 9] исполь-
зуются значения kl

ijB , которые хранятся в трех-
мерной матрице с M3 значениями, часть из
которых является нулевыми. Переход к энер-
гиям увеличивает число нулевых элементов и 
упрощает понимание, какие именно элементы 
являются нулевыми:

 = ⇔ + = + ∈�0 : ; , , , [1, ].kl
ijB l i j k l i j k l M

На рис. 1 (см. вторую сторону обложки) вы-
деленные элементы — нулевые. Также нулевы-
ми являются элементы, симметричные отно-
сительно центра структуры, так как аналогич-
но двум частицам с низкими энергиями, 
которые не могут получить высокую энергию, 
две частицы с высокими энергиями не могут 
получить низкую энергию. Можно найти точ-
ное число ненулевых значений в �

λ λ( ) ( )k l
ijB . Для 

зафиксированного i число элементов равно

 
+

+ − −
1

( 1)( ).
2
M

M i M i

Таким образом, число всех элементов в мас-
сиве равно

 =

+⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
= + − +

∑
1

2 2

1
( 1)( )

2

1
( 3 2).

2 6

M

i

M
M i M i

M M
M M M

В пределе отношение этого числа к M3 равно
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В итоге, вычисляя все вспомогательные зна-
чения, можно сократить объем используемой 
памяти по сравнению с оригинальным мето-
дом [8, 9] в 1,5 раза.
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Благодаря симметрии в матрице �
λ λ( ) ( )k l

ijB  
можно дополнительно сократить требуемый 
объем памяти. Если обозначить индексы каж-
дого элемента как (i, j, k); = =, 1, , 1, ,iji j M k M  
то значения четырех элементов (i, j, k), ( j, i, k), 
(i, j, Mij – k), ( j, i, Mij – k) равны (рис. 2, см. 
вторую сторону обложки).

Всего при подобном сокращении число эле-
ментов будет составлять

 
1, 1 ;

,�
2 1, 1 .2

ij
ij

i j

M i j i j M
M

M i j i j M

+ − + −⎡ ⎤ ⎧
= ⎨⎢ ⎥ − − + + − >⎩⎢ ⎥

∑
l

m

График отношения этого числа к M3 пред-
ставлен на рис. 3.

На графике видно, что это отношение стре-
мится к 1/6. Таким образом объем используе-
мой памяти сокращается в 6 раз по сравнению 
с оригинальным методом.

4. Пример работы алгоритма
для задач эконофизики

Обычно алгоритм применяется для решения 
задачи релаксации газа с возможностью полу-
чения промежуточных состояний между на-
чальным и равновесным. Использование ядра 
столкновений из работы [10] с θ = 0 позволяет 
применить алгоритм к моделям рынков [2—7], 
основанным на кинетической аналогии. Такие 
модели подразумевают соответствие частицам 
агентов на рынке, энергиям частиц — денеж-
ных средств, активов каждого из агентов, вза-
имодействиям двух частиц — обменам между 
двумя агентами.

Для описания числа людей, обладающих 
определенными доходами (активами), приме-

няют распределение доходов P(x), где P(x)dx 
есть вероятность того, что в стационарном со-
стоянии случайно выбранная персона могла бы 
иметь доход между x и x + dx. Описанный в ра-
ботах [8—11] метод решения уравнения Больц-
мана имеет два важных отличия от методов, 
использованных в работах [2—7]. Первое — 
данный метод является детерминистическим, 
а не стохастическим. Второе — он позволяет 
получить значения функции распределения 
в моменты времени между начальным и равно-
весным распределениями. На рис. 4 показаны 
графики начального, конечного и нескольких 
промежуточных состояний функции распре-
деления при моделировании так называемой 
ваучеризации в России в 90-е годы (такой про-
цесс происходил и в некоторых других стра-
нах). Начальное распределение подразумевает 
15•107 агентов, у каждого из которых есть 1 ва-
учер. Так что начальное распределение близ-
ко к "дельта-функции". Для описания данного 
рыночного процесса используется кинетиче-
ская аналогия взаимодействия частиц.

Таким образом, 150 000 000 ваучеров, каж-
дый из которых соответствует доле в нацио-
нальном богатстве, были равномерно распреде-
лены среди населения. Их можно было обме-
нять на акции приватизируемых предприятий. 
Большинство людей быстро продали свои вау-
черы за деньги. Большинство ваучеров в итоге 
приобреталось руководством предприятий. Мы 
можем оценить динамику этого кинетического 
процесса по официальным данным: известно, 
что каждый месяц проводилось 800 аукционов, 
т. е. 25 аукционов в день. Реальное число на 
сумму ∼ 10 000 ваучеров на 1 аукцион. Итак, 
250 000 ваучер/день. Таким образом, в течение 
1...3 лет все ваучеры (1,5•108) находились на 

Рис. 3. Отношение числа уникальных элементов � ( ) ( )k l
ijB
l l

 
в модифицированном методе к этому же числу в оригиналь-
ном методе

Рис. 4. Моделирование процесса ваучеризации
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рынке или, в кинетических терминах, участво-
вали во взаимодействиях.

В течение этого периода времени процесс 
"релаксации" был завершен (в наших вычисле-
ниях мы использовали специальное масштаби-
рование). Эффективная температура системы — 
соответствует "среднему богатству" и равна еди-
нице (соответствует 1 ваучеру, распределенному 
между всеми членами общества). Известно, что 
после завершения процесса большая часть на-
селения не имела ваучеров, и расчеты подтвер-
дили этот факт. На рис. 5 видно, что уже через 
500 дней функция распределения близка к рав-
новесной, причем большая часть агентов имеет 
очень мало ваучеров.

На рис. 5 показано стационарное распре-
деление доходов населения для Аргентины 
2002 г., которое принимается в качестве на-
чального условия в задаче о релаксации (рас-
пределение взято из работы [2], стр. 159—167). 
Отметим, что, как указывается в работе [5], 
распределение доходов населения и распреде-
ление богатства тесно связаны (в частности, 
они могут зависеть линейно).

Неравновесное начальное распределение 
может быть сопоставлено с предполагаемым 
кризисным состоянием экономики (или во 
всяком случае, с экономикой, где существенны 
не только рыночные факторы). Процесс релак-
сации, основанный на уравнении Больцмана, 
показывает, как это кризисное распределение 
может быть переведено в равновесное распре-
деление при введении рыночного механизма. 
В принципе, можно оценить и период такого 
гипотетического перехода.

В данной простой модели мы получили 
распределение Больцмана—Гиббса, фактиче-
ски экспоненциальное (больцмановское) рас-
пределение ваучеров. Это следствие того, что 
в нашей модели ваучерная приватизация рас-

сматривается как примитивный процесс обме-
на без какого-нибудь сбережения (экономии) 
средств. Можно рассмотреть более сложную 
модель рынка с фиксированными множите-
лями сохранения. При включении коэффици-
ента сбережения распределение сдвигается от 
экспоненциального к распределению, соответ-
ствующему гамма-функции.

Начальное распределение из примера для 
Аргентины похоже на равновесное с коэффи-
циентом сбережения, но с аномалиями: два 
пика вместо одного (и третий небольшой мак-
симум) и ненулевое число агентов с нулевым 
числом активов. Для моделей с коэффици-
ентом сбережения число агентов без активов 
стремится к нулю [2].

5. Сравнение объема используемых ресурсов

Значения для четырех вариантов програм-
мы: на процессоре/видеокарте и с оптими-
зацией памяти/без оптимизации совпадают. 
Различие только в используемых ресурсах. 
Программа была запущена во всех четырех 
конфигурациях для 128 ячеек энергии, для 256 
ячеек и 512 ячеек энергии для 10 000 шагов по 
времени. В качестве однопоточного процессо-
ра был использован CPU Intel Core i5 8600K @ 
4.68GHz. В качестве видеокарты был исполь-
зован GPU Nvidia GeForce 1080Ti. Программа 
для видеокарты написана с использованием 
OpenCL. В табл. 1 приведены примерные объе-
мы памяти, необходимые для работы програм-
мы с оптимизацией памяти и без нее.

Время работы программы на имеющемся 
оборудовании приведено в табл. 2. Возможны 
четыре конфигурации, обозначенные в табли-
це следующим образом:

CPU/– — однопоточный алгоритм без оп-
тимизации объема используемой памяти;

GPU/– — параллельный алгоритм без опти-
мизации объема используемой памяти;

CPU/+ — однопоточный алгоритм с опти-
мизацией объема используемой памяти;

Рис. 5. Моделирование возможного влияния простого рынка 
на распределение доходов в Аргентине

Таблица 1

Примерные объемы необходимой памяти, Мбайт

Число ячеек Без оптимизации С оптимизацией

128 16 2,7

256 128 21,3

512 1000 170,7
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GPU/+ — параллельный алгоритм с опти-
мизацией объема используемой памяти.

Можно определить, во сколько раз измени-
лась скорость работы алгоритма на имеющем-
ся оборудовании.

Из табл. 3 видно, что для метода без опти-
мизации объема используемой памяти ускоре-
ние от распараллеливания увеличивается, но 
для метода с оптимизацией памяти ускорение 
уменьшается. Это связано с тем, что без опти-
мизации элементы �

λ λ( ) ( )k l
ijB , считываемые со-

седними потоками видеокарты, находятся 
в соседних элементах памяти, что благодаря 
особенностям работы OpenCL позволяет этим 
потокам не ждать, пока другие считают из па-
мяти нужные им элементы, а считывать их 
одновременно. С оптимизацией эта особен-
ность частично утрачивается из-за невозмож-
ности эффективно использовать объединение 
памяти (memory coalescing), вследствие чего 
возникают большие задержки при обращении 
к элементам из несмежных участков памяти. 
Видно, что на вариант с оптимизацией объема 
используемой памяти уходит больше времени, 
чем на вариант без оптимизации. Это связано 

с тем, что с оптимизацией для получения нуж-
ного элемента �

λ λ( ) ( )k l
ijB  требуются дополни-

тельные вычисления, чтобы найти место этого 
элемента в памяти. Без оптимизации дополни-
тельные вычисления не нужны, так как каж-
дый следующий элемент лежит в следующей 
ячейке памяти.

Несмотря на меньшее ускорение при пере-
ходе к параллельному алгоритму и замедление 
при оптимизации объема используемой памяти, 
алгоритм со всеми модификациями все равно 
оказывается значительно быстрее алгоритма, 
предложенного в работе [10], при этом исполь-
зуя почти в 6 раз меньше памяти (табл. 4).

Таким образом, предложенный алгоритм 
может использоваться для более быстрых вы-
числений с меньшей погрешностью, благодаря 
более частому делению пространства энергий 
на ячейки.

Заключение

Предложенные алгоритмы для решения 
уравнения Больцмана детерминистическим 
методом позволяют при наличии подходящего 
оборудования ускорить вычисления по край-
ней мере на два порядка, либо на порядок, но 
с уменьшением количества требуемой памяти 
до шести раз.

Также сделаны первые шаги для приме-
нения детерминистического метода решения 
уравнения Больцмана в однородном изотроп-
ном случае к задачам моделирования рынков 
аналогично методам эконофизики. Важным 
отличием описанного метода является воз-
можность задать неравновесное распределение 
и проследить эволюцию идеального рынка 
к равновесному состоянию в различные мо-
менты времени.
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