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Достоверность и точность решения задач нуклидной кинетики

Введение

Для решения задач нуклидной кинетики 
разработано достаточно много программ с раз-
ными допущениями и ограничениями матема-
тической модели [1]. Математическая модель 
нуклидной кинетики базируется на системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) первого порядка, представляемых урав-
нениями вида ( )/ ( ),d t dt t=X AX  где A — матри-
ца эффективных скоростей реакций накопле-
ния и увода элементов вектора X, размерность 
которого определяется числом рассматривае-
мых элементов (нуклидов). Элементы матрицы 

определяются как 
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и ( ) ,ii i i i ia r f= − λ + φσ + +  где N — число ну-
клидов; pij — доля радиоактивного распада j-го 
нуклида в образовании i-го нуклида; λj — ко-
эффициент радиоактивного распада i-го нук-

лида; φ — нейтронный поток; qik — доля погло-
щения нейтрона k-ми нуклидами, приводящи-
ми к образованию i-го нуклида; σk — сечение 
поглощения k-го нуклида; ri — скорость увода 
из системы i-го нуклида; fi — скорость внеш-
ней подпитки i-го нуклида. В существующих 
программах нуклидной кинетики ограниче-
ния касаются числа рассматриваемых нукли-
дов, структуры цепочек переходов, представля-
емых значениями aij и λ. Отдельные програм-
мы ориентированы на использование только 
линейных переходов без ветвлений и циклов 
со строго различающимися коэффициентами 
с сохранением начальных значений X0 для 
каждой цепочки. В других программах ветвле-
ния и циклы реализуются с помощью специ-
альных процедур с искусственно введенными 
элементами [2].

Современные требования при разработке 
реакторов нового поколения инициируют со-
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вершенствование расчетной базы, в том числе
и повышение точности решения задач ну-
клидной кинетики. При отсутствии экспери-
ментальных данных и аналитических решений 
особую актуальность приобретает решение за-
дач нуклидной кинетики с максимально пол-
ным использованием современных ядерно-
физических данных [3, 4]. Для решения задач 
нуклидной кинетики программы семейства 
ORIGEN на протяжении более 30 лет остают-
ся наиболее востребованными. В программе 
ORIGEN2, формально не имеющей ограниче-
ний на число элементов и структуру переходов, 
для вычисления элементов X используются 
разные подходы — для короткоживущих при-
меняется метод Гаусса—Зейделя, для осталь-
ных решение X(t) = eAtX0 находится с помощью 
вычисления матричной экспоненты в виде 
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при этом сложности изложены во многих ра-

ботах [1, 6, 7].

Постановка задачи

Для задач нуклидной кинетики требуется 
получение достоверных решений с гарантиро-
ванной точностью для всех элементов при ис-
пользовании:

1) полного набора элементов (∼1800) про-
дуктов деления с независимыми выходами;

2) матрицы (коэффициентов), сформиро-
ванной на основе переходов с ветвлениями и 
циклами, обеспечивающими превращения ну-
клидов (Z, A) → (Z*, A*) в соответствии с рас-
падом и реакциями (n, γ), (n, f ), (n, 2n), (n, 3n), 
(n, p), (n, α) с возможностью включения допол-
нительных реакций (n, d), (n, t), (n, n α) и др. 
без изменений алгоритма решения;

3) короткоживущих и долгоживущих ну-
клидов с коэффициентами от ∼10–27 до ∼106.

При такой постановке формируемая матрица 
коэффициентов размерности ∼3000 Ѕ 3000 ока-
зывается несимметричной с числом обуслов-
ленности μ(A) до 1027, что приводит к прин-
ципиальным математическим сложностям по-
лучения решений. Даже применение наиболее 
продвинутых итерационных методов в подпро-
странствах Крылова [7] и аппроксимации ре-
шений дробно-рациональными чебышевски-
ми полиномами (CRAM) с коэффициентами 
высокой точности [8] не могут гарантировать 
достоверность получаемых решений. При этом 
ни один из существующих матричных методов 
не обеспечивает устойчивость решений подоб-

ных систем [9] и тем более гарантированную 
точность для каждой компоненты вектора ре-
шений. Метод RADAU5, реализованный в ра-
боте [10] для решения задач нуклидной кине-
тики, базируется на трехстадийном неявном 
методе Рунге—Кутты, реализованном по клас-
сическим алгоритмам без учета влияния по-
грешностей округления на конечный результат 
решения системы ОДУ. Также следует отме-
тить, что коэффициенты метода в виде ирраци-
ональных чисел не имеют абсолютно точного 
представления в двоичной арифметике. Кро-
ме того, с увеличением размера решаемых си-
стем ОДУ возрастание влияния погрешностей 
округления на результаты вычислений связа-
но с вычислительными сложностями опреде-
ления числа верных значащих цифр в каждой 
компоненте вектора решений. Поэтому можно 
ожидать, что для систем ОДУ большой размер-
ности метод RADAU5 даст достоверную тра-
екторию компонент вектора решений, но без 
гарантии требуемой компьютерной точности 
для каждой компоненты. Под компьютерной 
точностью подразумевается гарантированное 
получение заданного числа верных значащих 
цифр в каждой компоненте вектора решения.

Трудности получения точного решения

С точки зрения численного интегрирова-
ния поставленная задача нуклидной кинетики 
имеет ряд ключевых особенностей:
 � плохая обусловленность матрицы, перево-

дящая задачу в разряд сверхжесткой для 
большинства основных методов численного 
расчета;

 � отсутствие точного аналитического (кон-
трольного) решения;

 � значительный разброс коэффициентов, об-
условленный спецификой используемых 
(ядерных) данных;

 � большая размерность задачи (более 1000) и 
рост μ(A) способствуют накоплению оши-
бок округления при использовании числен-
ных методов, причем оба фактора действу-
ют независимо друг от друга.
Поскольку для конкретных значений μ(A) и 

размерности задачи численная оценка приме-
нимости используемого метода весьма затруд-
нительна, получение гарантированно точного 
решения принципиально важно в отсутствие 
контрольной тестовой задачи с точным ана-
литическим решением. Следует отметить, что 
на решение известных контрольных тестовых 
задач, имеющих невысокую размерность, вли-
яние погрешностей округления незначитель-
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но. Процесс получения численного решения 
вне зависимости от способа должен обеспечи-
вать достоверность и компьютерную точность
решения.

Для решения поставленной задачи предла-
гается адаптированный для решения жестких 
систем пакет MZK [11], в котором реализованы 
AL-устойчивые неявные методы с переменным 
шагом интегрирования и алгоритмы вычисле-
ний с гарантированной точностью [12, 13], учи-
тывающие влияние погрешностей округления.

Методы численного решения системы ОДУ 
в пакете MZK

Задача нуклидной кинетики представляет-
ся системой ОДУ в общем виде ( , , ) 0F x x t =�  
с начальными условиями x(t0) = X0, что позво-
ляет проводить ее решение пошаговыми мето-
дами. Траектория решения для каждой вычис-
ляемой компоненты имеет не колебательный и 
не периодический характер.

Прямое пошаговое интегрирование исход-
ной системы ОДУ позволяет управлять вы-
числительным процессом для обеспечения за-
данной точности, изменяя значение шага по 
результатам контроля точности решения на 
текущем шаге.

Требование достоверности решения обеспе-
чивается использованием A- и AL-устойчивых 
методов интегрирования, что гарантирует 
устойчивость численного решения при любых 
значениях шага интегрирования.

Для получения количественно верного те-
стового контрольного решения метод интегри-
рования должен обладать свойством абсолют-
ной устойчивости в области мнимых значений 
области устойчивости этого метода. Неявный 
метод Эйлера обладает этим свойством, а также 
свойством "фильтрования" колебательных про-
цессов, возникающих при интегрировании из-
за возможных комплексных собственных зна-
чений матрицы А большой размерности. При 
этом полученное решение оказывается досто-
верным для задач нуклидной кинетики и при 
увеличении числа шагов всегда будет стремить-
ся к истинному решению.

Требование компьютерной точности под-
разумевает получение заданного числа верных 
десятичных знаков мантиссы для каждой ком-
поненты вектора решения, представленного 
нормализованным числом. Универсальным 
способом контроля достоверности n верных 
десятичных значащих цифр является приме-
нение следующего алгоритма.

1. Интегрирование с исходными параме-
трами достижения точности (например, с вы-
бранной относительной погрешностью).

2. Повторное интегрирование с более жест-
кими параметрами (например, с увеличенной 
относительной точностью).

3. Сравнение полученных результатов пп. 1
и 2 на совпадение первых n знаков во всех ком-
понентах вектора решения и выполнение пп. 1, 2
до совпадения требуемых n десятичных знаков.

4. Для контроля отсутствия влияния на 
формирование n знаков результата погрешно-
стей округления, обусловленных размерностью 
и (или) жесткостью системы, расчет с параме-
трами интегрирования п. 3 повторяется с по-
вышенной разрядностью и последующим срав-
нением с результатом п. 3. При расхождении 
в пределах n десятичных знаков расчеты пп. 1 и 2
выполняются с повышенной разрядностью.

Важно отметить невозможность выполне-
ния п. 4 в стандартных вычислительных па-
кетах из-за отсутствия в них поддержки инте-
грирования с повышенной разрядностью.

В подтверждение необходимости учета вли-
яния погрешностей округления и вычисле-
ний с повышенной разрядностью для полу-
чения точного численного решения в работе 
[16] представлен пример вычисления числа e:

lim(1 1/ex .p( )1) n

n
n

→∞
+=  В табл. 1 представлены 

результаты расчета exp(1) при увеличении па-
раметра точности n с одинарной точностью
6•10–8. При возведении (1 + 1/n) в степень толь-
ко несколько значащих цифр от 1/n сохраняют-
ся в сумме, и любое последующее возведение 
в степень будет давать неточное приближение 
к значению e. Решение с двойной точностью 
дает правильный результат. Аналогичный ре-
зультат будет и при увеличении числа шагов 
в численных методах решения систем ОДУ.

Очевидно, что минимальное влияние по-
грешностей округления на конечный результат 
дадут явные методы интегрирования, но они

Таблица 1

Численное вычисление с одинарной точностью e = 2,71828

n exp(1) abs(e – exp(1))

101 2,593743 1,25•10–1

102 2,704811 1,35•10–2

103 2,717051 1,23•10–3

104 2,718597 3,15•10–4

105 2,721962 3,68•10–3

106 2,595227 1,23•10–1

10 7 3,293968 5,76•10–1
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непригодны для решения жестких систем ОДУ. 
Среди неявных методов интегрирования ми-
нимальное влияние погрешностей округления 
имеют одностадийные неявные методы Рунге—
Кутты — методы Эйлера и трапеций, коэффици-
енты которых абсолютно точно представляются 
в двоичной арифметике с плавающей точкой. 
Для получения гарантированно точного реше-
ния задач нуклидной кинетики в пакете MZK 
реализован одностадийный (в реализации не-
явных методов Рунге—Кутты) неявный метод 
Эйлера с удвоенной и учетверенной точностью 
вычислений. В связи с этим MZK обеспечива-
ет интегрирование с различной разрядностью 
вычислений, в частности, с обычной (double 
precision) и повышенной (quadruple precision) 
разрядностью, позволяющей реализовать един-
ственно возможный способ оценки влияния на 
результат погрешностей округления при выпол-
нении машинных вычислений. В пакете MAT-
LAB интегрирование можно выполнять только 
с обычной разрядностью (double precision), при-
нятой в этом пакете по умолчанию, но реше-
ние систем линейных алгебраических равнений 
(СЛАУ) можно выполнять и с повышенной раз-
рядностью, что было использовано для иссле-
дования алгоритмов гарантированно точного 
решения СЛАУ и разработки модуля решения 
СЛАУ в пакете MZK.

Численное решение жестких и сверхжест-
ких систем ОДУ неявными методами инте-
грирования сводится к численному решению 
плохо обусловленных СЛАУ на каждом шаге 
интегрирования, при этом уменьшение шага 
интегрирования уменьшает обусловленность 
СЛАУ, поэтому необходимо реализовать алго-
ритмы решения СЛАУ, которые гарантируют 
точное решение для максимально возможного 
числа обусловленности СЛАУ.

Для плохо обусловленных СЛАУ точное ре-
шение можно получить с помощью символьных 
вычислений, например, в MATLAB с помощью 
функции vpa. Недостатком такого подхода яв-
ляется резкое увеличение времени счета при 
увеличении размерности задачи. Аналогич-
ные проблемы должны возникать и в методе 
RADAU5 [10] при использовании трехстадий-
ного неявного метода Рунге—Кутты, приводя-
щего к тройному увеличению размера решае-
мой СЛАУ на каждом шаге интегрирования (по 
сравнению с одностадийными методами) и за-
метно возрастающему влиянию погрешностей 
округления.

Наши исследования показали, что итераци-
онное уточнение с обычной для MATLAB точ-
ностью решает эту проблему, но правая часть 
СЛАУ должна быть вычислена с повышенной 

разрядностью. Опишем алгоритм итерационно-
го уточнения решения для СЛАУ вида Ax = b.

Пусть Xp — приближенное решение, R — со-
ответствующая невязка. В работе [17] показа-
но, что точность решения можно существенно 
повысить, итерационно улучшая его следую-
щим образом:
 � вычисляем с повышенной разрядностью не-

вязку: R = b – AXp;
 � вычисляем приращение dX для СЛАУ AdX = R;
 � X = X + dX.

Итерационный процесс продолжается до 
достижения требуемой точности — относи-
тельного значения dX либо до указанного 
априори числа итераций.

Вычисление dX можно значительно уско-
рить при использовании LU-разложения мат-
рицы A. Реализованный в MATLAB алгоритм 
обеспечивает достижение требуемой точности 
с помощью итерационного процесса "уточне-
ния". Число итераций улучшения достаточно 
ограничить семью [18].

На тестовых задачах с известным решени-
ем оценить точность полученного результата 
можно, вычислив порядок относительной по-
грешности. Для получения точного (аналити-
ческого) решения в MATLAB использовалась 
функция vpa:

function [XA] = vpa_solver(A,B)
 digits n
 AVPA = vpa(A);
 BVPA = vpa(B);
 XVPA = vpa(X);
 XAVPA = AVPA\BVPA;
 XA = double(XAVPA);
End

Тестирование алгоритма решения СЛАУ

Разработанный алгоритм решения СЛАУ 
протестирован на задачах с плотными матри-
цами с максимальным размером 1000Ѕ1000. 
Формируется случайная матрица заданного 
размера с заданным числом обусловленности:

function A = randmatgen(logcond,n)
 [q1,~] = qr(randn(n,n));
 [q2,~] = qr(randn(n,n));
 d = diag(10.̂ ((0:n-1)·logcond/(n-1)));
 A = q1·d·q2;

где logcond — десятичный логарифм числа об-
условленности, n — размерность матрицы.

Задается вектор неизвестных, и, умножая 
матрицу А на этот вектор, получаем вектор 
правых частей с известным решением.
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При использовании указанного алгоритма 
в тестовых задачах для систем ОДУ точность 
задавали равной 12 верных значащих цифр, что 
достаточно для обеспечения заданной по умол-
чанию точности решения систем ОДУ 10–3.

На первом этапе тестирования удостове-
римся в корректности получаемых результатов 
для различных входных данных. Было сгене-
рировано 200 случайных матриц разных по-
рядков (не выше 20) с числом обусловленно-
сти 1012. Для всех этих матриц указанный ал-
горитм обеспечил верные результаты уже при 
двух итерациях уточнения.

На втором этапе исследовали зависимость 
числа итераций уточнения от размера матри-
цы. Зависимость оказалась достаточно слабой: 
для матриц до 616 Ѕ 616 требуется две итерации 
уточнения, от 616 Ѕ 616 до 1000 Ѕ 1000 требу-
ется три итерации (параметры vpa установлены 
по умолчанию).

Также исследовали зависимость времени 
счета от размера матрицы. Результаты при ис-
пользовании MZK и функции vpa приведе-
ны на рис. 1. Требуемая точность достигалась 
в обоих случаях.

Исследовали зависимость числа итераций 
уточнения от числа обусловленности μ(A) для 
матрицы 10 Ѕ 10 (табл. 2).

Отметим, что поскольку для μ(A) > 8 потре-
бовались итерации уточнения, то для MATLAB 
с обычной точностью (без уточнений и без 
функции vpa) достижение требуемой точности 
оказывается невозможным, и при n > 7 гаран-
тия точности решения отсутствует.

Таким образом, для гарантированно точного 
решения СЛАУ с приемлемыми затратами счета 
следует использовать алгоритм итерационного 

уточнения с вычислением правой части с повы-
шенной разрядностью, что особенно актуально 
для задач высокой размерности с разреженны-
ми матрицами. Этот алгоритм реализован в па-
кете MZK в качестве основы для решения си-
стем ОДУ с гарантированной точностью.

Получение эталонного решения
с помощью пакета MZK

При использовании пакета MZK единствен-
ным задаваемым параметром интегрирования 
является относительная точность, указываю-
щая точность вычисления для каждой компо-
ненты вектора решения на текущем шаге ин-
тегрирования с контролем точности.

Традиционно в математических пакетах при 
интегрировании задаются два параметра — от-
носительная (RelTol) и абсолютная (AbsTol) по-
грешности. При этом значение AbsTol выбира-
ется эмпирическим путем и, как правило, за-
дается на несколько порядков меньше RelTol, 
например, в MATLAB по умолчанию рекомен-
дованы RelTol = 10–3, AbsTol = 10–6. Из получен-
ных решений (рис. 2—4) видно, что результат 
интегрирования методом ode15s в MATLAB, 
позиционируемым для решения жестких си-
стем, оказывается достаточно чувствительным 
к выбору AbsTol.

С помощью пакета MZK траектория тесто-
вого контрольного решения была получена 
интегрированием ОДУ неявным методом Эй-
лера для double precision с последующим кон-
трольным расчетом с повышенной точностью 
quadruple precision. Относительная точность 
задавалась равной ε = 10–3 (аналог RelTol), 

Таблица 2

Зависимость числа итераций уточнения n от m(A)

μ(A) 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

n(μ) 0 1 1 2 2 2 3 5 6 > 7

Рис. 1. Зависимость времени решения СЛАУ от размерности 
задачи

Рис. 2. Ложные колебания траектории решения в MATLAB 
методом ode15s для RelTol = 10–3, AbsTol = 10–6
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но в 3,5 раза по сравнению с методом первого
порядка.

Получение решения с помощью MATLAB, 
анализ результатов

Для тестовой задачи с матрицей 1779 Ѕ 1779 и 
μ(A) ∼ 1027 с помощью пакета MZK, в котором ре-
ализованы AL-устойчивые неявные методы M1, 
M2 и M4 [12], методом M1 (неявный метод Эй-
лера) получено точное решение для относитель-
ной точности ε = 10–3. Точность решения была 
проверена с помощью вычислений в quadruple и 
double precision. В табл. 3 и 4 представлены зна-
чения отдельных компонент вектора численного 
решения ОДУ с матрицей 1779 Ѕ 1779, вычислен-
ные с обычной и повышенной разрядностью.

Совпадающие в решениях значащие цифры 
(табл. 3) можно признать верными. Совпадаю-
щие во всех трех методах цифры (табл. 4) мож-
но считать гарантированно верными (мини-
мальное значение в последней колонке).

Таблица 3

Определение верных значащих цифр мантиссы нормализованных чисел результатов
при вычислении с повышенной разрядностью (e = 10–3)

Компонента
Начальное значение, 

отн. ед.

Конечное значение, отн. ед.

Число верных значащих цифрРазрядность

Double (64 бит) Quadruple (128 бит)

56 0 9,6208352•10–12 9,6208301•10–12 6

82 8,5291 8,528585083555638 8,528585083556097 12

88 0 4,28207•10–15 4,28210•10–15 4

102 0,012503 0,012504453607224 0,012504453607233 12

306 0 5,369878•10–55 5,370170•10–55 2

Рис. 3. Ложные колебания траектории решения в MATLAB 
методом ode15s для RelTol = 10–3, AbsTol = 10–12

Рис. 4. Отсутствие ложных колебаний траектории решения 
в MATLAB методом ode15s для RelTol = 10–3, AbsTol = 10–100

что подразумевает получение как минимум 
двух достоверных десятичных знаков мантис-
сы в нормализованном представлении каждой 
компоненты вектора решения.

При возмущении элементов матрицы от 5 
до 20 % интегрирование неявным методом Эй-
лера обеспечивает линейность возмущения, 
а также устойчивость решения с более запол-
ненной матрицей. Контроль совпадения значе-
ний проводился для компонент вектора реше-
ния, не превышающих значений 10–25.

Повышение порядка используемого метода 
обусловливает возрастание влияния погреш-
ностей округления на конечный результат, что 
требует дополнительных исследований и ана-
лиза, выходящих за рамки статьи.

Следует отметить, что применение неявных 
методов высокого порядка точности позволяет 
при равной относительной точности достигать 
значительной экономии времени интегрирова-
ния за счет увеличения шага интегрирования. 
Так, метод второго порядка показал уменьше-
ние времени интегрирования приблизитель-
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Решение задачи размерности 2491 Ѕ 2491 
методом переменного порядка точности ode15s 
в MATLAB приводит к ложным колебаниям 
вычисляемых значений для отдельных ком-
понент вектора решений (см. рис. 2, 3). При 
существенном уменьшении значения AbsTol, 
например до 10–100, наблюдается совпадение 
результатов в MATLAB и MZK (рис. 4).

Заключение и выводы

 � Прецизионные методы решения задач ну-
клидной кинетики ориентированы на мак-
симально полное использование совре-
менных библиотек ядерных данных и обе-
спечение устойчивых решений на разных 
временных сетках. Объективная сложность 
получения экспериментальных данных и 
аналитических решений для большей части 
нуклидов требует применения вычисли-
тельных методов с гарантированной точно-
стью решения для всех элементов.

 � При решении жестких систем ОДУ большой 
и сверхбольшой размерности следует учи-
тывать влияние погрешностей округления 
на достоверность и точность получения ко-
нечного результата вычислений.

 � Для гарантированно точного решения 
СЛАУ с приемлемыми затратами счета сле-
дует использовать алгоритм итерационно-
го уточнения с вычислением правой части 
с повышенной разрядностью. Это особенно 
актуально для задач большой размерности 
с разреженными матрицами.

 � Для получения гарантированно точного 
решения систем ОДУ в задачах нуклидной 
кинетики используется одностадийный не-

явный метод Эйлера с представленным ал-
горитмом решения СЛАУ, реализованным 
в пакете MZK с удвоенной и повышенной 
точностью вычислений. Полученное гаран-
тированно точное решение следует исполь-
зовать для настройки параметров неявных 
методов высокого порядка точности для ре-
шения систем ОДУ большой размерности.

 � Пакет MZK, обеспечивающий достоверные 
решения с гарантированной точностью для 
всех вычисляемых нуклидов, может приме-
няться для получения реперных значений 
в прецизионных расчетах задач нуклидной 
кинетики.
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