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МОДЕЛИРОВАНИЕМОДЕЛИРОВАНИЕ
MODELINGMODELING

Рассматриваются методы повышения эффективности процессов моделирования нелинейных систем на базе 
их математического описания в виде блочно-диагональной окаймленной структуры. Устанавливается методика 
организации вычи  слительного процесса на основе технологии расчета слабосвязанных схем по частям. Прово-
дится сравнительная оценка возможных подходов к организации итерационных вычислительных процессов при 
моделировании больших слабосвязанных систем на основе методов декомпозиции. Показывается, что путем 
перехода от сквозного итерационного процесса к автономным итерационным процессам и последующего уточ-
нения переменных связи можно в несколько раз сократить общее число выполняемых вычислительных операций.
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Моделирование нелинейных систем на основе методов декомпозиции1

настолько малыми, насколько это практически 
целесообразно. Достоинства методов декомпо-
зиции проявляются в наибольшей степени при 
анализе сложных систем и сводятся к сокраще-
нию затрат машинного времени, что имеет боль-
шое значение при построении распределенных 
сервис-ориентированных систем автоматизации 
схемотехнического проектирования [1—8].

При использовании декомпозиционного 
подхода минимизируется число обменов между 
оперативной и внешней памятью, если такие 
обмены приходится выполнять из-за нехватки 
требуемого объема оперативной памяти. При 
решении задачи моделирования возможна ор-
ганизация как последовательного вычисли-
тельного процесса на автономном компьютере, 
так и организация параллельных вычислений 
в локальной или глобальной сети, где компью-
тер каждого узла сети осуществляет формиро-
вание и обработку данных, связанных только 
с отдельной подсистемой. При этом для реше-
ния задач моделирования нелинейных систем 
на основе методов декомпозиции возможна 
организация как сквозных, так и автономных 
итерационных вычислительных процессов. 
Выбор способа организации итерационного 
процесса определяется специфическими осо-
бенностями моделируемой системы, завися-
щими от степени концентрации нелинейных 
элементов в ее отдельных подсистемах.

Введение

Если  моделируемая система имеет слабо-
связанную иерархическую структуру, то для 
решения задачи моделирования нелинейных 
систем наиболее эффективным способом орга-
низации вычислительных процессов является 
декомпозиция исходной системы на ряд подси-
стем с использованием методики расчета сла-
босвязанной системы по частям. Такой подход 
может существенно повысить эффективность 
вычислительных процессов и привести требуе-
мые для моделирования больших систем вычис-
лительные ресурсы в соответствие с реальными 
возможностями. Для решения задачи декомпо-
зиции моделируемая система по определенным 
правилам расчленяется на некоторое число ма-
лых подсистем, и на основе этого строятся то-
пологические модели исходной системы. Для 
каждой из подсистем в отдельности проводит-
ся анализ и преобразование описания, общее 
решение получается путем соединения полу-
ченных частных решений для подсистем. При 
таком подходе не требуется составления пол-
ной системы уравнений, достаточно последова-
тельно формировать и обрабатывать уравнения 
для ее подсистем, которые могут быть сделаны 

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ в рамках научного проекта 18-07-00082а.
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Математическое описание нелинейных систем

Компонентные уравнения многополюсных 
компонентов нелинейной системы в общем слу-
чае могут быть записаны в виде pi = f(..., qi, ...). 
С учетом характера зависимых pi и независимых 
qi переменных все полюса и порты многопо-
люсного компонента могут быть разделены 
на две группы — группу y и группу z. Если 
в качестве зависимой переменной pi выбирает-
ся токовая переменная ii, то i-й полюс входит 
в группу y-полюсов, если же выбирается по-
тенциальная переменная ui, то i-й полюс вхо-
дит в совокупность z-полюсов [9].

В общем случае моделируемая система мо-
жет содержать как линейные, так и нелиней-
ные многополюсники.

Если многополюсный компонент явля-
ется линейным, то уравнения y-полюсов и 
z-полюсов имеют вид

 1 1 1 1 1 1;y m y m z mI Y U B I J= + +  (1)

 1 1 1 1 1 1,z m y m z mU M U Z I E= + +  (2)

где Iy1, Uy1, Iz1, Uz1 — векторы полюсных пере-
менных линейного многополюсника; Ym1, Bm1, 
Mm1, Zm1 — матрицы линейных параметров 
компонента; Jm1, Em1 — векторы задающих ис-
точников многополюсника.

Объединяя уравнения (1) и (2) в одно ма-
тричное уравнение, получим матричное урав-
нение линейных многополюсников

 1 1 1 1,m mP W Q S= +  (3)

где т т т
1 1 1[ , ] ,y zP I U=  т т т

1 1 1[ , ]y zQ U I=  — векторы 
зависимых и независимых переменных линей-
ного многополюсного компонента;
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параметров и задающий вектор линейных 
мно гополюсных компонентов.

Компонентные уравнения нелинейных много-
полюсников можно записать в виде ii = fy(..., uk, 
..., il, ...) для y-полюсов и uj = fz(..., uk, ..., il, ...) —
для z-полюсов, где uk и il — независимые пере-
менные y-полюсов и z-полюсов, или в матрич-
ной форме 
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Здесь Iy2, Iz2 — векторы токовых переменных 
y- и z-полюсов; Uy2, Uz2 — векторы потенци-
альных переменных y- и z-полюсов; Fy(Uy2, Iz2)
и Fz(Uy2, Iz2) — вектор-функции нелинейных 
многополюсников.

Для описания нелинейных компонентов 
отождествим их вектор зависимых токовых 

переменных Iy2 с вектором некоторых фиктив-
ных источников тока Jm2 = Fy(Uy2, Iz2), а век-
тор их зависимых потенциальных переменных 
Uz2 — с вектором некоторых фиктивных ис-
точников напряжения Em2 = Fz(Uy2, Iz2). Тогда 
все нелинейные компоненты можно описать 
уравнением вида

 P2 = F(Q2) = Sm2, (4)

где
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Объединяя уравнения (3) и (4) в одно урав-
нение, получим объединенное компонентное 
уравнение многополюсных компонентов:

 P = WmQ + Sm, (5)

где
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Топологические уравнения моделируемой 
системы в расширенном узловом базисе [9] 
можно записать в виде

 TPP + TXX = 0; (6)
 т ,PQ T X=  (7)

где
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Здесь Ay, Az — блочные матрицы инциден-
ций A для y- и z-полюсов.

Исключая из уравнений (5), (6) и (7) век-
торы P и Q, получим уравнение нелинейной 
системы в виде

 WX + S = 0, (8)

где т ,P m P XW T W T T= +  S = TPSm. 
Разделим далее общий задающий вектор S 

на линейную S1 и нелинейную S2 = S2(X) со-
ставляющие. С этой целью представим матрицу 
TP в блочной форме, выделив в ней блоки ли-
нейной TP1 и нелинейной TP2 частей системы: 

 TP = (TP1  TP2).

С учетом блочной структуры матрицы TP 
окончательно получим уравнение нелинейных 
систем в виде
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 Φ(X ) = W1X + S1 + S2(X ) = 0, (9)

где т
1 1 1 1 ,P m P XW T W T T= +  1 1 1,P mS T S=  S2(X ) =

= 2 2 2 2( ).P m PT S T F Q=
Таким образом, нелинейные свойства моде-

лируемой системы в нелинейном уравнении (9) 
определяются видом функциональных зависи-
мостей P2 = F(Q2) нелинейных компонентов.

В общем случае задача расчета нелинейной 
системы сводится к решению уравнения (9), 
которое выполняется методом Ньютона—Раф-
сона согласно соотношению [10—13]

 M iΔX  i + 1 + Φ(X i) = 0, (10)

где 
( )

,i iX
M X X

X
∂Φ

= =
∂

 ΔX i + 1 = X i + 1 – X i.

Непосредственное использование уравне-
ния (10) связано с известными технически-
ми трудностями формирования в общем виде 
функционала Φ(X i) и вычисления матрицы 
производных M i.

Поэтому целесообразно использовать схе-
мотехническую интерпретацию метода Нью-
тона—Рафсона. С этой целью продифферен-
цируем нелинейное уравнение (9), в результате 
чего получим выражение для вычисления ма-
трицы производных

 2
1( ) ( )

( ) ( )
.i i

i
X X X X

X S X
M W

X X= =

∂Φ ∂
= = +

∂ ∂
Учитывая, что 22 2( ) ,P mT SS X =  Sm2 = P2 = F(Q2)  
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Введем обозначение:
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где 2
i
mW  — матрица параметров нелиней-

ных компонентов, линеаризованных в точке 
2 2

iQ Q= .
Тогда можно записать:

 т
1 2 2 2 1 2 ,i i i

P m PM W T W T W W= + = +  (11)

где

 т
2 2 2 2.
i i

P m PW T W T=

Таким образом, матрица M i может быть 
найдена без вычисления матрицы произ-

водных 
( )

.
X

X
∂Φ

∂

Подстановка значения M  i в уравнение Нью-
то на—Рафсона (10) дает

 1
1 2( ) ( ) 0.i i iW W X X++ Δ + Φ =

Подставляя сюда значение ΔX i + 1 = X i + 1 – X i,
а также выражение для функционала 

1 1 2( ) ( )ii iW X S S XX + +Φ =  и учитывая очевид-
ные соотношения 2 2 2( ) ,i i

PS X T P=  т
2 2 ,i i

PQ T X=  
т

2 2 2 2,
i i

P m PW T W T=  после несложных преобразо-
ваний получим уравнение для схемотехниче-
ской интерпретации метода Ньютона—Рафсо-
на в виде

 1
1 2 1 2( ) 0,i i iW W X S S++ + + =  (12)

где

 т
1 1 1 2 ,P m P xW T W T T= +  т

2 2 2 2;
i i

P m PW T W T=  (13)

 1 1 1,P mS T S=  2 2 2.
i i

P mS T S=  (14)

Входящие в эти выражения матрицы 
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∂
 и 2 2 2 2

i i i i
m mS P W Q= −  являются 

линеаризованными в точке i матрицами 
нелинейных многополюсников и могут быть 
легко вычислены на основании выполнения 
линеаризации характеристик используемых 
нелинейных компонентов.

Расчет нелинейных систем на основе 
декомпозиции и расчета по частям

Пусть имеется нелинейная система, опи-
сываемая уравнением (9), расчет которой вы-
полняется на основе схемотехнической интер-
претации метода Ньютона—Рафсона согласно 
уравнению

 W iX i + 1 + S i = 0, (15)

где 1 2 ,i iW W W= +  1 2,
i iS S S= +  при этом в со-

ответствии с методом схемотехнической ин-
терпретации матрицы W1, 2 ,iW  S1, 2

iS  опреде-
ляются соотношениями (13) и (14).

Если моделируемая система имеет слабосвя-
занную структуру, то наиболее эффективным 
способом организации вычислительных процес-
сов является декомпозиция исходной системы на 
ряд составляющих подсистем с использованием 
декомпозиционного подхода расчета по частям 
[14—18]. При этом сложная система по опреде-
ленным правилам расчленяется на некоторое 
число малых подсистем, и на основе этого стро-
ятся топологические модели исходной системы. 
Для каждой из подсистем в отдельности прово-
дится анализ и отыскивается решение, общее 
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решение получается путем соединения полу-
ченных частных решений для подсистем. Такой 
подход может существенно повысить эффектив-
ность вычислительных процессов, реализующих 
моделирование системы, и привести требуемые 
для решения задачи ресурсы в соответствие 
с имеющимися реальными возможностями.

Единственным ограничением для реализа-
ции декомпозиционного подхода к моделиро-
ванию больших систем является требование 
выполнения условий слабосвязанности отдель-
ных подсистем исходной системы. Условия сла-
босвязанности требуют, во-первых, отсутствия 
индуктивных связей между отдельными подси-
стемами. Во-вторых, для каждого управляемо-
го источника должно выполняться требование 
концентрации внутри каждой подсистемы его 
управляющих и управляемых переменных.

Разбиение исходной системы на отдельные 
подсистемы может быть выполнено произ-
вольным образом с учетом выполнения сфор-
мулированных выше условий слабосвязанно-
сти. С практической точки зрения при этом 
обычно удобно включать в каждую подсистему 
компоненты, реализующие некоторую опреде-
ленную функциональную задачу. Число под-
систем выбирается исходя из общей размерно-
сти моделируемой системы.

Все переменные разделенной на подсистемы 
исходной структуры могут быть разделены на 
две группы. В первую группу входят внутрен-
ние переменные подсистем, во вторую груп-
пу — переменные связи в узлах соединения под-
систем. Соответствующим выбором нумерации 
внутренних переменных отдельных подсистем 
и переменных связи в узлах соединения под-
схем можно обеспечить представление исходно-
го матричного уравнения моделируемой систе-
мы в виде, содержащем матрицу с окаймленной 
блочно-диагональной структурой. Такая ма-
трица будет содержать окаймляющую блочную 
строку и окаймляющий блочный столбец, а все 
остальные ненулевые элементы этой матрицы 
будут сконцентрированы в диагональных ма-
тричных блоках. При этом каждый такой блок 
общей матрицы определяется только структурой 
и значениями параметров одной из подсистем.

Для каждого узла схемы можно ввести узло-
вую переменную, определяющую состояние 
этого узла, и из всех введенных узловых пере-
менных vp можно образовать вектор узловых 
потенциалов X0 = V0 = [..., vp, ...]

т. В каждой под-
системе можно выделить внутренние перемен-
ные xi и составить для каждой подсистемы 
вектор Xk = [..., xi, ...]

т. При этом общий вектор 
всех переменных системы будет иметь вид 

т т т т т
1 0[ , ..., , ..., , ] ,k mX X X X X=  где вектор X0 = V0 

будет включать в себя узловые переменные уз-
лов, а векторы Xk — переменные k-й подсистемы.

С учетом принятой структуры вектора X 
матричное уравнение всей системы (15) в рас-
ширенном базисе узловых потенциалов [9, 19] 
может быть записано в виде
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 (16)

Для построения и преобразования описания 
моделируемой схемы на основании декомпози-
ционного подхода особенно удобно использо-
вать топологическое описание схемы с помощью 
обобщенных сигнальных графов [20]. Обоб-
щенный сигнальный граф отображает систему 
уравнений, записанных в обобщенной при-
чинно-следственной форме, и содержит взве-
шенные вершины, среди которых могут быть 
и вершины с нулевым весом. Такое описание 
помимо наглядного представления о структу-
ре связей между подсистемами позволяет снять 
проблему выбора последовательности нумера-
ции внутренних переменных подсистем и пере-
менных узлов связи. Сопоставленный матрич-
ному уравнению (16) обобщенный сигнальный 
граф приведен на рисунке. Показанная на ри-
сунке структура обобщенного сигнального гра-
фа наглядно демонстрирует соответствующую 
структуру математического описания слабо-
связанной системы, в которой взаимодействие 
между отдельными подсистемами реализуется 
только через узловые переменные связи. Вслед-
ствие слабосвязанности моделируемой системы 
оказывается возможной независимая обработка 
математического описания отдельных подси-
стем и уравнений связи.

Обобщенный сигнальный граф слабосвязанной нелинейной 
системы
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Топологическое представление описания мо-
делируемой схемы в виде обобщенного сигналь-
ного графа предоставляет удобные возможности 
для анализа структуры этого графа и вычисле-
ния определителя графа Δ на основании рассмо-
трения всех его элементарных графов gi, каждый 
из которых содержит совокупность некасаю-
щихся контуров и взвешенных вершин (включая 
взвешенные вершины с нулевым весом).

При этом определитель графа Δ может быть 
вычислен на основании топологической форму-
лы Δ = Σδi, где δi — определитель элементарного 
графа, равный произведению весов входящих 
в него некасающихся контуров и взвешенных 
вершин, и суммирование осуществляется по 
всем возможным элементарным графам [20].

Итерационные процессы решения уравнения 
(16) на основе декомпозиции могут быть реали-
зованы двумя способами — путем организации 
сквозного вычислительного процесса для всей 
системы или автономных вычислительных про-
цессов для отдельных подсистем с последующим 
процессом расчета переменных связи системы.

Сквозной вычислительный процесс являет-
ся наиболее общим типом процесса и может 
быть реализован в соответствии со следую-
щим алгоритмом:

1.   Ввод начальных значений 0,i
k kX X=  

0
0 0 .iX X=
2. Начало цикла k = 1, m.
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kX
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5. Преобразование i

kkW  к единичной матрице 
методом Гаусса—Жордано и расчет новых значе-
ний k-й блочной строки 0,

i
kW  .ikS

6.  Расчет поправок 00 0 0k k kW W WΔ =  и 
0 0k k kS W SΔ =  и коррекция матриц уравнения 
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7. Окончание цикла k = 1, m.
8. Решение уравнения 1

00 0 0 0i i iW X S+ + =  для 
переменных связи.

9. Начало цикла k = 1, m.
10. Расчет вектора внутренних переменных 

подсистем 1 1
0 0 .i i i i

k k kX W X S+ += − −
11. Окончание цикла k = 1, m.
12. Вычисление нормы N = ||X i + 1 – X i||.
13. Если N > ε, то 1 1

0 0,i i i i
k kX X X X+ += =  и воз-

врат к шагу 2, иначе — вывод векторов внутрен-
них переменных 1i

kX +  и переменных связи 1
0 .iX +

Организация автономных вычислительных 
процессов целесообразна в тех случаях, когда
степень нелинейности отдельных подсистем 
значительно отличается, особенно когда пода-

вляющее число подсистем являются линейны-
ми, а нелинейные элементы могут быть скон-
центрированы в незначительном числе подси-
стем. В частном случае все нелинейные свойства 
системы можно сконцентрировать в одной из 
подсистем, при этом все остальные подсистемы 
будут содержать только линейные элементы.

Автономные вычислительные процессы мо-
гут быть организованы согласно следующему 
алгоритму:

1.   Ввод начальных значений 0,i
k kX X=  

0
0 0 .iX X=
2. Начало цикла k = 1, m.
3. Линеаризация нелинейных компонентов 

в точке .i
kX

4. Формирование линеаризованных матриц 
отдельных подсистем ,i
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i
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k kN X X+= −
8. Если N > ε, то 1i i

k kX X +=  и возврат к шагу 3, 
иначе переход к шагу 9.
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10. Окончание цикла k = 1, m.
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00 0 0 0i i iW X S+ + =  для 
переменных узлов связи.

12. Начало цикла k = 1, m.
13. Уточнение вектора внутренних перемен-

ных подсистем 1 1
0 0 .i i i i

k k kX W X S+ += − −
14. Окончание цикла k = 1, m.
15. Вычисление нормы N = ||X i + 1 – X i||.
16. Если N > ε, то, 1

0 0
i iX X +=  и возврат 
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kX +  и 1

0 .iX +

Для оценки выигрыша от перехода к авто-
номным вычислительным процессам рассмот-
рим случай, когда система разделена на 10 под-
систем (m = 10). Пусть одна из подсистем требу-
ет для расчета 10 итераций, а остальные 
подсистемы — по 2 итерации, и расчет вектора 
переменных связи 1

0
iX +  также выполняется за 

две итерации. Тогда, если на одну итерацию 
требуется Noп операций, то для автономного 
вычислительного процесса получим общее чис-
ло операций Mавт = 30Noп, для сквозного — 
Mскв = 110Noп. Таким образом, за счет перехода 
от сквозного итерационного процесса к авто-
номным итерационным процессам с последую-
щей организацией расчета переменных связи, 
оказывается возможным в несколько раз сокра-
тить общее число выполняемых операций.
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Заключение

Рассмотренные методы повышения эф-
фективности моделирования нелинейных си-
стем на базе математического описания в виде 
блочно-диагональной окаймленной структуры 
существенно уменьшают время, необходимое 
для решения задач моделирования больших 
слабосвязанных систем. Сравнительная оцен-
ка возможных подходов к организации итера-
ционных вычислительных процессов при мо-
делировании больших слабосвязанных систем 
на основе декомпозиции позволяет сделать 
вывод о целесообразности перехода к органи-
зации автономных итерационных процессов. 
Такой переход особенно эффективен в слу-
чаях, когда степень нелинейности отдельных 
подсистем значительно отличается, особенно 
если подавляющее число подсистем являют-
ся линейными, а нелинейные элементы мо-
гут быть сконцентрированы в незначительном 
числе подсистем. При этом путем перехода от 
сквозного итерационного процесса к автоном-
ным итерационным процессам и последующей 
организации расчета переменных связи можно 
в несколько раз сократить общее число выпол-
няемых вычислительных операций.

Однако в общем случае при произвольном ха-
рактере распределения нелинейных компонен-
тов по отдельным подсистемам моделируемой 
системы более целесообразным является исполь-
зование сквозного итерационного процесса.
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Modeling Non-Linear Systems Based on Decomposition Methods

Methods of increasing the efficiency of nonlinear systems modeling on the basis of their mathematical description in the form of a 
block-diagonal bordered structure are considered. The method of organization of computational process based on the technology of 
calculation of loosely coupled circuits by parts is established. The comparative estimation of possible approaches to the organization 
of iterative computational processes at modelling of the big weakly connected systems on the basis of methods of decomposition is 
carried out. It is shown that by moving from a through iterative process to autonomous iterative processes and further refinement of 
communication variables, it is possible to reduce the total number of performed computational operations several times.
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Нечеткий линейный регрессионный анализ,
учитывающий характер влияния входных факторов

Рассмотрено решение задач нечеткого регрессионного анализа в условиях, когда входные и выходная пере-
менная представлены нормализованными нечеткими множествами с LR-представлением функции принадлеж-
ности самого общего вида, а коэффициенты регрессии — отрицательные или положительные действительные 
числа. Свободный член уравнения регрессии — нечеткое множество самого общего вида. Предусмотрены огра-
ничения на установленную экспертами степень влияния некоторых входных факторов. Критерий аппрокси-
мации — минимальное абсолютное значение средневзвешенной суммы абсолютных значений координат мини-
мальных и максимальных значений абсцисс λ-сечений функций принадлежности нечетких множеств выходной 
переменной и ее оценки по fuzzy-регрессионной модели. Коэффициенты регрессии рассчитываются в результате 
решения некоторого подмножества задач линейного программирования с последующим выбором среди них реше-
ния с наилучшим значением критерия оптимальности.

Ключевые слова: нечеткие регрессионные модели, fuzzy-множества, LR-представление функции принадлеж-
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Введение

Классические методы регрессионного ана-
лиза работают только со статистическими 
данными, представленными действительными 
числами и находят широкое применение при 
построении математических моделей произ-
водственных, технических и экономических 
систем, а также в макроэкономике, социоло-

гии, политологии и медицине (см., например, 
[1, 2, 4]). Однако в ряде случаев отдельные пока-
затели и параметры могут быть описаны только 
лингвистическими (например, плохой, удовлет-
ворительный, хороший, превосходный и т. п.) 
либо булевыми, либо fuzzy-переменными, либо 
интервальными значениями. В работах [3—5] 
показано, как такие переменные могут быть 
представлены нечеткими множествами. В усло-


