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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯМОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATIONMODELING AND OPTIMIZATION

Рассмотрена одна из важных комбинаторных задач оптимизации — задача разбиения графов на части. 
Она относится к классу NP-трудных задач оптимизации. Приведена постановка задачи разбиения графов на 
части. В связи со сложностью данной задачи для ее решения предлагается новая стратегия поиска, основан-
ная на комбинированном подходе, который заключается в разделении процесса поиска решений на два уровня. 
На первом уровне для быстрого получения подобластей с высоким значением целевой функции применяется 
метод пчелиной оптимизации, а на втором уровне для улучшения полученных решений используется эволю-
ционный алгоритм. Для реализации данного подхода авторами разработан комбинированный алгоритм, по-
зволяющий получать наборы квазиоптимальных решений за полиномиальное время и в то же время избегать 
зацикливания в локальных областях. Разработан программный модуль и реализованы на ЭВМ алгоритмы раз-
биения графов на части. Проведен вычислительный эксперимент при разбиении на восемь частей тестовых 
схем (бенчмарок) фирмы IBM.

Анализ экспериментальных исследований показал, что разработанный комбинированный алгоритм в сред-
нем на 5 % превосходит результаты разбиения, полученные с использованием известных алгоритмов hMetis, 
PGAComplex при сопоставимом времени решения, что говорит об эффективности предложенного подхода. Вре-
менная сложность разработанного комбинированного алгоритма ориентировочно составляет O(n2).
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Разбиение графов на части на основе комбинированного подхода1

ние графа на заданное или произвольное число 
частей [1, 2]. Задача разбиения графа на части 
имеет много практических применений. Она ис-
пользуется при проектировании устройств авто-
матики и вычислительной техники, при созда-
нии систем управления, компьютерных и инже-
нерных сетей, а также при решении различных 
задач искусственного интеллекта. Отметим, что 
разработка различных методов и алгоритмов ее 
решения осуществляется на протяжении ряда 
лет, являясь, по-прежнему, актуальной пробле-
мой. Это связано, в первую очередь, с тем, что 
задача разбиения графа относится к классу NР-
трудных проблем оптимизации, и не существуют 
оптимальные алгоритмы ее решения за полино-
миальное время [3]. В связи с этим появляется 
необходимость в разработке новых подходов, 
методов и алгоритмов решения данного класса 
задач. Одним из таких подходов является раз-

Введение

Основателем  теории графов является мате-
матик Леонард Эйлер, решивший в 1736 г. из-
вестную в то время задачу о кенигсбергских 
мостах. В настоящее время теория графов на-
ходит широкое применение в компьютерных 
науках и информационных технологиях, а так-
же является одним из самых востребованных 
инструментов при создании искусственного 
интеллекта. Сейчас достижения, полученные 
при решении многих задач из теории графов, 
используются в экономике, социологии, био-
химии, психологии, инженерных науках и т. д.

Одной из основных комбинаторно-логиче-
ских оптимизационных задач является разбие-

1Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ в рамках научного проекта № 19-01-00059.
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работка новых и модифицированных методов, 
использующих стратегии эволюционного моде-
лирования и принципы природных механизмов 
принятия решений, а также их комбинирование 
и гибридизация [4—11].

1. Постановка задачи разбиения графов

Оптимизационная задача разбиения графа 
на части состоит в отыскании такого разбие-
ния из множества возможных разбиений не-
которого графа, при котором минимизирует-
ся число внешних ребер графа между частями 
разбиения или максимизируется число вну-
тренних ребер в частях разбиения, и при этом 
учитываются все поставленные в задаче огра-
ничения. Разбиение графа (гиперграфа) на ча-
сти относится к задачам дискретной условной 
оптимизации из-за прерывности ее целевой 
функции и наличия множества ограничений 
на переменные. Поэтому, ее выделяют в осо-
бый класс комбинаторных задач.

Постановка задачи разбиения графа G = (X, U) 
на части Gi = (Xi, Ui), Xi ⊆ X, Ui ⊆ U, i ∈ I =
= {1, 2, ..., l}, где l — число частей, на которое 
разбивается граф, широко представлена в ли-
тературе [12, 13]. Другими словами, совокуп-
ность частей S(G) = {G1, G2, Gi, ..., Gl} является 
разбиением графа G, если любая часть из этой 
совокупности не пустая, если для любых двух 
частей из S(G) пересечение множества вершин 
является пустым, пересечение множества ре-
бер при этом может быть не пустым (подраз-
умеваются пересечения по тем ребрам, кото-
рые инцидентны вершинам из разных частей 
разбиения), а также если объединение всех ча-
стей l равно графу G. В работе [12] введено обо-
значение |Ui,j| = Ki,j — число соединительных
ребер частей Gi и Gj графа G. Число соедини-
тельных ребер всех частей графа записывается 
в виде

 ,
1 1

1
, .

2

n n

i j
i j

K K i j
= =

= ≠∑ ∑  (1)

Задача разбиения графа G = (X, U ) заключа-
ется в нахождении такой совокупности частей, 
чтобы число соединительных ребер графа G 
удовлетворяло заданному критерию оптималь-
ности. Обычно за критерий разбиения прини-
мают величину K (1). Тогда целью оптимиза-
ции является условие K → min.

2. Комбинированный подход
для решения задачи разбиения графов

Задача разбиения графа на части является 
NP-трудной задачей комбинаторной оптимиза-
ции, т.е. не существуют методы ее оптималь-
ного решения за полиномиальное время (слож-
ность и размерность данной задачи очень вели-
ка, что не позволяет ее решать за приемлемое 
время на современных ЭВМ). В связи с этим 
возникает проблема практической разрешимо-
сти этой задачи, т. е. нахождения практически 
реализуемого и эффективного метода ее реше-
ния. В настоящее время выделяют два подхода 
к решению данных задач. Первый подход — это 
упрощение алгоритмов, т.е. снижение их вы-
числительной сложности. Второй подход — это 
упрощение решаемых задач за счет уменьшения 
их размерности или их декомпозиции [14].

На основе этих двух подходов в работе 
предлагается стратегия поиска эффективных 
решений в задаче разбиения графа на части. 
Это последовательная стратегия "биоинспири-
рованный поиск—эволюция" (рис. 1).

Данная стратегия позволяет реализовывать 
различные методы на разных уровнях поис-
ка: на первом уровне сокращать размерность 
поиска решаемой задачи, а на втором уровне 
выполнять эффективную оптимизацию на ос-
нове эволюционных процедур поиска.

Для реализации предложенной последова-
тельной стратегии авторы предлагают комби-
нированную архитектуру поиска, основанную 
на методах эволюционного моделирования и 
роевого интеллекта, приведенную на рис. 2
[10, 13, 15, 16].

Опишем работу каждого блока архитектуры 
более подробно. На вход блока биоинспириро-
ванного поиска (БП) поступают исходные дан-
ные задачи разбиения, такие как: число вершин, 
число ребер, число блоков разбиения. В каче-

Рис. 1. Последовательная стратегия "биоинспирированный 
поиск-эволюция"
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стве БП применяется модифицированный рое-
вой метод пчелиной оптимизации (МПО). Дан-
ный метод позволяет достаточно быстро раз-
бивать поисковое пространство на подобласти 
с высоким значением целевой функции (ЦФ), 
что существенно сокращает время его рабо-
ты. Далее проверяется условие, необходимо ли 
улучшение ЦФ. Если улучшение не требуется, 
то следует выход, если требуется, то результа-
ты после выполнения МПО передаются в блок 
эволюционного моделирования (ЭМ). Здесь ре-
ализуется быстрый модифицированный эволю-
ционный алгоритм. Данный алгоритм основан 
на выполнении только одного оператора — му-
тации и его различных модификаций.

Данный метод позволяет достаточно быстро 
получать наборы квазиоптимальных решений 
за полиномиальное время. Еще одной модифи-
кацией является введение в комбинированную 
архитектуру блока эволюционной адаптации 
(БЭА). Данный блок работает как фильтр. Он 
позволяет избавляться от решений с низким 
значением ЦФ. Заметим, что значение данной 
границы целевой функции будет динамически 
изменяться на каждой последующей итерации 
поиска, причем значение этой величины за-
висит от качества предыдущих решений. Это 
позволяет ускорить процесс получения резуль-
тата за счет обработки только областей с высо-
ким значением ЦФ.

3. Комбинированный алгоритм

На основе приведенной и описанной стра-
тегии и архитектуры поиска авторы предла-
гают укрупненную схему комбинированного 
алгоритма разбиения графа на части (рис. 3).

Рассмотрим приведенную структурную схе-
му и опишем назначение каждого ее блока бо-
лее подробно.

В данной схеме процесс поиска реализуется 
на двух уровнях. Сначала на предварительном 
этапе осуществляется ввод исходных данных 
решаемой задачи, таких как графовая модель, 
число вершин, число связей и число частей, на 
которое необходимо разбить граф. Далее для 
решения задачи разбиения графа на части на 
первом уровне применяется метод пчелиной 

Рис. 2. Комбинированная архитектура поиска

Рис. 3. Укрупненная схема комбинированного алгоритма
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оптимизации (МПО) [17, 18]. Здесь сначала на 
основе известных принципов [4, 5] генериру-
ется начальная популяция пчел. Далее форми-
руются подобласти поиска (элитные участки) 
с высоким значением ЦФ. После этого прово-
дится анализ элитных участков и их окрестно-
стей, что позволяет увеличить эффективность 
поиска. Затем реализуется случайный поиск 
новых областей, который дает возможность из-
бежать попадания алгоритма в локальные оп-
тимумы. И наконец, выполняется оценка по-
лученных решений, если требуется улучшение, 
то следует переход на второй уровень поиска 
и выполнение быстрого эволюционного алго-
ритма, в противном случае завершение поиска.

На втором уровне поиска существляется ввод 
параметров эволюционного алгоритма, а имен-
но: применяемая модель эволюции и селекции; 
виды и вероятности операторов мутации; выбор 
критерия останова поиска. Затем на основе из-
вестных принципов [4, 5] создается начальная 
популяция альтернативных решений решаемой 
задачи разбиения. Данная популяция эволюци-
онирует с учетом модели Ж. Б. Ламарка [19]. Да-
лее выбирается ЦФ, и на ее основе проводится 
оценка начальной популяции. На следующем 
этапе реализуется оператор репродукции (селек-
ции). После этого формируются новые решения 
за счет выполнения различных операторов му-
тации, и проводится их оценка [4, 5]. Данные, 
полученные после реализации операторов и их 
оценок, передаются в блок анализа неперспек-
тивных решений. Здесь каждому решению при-
сваивается определенная метка (перспективное, 
неперспективное, тривиальное и др.). Заметим, 
что такое ранжирование решений за счет струк-
туризации и проведения операции отбора по-
зволяет учитывать все имеющиеся решения при 
проведении эволюционного поиска и повыша-
ет эффективность работы комбинированного 
алгоритма в целом. Затем выполняется оценка 
достижения критерия останова, и если он не до-
стигнут, то далее результаты передаются в БЭА. 
Данный блок оказывает непосредственное вли-
яние на процесс перестройки текущей популя-
ции и создания на ее основе новой популяции 
альтернативных решений. Блок внешней сре-
ды позволяет проводить выбор используемой 
на данном этапе модели эволюции и управлять 
всеми изменяемыми параметрами поиска. От-
метим, что поиск продолжается итерационно до 
получения набора квазиоптимальных решений 
решаемой задачи.

Процесс работы заканчивается при дости-
жении определенного критерия окончания ра-
боты алгоритма. Таким критерием может быть 
время, число заданных генераций или получе-
ние набора квазиоптимальных решений.

4. Вычислительный эксперимент

Чтобы продемонстрировать эффективность, 
а также вычислительные характеристики пред-
ложенного алгоритма, создана программная 
среда с использованием языка программиро-
вания C#. Был проведен вычислительный экс-
перимент при разбиении тестовых схем IBM 
[20] на восемь частей известными алгорит-
мами hMetis [21], PGAComplex и разработан-
ным авторами комбинированным алгоритмом 
(КА). Приведем зависимости качества и време-
ни работы данных алгоритмов от разбиваемых 
на восемь частей тестовых схем. Представим 
полученные результаты вычислительного экс-
перимента в виде таблицы и рис. 4, 5 (см. вто-
рую сторону обложки).

В результате анализа представленной та-
блицы и гистограмм можно сделать вывод, что 
разработанный комбинированный алгоритм 

Сравнение результатов разбиения тестовых схем IBM 
алгоритмами hMetis, PGAComplex и разработанным 

авторами комбинированным алгоритмом (КА)

Схема
hMetis PGAComplex KA

K, ед. t, с K, ед. t, с K, ед. t, с

ibm01 598 124 621 127 608 125

ibm02 823 249 820 266 815 258

ibm03 1947 472 1853 487 1820 481

ibm04 2446 872 2409 915 2390 894

ibm05 4405 981 4386 1023 4327 993

ibm06 1859 1096 1817 1133 1797 1105

ibm07 2930 1198 2893 1214 2842 1201

ibm08 3306 1219 3272 1237 3207 1225

ibm09 2277 1411 2205 1434 2185 1427

ibm10 3108 1810 3064 1898 3004 1865

ibm11 3001 2315 2935 2380 2895 2365

ibm12 4966 2287 4901 2312 4876 2301

Здесь K — целевая функция (число ребер графа, по-
павших в разрез), t — время
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в среднем на 5 % превосходит результаты раз-
биения, полученные с использованием извест-
ных алгоритмов hMetis, PGAComplex при со-
поставимом времени решения, что говорит об 
эффективности предложенного подхода.

Заключение

В работе описана одна из важных задач ком-
бинаторной оптимизации — задача разбиения 
графов на части. Для ее эффективного реше-
ния предложена новая стратегия, основанная 
на комбинированном подходе. Отличительной 
особенностью данного подхода является раз-
деление поиска решений на два уровня. На 
первом уровне на основе метода пчелиной 
оптимизации выделяются подобласти с высо-
ким значением целевой функции, а на втором 
проводится улучшение полученных решений 
на основе эволюционного алгоритма. Для ре-
ализации этого подхода разработан комбини-
рованный алгоритм, позволяющий получать 
наборы квазиоптимальных решений за поли-
номиальное время и избегать зацикливания 
в локальных областях. Разработан программ-
ный модуль на языке C#. Проведен вычисли-
тельный эксперимент на тестовых примерах 
(бенчмарках) фирмы IBM. Проведенные экс-
периментальные исследования показали пре-
имущество использования разработанного 
комбинированного подхода для решения задач 
разбиения графов на части большой размер-
ности по сравнению с известными методами.

Качество разбиения, полученное, на основе 
разработанного комбинированного алгоритма, 
в среднем на 5 % превосходит результаты разби-
ения, полученные с использованием известных 
алгоритмов hMetis, PGAComplex при сопостави-
мом времени решения, что говорит об эффек-
тивности предложенного подхода. Временная 
сложность разработанного комбинированного 
алгоритма ориентировочно составляет O(n2).
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The article considers one of the most important combinatorial optimization problems — the problem of graph partitioning. 
It belongs to the class of NP-complex optimization problems. The article presents the partitioning problem statement. Due to 
the complexity of this task, the article proposes a new search strategy based on a combined approach. The combined approach 
is to divide the decision-making process into two levels. At the first level, the bee optimization method is used to quickly obtain 
subdomains with a high value of the objective function, and at the second level, an evolutionary algorithm is used to improve 
obtained solutions. To implement this approach, the authors developed a combined algorithm that can obtain sets of quasi-
optimal solutions in polynomial time and avoid looping in local regions at the same time. A software module is developed and 
algorithms for partitioning graphs into parts are implemented. A computational experiment has been carried out when dividing 
into 8 parts of test circuits (benchmarks) by IBM. An analysis of experimental studies showed that the developed combined 
algorithm is on average 5 % higher than the partition results obtained by well-known hMetis, PGAComplex algorithms with 
comparable solution time, which indicates the effectiveness of the proposed approach. The time complexity of the developed 
combined algorithm is approximately O (n2).
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