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Об одной задаче доставки груза различным клиентам
с возможностью дозагрузки

Введение

При принятии логистических решений в це-
лях удовлетворения требований клиентов по 
доставке груза (заказов) главными являются 
задачи операционного планирования [1], таких 
как: прогнозирование объемов спроса; управле-
ние запасами; управление поставками и закуп-
ками; транспортировка, включающая выбор 
типа транспортных средств (ТС), определение 
их маршрутов и плана загрузки; организация 
погрузочно-загрузочных работ; складирование. 
В данной статье основное внимание уделяется 
задачам маршрутизации с возможностью доза-
грузки недостающих заказов в специализиро-
ванных пунктах дозагрузки и их размещения 
в автомобильных ТС одинаковой грузоподъем-
ности. Данные задачи представляются актуаль-
ными, поскольку транспортно-логистические 
услуги составляют 86 % от всего объема рынка 
российской логистики [2], а по данным 2018 г. 
доля автомобильных перевозок в России со-
ставляет 40,6 % [3].

Задачи маршрутизации ТС (Vehicle Routing 
Problem, VRP) и задачи размещения грузов вну-
три ТС (Three-Dimensional Bin Packing Problem, 
3DBPP), как известно, являются NP-трудными 
задачами комбинаторной оптимизации, и для 
их решения разрабатываются эвристические 
методы. Как отмечено в работе [3], применение 
современного логистического инструментария 
позволит снизить общие экономические из-
держки в среднем на 15...35 %, а транспортных 
расходы — примерно на 25 %.

Для поиска оптимальных маршрутов по 
классификации, предложенной в работе [4] 
P. Toth и D. Vigo, известны следующие задачи 
маршрутизации ТС: с ограничением на грузо-
подъемность (Capacitated Vehicle Routing Problem, 
CVRP), когда каждое ТС имеет ограниченную 
грузоподъемность; с временными окнами (Ve-
hicle Routing Problem with Time Windows, VRPTW ), 
когда у каждого клиента есть так называемое 
"временное окно", в которое он должен быть 
обслужен; с множеством депо (Multiple Depot 
Vehicle Routing Problem, MDVRP), если исполь-
зуются несколько депо для обслуживания 
клиентов; с раздельной доставкой (Split Delivery 
Vehicle Routing Problem, SDVRP), когда каждый 
клиент может быть обслужен одновременно 
несколькими ТС; с заданным периодом плани-
рования в размере нескольких дней (временной 
горизонт), если клиенты посещаются с раз-
ной частотой, заданной для каждого клиента
(Periodic Vehicle Routing Problem, PVRP); с не-
медленным возвратом товаров (Vehicle Routing 
Problem with Pick-up and Delivery, VRPPD), когда 
клиенты могут возвращать некоторые товары 
в депо; с возвратом товаров (Vehicle Routing Prob-
lem with Backhauls, VRPB), если клиенты могут 
возвращать некоторые товары в депо, но толь-
ко после того, как весь товар будет доставлен 
клиентам; с возможностью дозагрузки (Vehicle 
Routing Problem with Satellite Facilities, VRPSF), 
когда ТС могут дополнительно загрузиться 
на маршруте в промежуточных пунктах-скла-
дах; со случайными данными (Stochastic Vehicle 
Routing Problem, SVRP), когда некоторые ком-
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поненты задачи (число и спрос клиентов, рас-
стояния между городами и клиентами) могут 
иметь случайное поведение.

В статье рассматривается задача маршрути-
зации MVRPSF, являющаяся модификацией 
известной задачи VRPSF [5], возникшая в ком-
пании, занимающейся организацией освеще-
ния в различных регионах России. Одной из 
подзадач являлась доставка соответствующего 
оборудования (шкафов АСКУЭ (АСКУЭ — авто-
матизированная система коммерческого учета 
энергоресурсов (рис. 1)) арендуемыми автомо-
бильными ТС одинаковой грузоподъемности, 
находящимися в депо. При этом имеются пун-
кты дозагрузки, в которых ТС могут попол-
нять недостающий запас груза последующим 
клиентам, не возвращаясь в депо. Известны 
спрос на оборудование, время обслуживания 
клиентов (населенные пункты), максималь-
но разрешенное время маршрута, стоимость 
пройденной единицы времени ТС (включены 
стоимост и аренды ТС и бензина), стоимость 
прохождения ТС по платным дорогам, дорож-
ные ограничения. Груз (оборудование) достав-
ляется клиентам в контейнерах параллелепи-
педной формы, предварительно размещенных 
на поддонах. Требуется найти маршрут достав-
ки оборудования с минимальными общими 
затратами при выполнении следующих огра-
ничений:
 � каждый маршрут начинается и заканчива-

ется в депо;
 � масса груза, загружаемого в ТС, не должна 

превышать грузоподъемности ТС (CVRP);
 � каждый клиент может быть обслужен бо-

лее чем одним ТС (запрос на поставку гру-

за клиенту может быть разделен между не-
сколькими ТС — используется раздельная 
доставка, SDVRP);

 � перед отправкой к различным клиентам груз 
размещается в ТС (решается задача 3DBPP);

 � ТС могут выполнить дозагрузку на маршру-
те, без возврата в депо с помощью дополни-
тельных пунктов дозагрузки.

1. Математическая модель задачи доставки 
груза различным клиентам с возможностью 

дозагрузки (MVRPSF) и задачи
его размещения внутри ТС (3DBPP)

В основу модели задачи доставки груза 
различным клиентам с возможностью доза-
грузки (MVRPSF) с учетом ряда ограничений 
легли модели следующих задач: задача марш-
рутизации ТС с ограничением на грузоподъ-
емность (CVRP), задача маршрутизации ТС 
с раздельной доставкой (SDVRP), задача марш-
рутизации ТС с возможностью дозагрузки 
(VRPSF) [5], причем обозначения, введенные 
в перечисленных задачах, сохраняются. На
рис. 2, а, б (см. вторую сторону обложки) при-
ведена иллюстрация доставки груза клиентам 
с раздельной доставкой и без, причем груз, 
предназначенный различным клиентам, окра-
шен в разные цвета.

Математическая модель задачи MVRPSF

Дано: G = (V, E) — взвешенный граф с мно-
жеством вершин V и множеством ребер E (под 
ребром понимаются участки автомобильных 

дорог); V — множество вершин, 
которое делитс я на два подмноже-
ства I и F;   I — множество клиентов;
I0 = I ∪ {0}, где вершина 0 — это 
депо; i, j — номера клиентов; i, j ∈
∈ I = {1, ..., n}; F — множество пун-
ктов дозагрузки; α — индекс для 
пунктов дозагрузки или депо, α ∈ F =
= {1, ..., s} ∪ {0}; Fμ — множество 
вершин, соо тветствующее потен-
циальным посещениям пунктов до-
загрузки; F0 — депо, используемое 
в качестве пункта для дозагрузки; 
nα — число дополнительных пунк-

тов для дозагрузки; 
0

s
n n nα

α=
= + ∑  —

число пунктов в сети; dij — 
расстояние между пунктами i и j, 
где пунктами могут быть клиенты, Рис. 1. Структурная схема АСКУЭ
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депо или дозагрузочные пункты; τij — время 
в пути между пунктами i и j; m — число ис-
пользуемых ТС; Qv — грузоподъемность ТС v;

vQ
�

 — максимальное количество разрешен-
ного в ТС v остатка груза до его пополне-
ния, ;v vQ Q<

�
 cosrent — стоимость аренды ТС 

в единицу времени; cos petrolt  — затраты на 
бензин ТС; cos

ijroadt  — стоимость прохожде-
ния по платным дорогам между клиентами i, j;
i, j ∈ I = {1, ..., n}; Tv — максимально разрешенное 
время маршрута для ТС v; qi — спрос клиента i; 
piv — время обслуживания клиента i ТС v, время 
загрузки в дозагрузочных пунктах, либо в депо;

Переменные: v
ijx  — переменная логического 

типа, принимающая значение 1, если ТС v пере-
мещается из депо в направлении от клиента i 
к клиенту j, и 0 — в противном случае; v

jt  — вре-
мя начала обслуживания клиента j; yjv — загруз-
ка остатка груза (оборудования) непосредствен-
но перед посещением клиента j; ivy

�
 — количе-

ство груза, доставляемого клиенту i ТС v.
Требуется минимизировать общие транс-

портные расходы:

 , 0 1
(cos

cos cos ) min
ij

n m

rent
i j v
i j

v
petrol road ij ij

t

t t d x

= =
≠

+

+ + →

∑ ∑
 (1)

при следующих ограничениях:
 � пройденный маршрут включает каждую 

вершину не менее одного раза (SDVRP):

 
, 0 1

1, 1, ..., ;
n m

v
ij

i j v
i j

x i n
= =

≠

=∑ ∑ l  (2)

 � каждый дозагрузочный пункт имеет макси-
мум одного преемника (клиента, к которо-
му ТС v едет после дозагрузки):

 0
1

1, ... , 1, ..., ;
n

v
ij s

j
i j

x i F F v m
=
≠

∈ ∪ ∪ =∑ m  (3)

 � число посещений клиентов равно числу вы-
ездов от них:

 
0 0

0, 0, ..., , 1, ..., ;
n n

v v
ji ij

i i
i j i j

x x j n v m
= =
≠ ≠

− = = =∑ ∑  (4)

 � количество груза yjv в ТС v перед посещени-
ем клиента j:

 0

0 0

(1 ), ;

... ;

... ; 1,..., ;

v v
jv iv ij iv ij

s

s

y y x Q x i j

i I F F

j I F F v m

+ − ≠

∈ ∪ ∪ ∪

∈ ∪ ∪ ∪ =

m

 (5)

 � количество груза в ТС v, если j — клиент:

 , 1,..., ; 1, ..., ;jv jv vy y Q j n v m= =
�

m m  (6)

 � количество груза в ТС v, если j — дозагру-
зочный пункт:

 00 , ... ; 1,..., ;jv v sy Q i F F v m∈ ∪ ∪ =
�

m m  (7)

 � клиент i может быть обслужен ТС v в том 
случае, если ТС v проходит через i (CVRP):

 
1

1, 1,..., ; 1, ..., ;
n

v
iv i ij

j
j i

y q x i n v m
=
≠

= =∑m m  (8)

 � спрос всех клиентов в грузе должен быть 
удовлетворен (CVRP):

 
1

, 1, ..., ;
m

iv i
v

y q i n
=

= =∑
�

 (9)

 {0,1}; 0,..., ; 0,..., ; 1, ..., ;v
ijx i n j n v m∈ = = =

где

 
0

0

, если ;

, если ... ; 1, ..., ;

, если ;

, если ... ; 1,..., .

iv iv
iv

v s

v iv
iv

v s

y y i I
y

Q i F F v m

Q y i I
Q

Q i F F v m

− ∈⎧
= ⎨ ∈ ∪ ∪ =⎩

− ∈⎧
= ⎨ ∈ ∪ ∪ =⎩

�

�

Перед доставкой груза клиентам он размещает-
ся в кузове автомобильного ТС (решается задача 
упаковки 3DBPP), загрузка проводится от задней 
части ТС (от дверей) последовательно в порядке 
обхождения клиентов по правилу "LIFO (Last-In 
First-Out)" с учетом центра тяжести.

Математическая модель задачи 3DBPP

Дано:
W — ширина кузова ТС; L — длина кузо-

ва ТС; H — высота кузова ТС; pod = (xpod, ypod, 
zpod) — координаты переднего левого нижнего 
угла поддона;

(lpod, wpod, hpod, qpod, hpod max) — размеры под-
дона, где lpod — длина; wpod — ширина; hpod — 
высота; qpod — грузоподъемность; hpod max — 
максимально разрешенная высота поддона; 
( , , )

jl jl jlpod pod podx y z  — координаты l-й вершины
j-го поддона, j = 1, ..., kolpod, где kolpod —
число поддонов; N — число заданных контей-
неров с грузом для различных клиентов; w =
= (w1, ..., wi, ..., wN) — вектор ширин контейне-
ров; l = (l1, ..., li, ..., lN) — вектор длин контей-
неров; h = (h1,..,hi,...,hN) — вектор высот кон-
тейнеров; m = (m1, m2, ..., mN) — вектор масс 
контейнеров, где mi — масса i-го контейнера, 
C = (cg1, cg2, ..., cgN) — вектор центров тяжести 
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контейнеров, где cgi = (xiц.т, yiц.т, ziц.т) — вектор 
координат центра тяжести i-го контейнера по 
осям x, y и z.

Вводится система координат XYZ, где 
(0,0,0) — начало координат, совпадающее 
с передней левой нижней вершиной груза (па-
раллелепипеда), (xi, yi, zi) — координаты i-го 
груза. Решение задачи представляется в виде:
<X, Y, Z, CG>, X, Y, Z, CG ∈ Z+, где Х =
= (х1, х2, ..., хi, ..., хN), Y = (у1, у2, ..., уi, ..., уN), 
Z = (z1, z2, ..., zi, ..., zN) — векторы координат 
переднего левого нижнего угла размещенных 
грузов; CG = (Xц.т, Yц.т, Zц.т) — координаты рас-
положения центра тяжести загруженного кузо-
ва ТС допустимой области G, т. е. в цилиндре, 
R — радиус основания цилиндра, h1, h2 — гра-
ницы значения допустимой высоты цилиндра:

 
2 2 2

1 2

( /2) ( /2) ;

;

G x L y W R

h z h

= − + − =
m m

 

( )

( )

( )

ц.т
1 1

ц.т
1 1

ц.т
1 1

;

;

,

N N

i i i
i i

N N

i i i
i i

N N

i i i
i i

X x m m

Y y m m

Z z m m

= =

= =

= =

=

=

=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

где xi, yi, zi — координаты центра тяжести i-го 
груза, mi — масса i-го груза.

Требуется минимизировать число ТС с раз-
мещенными в них грузами:

 min,
P

NN →

где P — множество различных размещений 
грузов, при заданных ограничениях:
 � предметы не выходят за грани поддона:

( 0) ( 0) ( 0) ( ( ))

( ( )) ( ( ));
i i i pod i i

pod i i pod i i

x y z l x l

w y w h z h

∧ ∧ ∧ > + ∧

∧ > + ∧ > +

l l l
 (10)

 � стороны предметов параллельны граням 
поддона:

 

(( ) ( ( ))

(( ) ( ( ))

(( ) ( ( ));

jl j jl j pod

jl j jl j pod

jl j jl j pod

x x x x l

y y y y w

z z z z h

= ∨ = + ∧

∧ = ∨ = + ∧

∧ = ∨ = +

 (11)

 � стороны поддонов параллельны граням ку-
зова ТС:

(( ) ( ( ))

(( ) ( ( ))

(( ) ( ( ));

jl j jl j j

jl j jl j j

jl j jl j j

pod pod pod pod pod

pod pod pod pod pod

pod pod pod pod pod

x x x x l

y y y y w

z z z z h

= ∨ = + ∧

∧ = ∨ = + ∧

∧ = ∨ = +

 (12)

 � поддоны, принадлежащие одному ТС, не 
перекрывают друг с другом:

 

( ( )

( ))

( ( )

( ( ))

( ( )

( ( ));

i j j

i i

i j j

j i i

i j j

j i i

pod pod pod

podj pod pod

pod pod pod

pod pod pod

pod pod pod

pod pod pod

x x l

x x l

y y w

y y w

z z h

z z h

+ ∨

∨ + ∨

∨ + ∨

∨ + ∨

∨ + ∨

∨ +

l

l

l

l

l

l

 (13)

 � поддоны не выходят за грани кузова:

( 0) ( 0) ( 0)

( ( )) ( ))

( ( ));

i i i

i i i i

i i

pod pod pod

pod pod pod pod

pod pod

x y z

L x l W y w

H z h

∧ ∧ ∧

∧ + ∧ + ∧

∧ +

l l l

l l

l

 (14)

 � максимальная высота Hmax размещенных 
на поддон предметов не превышает макси-
мально разрешенной высоте поддона:

 max max;podH hm  (15)

 � стороны предметов (грузов) параллельны 
граням кузова ТС:

 
(( ) ( )) (( )

( )) (( ) ( )),
jl j jl j j jl j

jl j j jl j jl j j

x x x x l y y

y y w z z z z h

= ∨ = + ∧ = ∨

∨ = + ∧ = ∨ = +

где (xjl, yjl, z jl) — координаты l-й вершины j-го 
груза для j = 1, ..., N;
 � предметы не перекрывают друг друга:

 
( ( ) ( )) ( ( )

( )) ( ( ) ( )),
i j j j i i i j j

j i i i j j j i i

x x l x x l y y w

y y w z z h z z h

+ ∨ + ∨ + ∨

∨ + ∨ + ∨ +

l l l

l l l
 

 для i ≠ j, i, j = 1, ..., N; (16)

 � предметы не выходят за грани кузова ТС:

 
( 0) ( 0) ( 0) ( ( ))

( ( )) ( ( ));
i i i i i

i i i i

x y z L x l

W y w H z h

∧ ∧ ∧ + ∧

∧ + ∧ +

l l l l

l l
 (17)

 � масса размещенных предметов на поддоне 
не превышает грузоподъемности поддона:

 
1

;
N

i pod
i

m q
=
∑ m  (18)

 � отклонение центра тяжести упакованного 
ТС от центра (точки пересечения диагона-
лей) должно быть минимальным:

2 2
ц.т ц.т

2
ц.т

( /2) ( /2)
min;

( /2)

X L Y W
d

Z H

− + − +
= →

+ −
 (19)
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 � координаты центра тяжести загруженного 
кузова ТС расположены в допустимой об-
ласти G, т. е. в цилиндре:

 
2 2 2

ц.т ц.т

1 ц.т 2

( ) ( ) ;

.

x X y Y R

h Z h

− + − m

m m
 (20)

2. Эволюционный алгоритм для решения задач 
MVRPSF и 3DBPP

Для решения рассматриваемой задачи раз-
ра ботан алгоритм VRPSF-3D на базе эво лю-
ци онного алгоритма (μ + λ)-EA (Evolu tio na ry
Algorithm, EA) [6, 7]. В отличие от генетических 
алгоритмов, в алгоритме (μ + λ)-EA применяется 
только оператор мутации (случайным образом 
выбираются два клиента и меняются местами 
в маршруте), при этом параметр λ — это число 
потомков (новых маршрутов), а параметр
μ —  число родителей (сгенерированных марш-
рутов), при этом детерминировано выбира-
ются луч шие по целевой функции потомки
(0 < λ < μ). На рис. 3 приведен алгоритм
VRPSF-3D для решения задачи MVRPSF.

3. Численный эксперимент для оценки 
эффективности алгоритма VRPSF-3D

Численные эксперименты проводили на 
вычислительной машине Intel Core i5 с часто-
той 2,6 GHz и оперативной памятью 4 Гб на 
платформе 64-разрядной операционной систе-
мы Windows 8,1. Для решения задачи MVRPSF 
были реализованы два эволюционных алго-
ритма (1 + 1)-EA и (1 + 2)-EA и сгенерирова-
ны тестовые наборы (расстояния между кли-
ентами, между клиентами и пунктами доза-
грузки), значения спроса соответственно для 
25 и 45 клиентов, пункты дозагрузки варьи-
ровались от 1 до 5. В тестовом наборе данных 
CnSnαDq обозначение Сn — это число клиентов
(n = 25; 45); Snα — число пунктов дозагрузки 
(nα = 0, ..., 5); Dq — число прогонов (q = 7); 400I 
и 500I — число итераций (400 и 500) алгорит-
мов. Каждый тестовый набор прогонялся семь 
раз. В табл. 1 приведено сравнение средних 
стоимостей маршрутов для 25 клиентов и пяти 
дозагрузочных пунктов, на рис. 4, а, б (см. вто-
рую сторону обложки) приведены диаграммы 
для результатов табл. 1 и среднего времени ра-
боты алгоритмов (1 + 1)-EA и (1 + 2)-EA.

В табл. 2 приведено сравнение средних сто-
имостей маршрутов для 45 клиентов и пяти 
дозагрузочных пунктов, на рис. 5, а, б (см. вто-
рую сторону обложки) приведены диаграммы 

Рис. 3. Алгоритм VRPSF-3D для решения задачи MVRPSF

Таблица 1
Сравнение средних стоимостей маршрутов для 25 клиентов

Набор 
данных

Алгоритм

(1 + 1)- 
ЕА(400I)

(1 + 1)- 
ЕА(500I)

(1 + 2)- 
ЕА(400I)

(1 + 2)- 
ЕА(500I)

C25S5 379511,688 373939,880 365331,214 366879,060

C25S4 377455,978 377646,850 366516,772 365728,245

C25S3 389652,783 389228,222 373778,422 375115,648

C25S2 417374,221 410995,140 400887,474 398608,087

C25S1 436645,971 434722,761 425910,131 420026,363

C25S0 472241,377 468573,985 455591,205 456230,756
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для результатов табл. 2 и среднего времени ра-
боты алгоритмов (1 + 1)-EA и (1 + 2)-EA.

Как показали численные эксперименты, 
лучший результат показал алгоритм (1 + 2)-EA, 
меньше вычислительного времени затрачивает 
алгоритм (1 + 1)-EA, при этом на стоимость 
маршрута оказывает влияние число пунктов 
дозагрузки: она меньше при их числе, равном 
пяти (в данном эксперименте).

Рассмотрим пример поиска маршрута для 
доставки оборудования в различные горо-
да Башкирии на реальных данных предпри-
ятия. Депо расположено в Уфе, клиенты на-
ходятся в шести городах: в Октябрьском (спрос
q1 = 15 на шкафы АСКУЭ), Стерлитамаке (спрос 
q2 = 25), Ишимбае (спрос q3 = 9), Кумертау (спрос
q4 = 8), Агидели (спрос q5 = 6), Учалах (спрос 
q6 = 10). Пункт дозагрузки в Салавате. Грузо-
подъемность ТС — 20 шкафов. Стоимость часа 
аренды ТС — 1000 руб. Расход ТС на 100 км
равен 15 л (стоимость 1 л топлива равна

41,64 руб.), средняя скорость ТС — 90 км/ч. 
Алгоритмом (1 + 1)-ЕА найден маршрут Уфа — 
Стерлитамак — Салават — Стерлитамак — 
Ишимбай — Салават — Кумертау — Агидель — 
Нефтекамск — Октябрьский — Уфа — Учалы —
Уфа, длина маршрута составила 1985 км, за-
траты (топливо и аренда ТС) равны 49 054 руб. 
(рис. 6). Алгоритмом (1 + 2)-ЕА получен марш-
рут Уфа — Стерлитамак — Салават — Стерли-
тамак — Ишимбай — Салават — Кумертау — 
Учалы — Уфа — Октябрьский — Нефтекамск — 
Агидель — Уфа, длина маршрута — 1791 км, 
затраты составили (на топливо и аренду ТС) 
45 687 руб (рис. 7).

Стоимость маршрута состояла из стоимо-
стей аренды ТС (costrent) и стоимости бензина 
ТС (costpetrol), каждая из которых вычислялась со-
ответственно по следующим формулам:
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Рис. 6. Маршрут Уфа — Стерлитамак — Салават —Стер-
литамак — Ишимбай — Салават — Кумертау — Агидель —
Нефтекамск — Октябрьский — Уфа — Учалы — Уфа (алго-
ритм (1 + 1)-ЕА)

Рис. 7. Маршрут Уфа — Стерлитамак — Салават — Стер-
литамак — Ишимбай — Салават — Кумертау — Учалы — 
Уфа — Октябрьский — Нефтекамск — Агидель — Уфа (ал-
горитм (1 + 2)-ЕА)

Таблица 2
Сравнение средних стоимостей маршрутов для 45 клиентов

Набор 
данных

Алгоритм

(1 + 1)- 
ЕА(400I)

(1 + 1)- 
ЕА(500I)

(1 + 2)- 
ЕА(400I)

(1 + 2)- 
ЕА(500I)

C45S5 691982,023 692911,677 675945,203 679537,390

C45S4 716029,800 714792,839 703425,290 699705,519

C45S3 724870,755 716403,365 707629,317 704713,844

C45S2 733388,352 728944,069 715523,360 710660,777

C45S1 811113,063 800260,047 789023,352 788447,802

C45S0 836895,690 832073,433 826121,102 822050,662
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при этом средняя скорость ТС v равнялась
80 км/ч; расход топлива на 100 км — 15 л; стои-
мость одного литра топлива составила 45 руб., 
стоимость аренды ТС в ед. времени — 1000 руб.

Заключение

В статье были рассмотрены задачи опера-
ционного планирования, а именно: задача 
маршрутизации для доставки груза различным 
клиентам с учетом возможности дозагрузки и 
задача размещения его в ТС перед отправкой 
клиентам. Для задачи маршрутизации с воз-
можностью дозагрузки предложена модифи-
кация известной математической модели, учи-
тывающая при необходимости раздельную до-
ставку груза (в том случае, когда груз клиента 
превышал грузоподъемность ТС).

Для перечисленных задач разработаны эво-
люционные алгоритмы (1 + 1)-ЕА и (1 + 2)-ЕА, 
учитывающие возможность дозагрузки и раз-
дельную доставку груза, а также программное 
обеспечение, которое было апробировано на 
предприятии для доставки специального обо-
рудования в различные города Башкирии. По-
скольку рассматриваемая задача является но-
вой, не существует как набора тестовых данных, 
так и результатов других методов решения для 
проведения сравнительного анализа. В связи 

с этим было сгенерировано 30 тестовых наборов 
данных. Был проведен численный эксперимент 
(в статье приведены лишь частичные результа-
ты эксперимента), который показал, что реше-
ния, полученные с помощью эволюционного 
алгоритма (1 + 2)-ЕА, имеют лучшие значения 
целевой функции, чем решения, полученные 
с помощью (1 + 1)-ЕА, но алгоритм (1 + 1)-ЕА 
работает быстрее примерно в 3 раза.

Список литературы

 1. Langevin A., Riopel D. Logistics Systems: Design and 
Optimization. New York: Springer, 2005. 388 p.

 2. Транспортная стратегия Российской Федерации на 
период до 2030 г. URL: http://www.mintrans.ru/documents/
detail.php?ELEMENT_ID.

 3. Моргунов В. И., Джабраилов А. Э. Маркетинг. Логи-
стика. Транспортно-складские логистические комплексы. 
М.: Издательско-торговая корп. "Дашков и К", 2010. 388 с.

 4. Toth P., Vigo D. The Vehicle Routing Problem. Philadel-
phia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2002. P. 386.

 5. Bard J. F., Huang L., Dror M., Jaillet P. A branch and cut 
algorithm for the VRP with satellite facilities // IIE Transactions 
(Institute of Industrial Engineers). 1998. Vol. 30, N. 9. P. 821—834.

 6. Rechenberg I. Evolutionsstrategie: Optimierung Тechnischer 
Systeme nach Prinzipien der Вiologischen. Stuttgart: Fromman-
Holzbook Verlag, 1973. 170 p.

 7. Борисовский П. А., Еремеев А. В. О сравнении не-
которых эволюционных алгоритмов //Автоматика и теле-
механика. 2004. № 2. С. 3—9.

 8. Юсупова Н. И., Валеев Р. С. Рациональное раз-
мещение грузов в контейнеры с учетом их физических 
характеристик с помощью роботизированного комплекса // 
Информационные технологии. 2011. № 5. С. 30—36.

A. F. Valeeva, D.Sc. Professor, aida_val2004@mail.ru, I. A. Yanturin, Master student, yanturin.ilmir@gmail.com,
R. S. Valeev, PhD., Associate Professor, ruslan_valeev@inbox.ru,

Ufa State Aviation Technical University, Ufa, 450008, Russian Federation

About One Problem of the Goods Delivery to Various Customers
with Possibility of Additional Loading

The routing problem of the goods delivery for various customers accounting a possibility of additional loading for a missing order 
in correspondent points is considered in the paper (Modified Vehicle Routing Problem with Satellite Facilities, MVRPSF). The 
mathematical model of the MVRPSF problem is presented, it includes such restrictions as the carrying capacity of transport vehicles 
(TV), the presence of depots and additional loading points, the separate delivery. The evolutionary algorithm that provides obtaining 
the rational routes of the goods delivery to various customers with preliminary disposition of orders in a transport vehicle is developed.
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