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ПРИКЛАДНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫПРИКЛАДНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ
APPLICATION INFORMATION SYSTEMSAPPLICATION INFORMATION SYSTEMS

Представлен анализ квазипериодических режимов произвольного автогенератора при многочастотном воз-
буждении. Определены три основных возможных режима. В режиме многочастотной синхронизации спектр ге-
нератора содержит те же фундаментальные частоты, что и спектр сигнала возбуждения. При недостаточной 
амплитуде возбуждения возникает режим биений, в спектре которого присутствуют гармоники некоторой 
дополнительной частоты, определяемой как внутренними свойствами самого генератора, так и амплитудой 
гармоник возбуждения. Внутренняя частота, как правило, становится дополнительной фундаментальной за 
исключением особых точек, в которых она становится рациональной комбинацией фундаментальных частот 
внешнего возбуждения. Численные примеры представлены анализом генератора при квазипериодическом двух-
частотном возбуждении на основе фазовой макромодели. Рассмотрены основные проблемы нахождения стаци-
онарного решения фазового уравнения возбужденного генератора методом гармонического баланса.
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Анализ установившихся колебаний в автогенераторе
при многочастотном возбуждении1

Введение

Моделирование  явления синхронизации яв-
ляется основной проблемой при анализе систем 
слабо связанных автогенераторных схем [1, 2].
При этом особый интерес для исследований 
представляют условия синхронизации в автоге-
нераторных ансамблях [3]. Однако поведение ан-
самбля генераторов не исчерпывается режимом 
полной синхронизации, поскольку в ансамбле 
могут существовать частично синхронизирован-
ные (кластерные) состояния [4], которые харак-
теризуются квазипериодическими колебаниями.

Каждый генератор в ансамбле находится 
под воздействием других генераторов, поэто-
му его поведение определяется колебательны-
ми процессами в одиночном генераторе при 
квазипериодическом внешнем возбуждении. 
Поэтому задача анализа такой элементарной 
конфигурации может стать базовой для анали-
за более сложных систем взаимодействующих 
генераторов.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 19-07-00733).

Публикации, непосредственно посвященные 
этой проблеме, ограничены частными случая-
ми. Работы по квазипериодическому возбужде-
нию лазеров [5] ориентированы на их специ-
фику и не позволяют получить результаты для 
произвольного генератора. В работе [6] иссле-
дованы частотно-модулированные возбужде-
ния одиночного колебательного нейрона, пред-
ставленного пороговым устройством на основе 
генератора Ван-дер-Поля. Однако такой подход 
не позволяет анализировать произвольный ге-
нератор при стационарном квазипериодическом 
возбуждении. В некоторых работах рассматри-
ваются автономные генераторы с многочастот-
ными колебаниями при чисто периодическом 
возбуждении [7], но этот случай не относится 
к анализируемой проблеме.

Целью данной работы является анализ 
характера поведения произвольного перио-
дического (одночастотного) генератора при 
многочастотном возбуждении. Обсуждается 
зависимость числа фундаментальных частот 
генератора от уровня возбуждения и дается 
определение трех квазипериодических режи-
мов работы генератора. Обоснованность пред-
ложенной концепции подтверждается числен-
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ными экспериментами с использованием фа-
зовой макромодели.

Статьи организована следующим образом. 
В разделе 1 представлены основы теории ква-
зипериодических колебаний. Раздел 2 опи-
сывает применение модели Адлера к анализу 
генератора при периодическом возбуждении. 
В разделе 3 представлены три основных ре-
жима поведения генератора при квазиперио-
дическом многочастотном возбуждении. Не-
которые аналитические выражения для случая 
двухчастотного возбуждения получены в раз-
деле 4. Результаты численного моделирования, 
представленные в разделе 5, демонстрируют 
существование представленных режимов ра-
боты генератора при квазипериодическом воз-
буждении. Раздел  6 посвящен проблемам по-
лучения уравнений гармонического баланса 
для нахождения стационарных решений фазо-
вого уравнения.

1. Квазипериодические сигналы

Любое многочастотное колебание может быть 
определено через функцию тора u(τ1, τ2,..., τn), ко-
торая является 2π-периодической по каждой из 
переменных τ1, τ2,..., τn [8, 9]. Соответствующий 
сигнал выражается как x(t) = u(ω1t, ω2t,..., ωnt),
где ωi — несоизмеримые значения фундамен-
тальных частот. Фундаментальные частоты до-
пускают неоднозначное определение: если лю-
бую ωi заменить на

 i i jk′ω = ω + ω  (1)

с любым целым числом k, то полученные зна-
чения также образуют набор фундаментальных 
частот, поскольку функция ...,( ,...)i ju m′τ − τ  
2π-периодична по i′τ  и также представляет 
функцию тора.

Частный случай квазипериодической функ-
ции представляет сумма синусоид. Другим 
примером является модулированное колеба-
ние с фундаментальными частотами ω1 = ωcar 
(несущая частота), ω2 = ωmod (частота модуля-
ции). Для амплитудной модуляции (AM) с ин-
дексом модуляции m функция тора при сину-
соидальных сигналах имеет вид

 (( , ) 1 sin sin( )).( )car mod car mod modu A mτ τ = + τ τ  (2)

Функцию тора мо жно разложить в ряд Фурье:

 ( )0( ) cos .k k
k

u U Uτ = + + φ∑ kt  (3)

Здесь мы используем векторную форму обо-
значений t = (τ1, ..., τn), k = (k1, ..., kn).

Из выражения (3) получаем многомерный 
ряд Фурье для x(t) с вектором фундаменталь-
ных частот ( )1 2, , , n= ω ω … ωW

 ( )0( ) ( ) cos .k k
k

x t u t U U t= = + + φ∑ kW W  (4)

Постоянный член U0 равен среднему значе-
нию x  функции x(t):

 0
0

1
lim ( ) .

T

T
U x x t dt

T→∞
= = ∫  (5)

Производная по времени от ряда (4) также 
является квазипериодической функцией:

 ( )( ) sin .k k
k

x t U t= − + φ∑k k� W W  (6)

В отличие от производной (6) интеграл от 
выражения (4) дополнительно содержит ли-
нейную функцию с множителем x , опреде-
ленным в соотношении (5):

 ( )
0

( ) sin .
t

k
k

k

U
x d xt tϑ ϑ = + + φ∑∫ k

k
W

W
 (7)

Из выражения (7) следует, что 

0

( ) ( )
t

x t x d xt= ϑ ϑ −∫�  также является квазипери-

одической функцией, имеющей то же число 
фундаментальных частот, что и x(t).

Теперь рассмотрим фазово-модулирован-
ное колебание, определенное как W(t) = F(θ(t)) 
с 2π-периодической функцией F и мгн овенной 
фазой θ(t). Мгновенная частота колебаний — это 
производная по времени ( ) ( )/ .ins t d t dtω = θ  Пусть 
ωins(t) представляет собой  n-периодическую 
функцию со средним значением insω  и векто-
ром фундаментальных частот Wins. Результат, 
полученный из (7) для функции вида ( ),x t�  
справедлив и для функция ( ) ( ) ,inst t tθ = θ − ω�  
имеющей аналогичный вид. Эта функция по-
этому также является n-периодической. При 
этом, если ( )tθ�  определяется функцией тора 

( ),ins
insu τ  то колебание

 ( ) ( ( )) ( ( ))insW t F t F t t= θ = ω + θ�  (8)

является (n + 1)-периодической функцией с век-
тором фундаментальных частот ( , )ins

insω W  и 
функцией тора ( ( ).)) (, ins ins

mean mean insU F uτ τ = τ + τ
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2. Уравнение Адлера

Хорошо известное уравнение Адлера [10] 
было предложено для получения условий за-
хвата частоты и фазы LC-генератора с соб-
ственной частотой ω внешним синусоидаль-
ным сигналом с частотой :exω = ω − Δω

 sin ,
d

bA
dt

ϕ
= Δω − ϕ  (9)

где A — это амплитуда внешнего сигнала воз-
буждения; /2osc oscb QA= ω  — чувствительность 
генератора к возбуждению; Q — добротность 
контура.

Поведение синхронизированного генерато-
ра соответствует решению (9) в виде постоян-
ного фазового сдвига ϕ0. Подставив ϕ(t) = ϕ0
в выражение (9), получим алгебраическое 
уравнение относительно ϕ0:

 0sin .bAΔω = ϕ  (10)

Решение уравнения (10) существует в том 
случае, если выполняется условие синхрони-
зации Δω m bA. Поэтому амплитуда синхрони-
зации (Asyn) в точке захвата определяется как

 / .synA b= Δω  (11)

Если амплитуда возбуждения меньше, чем 
Asyn (11), то в генераторе возникает двухчастот-
ный режим биений с сигналом генератора вида

 ( ) sin( ( )) sin( ( )).osc osc exV t A t A t t= θ = ω + ϕ  (12)

Здесь ( ) ( )ext t tθ = ω + ϕ  — это полная фаза, 
а ее производная по времени — это мгновен-
ная частота генератора:

 ( ) / .ins ex
d

t d dt
dt

θ
ω = = ω + ϕ  (13)

Из выражений (9), (13) получаем

 ( ) sin .ins osct bAω = ω − ϕ  (14)

Детальный анализ режима бие-
ний для генератора Адлера позво-
лил получить в работе [11] сложное 
неявное выражение для фазы на 
основе решения (10).

Здесь мы выведем простую яв-
ную формулу для случая малой ве-
личины возбуждения A n Asyn или 
bA n 1. В этом случае, отбросив 
член bAsinϕ в выражении (9), полу-

чим приближенное уравнение /d dtϕ ≈ Δω�  
с решением ( ) .t tϕ ≈ Δω�  Подставив ( )tϕ�  в урав-
нение (14), найдем отклонение ins ins osc−Δω = ω ω
в виде

 sin( ).ins bA tΔω = − Δω  (15)

Таким образом, малое синусоидальное воз-
буждение приводит к синусоидальной форме 
мгновенной частоты. Частота синусоиды равна 
Δω, а ее амплитуда пропорциональна ампли-
туде возбуждения с коэффициенто м, равным 
чувствительности генератора к возбуждению. 
Из уравнения (15) имеем 0insΔω = , поэтому 
фундаментальными частотами колебания (12) 
являются ωex и Δω в силу (8).

На рис. 1 показаны результаты моделирова-
ния переходного процесса (9) с достаточным 
временем моделирования для достижения ста-
ционарного решения. Параметры модели: b =
= 100, ω = 100 Гц, Δω = 4.8 Гц, b = 100, ω = 100 Гц,
Δω = 4,8 Гц. Из выражения (11) получаем, что 
Asyn = 0,048. Моделирование проводили для 
разных уровней возбуждения, определяемых 
относительным параметром a = A/Asyn.

Для малых значений возбуждения (a = 0,1; 
0,3) формы сигналов близки к асимптотиче-
ским выражениям (15). Графики мгновенных 
частот для a = 0,7; 0,9; 0,99 заметно отличают-
ся от синусоид, и их периоды увеличиваются 
с ростом a.

Из периодичности мгновенной частоты 
(рис. 1) следует, что колебания (12) являют-
ся двухпериодическими из-за указанных выше 
свойств фазово-модулированного колебания (8).

Периоды Tint сигналов мгновенной частоты 
соответствуют внутренней частоте генератора, 
представленной в виде [11]

 2,¡ ¡ 1 ,int ex int int aω = ω − Δω Δω = Δω −

а соответствующий период представляется 
в виде 2 / .int intT = π Δω

Рис. 1. Сигналы мгновенного отклонения частоты для различных амплитуд 
возбуждений с относительными величинами a
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Здесь мы используем Δωint в качестве фунда-
ментальной частоты вместо ωint в соответствии 
с выражением (1). Фаза ϕ(t) в соотношениях 
(9), (13) увеличивается на 2π за период Tint. Из 
(9), (13) можно получить среднее отклонение 
частоты как 2 ./ins int intTΔω = π = Δω  Это равен-
ство подтверждается спектром Δωins, получен-
ным численно методом БПФ (рис. 2). Нулевая 
гармоника ( insΔω ) равна частоте Δωint.

3. Квазипериодические режимы 
в возбужденном автогенераторе

Указанные выше особен ности пов едения 
LC-генератора характерны для произвольной 
генераторной схемы при периодическом воз-
буждении (см., например, работу [12]) и могут 
быть описаны следующим образом.

В автономных генераторах частота опреде-
ляется свойствами системы, и в системе су-
ществует неоднозначное периодическое реше-
ние с произвольной фазой. Если к генератору 
приложено достаточно большое периодическое 
возбуждение, то происходит синхронизация. 
Поведение генератора при синхронизации 
аналогично поведению системы с вынужден-
ными колебаниями — частота совпадает с ча-
стотой возбуждения, а фиксированная фаза 
колебаний определяется амплитудой и формой 
сигнала возбуждения.

Если амплитуда возбуждения меньше уров-
ня синхронизации, то в генераторе возника-
ют квазипериодические колебания с двумя 
фундаментальными частотами. Одна из них 

всегда является частотой возбужде-
ния ωex, а другая — это внутренняя 
частота генератора ωint, зависящая 
как от значения возбуждения, так 
и от свойств генератора (рис. 3, а). 
При малом возбуждении внутрен-
няя частота близка к собственной 
частоте генератора ωosc. В точке би-

фуркации, равной амплитуде синхронизации, 
внутренняя частота становится равной частоте 
внешнего возбуждения, что приводит к одно-
частотным колебаниям режима синхрониза-
ции. Точки бифуркации для разных частот 
возбуждения образует границу области захвата 
(язык Арнольда , рис. 3, б).

Следует отметить, что периодические коле-
бания могут также существовать в некоторых 
особых точках при сигнале возбуждения ниже 
уровня синхронизации, если внутренняя ча-
стота в такой точке является рациональной 
дробью относительно частоты возбуждения 

( / ,)int exp qω = ω  где p, q — взаимно простые це-
лые числа. В этом случае частоту возбуждения 
и внутреннюю частоту можно рассматривать 
как гармоники чисто периодического колеба-
ния с общей фунд аментальной частотой

 / / .com ex intq pω = ω = ω  (16)

Мы считаем естественным предположить, 
что генератор при многочастотном квазипери-
одическом возбуждении ведет себя аналогично 
представленному выше периодически возбуж-
денному генератору:

1. Если сигнал возбуждения содержит K 
фундаментальных частот, то в сигнале генера-
тора имеется либо K, либо K + 1 фундамен-
тальных частот.

2. В режиме биений колебания содержат
K + 1 фундаментальных частот, из которых 
K совпадают с фундаментальными частотами 
возбуждения, а дополнительная внутренняя 
частота зависит от свойств генератора и ам-
плитуды возбуждения. Фазы гармоник генера-
тора содержат произвольный сдвиг фазы гар-
моники внутренней частоты.

3. К-периодические колебания всегда по-
являются при достаточно большой амплитуде 
возбуждения. Такое поведение генератора ана-
логично вынужденным K-периодическим коле-
баниям в неавтономной системе: фундаменталь-
ные частоты генератора и возбуждения совпа-
дают, и фазы гармоник генератора однозначно 
определяются фазами гармоник возбуждения.

4. Режим генератора со спектром, однознач-
но зависящим от спектра квазипериодического 
возбуждения, можно рассматривать как режим 

Рис. 2. Начальные три гармоники спектра сигнала для a = 0,99

Рис. 3. Генератор с собственной частотой fosc при частоте воз-
буждения fex:
а — зависимость фундаментальных частот генератора от ам-
плитуды возбуждения Aex; б — язык Арнольда для малых 
возбуждений
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многочастотной синхронизации. Предложен-
ное определение является естественным обоб-
щением понятия синхронизации генератора, 
возбуждаемого периодическим сигналом на ге-
нератор при квазипериодическом возбуждении.

5. Вектор амплитуд гармоник возбуждения, 
при котором генератор переходит в синхро-
низированное состояние, представляет точку 
бифуркации. Множество точек бифуркации 
образует поверхность области синхронизации 
(захвата) генератора в пространстве амплитуд 
гармоник возбуждения.

6. K-периодические колебания могут возникать 
не только в режиме синхронизации, но и в не-
которых особых точках режима биений. В  этих 
точках внутренняя частота принимает значение 
рациональной комбинации фундаментальных 
частот возбуждения. Колебания в особых точках 
содержат произвольную фазу, определяемую на-
чальным значением уравнений генератора.

Далее мы рассмотрим некоторые аналити-
ческие и численные примеры, чтобы проде-
монстрировать состоятельность предлагаемой 
концепции.

4. Асимптотические выражения
для двухчастотного возбуждения

Для анализа генератора при многочастот-
ном возбуждении можно применить сглажен-
ную фазовую макромодель для произвольного 
генератора [13]. Макромодель описывает пове-
дение генератора  при возбуждении, определя-
емом гармониками с медленно меняющимися 
амплитудами и фазами. Для слабо нелинейно-
го синусоидального генератора при синусои-
дальном возбуждении макромодель совпадает 
с моделью Адлера (9). Для входной синусоиды 
с частотой ωex и медленно меняющимися ам-
плитудой A(t) и фазой ψ(t) уравнение сводится 
к обобщению (9) в виде обыкновенного диф-
ференциального уравнения (ОДУ):

 ( ) sin( ( ) ).
d

bA t t
dt

ϕ
= Δω − ψ + ϕ  (17)

Здесь мы рассмотрим генератор при двух-
периодическом возбуждении сигналом АМ (2), 
для которого решение (17) не может быть полу-
чено в аналитическом виде. Поэтому применим 
асимптотические подходы, основанные на со-
отношении для узкополосного модулированно-
го сигнала ωmod n ωcar, что дает возможность 
применить многоскоростные методы [14].

При малой амплитуде возбуждения можно 
использовать формулу (15) к каждой гармо-

нике возбуждения, что позволяет записать
аналогичное выражение для случая изменяю-
щейся во времени амплитуды: Δωinst =
= –bA(t)sinΔωt. Это выражение можно запи-
сать  в несколько иной форме, обозначив 

0( ),inst t AΔω�  — сигнал мгновенной частоты, по-
лученный из периодического решения (9) и 
применения (13) для возбуждения с амплиту-
дой A0. Тогда с учетом (15) легко получить

 0 0( )/ ,( .)inst inst A t A AΔω = Δω�  (18)

Выражение (18) справедливо для любого 
малого A0, но чтобы обеспечи ть лучшую точ-
ность, следует взять A0, которое наилучшим 
образом аппроксимирует модулированное воз-
мущение. В наших экспериментах значение 
A0 брали равным амплитуде несущей часто-
ты. Результаты расчетов (19), (20) объединены 
на двух графиках на рис. 4, а (см. четвертую 
сторону обложки). Глубина AM-возбуждения
m = 0,5. Графики Δωinst для а = 0,3 показаны 
в верхнем ряду, а для a = 0,8 — в нижнем. На 
каждом из графиков даны две кривые: крас-
ная — полученная решением (17), и синяя — по-
лученная аппроксимацией (18). При а = 0,3 обе 
кривые практически совпадают, а при а = 0,8
формы кривых существенно различаются, но 
их амплитуды имеют близкие значения.

Другой вариант получения асимптотиче-
ского решения (17) был рассмотрен для боль-
шой амплитуды возбуждения: A(t) . Asyn для 
всех t. В этом случае можно рассматривать по-
ведение генератора как медленно меняющийся 
режим синхронизации и заменять фиксиро-
ванное значение фазы захвата ϕ0 в (10) медлен-
ной функцией ψ (t):

 ( ) sin ( ).bA t tΔω = ψ  (19)

Продифференцировав (19) по времени, найдем

 sin ( ) ( ) cos ( ) ¡ 0.
dA d

b t bA t t
dt dt

ψ
ψ + ψ =  (20)

Отсюда получим отклонение мгновенной 
частоты / :inst d dtΔω = ψ + Δω :

 
22 2 2

• / • /
.

( )( ) ( )

inst

dA dt dA dt

bA tA t b A t

Δω − Δω =

Δω Δω
= − ≈ −

− Δω
 (21)

Для синусоидального AM-сигнала A(t) (2) 
найдем из (21)

 
( )

cos
¡.

1 sin
mod

inst
mod

t
bA m t

Δω ω
Δω − Δω = −

+ ω
 (22)
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Обратная пропорциональность величины 
instΔω − Δω  амплитуде несущей A подтвержда-

ется результатами моделирования (рис. 4, б, 
см. четвертую сторону обложки).

5. Численные эксперименты по определению 
точек бифуркации и сингулярных точек

Приведенные выше асимптотические вы-
ражения были получены на основе использо-
вания медленного характера модуляции для 
случаев, когда сигнал возбуждения либо всег-
да ниже (см. (19)), либо всегда выше (см. (22)) 
уровня синхронизации. Такой подход в прин-
ципе не может применяться для получения 
решения в тех случаях, когда сигнал модуля-
ции в некоторые моменты времени пересекает 
уровень синхронизации. Когда возбуждение 
достаточно близко к уровню синхронизации, 
частота возникающих биений намного мень-
ше частоты модуляции (см., например, рис. 1, 
график для a = 0,99). В таком случае модуля-
ция не может рассматриваться как медленный 
сигнал, и поэтому нельзя применять много-
скоростные методы для получения выраже-
ний в ан алитической форме. Д ля проведения 
анализа поведения генератора в этих условиях 
требуются численные эксперименты.

Для анализа наличия точек бифуркации 
при переходе генератора в режим синхрониза-
ции выбирались те же параметры модели, ко-
торые приведены перед рис. 1: b = 100, ω = 
= 100 Гц. Использовались следующие пара-
метры АМ-возбуждения: отклонение несущей 
частоты Δω = 4,8 Гц, частота модуляции ωmod = 
= 0,5 Гц, индекс модуляции m = 0,5.

Результаты моделирования для относитель-
ных амплитуд несущей частоты возбужде-

ния — a = 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 показаны на рис. 5, а
(см. четвертую сторону обложки). Из кривых 
во временной области мгновенного отклоне-
ния частоты (левые графики) затруднительно 
определить число фундаментальных частот, 
поэтому оценивали также спектры сигналов 
(правые графики) с помощью БПФ.

На графиках видно, что в спектрах для
а = 0,7...0,8 гармоники распределены равно-
мерно с шагом, равным частоте модуляции 
(0,5 Гц). Таким образом, эти спектры представ-
ляют собой чисто периодические колебания 
мгновенной частоты. Нерегулярное распреде-
ление гармоник при a = 0,5... 0,6, свидетель-
ствует о квазипериодичности мгновенной ча-
стоты, т. е. о режиме биений. Таким образом, 
можно сделать вывод, что точка бифуркации 
между областями и биений синхронизации на-
ходится в интервале a = [0,6, 0,7].

Более точная оценка точки бифуркации на 
рис. 5, б (см. четвертую сторону обложки) опреде-
ляет узкий интервал вокруг точки [0,6666; 0,6667].
Спектр для a = 0,6667 содержит только гар-
моники, кратные частоте модуляции (0,5 Гц), 
а для a < 0,6667 имеются дополнительные гар-
моники, полученные в результате смешения 
частоты модуляции с внутренней частотой ге-
нератора.

Для тестирования существования сингуляр-
ных точек в пространстве параметров возбуж-
дения была взята следующая модель: b = 100,
ω = 100 Гц, Δω = 1,5 Гц, частота модуляции
ωmod = 1 Гц, относительная амплитуда несущей 
a = 0,5. Индекс модуляции m был использован 
в качестве управляющего параметра. С помо-
щью экспериментов, аналогичных приведен-
ным на рис. 6 (см. четвертую сторону обложки), 
рис. 7, рис. 8 (см. четвертую сторону обложки), 
значение точки бифуркации было определено 

Рис. 7. Временные графики отклонения фазы:
а — для больших амплитуд; б — для малых амплитуд; в — зависимость средней частоты от амплитуды
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как m ∈ [0,66, 0,67]. Существование сингуляр-
ной точки подтверждается экспериментальны-
ми результатами на рис. 6, а (верхние графики 
для m = 0,3675 и нижние графики для синхро-
низированного генератора при m = 0,67), пред-
ставленными кривыми мгновенного отклоне-
ния частоты как во временной (левые графики), 
так и в частотной областях (правые участки). 
Сравнение периодических спектров для точки 
m = 0,3675 и для режима синхронизации при
m = 0,67 показывает соотношение 4:1 между 
частотами. Таким образом, найдена сингуляр-
ная точка m = 0,3675, соответствующая рацио-
нальной дроби p/q = 1/4 (см. (16)) с фундамен-
тальной частотой ωcom = ωmod/4 = 0,25 Гц.

Следующий эксперимент демонстрирует
(рис. 6, б, см. четвертую сторону обложки) 
изолированный характер сингулярной точки 
(средние графики на рис. 6, б), которой со-
ответствуют во временной области периоди-
ческие колебания с постоянной амплитудой,
а в частотной области — единственная гармо-
ника в узкой полосе вблизи 1 Гц.

Очень небольшие отклонения (Δm = ±0,0075) 
от особой точки приводят к модуляции вре-
менного сигнала (левые графики на рис. 6, б) и 
появлению дополнительной гармоники внут-
ренней частоты вблизи гармоники модуляции 
1 Гц (правые графики).

6. Применение метода гармонического баланса 
для нахождения квазипериодического решения 

фазового уравнения

В представленных выше численных экспе-
риментах гармоники квазипериодического ре-
шения фазового уравнения (17) определялись 
путем моделирования переходного процесса на 
длительном интервале и последующего при-
менения БПФ. Но такой способ часто не обе-
спечивает требуемую точность расчетов, а для 
больших ансамблей, кроме того, требует суще-
ственных вычислительных затрат. Поэтому мы 
рассмотрим возможность прямого получения 
спектра решения методом гармонического ба-
ланса (ГБ) [14].

Метод ГБ используется для решения ОДУ 
с внешним возбуждением v(t)

 ( ),
dx

g x v
dt

=  (23)

для определения стационарного квазиперио-
дического решения в виде усеченного до N + 1 
гармоники ряда Фурье (4). После подстановки 
(17) в уравнение (23) и приравнивания к нулю 

соответствующих гармоник невязки форми-
руется система алгебраических уравнений по-
рядка N + 1 относительно гармоник (U0, Uk, φk, 
k = 1, ..., N). Для решения системы используется 
какой-либо из вариантов метода Ньютона. Урав-
нения ГБ для свободных колебаний автогенера-
тора включают его собственную частоту как до-
полнительную переменную и условие фиксации 
фазы как дополнительное уравнение [15].

Особенностью фазового уравнения (17) по 
сравнению со стандартным ОДУ (23) является 
то, что правая часть (17) содержит 2π-пе рио-
дическую функцию sin(ψ(t) + ϕ). Другая осо-
бенность состоит в том, что решение (17) мо-
жет не представляться рядом (4), а содержать 
линейный член подобно интегралу (7). Так как 
решение (17) — это фаза генератора ϕ(t), то ко-
эффициент при линейном члене — это откло-
нение его средней частоты Δω , поэтому мож-
но записать

 ( ¡•) ( ).t t tϕ = Δω +ϕ  (24)

Здесь ( )tϕ  — квазипериодическая функция, 
а Δω  может быть определено нулевой гармо-
никой в спектре мгновенной частоты (см. 
рис. 2). Такой способ был использован в экс-
периментах по моделированию (17) с теми же 
параметрами, что и в примере на рис. 5 (см. 
четвертую сторону обложки), и с различными 
значениями относительной амплитуды воз-
буждения a. Примеры временных графиков 
отклонения фазы проведены на рис. 7, а, б, на 
которых видно, что при больших значениях а, 
соответствующих кривым на рис. 4, б (см. чет-
вертую сторону обложки), величина Äω  нуле-
вая, и фаза является чисто периодической 
функцией без линейного члена (рис. 7, а), 
а при малых амплитудах явно видно присут-
ствие линейного члена (рис. 7, б).

Подробно зависимость Δω  от амплитуды 
представлена кривой на рис. 7, в. До точки би-
фуркации (a < 0,67) это гладкая непрерывная 
кривая, представляющая внутреннюю фунда-
ментальную частоту в области биений: 

.intΔω = ω  После подстановки выражения (24) 
в (17) можно получить ОДУ относительно ква-
зипериодической функции ( ).tϕ  Для этого 
ОДУ аналогично уравнениям ГБ для автогене-
ратора [15] можно сформировать систему урав-
нений, включающую дополнительную неиз-
вестную ωint.

В области синхронизации кривая на рис. 7, в 
является кусочно-постоянной с точками пере-
ключения П1(0,71), П2(0,82), П3(0,98), П4(1,19), 
П5(1,45), П6(1,9). Разрывный характер этой за-
висимости объясняется на рис. 8 (см. четвер-
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тую сторону обложки), где показаны кривые 
мгновенной частоты (на одном периоде) вблизи 
(слева и справа) от точек П1, ..., П6. Видны ка-
чественные изменения в точке — после каждого 
переключения одна из полуволн исчезает. Зна-
чение скачка в каждой точке равно в данном 
случае частоте модуляции ωmod = 0,5 Гц, поэтому
в (24) линейный член ( )k aΔω =  — целое число, 
зависящее от амплитуды возбуждения.

Полученные результаты свидетельствуют 
о том, что разработка метода определения це-
лочисленного значения k является необходи-
мым условием для получения алгоритма реше-
ния фазового уравнения методом ГБ.

Заключение

Три стационарных режима могут существо-
вать при многочастотном возбуждении автогене-
ратора. Режим многочастотной синхронизации 
характеризуется совпадением фундаментальных 
частот генератора с фундаментальными часто-
тами возбуждения при достаточно большой 
амплитуде возбуждения. Многочастотный ре-
жим биений находится вне области синхрони-
зации, и его спектр помимо фундаментальных 
частот возбуждения содержит дополнительную 
внутреннюю фундаментальную частоту. Режим 
особых точек в некоторых изолированных точ-
ках вне области синхронизации характеризуется 
равенством числа фундаментальных частот ге-
нератора и числа фундаментальных частот воз-
буждения.

Проведенные численные эксперименты 
подтвердили появление точек бифуркации 
при переходе генератора в режим синхрониза-
ции. Существование особых точек вне области 
синхронизации и их изолированный характер 
также были продемонстрированы эксперимен-
тально.

Рассмотрены проблемы применения ме-
тода ГБ для фазового уравнения генератора, 
связанные с наличием в решении линейного 
члена. Представлено преобразование для фор-
мирования уравнений ГБ в стандартном виде. 
Указаны трудности применения метода ГБ 
в режиме многочастотной синхронизации.
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The analysis of the behavior of an oscillator under multi-frequency excitation is considered in the paper. The investigation 
is based on the phase macromodel. The paper shows that three steady-state modes can exist in oscillator under multi-frequency 
excitation. The synchronized (locked) mode can be defined as the coincidence of the oscillator fundamentals with the excitation 
fundamentals in the region of sufficiently large excitation magnitude. The unsynchronized (unlocked) mode exists outside the 
synchronized region and its spectrum contains additional intrinsic fundamental besides the excitation ones. Singular points 
mode in some isolated points outside the synchronized region is characterized by the equality of the number of the oscillator 
fundamentals with the number of the excitation fundamentals. Performed numerical experiments confirmed the appearance 
of bifurcation points while transition of oscillator into the synchronization mode. The existence of singul ar points outside the 
synchronization region and their isolated character was also experimentally demonstrated. The problems of finding a steady-
state solution of the phase equation of an excited oscillator by the Harmonic Balance (HB) method are considered. It is shown 
that main difficulties are connected with the presence of linear term in the steady-state solution. A transformation is proposed to 
provide the formation of HB equations for the phase micromodel in a standard form. Additional difficulties of HB simulations 
of synchronized oscillator phase equations are discussed.
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