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Метрики в модулярном векторном пространстве

Введение

В модулярной компьютерной системе счис ле-
ния числовые величины (mod ) {0,1,2, ... 1},A P P∈ −  
принадлежащие полной системе вычетов по 
модулю P, представлены векторами с компо-
нентами — наименьшими неотрицательными 
вычетами (абсолютно наименьшими) по про-
стым (взаимно простым) модулям:

1 1

(mod )

( (mod ),..., (mod ),.... (mod )),i i n n

A P

a p a p a p

↔
↔

 (1)

где (mod ), {0,1,..., 1}i i i ia A p a p≡ ∈ −  — вычет 
по модулю числовой величины A по одному из 
модулей 1{ ,... },i np p p∈  принадлежащих пол-
ной упорядоченной системе оснований моду-
лярной системы: 1 2... ... .i np p p p< < <

Векторы, определяемые соотношением (1), 
назовем модулярными.

Для анализа сходимости модулярных вычис-
лительных процессов, в частности процессов, 
в которых входные, промежуточные и выход-
ные числовые величины представлены в мо-
дулярной системе счисления (без выхода за ее 
пределы), рассмотрим свойства метрического 
векторного подпространства, элементами кото-
рого являются n-мерные модулярные векторы.

1. Свойства модулярного
векторного подпространства

Введем n-мерное линейное векторное про-
странство V  n, элементы которого — векторы 
с компонентами, имеющими ограниченное 
значение. Для ограничения значения компо-
нент используется операция вычисления наи-
меньших неотрицательных или абсолютно 
наименьших вычетов по некоторому фикси-
рованному модулю g, в частности по модулю 
максимального модулярного основания g = pn:
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Компоненты таких векторов будем считать 
цифрами представления некоторой числовой ве-
личины A в позиционной системе с основанием pn.

Векторное пространство V   n является линей-
ным. Для его элементов выполняются условия 
однородности и аддитивности:

 1(mod ) ( (mod ),...,

..., (mod ),..., (mod ));

n
n n

i n n n

k Z kA p ka p

ka p ka p

∀ ∈ ↔

 1 1( ) (mod ) (( )(mod ),...,

...,( )(mod ),....( )(mod )).

n
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A B p a b p

a b p a b p

+ ↔ +

+ +

Модулярные представления числовых величин в форме кортежей вычетов по взаимно простым модулям из 
некоторой конечной совокупности можно рассматривать как множество модулярных векторов. Множество 
модулярных векторов рассматривается как линейное подпространство в векторном пространстве, содержащем 
векторы с компонентами, имеющими ограниченное значение, его кольцевая структура не учитывается. Анали-
зируются свойства линейного модулярного подпространства, способы определения новых скалярных произведе-
ний, что позволяет ввести новые метрики. Введенные алгебраические конструкции предназначены для анализа 
сходимости многоразрядных параллельных вычислительных процессов в больших компьютерных диапазонах, опе-
рирующих с числовыми величинами в модулярном представлении. Введенные числовые векторные представления 
ориентированы на применение в модулярных реконфигурируемых вычислительных системах SIMD-архитектуры.

Ключевые слова: модулярное векторное подпространство, модулярные скалярные произведения, модулярные 
метрики, параллельный модулярный вычислительный процесс, многопроцессорная реконфигурируемая система
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В этом n-мерном векторном пространстве 
V  n введем подпространство W  n модулярных 
векторов, компоненты которых принадлежат 
полным системам вычетов по модулям соот-
ветствующих модулярных оснований. Вектор-
ное подпространство W  n назовем модулярным, 
его кольцевая структура при такой трактовке не 
учитывается. Элементами подпространства яв-
ляются модулярные векторы, значения компо-
нент которых ограничены результатами опера-
ций вычисления наименьших неотрицательных 
или абсолютно наименьших вычетов по отдель-
ным модулям выбранной модулярной системы 
счисления. После определения скалярного про-
изведения в векторном пространстве можно 
ввести ортогональное подпространство.

Модулярное подпространство W  n является 
линейным. Для его элементов
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a p a p a p
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↔
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выполняются условия однородности и адди-
тивности:

 1 1(mod ) ( (mod ),...,

..., (mod ),..., (mod ));i i n n

k Z kA P ka p

ka p ka p

∀ ∈ ↔

 1 1 1( ) (mod ) (( )(mod ),...,
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A B P a b p

a b p a b p

+ ↔ +
+ +

Операции над модулярными векторами — 
умножение на число и сложение — выполня-
ются посредством вычислений вычетов компо-
нент модулярных векторов по соответствую-
щим модулям [1, 2].

2. Модулярные скалярные произведения

Для введения в подпространстве W  n моду-
лярных векторов понятий ортогональности и 
базиса рассмотрим скалярные произведения.

Сформируем требования, которым должно 
удовлетворять модулярное скалярное произ-
ведение (A, B) двух векторов A, B, принадле-
жащих векторному модулярному подпростран-
ству W  n, учитывающее особенности модуляр-
ной системы счисления:
 � симметричность, равенство (A, B) = (B, A) 

должно выполняться для наименьших не-
отрицательных и абсолютно наименьших 
вычетов по модулю;

 � умножение на число скалярного произведения 
k(A, B) является произведением двух чисел;

 � для выполнения аддитивности ((A + B)C) =
= (A, C) + (B, C) сумму векторов в модуляр-
ном пространстве определим следующим 
образом:

 
(( ), ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0;

A B kP C A C B C k P C

A C B C

+ − = + − =
= + +

 � для выполнения условия неотрицательно-
сти модуля вектора используются наимень-
шие неотрицательные вычеты по модулю:

 ( , ) 0, ( , ) 0 при ,A M A A A A A∀ ∈ = = θl

где θ — нулевой модулярный вектор.
Введем скалярные произведения векторов 

с модулярными компонентами, принадлежа-
щих W  n.

Определение. В общем случае скалярное 
произведение следующего вида есть сумма 
скалярных произведений:

 1

1 1

,

( , ) ( , ) ( , ).

k

i
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k k

i i
i i

A kP C

A C k P C A C

=

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= + =

∑

∑ ∑

Определение. Скалярное произведение (пер-
вое) двух модулярных векторов A, B ∈ W  n яв-
ляется числом:
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( , ) | | | | ,
i i

n

i p i p
i

A B a b
=

= ∑  (2)

где | |
ii pa  — обозначена бинарная операция 

вычисления вычета по модулю pi в инфикс-
ной записи.

Замечание 2( , ) ( 1) .nA B n p< −
Введем модуль (первый) модулярного век-

тора как сумму квадратов вычетов по соответ-
ствующим модулям:
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| | | | | | .
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Замечание. В этих соотношениях и далее 
используется арифметическое значение ква-
дратного корня.

Для вычисления скалярного произведения 
(2) возможно использование наименьших не-
отрицательных или абсолютно-наименьших 
вычетов по модулю.
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Теорема Т-1. Для скалярного произведения 
(2) неравенство Коши—Буняковского имеет 
следующий вид:

 2 2

1 1 1
| | | | | | | | .

i i i i

n n n

i p i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Доказательство.
Сформируем выражение 2| | ( , ) ,C A B A B A= −  

которое возведем в квадрат:

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

| | (| | ( , ) )

(| | ) | | 2( , ) | | ( , ) | |

| | (| | | | ( , ) ).

C A B A B A

A B A B A A B A

A A B A B

= − =

= − + =

= −

Выполняется неравенство 2| | 0.C l  Следова-
тельно, выполняются неравенства

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1

(| | | | ( , ) ) 0, | | | | ( , ) или

| || | ( , ) или | | | | | | | | .
i i i i

n n n

i p i p i p i p
i i i

A B A B A B A B

A B A B a b a b
− − −

−

∑ ∑ ∑

l l

l m

Неравенство выполняется при использова-
нии наименьших неотрицательных вычетов или 
абсолютно наименьших вычетов по модулю.

Теорема Т-2. Для скалярного произведения 
(2) выполняется неравенство треугольника

 2 2 2

1 1 1
|( )| |( )| |( )| .

i i i

n n n

i i p i i p i i p
i i i

x z z y x y
= = =

− + − −∑ ∑ ∑l

Доказательство.
Выполняются следующие модульные соот-

ношения:

 
| | || | | | |

| | | | 0| ,
i i i i

i i

i i p i i p i i p p

i i p i i p i

x y x z z y

x z z y p

− = − + − =

= − + − −

где символом 0| ip  обозначены альтернативные 
варианты "или".

Следовательно,

 | | | | | | .
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

Возведем обе части неравенства в квадрат и 
просуммируем:

 

2

1

2 2

1

(|( )| 2|( )| ( )

|( )| ) |( )|

i i i

i i

n

i i p i i i ip p
i

n

i i p i i p
i

x z x z z y

z y x y

=

=

− + − − +

+ − −

∑

∑l

Применим неравенство Коши—Буняков-
ского, которое для модульных соотношений 
в данном случае имеет вид
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Получим
2
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или
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Теорема доказана.
В символике векторной алгебры скалярное 

произведение (2) имеет вид

 
1 1

т
1 1

( , ) ( (mod ),..., (mod ))Ѕ

Ѕ( (mod ),..., (mod )) ,

n n

n n

A B a p a p

b p b p

=

где т — символ транспонирования матрицы, 
вектора.

Введем модулярное (второе) скалярное про-
изведение векторов A, B ∈ W  n.

Определение. Модулярное (второе) скаляр-
ное произведение двух модулярных векторов 
A, B ∈ W  n есть число

 
1

( , ) | | .
i

n

i i p
i

A B a b
=

′ = ∑  (3)

Замечание. ( , ) ( 1).nA B n p′ < −
Для модулярного скалярного произведения 

(3), учитывая взаимно однозначное соответ-
ствие, возможно использование наименьших 
неотрицательных и абсолютно наименьших 
вычетов по модулю.

Определим второй модуль модулярного век-
тора A(modP) как сумму квадратичных выче-
тов по соответствующим модулям:

 2

1 1
( , ) | | | | ;

i i

n n

i i p i p
i i

A A a a a
= −

′ = =∑ ∑

 2

1
| | | | ;

i

n

i p
i

A a
−

= ∑  

2

2 2 2

1 1
| | | | | | .

i i

n n

i p i p
i i

A a a
− −

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

Для вычисления модулей модулярных век-
торов используются наименьшие неотрица-
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тельные вычеты, что не нарушает условие для 
скалярного произведения:

 ( , ) 0, ( , ) 0 при 0.A A A A A A∀ = =l

Теорема Т-3. Для модулярного скалярного 
произведения (3) неравенство Коши—Буня-
ковского имеет следующий вид:

 2 2

1 1 1
| | | | | | .

i i i

n n n

i i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Доказательство.
Сформируем следующее выражение:

 2| | ( , ) .C A B A B A′= −

Возведя выражение в квадрат, получим

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

| | (| | ( , ) )

(| | ) | | 2( , ) | | ( , ) | |

| | (| | | | ( , ) ).

C A B A B A

A B A B A A B A

A A B A B

′= − =

′ ′= − + =

′= −
Учитывая, что 2| | 0,C l  можно заметить, что 

для второго числового сомножителя, записан-
ного в виде разности квадрата модуля моду-
лярного вектора и квадрата скалярного произ-
ведения (3), должно выполняться условие 

 2 2 2(| | | | ( , ) ) 0,A B A B ′− l

следовательно,

 2 2 2| | | | ( , )A B A B ′l  и ( , ) | || |A B A B′ m

 или 2 2

1 1 1
| | | | | | .

i i i

n n n

i i p i p i p
i i i

a b a b
− − −
∑ ∑ ∑m

Неравенство выполняется при использова-
нии в левой части наименьших неотрицатель-
ных вычетов или абсолютно наименьших вы-
четов по модулю. В правой части неравенства 
возможно использование только наименьших 
неотрицательных вычетов по модулю, иначе 
нарушается соответствующее условие для ска-
лярного произведения.

Теорема Т-4. Для модулярного скалярно-
го произведения (3) выполняется неравенство 
треугольника

 

2 2

1 1

2

1

|( ) | |( ) |

|( ) | .

i i

i

n n

i i p i i p
i i

n

i i p
i

x z z y

x y

= =

=

− + −

−

∑ ∑

∑

l

l

Доказательство.
Выполняются следующие модульные соот-

ношения:

 
| | || | | | |

| | | | 0| ,
i i i i

i i

i i p i i p i i p p

i i p i i ip

x y x z z y

x z z y p

− = − + − =

= − + − −

где символом 0| ip  обозначены альтернативные 
варианты "или". Следовательно,

 | | | | | | .
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

Возведем в квадрат обе части неравенства

 2 2(| | | | ) (| | ) ,
i i ii i p i i p i i px z z y x y− + − −l

получим

2

2 2

| | | | | | | | | |

| | (| | ) .

i i i i i

i i

i i p i i p i i p i i p i i p

i i p i i p

x z x z z y x z z y

z y x y

− + − − + − − +

+ − −l
 (4)

Возьмем вычеты по модулю от каждого сла-
гаемого в обеих частях неравенства (4) и вы-
полним преобразования по модулю в левой 
части неравенства:

 

2

2

2

||( ) | |( )( )|

|( )( )| |( ) | |

( ) ;

i i

i i i

i
i

i i p i i i i p

i i i i p i i p p

i i p p

x z x z z y

x z z y z y

x y

− + − − +

+ − − + −

−

l

l

 

2

||( )( )|

|( )( )| |

( ) .

i

i i

i
i

i i i i i i p

i i i i i i p p

i i p p

x z x z z y

x z z y z y

x y

− − + − +

+ − + − −

−

l

l

В результате получим соотношение, которое 
показывает, что левая часть не меньше правой 
части:

 2||( )| |( )| | ( ) .
i i i

i
i i p i i p p i i p

x y x y x y− − −l

Заметим, что при z = 0 нестрогое неравен-
ство превращается в равенство.

После возведения в квадрат обеих частей 
неравенства (4) и вычисления вычетов по мо-
дулю окончательно получим слева сумму че-
тырех вычетов по модулю, которая не меньше 
правой части, содержащей одиночный вычет 
по модулю:

 

2

2 2
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После суммирования в обеих частях нера-
венства получим
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Применим неравенство Коши—Буняков-
ского, которое для данного случая имеет вид
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В результате получим:
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или
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Теорема доказана.
Определение. Модулярный оператор линей-

ной свертки ( (mod ))S A B P⋅  двух модулярных 
векторов A, B ∈ W  n вычисляется следующим 
образом:
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 (5)

Рассмотрим вопрос базиса в модулярном 
векторном подпространстве W  n. В векторном 
модулярном подпространстве W  n существует 
как минимум один ортонормированный базис, 
состоящий из базисных векторов модулярной 
системы счисления:
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Базис ортонормированный, скалярные про-
изведения (2) и (3) взятых попарно базисных 
векторов равны нулю [3, 4]:

т

( , ) ( , )

(0,...,1(mod ),...,0) (0,...,1(mod ),...,0) 0.

i j i j

i j

B B B B

p p
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= ⋅ =

Базисом в векторном пространстве является 
любая совокупность линейно независимых век-
торов, он может быть найден стандартными мето-
дами. Решение неоднородной системы линейных 
алгебраических уравнений, столбцами которой 
являются базисные векторы, дает разложение по 
этому базису произвольного вектора, записывае-
мого в правой части системы уравнений.

3. Метрики в векторном модулярном 
подпространстве

Для анализа сходимости модулярных вы-
числительных процессов введем два вида рас-
стояний или метрик (аналогов евклидового 
расстояния) на множестве n-мерных модуляр-
ных векторов из подпространства W  n через их 
скалярные произведения.

Определение. Модулярное расстояние между 
двумя модулярными величинами — векторами 
A, B ∈ W  n — на основе скалярного произведе-
ния (2) есть число
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1
( , ) | | .

i

n

i i p
i

l A B a b
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= −∑

Определение. Модулярный вес модулярного 
вектора А на основе скалярного произведения 
(2) есть модулярное расстояние между произ-
вольным модулярным вектором и нулевым:

 1 1 2

1
( ) ( , ) | | ( , ).

i

n

i p
i

w A l A a A A
=

= θ = =∑

Модулярный вес, полученный на основе 
скалярного произведения (2), совпадает с пер-
вым модулем вектора в модулярном векторном 
подпространстве nW .

Теорема Т-5. Модулярное расстояние 
1( , )l A B  между двумя модулярными векторами 
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A, B ∈ W  n на основе скалярного произведения 
(2) является метрикой.

Доказательство.
Используя арифметическое значение ква-

дратного корня, можно получить:
1. 1( , ) 0.l A B l
2. 1( , ) 0,l A B =  если (mod ).A B P≡
3. 1 1( , ) ( , ).l A B l B A=
4. Выполнение неравенства треугольника 

установлено в теореме Т-2.
Определение. Модулярное расстояние между 

двумя модулярными величинами — векторами 
A, B ∈ W  n — на основе модулярного скалярно-
го произведения (3) есть число
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1
( , ) |( ) | .

i

n

i i p
i

l A B a b
=

= −∑

Определение. Модулярный вес модулярного 
вектора А на основе модулярного скалярного 
произведения (3) есть модулярное расстояние 
между произвольным модулярным вектором и 
нулевым:

 2 2 2

1
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i

n

i p
i

w A l A a A A
=

′= θ = =∑

Модулярный вес, полученный на основе 
модулярного скалярного произведения (3), со-
впадает со вторым модулем вектора в модуляр-
ном векторном подпространстве W  n.

Модулярные веса, полученные на основе 
скалярных произведений (2) и (3), не равны 
в общем случае.

Теорема Т-6. Модулярное расстояние l2(A, B)
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

на основе модулярного скалярного произведе-
ния (3) является метрикой.

Доказательство.
Используя арифметическое значение ква-

дратного корня, можно получить:
1. 2( , ) 0l A B l .
2. 2( , ) 0l A B = , если (mod )A B P≡ .
3. 2 2( , ) ( , )l A B l B A= .
4. Выполнение неравенства треугольника 

установлено в теореме Т-4.
Приведем для полноты обзора, кроме выше 

введенных метрик, остаточное расстояние 
(аналог метрики Хэмминга), применимое для 
задач помехозащитного модулярного коди-
рования дискретной информации и учиты-
вающее характер модульной ошибки канала 
передачи, хранения и обработки для векторов 
с модулярными компонентами [5,6].

Определение. Остаточное расстояние d(A, B) 
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

есть остаточный вес модульной разности двух 
модулярных векторов
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где символ Кронекера
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Остаточное расстояние является метрикой, 
так как для него выполняются соответствую-
щие аксиомы [6].

Остаточный вес определяется как остаточ-
ное расстояние между произвольным модуляр-
ным вектором и нулевым.

Введем модулярный аналог расстояния и 
веса Ли, предназначенный для помехозащит-
ного кодирования дискретной информации 
в системах передачи данных с фазовой моду-
ляцией несущего сигнала.

Определение. Модулярный вес Ли |ai|L одиноч-
ной компоненты ai модулярного вектора равен:
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Определение. Модулярное расстояние Ли 
между двумя модулярными векторами A, B ∈ W  n

есть сумма модулярных весов Ли разности их 
компонент:
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В вычислительных экспериментах для уско-
рения вычислений нормированных компонент 
модулярных векторов, а также ряда функций, 
например оператора линейной свертки, необхо-
димые для этих процедур константы хранятся 
в специальных областях кэш-памяти моделиру-
емой модулярной вычислительной системы [7].

Заключение

Известны классы вычислительных процес-
сов, оперирующих с числовыми величинами 
и называемых многоразрядными процесса-
ми или процессами в больших компьютер-
ных диапазонах. В этих процессах операнды, 
промежуточные результаты операций и ре-
зультаты вычислительных процессов явля-
ются модулярными числовыми величинами, 
т.е. представленными в компьютерной моду-
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лярной системе счисления [3, 8]. Модулярные 
представления для целых числовых величин и 
правильных рациональных дробей при соот-
ветствующих алгоритмах позволяют организо-
вать эффективное распараллеливание вычис-
лительного процесса [8, 9]. Технической базой 
таких параллельных процессов являются вы-
числительные системы с SIMD-архитектурой, 
лежащей в основе большинства современных 
многопроцессорных систем, содержащих кро-
ме центральных процессоров CPU множество 
графических ускорителей GPU, используемых 
для распараллеливания вычислений [2, 9].

По оценкам ряда исследователей моду-
лярная машинная арифметика имеет пре-
имущества именно в области параллельных 
многоразрядных вычислений, она позволяет 
организовывать высокопроизводительные мо-
дулярные вычислительные процессы в боль-
ших компьютерных диапазонах [9, 10].

Анализ особенностей модулярного вектор-
ного подпространства, введенные модулярные 
скалярные произведения позволяют определить 

метрики в векторном модулярном пространстве 
W  n, предназначенные для оценки сходимости 
модулярных вычислительных процессов.
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