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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И СЕТИВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И СЕТИ
COMPUTING SYSTEMS AND NETWORKSCOMPUTING SYSTEMS AND NETWORKS

Анализируется расширение числовых модулярных представлений на множество рациональных дробей с фик-
сированным знаменателем. Разработаны методы выполнения основных компьютерных операций для таких 
представлений в разрядной сетке вычислительной реконфигурируемой системы. Разработаны и обоснованы 
алгоритмы их выполнения, получены оценки временной и табличной сложностей. Доказана целесообразность 
применения квадратичной модулярной системы для уменьшения сложности отдельных итерационных процедур, 
лежащих в основе операций над введенными модулярными представлениями, что обеспечивает квадратичную 
сложность. Введенные модулярные представления и соответствующие компьютерные форматы применимы 
в модулярных реконфигурируемых вычислительных системах SIMD-архитектуры.
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Дробно-рациональные конструкции
в компьютерной модулярной арифметике

ное представление для целых чисел является 
вектором. Компоненты модулярных векторов 
могут быть классическими вычетами или нор-
мированными вычетами.

Для векторного модулярного представления 
числовых величин (1) получим нормированное 
модулярное представление:
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Прямыми скобками с модулем в правой 
нижней части обозначена постфиксная форма 
бинарной операции ( , ) : ,

p p
f x p x= × →N N �  

где 
p
�  — полная система наименьших неотри-

цательных вычетов по модулю p; N Ѕ N — декар-
тово произведение множеств натуральных чисел.

Для числовых величин, имеющих модуляр-
ное векторное представление (2), выполняется 
аддитивное разложение
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где Pi = P/pi.

Введение

Известно биективное отображение целых 
числовых величин из конечного числового 
подмножества на множество векторов моду-
лярного представления, являющихся теоре-
тической базой параллельных компьютерных 
форматов данных, обрабатываемых в модуляр-
ных процессорах [1]:
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Целые простые (попарно взаимно простые) 

модули pi называются основаниями модуляр-
ной (параллельной) системы счисления. Про-
изведение оснований называется модулярным 

числовым диапазоном 
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,
n
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P p
=

= ∏  порождаю-

щим полную систему (множество) наименьших 
неотрицательных вычетов. Этому множеству 
принадлежат числовые величины, обрабаты-
ваемые в модулярном процессоре. Модуляр-
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Квадратными скобками обозначена дискрет-
ная функция — наибольшая целая часть, не 
превышающая числовую величину в скобках.

Позиционной характеристикой — нормиро-
ванным рангом числовой величины — назы-
вают введенную В. М. Амербаевым [1] функ-
цию от нормированных компонент вектора
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Ранг необходим для выполнения ряда опе-
раций над модулярными компьютерными 
форматами данных. Для точного вычисления 
нормированного ранга модулярного вектора 
необходим вычислительный диапазон P, кото-
рый при эмуляции модулярной арифметики на 
серийных компьютерах для больших значений 
n и pi значительно превосходит типовой ма-
шинный, что приводит к большой сложности 
вычисления функции. Разработан ряд методов 
вычисления ранга, один из которых с линей-
ной сложностью принадлежит автору [2].

Введем ряд понятий, опираясь на терми-
нологию работы [4]. Одинарная модулярная 
система построена с использованием про-
стых оснований, и числовую величину в ней 
как элемент полной системы наименьших не-
отрицательных вычетов по модулю запишем 
в классическом виде A(modP). Квадратичная 
модулярная система построена с использова-
нием квадратов простых оснований, и число-
вую величину в ней запишем в виде A(modP2). 
Смешанная (одинарно-квадратичная) моду-
лярная система построена с использованием 
простых оснований и квадратов оснований.

Модулярная разрядная сетка вычисли-
тельной системы — аппаратно-программное 
устройство (модель), состоящая из n элемен-
тарных ячеек, предназначенных для размеще-
ния и обработки вычетов по модулям, явля-
ющимся компонентами вектора модулярного 
представления числовой величины.

Модулярное представление
для правильных рациональных дробей

Для области специализированной вычисли-
тельной техники, которая опирается на моду-
лярное представление целых числовых вели-
чин, является актуальным обобщение этого 
представления на множество правильных ра-
циональных дробей, что порождает модуляр-
ный дробно-рациональный формат данных. 
Введем модулярное представление для пра-

вильной рациональной дроби со знаменателем, 
равным модулярному диапазону. Получим ад-
дитивное разложение для правильной моду-
лярной дроби с нормированными компонен-
тами модулярного представления:
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Для отдельных дробей из правой части ра-
венства (4) получим:
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Вычет от числителя по выбранному модулю 
даст соответствующую компоненту модуляр-
ного представления в виде правильной дроби.

Разрядная сетка модулярных вычислитель-
ных систем предназначена для отображения 
вычетов по модулям. Совокупность таких вы-
четов по соответствующим модулям в зависи-
мости от поставленной задачи можно считать 
разрядами модулярного представления целого 
числа или разрядами правильной рациональ-
ной дроби. Это различие влияет на алгоритмы 
выполнения операций.

Оценим приближение произвольной пра-

вильной рациональной дроби 
V
U

 модуляр-

ной дробью 
A
P

 следующим соотношением: 

min
V A
U P

− →  или min,
VP

A
U

⎡ ⎤ − →⎢ ⎥⎣ ⎦
 где пря-

мыми скобками обозначена абсолютная вели-
чина числа. Выполняются утверждения:

— в общем случае погрешность приближе-

ния не превышает значения 
1

;
P

— для минимизации погрешности прибли-
жения необходимо выбирать максимальное из 
возможных значение P;

— нулевая погрешность приближения будет 
получена, если P есть мультипликативное ка-
ноническое разложение числа U.

Операции с модулярными дробями

Пусть даны модулярные представления пра-
вильных дробей:
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Для них выполняются аддитивные разло-
жения:
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Рассмотрим операцию сложения двух пра-
вильных модулярных дробей.

В кодонезависимой записи (независимой от 
выбора системы счисления для представления 
числовых величин) получим:

 0 | 1,P
A BM A B A B

P P P P P

++
= + = = +

альтернативные варианты разделены вертикаль-
ной чертой, причем единица свидетельствует 
о переполнении вычислительного диапазона.

В кодозависимой записи для одинарной мо-
дулярной системы получим
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При суммировании двух операндов возмож-
но переполнение вычислительного диапазона, 
которое устанавливается анализом нормиро-
ванных рангов операндов и результата на ос-
новании следующей теоремы.

Теорема 1. Признаком переполнения оди-
нарного вычислительного диапазона является 
выполнение выражения:
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Доказательство.
При суммировании аддитивных разложе-

ний модулярных дробей получим
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Вместе с тем выполняется соотношение
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Следовательно, признаком переполнения 
модулярного вычислительного диапазона яв-
ляется выполнение следующего равенства:
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Следствие. Для выполнения операции сло-
жения с определением переполнения (5) не-
обходимо вычисление трех позиционных ха-
рактеристик — рангов числовых величин A, B, 
M, что при определенных условиях возможно 
с линейной сложностью [2].

Рассмотрим операции умножения двух дро-
бей и дроби на целое число и выделим в них 
общие этапы.

Результатом операции умножения правиль-
ной рациональной дроби на целое число явля-
ется неправильная дробь — целое число и пра-
вильная рациональная дробь. В кодонезависи-

мой записи получим: 
••

• .P
A DA A D

D
P P P

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
Рассмотрим операцию умножения двух пра-

вильных модулярных дробей. Это произведе-
ние вычисляется с погрешностью из-за огра-
ниченности разрядной сетки вычислительной 
системы, что требует выполнения операции 
деления на P в соответствии с кодонезависи-
мым соотношением:
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Рассмотрим аналогичные соотношения 
в модулярной системе. Для операции умноже-
ния правильной рациональной дроби на це-
лое число результатом является неправильная 
дробь в модулярном представлении:
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 (6)

Для операции умножения двух правильных 
рациональных дробей получим соотношения, 
зависимые от модулярной системы счисления:
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В соотношениях (6), (7) присутствует опе-
рация вычисления целой части от деления на 
одинарный диапазон произведения модуляр-
ных величин. Для ее выполнения можно ис-
пользовать квадратичную модулярную систе-
му. Рассмотрим алгоритм выполнения этой 
операции и проанализируем соотношения, ле-
жащие в его основе.

Теорема 2. Произведение двух целых моду-
лярных величин, заданных в одинарной моду-
лярной системе, в квадратичной модулярной 
системе имеет вид
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где для числовых коэффициентов выполняют-
ся неравенства 2, ; .i i i i is k p s p< <�

Доказательство.
Пусть две величины представлены ненор-

мированными вычетами в одинарной моду-
лярной системе. Запишем их аддитивные раз-
ложения:
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Результат произведения A•B(modP) в ква-
дратичной модулярной системе имеет вид:
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Для векторных компонент, возникающих 
на промежуточных этапах, выполняются соот-
ношения 1, , , , , .i i i i i ix k d y pα β <��

Найдем произведение аддитивных разложе-
ний числовых величин:
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Вычислим ненормированные вычеты про-
изведения в квадратичной модулярной систе-
ме на примере вычисления одной компоненты 
вектора представления:
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где для числового коэффициента выполняется 
соотношение kj < pj.

Теорема доказана.
Рассмотрим операцию отображения в ква-

дратичный модулярный диапазон числовой 
величины, заданной в одинарном модулярном 
диапазоне:
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Вычислим компоненты вектора представ-
ления в квадратичном диапазоне на примере 
вычисления одной компоненты:
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n

j j i i A j j j jpi i j p

j j p
j j j j jp

j
p

A P R P
p

P P R P P x p

P
P x p p

p

=

−

= ≠

α
= − =

= α + α − = α + =

⎡ ⎤α
⎢ ⎥= α + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

где выполняется условие xj < pj для числа, по-
лученного при промежуточных вычислениях.

Рассмотрим алгоритм деления числовой ве-
личины на числовой диапазон одинарной мо-
дулярной системы в модулярной системе ква-
дратичного диапазона:

 2 2•
• (mod ) | • | (mod ).P

A B
C A B P A B P P

P
⎡ ⎤= = + ⎢ ⎥⎣ ⎦
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На входе алгоритма дано произведение мо-
дулярных представлений числовых величин 
в квадратичной модулярной системе:

 

2

2 2
1 1

2 2
1 1 1 1

2

(mod )• (mod ) • (mod )

( (mod )... (mod )...)

( (mod ),... (mod ),...)

{1,... }; , , .

i i

i i i i

i i i i

C A P B P A B P

s p s p

s d p p s d p p

i n s d p s p

= = ↔

↔ =

= + +

∀ ∈ < <

� �

�

Обозначим

 
1

1 1 2 1 1 2
1 1 1 1( (mod ),... (mod ),...),i i i i

C С

s d p p s d p p

= ↔

↔ + +

где верхний индекс в векторных компонентах 
означает номер итерации в алгоритме.

Алгоритм деления.
1. Вычитание элемента компоненты 1

1s  и 
деление на основание p1 в каждой векторной 
компоненте модулярного представления чис-
ловой величины:

2

1 1
1

1

11 1 1 1 2
1 1 1 1

1 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2
1 1

( (mod ),...( ) (mod ),...)

( (mod ),...( )(mod ),...)

( (mod ),...( )(mod ),...) .

i
i i i ip

i i i i

i i i i

C s
p

d p s d p s p p

d p s d p p

d p s d p p C

−

−
↔

↔ + − =

= + =

= + =

2. Вычитание элемента 2
2s  следующей компо-

ненты и деление на основание p2 в каждой ком-
поненте представления числовой величины:

 

1

2

2 2
12 22

1 2 2 1
2

12 2 2 2
2 2

3 3 3 2 3
1 1

(( ) (mod ),...

...( ) (mod ),...)

( (mod ),... (mod ),...) .

i

p

i i i ip

i i i i

C s
d s p p

p

s d p s p p

s p s d p p C

−

−

−
↔ −

+ − =

= + =

3. Операции из пунктов 1—2 выполняются 
для всех остальных оснований модулярной си-
стемы.

Выражения на различных этапах алгоритма 
представлены в смешанных одинарно-квадра-
тичных модулярных системах.

На выходе алгоритма после выполнения n 
этапов получен результат в одинарной моду-

лярной системе 
| • | •

(mod ).PC A B A B
P

P P
− ⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦

Одинарный диапазон в квадратичной моду-
лярной системе имеет представление:

 
1

2

2 2
1 1 1

(mod )

( (mod );.... (mod ),...).
i

i i ip p

P P

P p p P p p

↔

↔

Это позволяет получить представление мо-
дулярной величины в квадратичном диапазоне:

 2•
| • | (mod ).P

A B
A B С P P

P
⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

Запишем преобразование, выполняемое на 
каждом шаге приведенного алгоритма деле-
ния, на алгоритмическом псевдоязыке в нота-
ции работы [3]. Такой подход позволяет полу-
чить компактную запись сложных алгоритмов, 
выделив повторяющиеся последовательности 
преобразований в отдельные процедуры, вы-
зываемые в последующих этапах и алгоритмах.

Algorithm SD
На входе задан одномерный массив, элемен-

тами которого являются вычеты по модулям — 
квадратам оснований (1 : ) (... ...).iC n s↔ �

 

1

1. 1

2. •

3.

4.

5. ( ) ( , )

6. 1

7. 2

8. : (1 : )

9. : (1 : ) (...( , )...)

j i

i

i i j jp p

i i p

i i
i

i

i i

i i

i

s s s p

s s

s s
d

p

C i s d

i i

if i n then goto else exit

exit C n

comment C n s d

−

←

⎛ ⎞← −⎜ ⎟
⎝ ⎠

←

⎡ ⎤−
← ⎢ ⎥

⎣ ⎦

←
← +

↔

� � �

�

�

�

�

�

m

Для оценки сложности запишем алгоритм 
деления на алгоритмическом псевдоязыке.

Algorithm Division

 1 1 1(...( , )...) (...( , )...)i i i iC s d C s d↔ ← ↔
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1

1 1 1

1

2
1

2 1 1 2

1. 1
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5. 1

6. 2
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• (mod )
: (mod );8.
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j j

j j
j

j

j j j
i i

n

n

j
P

j

C call SD C

C s
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p
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j j
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exit C

A B P
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P

A B P C C P P

+

+

+ + +

+

+

+
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←
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← ⎢ ⎥

⎣ ⎦

↔
← +

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Для n-разрядного модулярного процессора 
(n-modular processor) найдем оценки сложности. 
Временная сложность алгоритма time = O(n2).
Таблицы констант 1 ,i j

p −  используемых на n 
этапах алгоритма, имеют квадратичную раз-
мерность (оба индекса принадлежат одно-
му множеству , {1,... }i j n∀ ∈ ). Назовем оценку 
их объема табличной сложностью алгоритма
const = O(n2) [4]. Таблицы с константами целе-
сообразно хранить в дополнительной машин-
ной памяти и загружать оперативно по мере 
необходимости в процессе вычислений [5].

Запишем на алгоритмическом псевдоязыке 
алгоритмы и получим оценки временной и та-
бличной сложностей рассмотренных операций 
сложения и умножения модулярных рацио-
нальных дробей, учитывая оценки сложности 
алгоритма деления. В рассматриваемых опера-
циях используется единый набор констант.

Algorithm Addition
На входе алгоритма модулярные представ-

ления дробей (... ...); (... ...).i i
A B
P P

↔ α ↔ β

 

1. 1; 0

2.

3. ( )

4.

5. 1

6. 2 7

7. ( ) ( )

8. ( ) ( )

9. ( ) ( )

10 ( ) ( ) ( )

11. : (1 : );

12.

i
i i i p

i

i i

i

i m

M i

m m
p

i i

if i n then goto else

rang A Call Rang A

rang B Call Rang B

rang M Call Rang M

priznak rang A rang B rang M m

exit M n priznak

← ←
μ ← α + β

← μ

⎡ ⎤α + β
← + ⎢ ⎥

⎣ ⎦
← +

←
←
←
← + − −

m

(1 : )
: (... ...);

( ) ( ) ( )

i
M n

comment
P

priznak rang A rang B rang M m

↔ μ

= + − −

Сложность операции сложения с определе-
нием переполнения

 time = 3Trang + O(1), const = O(n2),

где Trang — временная сложность операции вы-
числения ранга — позиционной характери-
стики модулярной числовой величины. При 
определенных условиях операция вычисления 
ранга имеет линейную сложность, получим
time = O(n) + O(1), const = O(n2).

Algorithm Multiplication (for fraction)
На входе алгоритма 

 1 1( ,... ...); ( ,... ...)i i
A B
P P

↔ α α ↔ β β

 

2

1. 1

2.

3. ( )

4. 1

5. 2 6

6. ( )

7. : (1 : )

8. : (1 : ) (... ...)(m

 

od )

i
i i i p

i

i

W Ca

i

C i

i i

if i n then goto else

C

exit W n

comment W n

ll Divisi n

P

o

←
μ ← α ⋅ β

← μ
← +

↔ ω

=
m

Найдем сложность операции умножения 
с округлением результата до дроби со знамена-
телем — одинарным модулярным диапазоном 
time = O(n2) + O(1); const = O(n2).

Рассмотрим модулярные рациональные 
дроби с произвольным знаменателем. Опреде-
лим вычет от рационального числа по просто-
му модулю p следующим образом:

 1• {0,1,... 1} ; ( , ) 1.
P PP

a
a b n p b p

b
−= = ∈ − ⊂ =N

При условии p > max{a, b} однозначно вос-
станавливается числитель рациональной дро-
би при известном знаменателе, что обеспечи-
вает биективность отображения.

В операции сложения вычетов для одно-
значности восстановления результата, т.е. пе-
рехода от вычетов к рациональным дробям, 
условием изоморфизма отображения является 
неравенство max{ , }:p ad cb bd> +

 

1 1

1 1

1 2

( )

( )

{0,1,... 1} .

P P PP P p

P P P P

P

a c
ad cb d b

b d

ad cb
a b c d

bd

n n n p

− −

− −

+ = + =

+
= + = =

= + = ∈ − ⊂ N

Условие изоморфизма для дробно-рацио-
нального модулярного представления имеет 

вид 
1

,max
n

i

i i

P PP
p=

α⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑� l  или ,P nP� l  что со-

ответствует условию точного вычисления нор-
мированного ранга [6].
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Заключение

В классах вычислительных процессов, в ко-
торых операнды и результаты операций явля-
ются рациональными дробями, модулярные 
представления для правильных и неправиль-
ных рациональных дробей позволяют органи-
зовать высокопроизводительный параллель-
ный вычислительный процесс на системах 
с SIMD-архитектурой. Такие вычислительные 
архитектуры в явном или латентном виде ис-
пользуются в современных многопроцессор-
ных системах. Эти системы содержат в своем 
составе множество центральных процессоров 
CPU и графических ускорителей GPU, что по-
зволяет эффективно организовать параллель-
ные многоядерные вычислительные процессы 
с данными в целочисленных и дробно-рацио-
нальных модулярных форматах.

Введенные соотношения показывают не-
посредственную связь дробно-рационального 
модулярного представления числовых вели-
чин с вычетами по модулю от правильных ра-
циональных дробей. Использование квадра-

тичной модулярной системы для отдельных 
операций в модулярной арифметике позволяет 
ряд вычислительно-сложных процедур выпол-
нять с квадратичной временной и табличной 
сложностью, что удовлетворяет требованиям, 
предъявляемым к аппаратным и программ-
ным реализациям модулярной арифметики [7].
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