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Троичный код паритета в системах рабочего диагностирования 
устройств автоматики и вычислительной техники

Введение

Устройства автоматики и вычислительной 
техники в современном мире реализуются на 
основе компонентов, использующих прин-
ципы двоичного представления сигналов. 
Высокий уровень потенциала соответствует 
сигналу "логическая 1", а низкий — сигналу 
"логический 0" (или наоборот). Широкое рас-
пространение элементы, реализующие прин-
ципы двоичной логики, получили благода-
ря простоте реализации и вполне понятным 
принципам обеспечения надежности функ-
ционирования. Более того, признание основ-
ной именно двоичной логики для реализации 
вычислительных систем было зафиксировано 
в известной архитектуре фон Неймана [1].

Тем не менее, за годы развития компьютер-
ной техники во второй половине XX — первой 
четверти XXI века были удачные попытки ре-
ализации вычислительных машин, функцио-
нирующих на принципах троичной логики [2]. 
Примерами тому являются троичные вычис-
лительные системы "Сетунь", реализованная 
в МГУ в 1958 г. (под руководством Н. П. Бру-

сенцова) [3, 4], и TCA2 (версия v2.0), созданная 
в Калифорнийском политехническом универ-
ситете в 2008 г. (Дж. Коннели, К. Пател, А. Ча-
вез) [5]. В ряде публикаций [6—8] используется 
идея реализации устройств троичной логики, 
"собранных" на традиционных устройствах 
двоичной логики. О преимуществе троичной 
логики перед двоичной говорят некоторые раз-
работчики квантовых компьютеров, предлагая 
использовать вместо кубитов информации ку-
триты, объясняя это серьезным уменьшени-
ем числа квантовых вентилей [9]. Кроме того, 
троичная логика может оказаться эффектив-
ной для информационной защиты современ-
ных устройств, использующих IoT [10].

Преимущества троичной логики перед дво-
ичной (и перед любой другой) объясняются 
более плотной записью чисел. Кроме того, 
троичная логика "покрывает" двоичную и мо-
жет использовать все ее преимущества, а вы-
числительные устройства, реализованные на 
троичной логике, должны оказаться более бы-
стродействующими [11].

Развитие компьютерных технологий и раз-
работка киберфизических систем управле-
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ния на фоне колоссального прогресса в обла-
сти информатизации [12] подогревают интерес 
большого числа исследователей цифровых уст-
ройств, реализуемых в троичной логике [13—19]. 
Параллельно развитию самой троичной техни-
ки и методов ее описания должны развиваться  
методы технической диагностики систем, реа-
лизованных в троичной логике [20, 21].

В данной работе проводится параллель 
между элементарными подходами в техниче-
ской диагностике (с упором на методы рабоче-
го диагностирования [22]) традиционных уст-
ройств, функционирующих в двоичной (би-
нарной) логике, и устройств, реализованных 
в троичной (тернарной) логике (ternary logic 
или three-valued logic).

1. Ошибки на выходах логических устройств

Будем рассматривать цифровые устройства, 
реализованные в троичной логике. При этом 
следует пояснить тот факт, что в троичной ло-
гике существуют несколько вариантов систем 
обозначения и трактовки логических сигналов: 
(0, 1, 2), (–1, 0, 1), (0, 1/2, 1) и пр. В общем смыс-
ле троичная система счисления реализуется 
в двух вариантах, образуя несимметричную и 
симметричную системы счисления. В несим-
метричной системе счисления используют-
ся обозначения логических сигналов (0, 1, 2).
В симметричной системе счисления знаки 
обозначения логических сигналов следующие:
(–1, 0, 1). Вообще, символы, обозначающие 
логические уровни для устройств автоматики 
троичной логики, могут быть использованы 
любые (с оговоркой старшинства). Далее в рас-
суждениях будем использовать следующий на-
бор символов: x, f ∈ {i; 0; 1}, ориентируясь на 
вариант симметричной системы счисления. 
Следует отметить, что все описанные далее ре-
зультаты универсальны и не привязаны к кон-
кретному виду системы обозначения, а сам 
символ третьего сигнала в виде "i" использо-
ван для простоты записи троичных векторов.

Один трит информации может принимать 
значения из множества f ∈ {i; 0; 1}, другими 
словами, иметь три варианта значений. На 
рис. 1 изображено некоторое устройство, ре-
ализованное на элементах троичной логики 
(они обозначены на рисунке как TG — ternary 
gate), на выходах которого реализуется троич-
ный вектор <f1 f2 ... fm – 1 fm > (общее число 
таких троичных векторов определяется ве-
личиной 3m). В процессе функционирования 

устройства не исключены физические дефекты 
(неисправности), природа которых может быть 
самой разнообразной (например, в виду элек-
тромагнитных помех). Неисправности приво-
дят к установлению на линиях схемы устрой-
ства ложных сигналов, а это, в свою очередь, 
является причиной трансляции неверных 
результатов вычислений на рабочие выходы 
устройства (на рис. 1 неизвестный сигнал по-
казан символом "X" — это может быть как вер-
ный сигнал при компенсации ошибки, так и 
неверный сигнал). Ошибка в вычислениях на 
какой-либо линии схемы устройства приводит 
к формированию на его выходах ошибочного 
информационного вектора.

Элементарной моделью неисправностей для 
устройств, реализованных в троичной логике, 
по аналогии с двоичной логикой может служить 
модель одиночной константной неисправно-
сти (stuck-at fault). Суть ее сводится к тому, что 
в любой момент времени в устройстве возможна 
только одиночная неисправность, приводящая 
к установлению на выходах какого-либо элемен-
та ложного сигнала i, 0 или 1. На рис. 2 в каче-
стве примера представлены возможные вариан-
ты искажений значений на выходах логических 
элементов троичной и двоичной логики — соот-
ветственно трита и бита информации.

Таким образом, внутренние ошибки 
устройства приводят к искажениям значений 
выходного информационного вектора. Общее 
число таких ошибок определяется величиной 

3 3 (3 1),m m
mN = −  где m — длина информаци-

онного вектора. Для сравнения число вариан-
тов искажений двоичного информационного 
вектора длиной m определяется по формуле 

2 2 (2 1)m m
mN = − . К примеру, при m = 3 для 

двоичного вектора имеем 2
3 56N =  вариантов 

искажений, а для троичного — 3
3 702N =  (бо-

лее чем в 12 раз!). С увеличением значения m 
число вариантов искажений троичных инфор-
мационных векторов существенно растет (не-

Рис. 1. Распространение ошибок на выходы устройства
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сравнимо с числом вариантов искажений дво-
ичных векторов):
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Уже при m = 5 значение χ5 = 0,01687, а при
m = 10  χ10 = 0,0003.

Более того, ошибки в троичных информа-
ционных векторах гораздо "богаче" ошибок 
в двоичных информационных векторах (это 
как раз следует из многообразия вариантов ис-
кажений одного трита).

Возникает следующая задача: определить 
наличие неисправности в устройстве, рассма-
тривая его как "черный ящик" и анализируя 
только выходные его значения. Эта задача ре-
шается методами рабочего диагностирования 
[23, 24]. В двоичной логике широко распро-
странено применение избыточного кодирова-
ния для решения задачи рабочего диагности-
рования [25—28]. Избыточное кодирование 
может быть применено и для решения анало-
гичной задачи в троичной логике.

2. Троичный код паритета

Избыточный код, ориентированный на обна-
ружение ошибок в троичных информационных 
векторах, может быть построен путем использо-
вания элементарных троичных функций.
В табл. 1 представлены описания основных ис-
пользуемых функций троичной логики (всего 
в троичной логике функций от двух перемен-
ных может быть построено 

23 93 3 19 683= = ).
К слову, теория построения троичных кодов 

Рис. 2. Ошибки на выходах логических элементов троичной и 
двоичной логики (ошибки в тритах и битах):
а — троичный логический элемент (TG — ternary gate); б — ис-
кажения функций троичного логического элемента; в — граф 
искажений значений трита; г — двоичный логический эле-
мент (BG — binary gate); д — искажения функций двоичного 
логического элемента; е — граф искажений значений бита

Таблица 1

Описание троичных функций от двух переменных

Название функций Обозначение
x1x2

ii i0 i1 0i 00 01 1i 10 11

Конъюнкция x1•x2 i i i i 0 0 i 0 1

Дизъюнкция x1 ∨ x2 i 0 1 0 0 1 1 1 1

Логическое умножение по модулю три x1 ⊗ x2 1 0 i 0 0 0 i 0 1

Логическое сложение по модулю три x1 ⊕ x2 1 i 0 i 0 1 0 1 i

Функция Вебба x1|x2 0 1 i 1 1 i i i i

Пороговое сложение x1 + x2 i i 0 i 0 1 0 1 1

Исключающий максимум x1 ⇑ x2 i 0 1 0 i 1 1 1 i

Среднее x1 → x2 i 0 i 0 1 0 i 0 i

Сравнение x1cmpx2 0 i i 1 0 i 1 1 0

Сильная конъюнкция x1 &L x2 i i i i i 0 i 0 1

Импликация Лукасевича x1 →L x2 1 1 1 0 1 1 i 0 1

Конъюнкция Клини x1 ∧+ x2 i 0 i 0 0 0 i 0 1

Импликация Клини x1 →+ x2 1 0 i 1 0 0 1 0 1

Импликация Гейтинга (Геделя) x1 →G x2 1 1 1 i 1 1 i 0 1

Материальная импликация x1 →M x2 1 1 1 0 0 1 i 0 1

Функция следования Брусенцова x1 →B x2 1 0 0 0 0 0 i 0 1

Тождество x1 ≡ x2 1 i i i 1 i i i 1
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активно развивается [29—32], известны и мето-
ды построения блочных равномерных троич-
ных кодов, например, аналога равновесного 
кода из бинарной логики, так называемого 
композиционного троичного кода [33, 34].

Для решения задач технической диагности-
ки, в том числе рабочего диагностирования 
в условиях необходимости снижения избыточ-
ности устройства и упрощения технических 
средств диагностирования, полезными могут 
оказаться простейшие избыточные коды. Наи-
простейшим является троичный код паритета 
(ternary parity code). Он строится по аналогии 
с двоичным кодом паритета путем использо-
вания функции свертки по модулю три, или 
логического сложения по модулю три:

 g = f1 ⊕ f2 ⊕ ... ⊕ fm – 1 ⊕ fm. (2)

Таким образом, троичный код паритета 
имеет всего один контрольный бит, что позво-
ляет обнаруживать любые одиночные ошибки 
в информационных векторах.

Известны практические реализации функ-
ции сложения по модулю три на традиционных 
микроэлектронных компонентах. Например, на 
рис. 3 приведена принципиальная схема реали-
зации функции сложения по модулю три из ра-
боты [35], реализованная на элементах двоич-
ной логики. В схеме присутствуют транзисторы 
VT1 и VT2, представляющие собой пару взаимно 
дополнительных усилителей. Сигнал на выходе 
этой пары совпадает по фазе с входным сигна-
лом и вдвое больше его по амплитуде. Напря-
жение смещения транзистора VT3 выбирается 
таким образом, чтобы сигнал через сопротив-
ления R1 и R2 переключал ток, протекающий 
через элементы VD1 и R3, что приводит к увели-
чению выходного тока транзистора VT2.

Ключевым отличием функции сложения по 
модулю три от остальных часто используемых 
функций (табл. 1) является тот факт, что ров-
но на трети входных наборов она принимает 
значения i, на трети входных наборов — значе-
ния  0 и на трети входных наборов — значения 1
(другими словами, распределение значений 
равномерно относительно всех входных набо-
ров). Компактное описание функции сложе-
ния по модулю три приведено в табл. 2.

Обозначим троичный код паритета как 
PT(m, k)-код, где k — число контрольных раз-
рядов. Пример такого кода (PT(3, 1)-кода) при-
веден в табл. 3.

Таблица 3
Кодовые векторы PT(3,1)-кода

№ f1 f2 f3 g

1 i i i 0

2 i i 0 1

3 i i 1 i

4 i 0 i 1

5 i 0 0 i

6 i 0 1 0

7 i 1 i i

8 i 1 0 0

9 i 1 1 1

10 0 i i 1

11 0 i 0 i

12 0 i 1 0

13 0 0 i i

14 0 0 0 0

15 0 0 1 1

16 0 1 i 0

17 0 1 0 1

18 0 1 1 i

19 1 i i i

20 1 i 0 0

21 1 i 1 1

22 1 0 i 0

23 1 0 0 1

24 1 0 1 i

25 1 1 i 1

26 1 1 0 i

27 1 1 1 0
Рис. 3. Принципиальная схема устройства сложения по мо-
дулю три

Таблица 2
Описание функции сложения по модулю три

x1
x2

i 0 1

i 1 i 0

0 i 0 1

1 0 1 i
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Следует отметить важную закономерность, 
присущую PT(m, k)-кодам.

Теорема 1. PT(m, k)-коды имеют равномерное 
распределение информационных векторов меж-
ду всеми контрольными векторами.

Доказательство справедливости положе-
ния теоремы 1 тривиально и вытекает из того 
факта, что функция сложения по модулю три, 
используемая при вычислении контрольно-
го разряда, имеет равномерное распределение 
относительно всех входных наборов. При по-
строении кода как раз и рассматриваются все 
входные векторы. Теорема доказана.

Положение теоремы, несмотря на его про-
стоту, в теории рабочего диагностирования ло-
гических устройств играет важную роль. Код, 
обладающий свойством равномерности рас-
пределения информационных векторов между 
всеми возможными контрольными векторами, 
будет иметь наименьшее число необнаружи-
ваемых в информационных векторах ошибок 
среди всех возможных кодов для данных зна-
чений m и k.

Теорема 2. Троичный код с параметрами m и 
k будет обладать минимальным общим числом 
необнаруживаемых ошибок при условии, что все 
3m информационных вектора будут равномерно 
распределены между всеми 3k контрольными век-
торами, а общее число необнаруживаемых оши-
бок в таком коде будет определяться по формуле

 ( )min
, 3 3 1 .m m k

m kN −= −  (3)

Доказательство. Число различных кон-
трольных векторов, или контрольных групп, 
определяется числом разрядов в контрольных 
векторах и равно 3k. Так как всего существу-
ют 3m информационных вектора, в каждой 
контрольной группе будет размещено ровно 

по 
3

3
3

m
m k

kq −= =  информационных вектора. 

Число необнаруживаемых ошибок в одной та-
кой контрольной группе будет равно q(q – 1) = 
= 3m – k(3m – k – 1). Так как число контрольных 
групп равно 3k, то умножая на данную вели-
чину полученное ранее выражение, получаем 
выражение (3).

Докажем, что именно формула (3) определя-
ет минимальное общее число необнаруживае-
мых в информационных векторах ошибок. Для 
этого покажем, что минимальное нарушение 
равномерности распределения информацион-
ных векторов между контрольными векторами 
приведет к увеличению числа необнаруживае-

мых ошибок по сравнению с рассчитанным по 
формуле (3).

Пусть в 3k – 2 контрольных группах разме-
щено ровно по q = 3m – k информационных век-
торов, а в двух оставшихся размещены q – 1 = 
= 3m – k – 1 и q + 1 = 3m – k + 1 векторов со-
ответственно. Не будем  рассматривать 3k – 2 
контрольные группы с q = 3m – k информаци-
онными векторами, а остановимся на подсче-
те общего числа необнаруживаемых ошибок 
в двух оставшихся группах. Суммарно это сле-
дующее число необнаруживаемых ошибок:
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 (4)

Для двух групп с q = 3m – k информацион-
ными векторами число необнаруживаемых 
ошибок равно

 ( ) ( )2
2 2 3 3 1 2 3 2 3 .m km k m k m kQ −− − −= ⋅ − = ⋅ − ⋅  (5)

Найдем значение величины Δ = Q1 – Q2:

 

( ) ( )( )
( )( )

2

2

2 3 2 3 2

2 3 2 3 2.

m k m k

m k m k

− −

− −

Δ = ⋅ − ⋅ + −

− ⋅ − ⋅ =
 (6)

Значение величины Δ = 2 > 0 при любых зна-
чениях m и k. Другими словами, число необна-
руживаемых ошибок в результате нарушения 
равномерности увеличилось на 2. Еще большее 
нарушение равномерности распределения всех 
3m информационных векторов между всеми 
3k контрольными векторами приводит толь-
ко к увеличению числа необнаруживаемых
ошибок.

Таким образом, минимальное общее число 
необнаруживаемых ошибок в троичном коде 
с параметрами m и k определяется формулой 
(3). Это, в свою очередь, означает, что код с ми-
нимальным общим числом ошибок в инфор-
мационных векторах будет иметь равномер-
ное распределение информационных векторов 
между всеми контрольными векторами, что и 
требовалось доказать.

В табл. 4 все информационные векторы 
<f1f2f3> PT(3,1)-кода распределены между всеми 
однотритными контрольными векторами. Рас-
пределение равномерно.
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Анализ контрольных групп, соответствую-
щих контрольным векторам кода, позволяет 
подсчитать общее число необнаруживаемых 
кодом ошибок. В каждой контрольной группе 

такого кода находится по 13
3

3

m
m−=  инфор-

мационных вектора. Искажение не будет об-
наружено кодом в том случае, если инфор-
мационный вектор одной группы перейдет 
в результате искажения в информационный 
вектор другой группы. Число таких пере-
ходов внутри группы равно 3m – 1(3m – 1 – 1). 
Так как группы три, то общее число необна-
руживаемых рассматриваемым кодом ошибок 
равно ( ) ( )3 1 1 1

,1 3 3 3 1 3 3 1 .m m m m
mN − − −= ⋅ − = −  

Троичным кодом паритета не обнаружи-
ваются ( )3 3 3 1

3,1 3 3 1 27 8 216N −= − = ⋅ =  оши-
бок в информационных векторах (среди них 
162 двукратных и 54 трехкратных ошибок).
Для сравнения, бинарный аналог данно-
го кода — код паритета — не обнаруживает 

( )2 1
,1 2 2 1m m

mN −= −  ошибок в информацион-
ных векторах. Для трехбитного вектора это 
число равно 2

3,1 24N =  ошибки, что в девять раз 
меньше, чем в троичном коде паритета для той 
же длины информационного вектора.

Определим, какую долю ошибок в инфор-
мационных векторах можно обнаружить с по-
мощью троичного кода паритета:
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Бинарный код паритета не обнаруживает 
в пределе m → ∞ 50 % ошибок, тогда как тер-
нарный код паритета — 33,3 %.

Полученный результат показывает анало-
гию между кодами паритета в двоичной и тро-
ичной логике, а также говорит о том, что доля 
необнаруживаемых PT(m, k)-кодами ошибок от 
общего их числа в информационных векторах 
меньше, чем аналогичный показатель для дво-
ичного кода паритета. Тем не менее, троичные 
коды паритета могут быть использованы при 
разработке технических средств диагностиро-
вания логических устройств с учетом основной 
своей особенности — обнаружения однократ-
ных искажений. Это позволяет транслировать 
известные подходы по применению двоичных 
кодов паритета [36, 37] при организации си-
стем рабочего диагностирования. При этом 
следует установить особенности возникающих 
в троичных информационных векторах (и на 
рабочих выходах объектов диагностирования) 
ошибок, подобно тому, как это сделано в рабо-
те [38] для бинарных разделимых кодов.

Для построения PT(3,1)-кода используется 
функция g = f1 ⊕ f2 ⊕ f3. При синтезе кодера 
такого кода потребуется каскадное подключе-
ние двух сумматоров по модулю три (рис. 3). 
Для улучшения характеристик обнаружения 
ошибок в информационных векторах без вне-
сения дополнительной сложности в кодер мо-
жет быть использовано выделение двух кон-
трольных тритов: g1 = f1 ⊕ f2 и g2 = f2 ⊕ f3. Для 
построенного таким образом PT(3,2)-кода рас-
пределение информационных векторов между 
всеми контрольными векторами представлено 
в табл. 5. Согласно формуле (3) PT(3,2)-кодом 
не будет обнаруживаться 54 ошибки, что в
четыре раза меньше, чем число ошибок, обна-
руживаемых PT(3,1)-кодом. Кроме того, в от-
личие от PT(3,1)-кода у PT(3,2)-кода все век-
торы внутри контрольных групп имеют кодо-
вое расстояние Хэмминга d = 3, а значит, ими

Таблица 5

Распределение информационных векторов
на контрольные группы для PT(3,2)-кода

<g1g2>

ii i0 i1 0i 00 01 1i 10 11

<f1  f2  f3>

i0i i00 101 i11 i1i i10 ii0 ii1 iii

0i0 0i1 0ii 00i 000 001 011 01i 010

111 11i 110 1i0 1i1 1ii 10i 100 101

Таблица 4

Распределение информационных векторов на контрольные 
группы для PT(3,1)-кода

g

i 0 1

<f1  f2  f3>

ii1z iii ii0

i00 i01 i0i

i1i i10 i11

0i0 0i1 0ii

00i 000 001

011 01i 010

1ii 1i0 1i1

101 10i 100

110 111 11i
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не обнаруживаются только трехкратные ошиб-
ки в информационных векторах (всего 54 
трехкратных ошибки). Таким образом, распре-
деление необнаруживаемых ошибок по крат-
ностям, что немаловажно, смещено в сторону 
ошибок большей кратности.

Отметим, что способ выделения двух кон-
трольных трит можно использовать аналогич-
но контролю двух групп выходов устройства. 
Для кодов же с большим числом информа-
ционных разрядов можно строить модифи-
цированные коды паритета с тремя и более 
контрольными разрядами (в том числе анало-
ги двоичных полиномиальных кодов и кодов 
Рида—Маллера [39]).

В заключение следует обратить внимание и 
на то, что представленные правила не являют-
ся единственными и возможны другие альтер-
нативные способы построения кодов паритета. 
Например, в работе [40] отмечается, что из-
вестен способ построения кода с выделением 
двух контрольных битов, каждый из которых 
предназначен для отдельной проверки четно-
сти суммы чисел "i" и "1".

Заключение

При синтезе технических средств диа-
гностирования для устройств автоматики, 
функционирующих в троичной логике, мо-
гут эффективно применяться троичные коды, 
ориентированные на обнаружение ошибок 
в информационных векторах. Одним из эф-
фективных кодов для этих целей является тро-
ичный код паритета. Его можно применять 
при реализации технических средств рабоче-
го диагностирования следующими способами. 
Первый состоит в том, что осуществляется по-
иск групп независимых выходов устройств и 
строятся отдельные схемы контроля результа-
тов вычислений, а контрольные выходы полу-
чаемых схем контроля объединяются на вхо-
дах самопроверяемых компараторов троичных 
сигналов. Второй способ связан с преобразо-
ваниями структур объектов диагностирования 
в структуры с независимыми выходами и кон-
тролем общей группы на основе кода паритета.

Троичный код паритета относится к троич-
ным кодам с наименьшим общим числом не-
обнаруживаемых ошибок в информационных 
векторах для своих параметров m и k. Могут 
быть также построены такие коды с улучшен-
ными характеристиками обнаружения ошибок 
в информационных векторах на основе выбора 

нескольких функций свертки по модулю три 
и образования из них контрольных векторов.

Использование модифицированных троич-
ных кодов паритета может оказаться эффек-
тивным с позиции снижения затрат на реали-
зацию технических средств диагностирования 
по сравнению с дублированием.
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The author of the article raises the question about the development of methods for the on-line testing of ternary automation 
devices. The article presents an analogy between the approaches to the organization of systems for devices on-line testing using 
binary and ternary logic. The ternary parity code and some of its properties are described, the accounting of which is expedient 
when organizing diagnostic systems. It is proved that all parity code data vectors are distributed evenly among all its check 
vectors. A formula for counting the number of undetectable errors in the ternary code data vectors with a uniform distribution 
of all data vectors between all check vectors is given. A coding theorem is proved with the least total number of undetectable 
errors in the ternary code data vectors for fixed values of the lengths of data and check vectors. The rules for constructing 
modified ternary parity codes are given.
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