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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯМОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELINGMODELING

В части 1 рассмотрены начальные задачи (задачи Коши) для нечетких нелинейных дифференциальных урав-
нений типа Риккати, которые возникают при решении задач синтеза оптимальных линейных регуляторов 
методом динамического программирования, и для нечетких линейных дифференциальных уравнений, которые 
появляются при синтезе регуляторов по критерию обобщенной работы. Полагается, что первоначально ре-
шается четкая задача оптимизации управления, а далее, после получения соответствующего обыкновенного 
дифференциального уравнения, параметры этого уравнения заменяются нечеткими, и решается соответству-
ющее нечеткое дифференциальное уравнение. В части 2 рассмотрены двухточечные краевые задачи, которые 
возникают при решении задач оптимального управления на основе принципа максимума и трансформируются 
в начальные задачи. Для всех случаев приведены примеры.

Ключевые слова: нечеткие краевые задачи, синтез нечетких оптимальных регуляторов, нечеткие диффе-
ренциальные уравнения, функция принадлежностей, нечеткая начальная задача, принцип максимума, динами-
ческое программирование, критерий обобщенной работы

УДК 517.97 DOI: 10.17587/it.25.259-270

Н. П. Деменков, канд. техн. наук, доц., dnp@bmstu.ru,
Е. А. Микрин, д-р техн. наук, проф., evgeny.mikrin@bmstu.ru,

И. А. Мочалов, д-р техн. наук, проф., intelsyst@mail.ru,
Москва, МГТУ им. Н. Э. Баумана

Нечеткое оптимальное управление линейными системами.
Часть 1. Позиционное управление

оптимального управления необходимо решать 
уравнения в частных производных с краевы-
ми условиями.

При использовании принципа максимума 
для нахождения оптимального управления не-
обходимо решать двухточечную краевую задачу 
для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, которую в некоторых важных 
случаях (например, при оптимизации линей-
ных систем с квадратичным функционалом) 
можно преобразовать к задаче Коши [8].

Важной особенностью задач оптимального 
управления является неопределенность дина-
мических параметров ОУ и соответствующих 
начальных условий. В традиционной матема-
тической постановке неопределенность обыч-
но описывается стохастическими моделями.
В этом случае появляются задачи оптималь-
ного управления стохастическими системами 
[9, 10]. В последнее время неопределенность 
обычно представляют в нечетких терминах 
или в сочетании нечеткости и стохастичности.

Нечеткость в задачах управления использу-
ется в двух направлениях. В первом нечеткость 

Введение

Разнообразные задачи естествознания и тех-
ники приводятся к задачам оптимизации ин-
тегральных критериев, которые решаются ме-
тодами вариационного исчисления (например, 
это задачи о преломлении света, о геодезиче-
ских линиях и т. д.) [1—3]. Некоторые положе-
ния вариационного исчисления, примененные 
к задачам синтеза оптимального управления, 
приводят к использованию динамического 
программирования, критерия обобщенной ра-
боты и принципа максимума [4—7]. Эти методы 
имеют свои преимущества и недостатки при ре-
шении практических задач.

В методе динамического программирова-
ния и в методе на основе критерия обобщен-
ной работы минимизируются функционалы 
качества управления для объекта управления 
(ОУ), представляемого в виде начальной за-
дачи (задачи Коши) для обыкновенного диф-
ференциального уравнения [2]. Эти методы 
отличаются формой минимизируемого функ-
ционала, но в обоих случаях для нахождения 
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применяется для реализации нечетких логиче-
ских систем управления и конструирования 
традиционных регуляторов с использованием 
нечетких алгоритмов [11]. Второе направление 
связано с представлением классических дис-
циплин в нечеткой интерпретации [12, 13].
Это приводит к появлению новых свойств 
при нечеткой реализации [14, 15]. При реше-
нии нечетких систем линейных алгебраиче-
ских уравнений (НСЛАУ) появляются "силь-
ные" и "слабые" решения [16, 17], у нечетких 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
при определенных условиях имеет место не 
единственность решения [18, 19], для нечетких 
марковских случайных процессов, в частности 
для марковских цепей, возникают нечеткие 
состояния, что приводит к уменьшению раз-
мерности переходной матрицы [20, 21] и т. д. 

В связи с этим важной проблемой является 
решение задачи оптимального управления в 
нечеткой трактовке, когда динамические пара-
метры ОУ и краевые условия представляются 
нечеткими переменными. Весьма актуальной 
является задача определения типов нечетких 
оптимальных управлений с  представлением их 
в сильной/слабой формах. Тип и форма управ-
ления дают новые качества нечеткого опти-
мального управления и определяют научную 
новизну предлагаемой ниже работы. В каче-
стве методики синтеза оптимального управ-
ления, используемой в настоящей статье, реа-
лизуется прием, принятый в теории нечетких 
множеств, когда часть исходной задачи реша-
ется в четкой постановке, а другая ее часть —
в нечеткой постановке. Объектами исследо-
вания здесь являются методы динамического 
программирования Р. Беллмана и обобщен-
ной работы А. А. Красовского в задаче синтеза 
нечетких линейных регуляторов, представля-
емых в виде задачи Коши для нечетких не-
линейных дифференциальных уравнений (не-

четкая начальная задача). К этой же пробле-
ме относится и задача нахождения нечеткого 
оптимального управления с использованием 
принципа максимума Л. С. Понтрягина, когда 
соответствующая двухточечная краевая задача 
может быть трансформируема к задаче Коши.

1. Базовые определения и обозначения

В статье приняты следующие обозначения: 
нечеткие переменные имеют нижний индекс 
"н", например, xн — нечеткая переменная (эле-
мент); yн(x) — нечеткая функция многих пере-
менных, где x = (x1, x2, ..., xn)

т, н ( )
ixy′ x  — нечет-

кая производная по переменной xi; н( )tx�  — не-
четкая производная вектора xн по времени.

Для более полного понимания методов ре-
шения нечетких оптимизационных задач при-
ведены основные понятия теории нечетких 
множеств, которые используются в данной 
работе. К ним относятся: нечеткая треуголь-
ная переменная, нечеткая функция, нечеткий 
функционал, нечеткая производная, нечеткая 
начальная задача, типы нечетких решений.

Нечеткая треугольная переменная xн с функ-
цией принадлежности r(x) задается посредством 
трех чисел a1 < a2 < a3, ai ∈ R, 1,3.i =  График 
r(x) в плоскости (x, r) имеет форму треугольни-
ка с основанием (support) suppxн = [a1, a3] и вы-
сотой hgtxн = 1, исходящей из точки с коорди-
натами (x = a2; r = 0) (рис. 1).

Для xн в этом случае приняты следующие 
обозначения:

 xн = (a1|a2|a3) ⇔ (r(x) = (x – a1)(a2 – a1)
–1;

 ( )r x  = (–x + a3)(a3 – a2)
–1|r ∈ [0; 1]) ⇔

 ⇔ (x(r) = (a2 – a1)r + a1;

 ( )x r  = (a3 – a2)r + a3|r ∈ [0; 1]).

Полагают, что если a1 l 0, то
xн l 0; если a3 m 0, то xн m 0.

Нечеткая функция (отображе-
ние) четких переменных yн(x). Пусть 
E — множество всех нечетких пере-
менных с заданной функцией при-
надлежности r(x), r ∈ [0; 1], x ∈ R. 
Тогда yн(x):R → E определяет нечет-
ко-значимую функцию. В параме-
трической форме имеет место пред-
ставление

 
н( ) ( , )

( ( , ), ( , ) | [0; 1]).

y x y x r

y x r y x r r

= =

= ∈
Рис. 1. Функции принадлежности нечетких треугольных переменных
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Арифметические операции *(+, –, Ѕ, :) трак-
туются как специальный тип четкого отобра-
жения f над нечеткими множествами A1, ..., An 
c многомерной функцией принадлежностей 
rA(x1, ..., xn), именуемый принципом расшире-
ния Заде:
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В частности, для двух нечетких треуголь-
ных переменных xн1, xн2 имеем
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где Σ, ∫ — символы представления нечеткой 
переменной rB(y) в виде совокупности пар 

1 1{ | (( ) )}.A Br x r y
Отношение порядка (операции сравнения 

l, m) в общем случае следует из следующего 
определения. Пусть имеем нечеткие перемен-
ные xн1, xн2. Тогда
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где ( ), ( )iix r x r  — элементы параметрического 
представления нечетких переменных xнi, i = 1, 2.

Нечеткий функционал Jн определяется как 
отображение множества нечетких функций yн
в R. Jн: yн → r ∈ [0; 1] ⊂ R, т. е. нечеткой функции 
yн соответствует нечеткая треугольная перемен-
ная. Совокупность {yн}, на которой определен 
нечеткий функционал Jн, составляет нечеткую 
область определения. Нечеткость Jн обусловлена 
наличием нечетких парамет ров, которые харак-
теризуют неточность в их задании.

Нечеткая числовая матрица Aн = {aнij}, i, j =
= 1,n , с треугольными переменными — это пря-
моугольная (квадратная) таблица, содержащая 
нечеткие элементы в виде нечетких переменных 
с треугольными функциями принадлежностей 

r(aij) = (a1ij|a2ij|a3ij), r ∈ [0; 1] ⊂ R. Элементы a1ij, 
a2ij, a3ij определяют свойства симметричности 
и неотрицательности Aн, подобные свойствам 
традиционных (четких) матриц. Элемент ма-
трицы 1

10 ( 1 | 0 | 1)+
− = − +  обозначает нечеткий

нуль, для которого 
1

1

[ ( ) ( )] 0.r x r x r dr
−

+ =∫
Поэтому все элементы матрицы нечетко неот-
рицательны, т. е. aнij l 0, что означает неотри-
цательность нечеткой матрицы.

Банахово пространство нечетких перемен-
ных вводится в соответствии с подходом, при-
нятым в функциональном анализе. Для этого 
в совокупности {xнi} = E задаются операции:

а) сложения xнi и xнj в виде

 н н , ( ) ( )| [0; 1]( ( ) )( ;)i j i ji jx x x r x r x r x r r+ = + + ∈

b) умножения xн на скаляр k ∈ R по правилу

 н
( ), ( )| [0;1], 0;

( ), ( )| [0;1], 0;
ii

i i
i

k x r k x r r k

k x r k x r r k
kx =

∈⎧
⎨ ∈ <⎩

l

c) существования у xнi противоположного 
элемента xнk такого, что

 xнi + xнk ≡ 0 ⇔ rk(x) = ri(–x).

Относительно операций сложения и умно-
жения выполняются аксиомы: коммутатив-
ность и ассоциативность для операции сложе-
ния, дистрибутивность для операции умноже-
ния. Поэтому совокупность {xн} с операциями 
сложения и умножения, с существованием 
противоположного элемента образует вектор-
ное (линейное) пространство E.

В пространстве E опреде лим метрику
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=

=

и норму

 ||xнi – xнj|| = S(xнi, xнj).

Далее определяется нечеткая последова-
тельность Коши

 {xнn}: S(xнn, xнm}n,m→∞ → 0
 и полнота E: xнn n→∞ → xн, xн ∈ E.

Это приводит к банахову пространству не-
четких переменных (E, S).

Нечеткая производная функции по ее четко-
му аргументу согласно общему подходу нахо-
дится путем определения для некоторой нечет-
кой функции, определенной ранее, операций: 
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вычитания или существования противополож-
ного элемента, умножения на константу, пре-
дельного перехода относительно заданной ме-
трики. В статье используются следующие типы 
нечетких производных: н ( )Sy x′  — Сейккалы 
(Seikkala — S) и н ( )BFy x′  — Баклей-Фейринга 
(Buckley-Feuring — BF). Имеет место утверж-
дение: если нечеткие производные существуют 
при x = x* и непрерывны в этой точке, то обе 
нечеткие производные при x = x* равны между 
собой [20].

Нечеткий интеграл. Пусть имеется нечет-
кое отображение fн:[a, b] ⊂ R → E, где E —
нечеткое множество. Для каждого раз-
биения P = {t0, ..., tn} ∈ [a, b] и ∀ξi ∈ [ti–1, ti],

1, ,i n=  допускается н 1
1

( )( ),
n

P i i i
i

R f t t −
=

= ξ −∑  Δ =

= 1max{| |, 1, },i it t i n−− =  тогда определяется не-
четкий интеграл для fн на отрезке [a, b]:

 н( ) lim ,
b

P
a

f t dt R
Δ→∞

=∫

где предел определяется в метрике S Хаус-
дорффа.

Если нечеткая функция  н( ) ( , )f t f t r= =
( ( , ), ( , ) | [0;1])f t r f t r r= ∈  непрерывна в метрике 

Хаусдорффа и существует предел lim ,PR
Δ→∞

 то
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[0;1],

b b b b

a a a a

f t r dt f t r dt f t r dt f t r dt

r

= =

∈
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где ( , )
b

a

f t r dt∫  и ( , )
b

a

f t r dt∫  — нижний и верх-

ний нечеткие интегралы, а ( , )f t r  и ( , )f t r  — 
нижняя и верхняя подынтегральные нечеткие 
функции.

Нечеткая начальная задача (задача Коши) 
рассматривается в статье для нечетких произ-
водных н ( )Sy x′  и н ( )BFy x′  [13, 24]. Пусть имеем 
нечеткую начальную задачу, описываемую не-
линейным уравнением первого порядка

 н н н н н( ) ( , ( ), ), (0) ,y x f x y x y c′ = =k  (1)

где н( )y x′  — некоторая нечеткая производная 
из перечисленных ранее, константа cн и вектор 
параметров kн являются неточно заданными, 
т. е. неопределенными. Представим эту неопре-
деленность посредством нечетких треугольных 
переменных сн = (c1|c2|c3), kнi = (k1i|k2i|k3i) или с ис-
пользованием обратных отображений в пара-
метрической форме н ( ( ), ( )| [0;1]),i iik k r k r r= ∈  

н ( ( ), ( )| [0; 1]).c c r c r r= ∈  Необходимо получить 

решение (1) yн = β(x, kн, cн), которое для лю-
бого x является нечеткой переменной.

Соответствующая (1) четкая начальная за-
дача имеет вид

 y′(x) = f(x, y(x), k), y(0) = c, (2)

где c = const, k = (k1, ..., kn) — вектор четких па-
раметров. Если для задачи (2) выполнены все 
условия существования и единственности, то
y = α(x, k, c) есть решение уравнения (2).

Типы нечетких решений определяются ти-
пом производной. В соответствии с работами 
[13, 24] для нечеткой начальной задачи (1) име-
ет место два типа решений: н ( )Sy x  — решение 
Seikkala (S) и н ( )BFy x  — решение Buckley-Feu-
ring (BF). Последнее существует при одновре-
менном выполнении следующих условий:

 0, 0, 0, 1, ,
i iy c k kf f i n′ ′ ′ ′> α > α > =  (3)

где f(•) — правая часть, α(•) — решение уравне-
ния (2) соответственно; ki — компоненты век-
тора k.

Для уравнения (1) определяется существо-
вание BF-решения путем проверки условий (3), 
которые эквивалентны условиям одновремен-
ного возрастания (убывания) функций f(•) и 
α(•) отно сительно параметров. Если условия 
(3) выполняются, то BF-решение существует и 
имеет вид

( )
н

н н н н
[0; 1] [0; 1]

( )

min ( , ( ), ( )), max ( , ( ), ( )) .

BF

r r

y x

x r c r x r c r
∈ ∈

=

α α= k k  (4)

Если хотя бы одно из условий (3) не выпол-
няется, то BF-решение не существует и далее 
ищется S-решение н ( ).Sy x

Если четкое уравнение (2) имеет решение, 
то всегда существует решение н ( ),Sy x  и оно на-
ходится из следующей системы уравнений:

 

( ) ( , ( , ), ( , ), ), (0) ,

[0;1];

( ) ( , ( , ), ( , ), ), (0) ,

[0;],

S S

S S

y x f x y x r y x r k y c

r

y x f x y x r y x r k y c

r

⎧ ′ = =
⎪
⎪ ∈
⎨

′ = =⎪
⎪

∈⎩

 (5)

а н ( ) ( , ) ( ( , ), ( , )| [0;1])Sy x y x r y x r y x r r= = ∈  — не-
четкая функция, в параметрическом представ-
лении имеющая нижнюю ( , )y x r  и верхнюю 

( , )y x r  ветви.
Если же решения н ( )Sy x  не существует, то 

не существует и решения (1).
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Между нечеткими решениями имеется сле-
дующая взаимосвязь [24]:

 ,
S BF

BF S
BF S

∃ ⇒ ∃ ⎫
⇒ ∃ ⇔ ∃⎬∃ ⇒ ∃/ ⎭

т. е. если существует н ( ),Sy x  то существует ре-
шение н н( ) ( ).BF Sy x y x=  Если хотя бы одно из 
условий (3) не выполняется, то н н( ) ( )BF Sy x y x≠  
и н ( )BFy x  не существует.

2. Постановка задачи

Требуется определить при использовании 
метода динамического программирования, 
критерия обобщенной работы и принципа мак-
симума типы S или BF оптимальных управле-
ний для динамической модели ОУ с нечетки-
ми динамическими параметрами, нечеткими 
начальными условиями и заданным качеством 
управления в виде нечеткого функционала.

2.1. Применительно к синтезу нече ткого 
оптимального управления методом динамиче-
ского программирования имеем:

нечеткую линейную динамическую модель 
ОУ с нечеткими начальными условиями

 н н н н н н н00( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ,t A t t B t t t == + u x xx x�  (6)

где xн = (xн1, ..., xнn)
т ∈ E n — нечеткий вектор 

состояния; uн = (uн1, ..., uнm)т ∈ E  m — нечеткий 
вектор управления; E  n, E m — нечеткие множе-
ства размерности n и m соответственно, а нечет-
кая производная каждой компоненты вектора 
xн понимается в смысле Сейккала, для которой 
индекс "S" опущен для упрощения записи,

и нечетким квадратичным функционалом 
с заданными моментами времени начала t0 и 
окончания tk процесса соотве тственно

 

0

т
н н н

т т
н н н н н н

н ( ) ( )

0,5 ( ( ) ( ) ( )

0,

( ) ( ) ( )

5

) ,
k

k k

t

t

t G t

t Q t t t R t dt

J

t

= +

+ +∫

x x

x x u u
 (7)

где Aн(t), Bн(t), Gн, Qн(t) и Rн(t) — матрицы со-
гласованных размеров с нечеткими элементами 
и треугольными функциями принадлежностей; 
симметрические матрицы Gн и Qн(t) неотрица-
тельно определены; симметрическая матрица 
Rн(t) положительно определена; xн(tk) — нечет-
кий свободный правый конец задачи.

В условиях (6) необходимо найти нечеткое 
оптимальное управление *

н н( , ),tu x  которое 
минимизирует функционал (7). В четком (тра-
диционном) случае (индекс "н" отсутствует) 

это управление принято называть управлени-
ем с полной обратной связью.

Здесь и далее полагается, что нечеткая задача 
(6), (7) реализуется по методике, когда перв она-
чально решается задача четкой оптимизации, т. е. 
индекс "н" в соотношениях (6), (7) исключается,
а далее, после получения соответствующего 
обыкновенного дифференциального уравнения, 
полагается, что параметры этого уравнения яв-
ляются нечеткими, появляется индекс "н" и ре-
шается соответствующая нечеткая задача [25, 26].

2.2. Применительно к синтезу нечеткого 
оптимального управления по критерию обоб-
щенной работы функционал задается в виде 
нечеткой обобщенной работы

0

т т
н н н н н н

т
н н н н

н

н

( ) ( ) 0,5 ( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ,

0,5

( ))) ,

kt

k k
t

t G t t Q t t

t R t t t

J

t dt

= + +

+ + Ψ

∫x x x x

u u x

 (8)

где Ψн(t, xн(t)) — нечеткая функция, доопреде-
ляющая функционал (8).

По аналогии с работами [27, 28] сформули-
рованные выше проблемы можно называть за-
дачами аналитического конструирования не-
четких оптимальных регуляторов.

2.3. Применительно к синтезу нечеткого оп-
тимального управления на основании прин-
ципа максимума задаются нечеткая линейная 
модель ОУ с нечеткими начальными условиями 
(6) и с нечетким квадратичным функционалом 
(7) с заданными моментами времени начала t0 
и окончания tk процесса соответственно, но с 
нечетким правым концом:

 xн(tk) = xнk. (9)

В этих условиях, используя принцип макси-
мума, необходимо найти нечеткое оптимальное 
управление, минимизирующее функционал (7), 
путем преобразования соответствующей двух-
точечной краевой задачи в задачу Коши [8].

3. Методика решения нечетких 
оптимизационных задач

Для сформулированных выше нечетких оп-
тимизационных задач по пп. 2.1—2.2 исполь-
зуется прием, принятый в теории решения не-
четкой начальной задачи [13, 24, 29, 30].

Методика решения нечеткой оптимизаци-
онной задачи управления заключается в сле-
дующем.

1. Составляется четкая оптимизационная за-
дача соответствующей нечеткой задачи опти-
мизации управления, и находится ее решение.
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2. Для полученной при решении четкой оп-
тимизационной задачи четкой начальной зада-
чи выполняется процедура фаззификации по-
средством представления нечеткими треуголь-
ными переменными ее параметров и решения.

3. Проверяются условия, определяющие су-
ществование S- или BF-типов решений нечет-
кой начальной задачи. Типы нечетких решений 
определяются типом производной. Если усло-
вия выполняются, то BF-решение существует.

4. Если хотя бы одно из условий не выпол-
няется, то BF-решение не существует, и ищет-
ся S-решение, которое существует всегда, если 
существует решение четкой начальной задачи.

5. Вычисляются типы S или BF оптималь-
ных управлений исходной нечеткой оптимиза-
ционной задачи.

4. Метод нечеткого динамического 
программирования

В соответствии с предложенной методикой 
получим нечеткие решения задачи 2.1, которая 
является нечеткой задачей Больца. Для этого 
первоначально, исключив в соотношениях (6) 
и (7) нижний индекс "н", получим традицион-
ные уравнения. Затем стандартным способом 
составляется для некоторой функции W(t, x), 
имеющей непрерывные частные производные, 
уравнение Беллмана [4]:

 т т

т

( , )

min 0,5[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

( , ) .[ ( ) ( ) ( ) ( )]

W t
t

t Q t t t R t t

W t A t t B t t

∂
− =

∂
⎧⎪= + +⎨
⎪⎩

⎫∂⎛ ⎞+ + ⎬⎜ ⎟
∂⎝ ⎠ ⎭

u

x

x x u u

x x u
x

 (10)

Известно, чт о если функция W(t, x) суще-
ствует и удовлетворяет уравнению Беллмана с 
граничным условием

 W(tk, xk) = 0,5xт(tk)Gx(tk), (11)

а управление удовлетворяет условию

 

*

т

т т

( , )

( , )arg min ( ( ) ( ) ( ) ( ))

,0,5[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

t x

W t A t t B t t

t Q t t t R t t

=

⎧ ∂⎛ ⎞= + +⎨⎜ ⎟
∂⎝ ⎠⎩

⎫⎪
+ + ⎬

⎪⎭

u

u

x x u
x

x x u u

то u*(t, x) = –R–1(t)Bт(t)P(t)x(t) является опти-
мальным управлением для четкого функцио-
нала, соответствующего (7).

Процесс минимизации приводит к началь-
ной задаче для стандартного дифференциаль-
ного уравнения Риккати в матричной форме:

 
т

1 т

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ,k

P t P t A t A t P t

P t B t R t B t P t Q t P t G−

− = + −

− + =

�
 (12)

которое после операции фаззификации, заклю-
чающейся в замене четких элементов матриц P, 
A, B, R и Q на нечеткие, имеет вид

 
т

н н н н н

1 т
н н н н н н

н н

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ,k

P P t A t A t P t

P t B t R t B t P t Q t

P t G

−

− = + −

− +
=

�

 (13)

а управление находится из выражения u*(t, x) =
= 1 т

н н н н( ) ( ) ( ).R t B P t t−− x
В результате решения нечеткого уравнения 

Риккати (13) могут быть получены S- и BF-
типы решений: н ( )SP t  или н ( )BFP t . Это приво-
дит к соответствующим типам нечеткого оп-
тимального управления *

н ( )S tu  или *
н ( ):BF tu

 
* 1 т
н н н н н

* 1 т
н н н н н

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

S S

BF BF

t R t B t P t t

t R t B t P t t

−

−

= −

= −

u x

u x

которые справедливы при любом начальном 
x(t0) = xн0.

Пример 1. Синтезировать нечеткий опти-
мальный регулятор для электродвигателя по-
стоянного тока методом динамического про-
граммирования.

Математическая модель ОУ в виде электро-
двигателя постоянного тока без учета действия 
противоЭДС получается следующим образом. 
Нелинейная механическая характеристика
m = m(x) в координатах (m, x) аппроксимирует-
ся линейной зависимостью

 m = ax + b, x > 0,

где m — момент на валу двигателя; x — угловая 
скорость вращения вала двигателя; a, b — па-
раметры электродвигателя (рис. 2).

Обозначим m0 = k0u0 — пусковой момент 
электродвигателя; u0 — пусковое напряжение 
на обмотках электродвигателя (вход); k0 — ко-
эффициент пропорциональности; x0 — угловая 
скорость холостого хода.
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С учетом того, что угловое ускорение вала 
подчиняется уравнению

 ,fx m=�

где f — момент инерции вала относительно его 
оси вращения, получим модель в виде

 0 00 0/ / / ) ,(x m f m f m x fx ax bu= − += = −�

в котором параметры a = m0 /( fx0), b = k0 /f.
Управление скоростью вращения вала элек-

тродвигателя осуществляется путем варьиро-
вания величины u0, поэтому после переобо-
значения u0 = u, полагая, что параметры a, b 
являются нечеткими треугольными перемен-
ными aн, bн и начальное условие также явля-
ется нечетким x(t0) = xн0, получим нечеткую 
модель электродвигателя:

 н н н н н 0 н0н , ( ,)a x b u x t xx = − + =�  (14)

где

 aн = (a1|a2|a3), a1 > 0, bн = (b1|b2|b3), b1 > 0,
 xн0 = (x01|x02|x03), x01 > 0.

Нечеткость параметров электродвигателя об-
условлена значительными колебаниями темпе-
ратуры в обмотках электропривода при его 
длительной непрерывной эксплуатации. Это 
приводит к значительным изменениям электро-
механической постоянной времени электродви-
гателя и, значит, к изменениям параметров a и b.
Одной из моделей варьирования этих параме-
тров могут служить нечеткие треугольные пере-
менные, что приводит к нечеткой модели (14).

Для упрощения дальнейших вычислений 
функционал (7) зададим в следующем виде:

 н н н

1
2 2

0

(1) 0,5 ( ) .0,5 x u tJ dtg= + ∫  (15)

В условиях (14) необходимо найти нечет-
кое оптимальное управление *

н( ),u t  которое 

минимизирует функционал (15) и 
существует при любом начальном
xн(t0) = xн0.

Для этого первоначально нахо-
дим традиционное решение задачи 
(14), (15). Решая уравнение Риккати:

2 22 (1( ) ( ( ) ,) ),P t baP Pt P gt= − + =�  (16)

являющееся частным случаем урав-
нения (12), получим

 2

2
( ) ,

exp(2 )k

a
P t

b C at
=

−
 (17)

где 2( ( ) 2 ) exp( 2 )/ ( )k k k kС b P t a at P t= − −  — по-
стоянная интегрирования, определяемая при 
tk = 1 из конечных условий.

При значениях b = 1, a = 1/T, где T — элек-
тромеханическая постоянная времени элек-
тродвигателя, уравнения (16) и (17) примут вид

 2( ) ( ( ) ) 2 ( )/ ( ), , ;P t P t T P tt P t T − += β =�

 
2

( ) ( , , ) ,
( 2/ ) exp(2( 1)/ )

P t t T g
T T g t T

= α =
− − −

так как (1 2/ )exp( 2/ ).kC Tg T= − −
Соответствующее (16) нечеткое уравнение 

Риккати:

 2 2
н н н н н н н( ) ( ) ( ), (1) ,2P t b P ta P t P g= − + =�  (18)

с параметрами bн = 1н, aн = 1/Tн, где Tн — не-
четкая треугольная переменная для электроме-
ханической постоянной времени электродви-
гателя; 1н — нечеткая единица, определяющая 
нечеткий параметр с функцией принадлежно-
стей синглтон (singleton).

Для определения типа решения нечеткой на-
чальной задачи (18) необходимо определить зна-
ки производных P′β  и g′α . Вычисления дают:
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Рис. 2. Схема электродвигателя (а) и его механическая характеристика (б)
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Здесь P(t) определена выше.
Возможны следующие два варианта суще-

ствования нечетких решений для (18):
 � вариант 1, когда P(t) > 1/T, тогда 0,P′β >  

0g′α <  и не существует BF-решение для (18), 
но существует его S-решение. Из уравнения 
(18) с нечеткими параметрами aн = 1/Tн, bн = 1н
с функцией принадлежностей синглтон:

 2
н н н н н н( ) 2 ( )/ ( ), (1)P t P t T P Pt g= − + =�

или
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�  (19)

где н( ) ( ( )|, ( )| ( , )),t PP P r t P t r t=  н ( ( )| | ( )),gg g rg r=  

н ( ( )| ( )|, )),,(TT T r t T t r t=  r ∈ [0;1] — нечеткие 
треугольные переменные, получим P(r, t), 

( , )P r t  и, следовательно, S-решение:

 [ ]н , ,( ) ( ( ) ( 0;1, )| ),SP t P r tt rP r ∈=

а нечеткое оптимальное управление S-типа бу-
дет равно
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На рис. 3, а (см. вторую сторону обложки) 
показаны оптимальные траектории и управле-
ния для нечет кого регулятора S-типа.

Нечеткий функционал (15) в этом случае 
равен

 н � 0,0326;  0,0543;(  0,0719),, ) (S
kJ t =x

т. е. значения нечеткого критерия оптималь-
ности лежат в пределах от 0,0326 до 0,0719, что 
практически совпадает с критерием оптималь-
ности, равным 0,0486, вычисленным для ана-
логичного примера из работы [28];
 � вариант 2, когда P(t) m 1/T, тогда 0,P′β <  

0,g′α <  и существует BF-решение:

 н [0; 1] [0; 1]
min ( , ), max ( , )( )BF
r r

P r t P r tP t ∈ ∈
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

и нечеткое оптимальное управление BF-типа 
будет равно

н н н н

1 т
н н н н 1 , 1

[0;1]

[0;1]

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )|

( ( , ) min[ ( , ) ( )], ( , )

max[ ( , ) ( )]).

BF BF
R B

r

r

u t x R t B t P t x t

u r t P r t x t u r t

P r t x t

−
= =

∈

∈

= − =

= − =

= −

 (20)

На рис. 3, б (см. вторую сторону обложки) по-
казаны оптимальные поверхности 

[0;1]
min ( , )
r

P r t
∈

 

и 
[0;1]

max ( , ).
r

P r t
∈

 Оптимальные траектории и 

управления для нечеткого регулятора BF-типа 
c большой точностью совпадают с аналогич-
ными траекториями на рис. 3, а.

Нечеткий функционал (15) в этом случае:

 н 0,0318;  0,0534( , ) ( ).;  0,0708BF
kJ t =x

Момент времени переключения tп вариан-
тов нечетких решений находится из условия 
P(tп) = 1/T, откуда после подстановки функции 
P(t) из (17) и решения соответствующего урав-
нения относительно tп будем иметь:

 
2 2

п 0,5 ln |(2 )/( 2 exp( 2/ )/( ( ) )|,

( ) 0.
k

k

t T b b T TP t

P t

= − − −

≠

Таким образом, рассмотрена и решена зада-
ча синтеза нечеткого регулятора методом ди-
намического программирования в виде BF- и 
S-типов.

5. Нечеткий метод обобщенной работы

При решении задачи синтеза нечеткого оп-
тимального регулятора для классических форм 
задания функционалов появляется проблема 
практической реализации алгоритма оптими-
зации [7].

А. А. Красовским предложен подход к про-
блеме синтеза оптимальных регуляторов с ис-
пользованием функционала обобщенной ра-
боты, который облегчает решение задачи.

В соответствии с критерием обобщенной 
работы четкий функционал, соответствующий 
нечеткому функционалу (8), задается в виде

 0

т т

т

( ) ( ) 0,5 ( ( ) ( ) ( )0

( ) ( ) ( ) ( , ( ) ,

5

)

,

)

kt

k k
t

t G t t Q t t

t R t t t t dt

J = + +

+ + Ψ

∫x x x x

u u x

 (21)

в котором функция Ψ(t, x(t)) находится из со-
отношения
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т

1 т ( , )( , )( , ( )) ( ) ( ) ( ) ,
z tz tt t B t R t B t− ∂∂⎛ ⎞Ψ = ⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

xxx
xx

 (22)

где z(t, x) определяется из решения линейного 
уравнения в частных производных

т

т

( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ,

0,

0 5 .

5

) ,k

z t z t
t Q t t

t

z t G

A t t
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

= −

x x
x x

x

x x x

x
 (23)

Оптимальное управление, найденное исхо-
дя из критерия обобщенной работы, имеет вид

 * 1 т ( , )
( , ) ( ) ( ) .

z t
t R t B t− ∂

=
∂

x
u x

x
 (24)

Решение для уравнения (23) ищется методом 
разделения переменных в следующем виде:

 
т( , ) 0,5 ( ) ,z t K t=x x x  (25)

где K(t) — неизвестная симметричная матрица 
размером n Ѕ n. Если z(x, t) подставить в (23) и 
использовать правило

 т т0 0,AA A⇔ +≡ =x x

то получим уравнение для нахождения K(t):

 т( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K t A t K t K t A t Q t= − − +�
 при K(tk) = –G. (26)

Это уравнение, в отличие от уравнения 
Риккати, является линейным. С учетом соот-
ношений (25), (26) получим из (24) оптималь-
ный регулятор

 
* 1 т

1 т

( , )
( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

z t
u t R t B t

R t B t K t

−

−

∂
= =

∂
=

x
x

x

x

 (27)

После операции фаззификации уравнений 
(26) и (27), заключающейся в замене четких 
элементов матриц K, A, B, R и Q на нечеткие, 
получим нечеткую начальную задачу для на-
хождения Kн(t):

 т
н н н н н н( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K t A t K t K t A t Q t= − − +�

 при Kн(tk) = –Gн (28)

и уравнение для нахождения нечеткого опти-
мального управления

 * 1 т
н н н н н н( , ) ( ) ( ) ( ) .u t R t B t K t−=x x  (29)

В результате решения нечеткого линейного 
уравнения (28) могут быть получены S- и BF-
типы решений: н ( )SK t  или н ( ),BFK t  что приве-
дет к соответствующим типам нечеткого опти-
мального управления *

н н( , )S tu x  или *
н н( , )BF tu x  

в уравнении (29).
Пример 2. Необходимо синтезировать нечет-

кий оптимальный регулятор для электродви-
гателя постоянного тока по критерию обоб-
щенной работы.

Объект управления описывается нечетким 
уравнением (14), а нечеткий критерий — вы-
ражением (15)

Доопределим функционал (15) нечеткой 
функцией Ψн(t, x(t)):

 н н н

1

н
2 2

0

(1) [ ( ) ( , (0,5 0 .5 ))],x u t t x t dJ tg + Ψ= + ∫  (30)

Нечеткая оптимизационная задача (30) в со-
ответствии с методикой ее решения по крите-
рию обобщенной работы дает из (28) следую-
щее уравнение:

 н н н( ) 2 ( )K t a K t=�
 при Kн(1) = Cн = –1н, Сн < 0. (31)

Для нечеткой задачи Коши (31) имеем сле-
дующие показатели типов решений:

1. 
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3. 0.
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∂α ∂β
<

∂ ∂

Эти показате ли указывают на то, что для 
уравнения (31) при С<0 не существует BF-
решения, но существует S-решение. Для его 
нахождения положим:

  
[ ]

[ ]
н 1 2 3 1

н 1 2 3 3

, 0( | | ) ( ( ) ( ))| );1 , 0,

, 0;( | | ) ( 1 , 0.( ) ( ))| )

a a a a a r r a

C C C C C r r

r

C

a

C r

= = ∈ >

= = ∈ <

Так как aн > 0, Cн < 0, то согласно свой-
ствам арифметических операций в банаховом 
пространстве над нечеткими переменными 
[31] для Kн(t) имеем
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Это означает, что S-решение находится из 
уравнений:
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Нечеткая форма zн(xн, t) из выражения (25) 
соответственно равна
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а нечеткое оптимальное управление из соот-
ношения (29) имеет вид
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где K(r, t)  и ( , )K r t  определены из соотноше-
ний  (32).

Оптимальные траектории и управления для 
нечеткого регулятора S-типа, синтезированно-
го по критерию обобщенной работы, приведе-
ны на рис. 4 (см. вторую сторону обложки).

Нечеткий функционал (15) в этом случае:

 н 0,0304;  0,0481;(  0,0651)., ) (S
kJ t =x

Таким образом, рассмотрена и решена за-
дача синтеза нечеткого регулятора по методу 
обобщенной работы в виде S-типа.

Заключение

Рассмотрено решение задач оптимального 
управления в нечеткой постановке, когда по-
являются начальные задачи (задачи Коши) для 
нечетких дифференциальных уравнений.

Сформулированы три типа нечетких оп-
тимизационных задач управления. Первая из
них — это задача синтеза оптимального не-
четкого регулятора с полной обратной связью. 
Во второй задаче в качестве критерия опти-

мальности используется нечеткий функцио-
нал обобщенной работы. Третья задача фор-
мулируется в виде нечеткой оптимизационной 
задачи на принцип максимума и с нечетким 
правым концом.

Для первой нечеткой оптимизационной зада-
чи, решаемой методом динамического програм-
мирования, получены BF- и S-типы нечеткого 
оптимального управления. Рассмотрен пример 
оптимального управления электродвигателем 
постоянного тока с нечеткими динамическими 
параметрами и сформулированы условия суще-
ствования BF- и S-типов управлений.

Для второй оптимизационной задачи реша-
ется нечеткое дифференциальное уравнение в 
частных производных, которое приводит к не-
четкой задаче Коши для линейного дифферен-
циального уравнения. На примере управления 
электродвигателем с нечеткими параметрами 
показано отсутствие BF-оптимального управ-
ления, однако получен оптимальный регуля-
тор S-типа с полной обратной связью.
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Fuzzy Optimal Control of Linear Systems. Part 1. Positional Control

Single-point boundary tasks are considered in part 1 for the fuzzy nonlinear differential equations like Rikkati and for the 
fuzzy linear differential equations. The fuzzy nonlinear differential equations arise at the solution of problems of synthesis of 
optimal linear regulators by method of dynamic programming. The fuzzy linear differential equations appear at synthesis of 
regulators by criterion of the generalized work. Three types of fuzzy optimization control problems are formulated. The first of 
these is the problem of synthesizing an optimal fuzzy regulator with full feedback. In the second task, the fuzzy functional of 
the generalized work is used as the optimality criterion. The third problem is formulated as a fuzzy optimization problem on the 
maximum principle and with a fuzzy right end. For the first fuzzy optimization problem solved by the dynamic programming 
method, Buckley-Feuring and Seikkala types of fuzzy optimal control are obtained. An example of optimal control of a DC 
motor with fuzzy dynamic parameters is considered, and conditions for the existence of Buckley-Feuring and Seikkala types of 
controls are formulated. For the second optimization problem, a fuzzy partial differential equation is solved, which leads to a 
fuzzy Cauchy problem for a linear differential equation. By the example of motor control with fuzzy parameters, the absence 
of a Buckley-Feuring optimal control is shown, however, an optimal Seikkala type controller with full feedback is obtained.

Keywords: Fuzzy boundary value problems, synthesis of fuzzy optimal controllers, fuzzy differential equations, membership 
function, fuzzy initial problem, fuzzy systems of linear algebraic equations, maximum principle, dynamic programming, 
criterion of generalized work
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