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Непрерывная логика и анализ надежности сложных систем. 
Математический аппарат

ные модели и методы позволяют анализиро-
вать надежность в принципе любых систем 
в аналитической форме, что имеет большое 
теоретическое и практическое значение. Затем 
эти модели и методы были усовершенствова-
ны в работах [10, 11]. Но попытки непосред-
ственного применения предложенного подхо-
да к сложным системам, у которых логические 
схемы-модели сложны, а их входные процес-
сы имеют большое число последовательных 
изменений сигнала (что является следствием 
многоразового восстановления блоков систе-
мы), наталкиваются на очень большие трудно-
сти. Эти трудности обусловлены необозримо-
стью получаемых аналитических выражений и 
большой сложностью их вычисления. В связи 
с этим в настоящей работе предложен другой 
подход к анализу надежности сложных систем, 

Введение

Имеется огромное число публикаций по 
классической вероятностной теории надежно-
сти [1—4] и значительно меньше — по пост-
классической, детерминистской теории на-
дежности. Начало последней было положено 
работами автора [5—7], в которых была откры-
та возможность моделирования надежностных 
процессов автоматно-логическими методами. 
Затем последовали различные реализации 
этой возможности.

В работах [8, 9] были предложены автомат-
но-логические модели и методы анализа на-
дежности технических систем, основанные 
на математическом аппарате двузначной (бу-
левой) и бесконечнозначной (непрерывной) 
логики (НЛ). Было показано, что предложен-

Обсуждается разработка автоматно-логической модели надежности сложных технических систем и соот-
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основанный на математическом аппарате ло-
гических определителей (ЛО), вводимых как 
числовые характеристики некоторых квазима-
триц, вычисляемые по соответствующим фор-
мулам алгебры НЛ [12, 13]. В целом квазима-
трицы и ЛО в рассматриваемой нами области 
играют ту же роль параметров укрупненного 
(блочного) описания изучаемых, существенно 
нелинейных систем, что и обычные матрицы 
и определители в области линейных систем,
т. е. способствуют лучшей обозримости и вы-
числимости различных характеристик изучае-
мых технических систем. В нашем случае это 
характеристики надежности.

Настоящая работа содержит математиче-
ский аппарат логических определителей и дру-
гие математические заготовки, необходимые 
для исследования надежности сложных систем 
(типовые модели, методы и т. д.). Этот матери-
ал частично публиковался ранее [12, 13]. Для 
настоящей статьи его изложение усовершен-
ствовано. В отдельной статье будет подробно 
изложена собственно методика исследования 
надежности сложных систем с помощью ука-
занной математики. Работа в целом может рас-
сматриваться как минимонография по логиче-
ской теории надежности сложных систем, под-
робно описывающая нетрадиционный подход 
к изучению надежности таких систем.

Предлагаемый в работе подход нацелен на 
исследование надежности сложных систем и 
не имеет аналогов как в классической литера-
туре по надежности, так и в современной ли-
тературе [1—4, 14—24].

1. Порядковая логика и логические определители

1. Рассмотрим множество X = {x1, ..., xn} из n 
элементов xi, xi ∈ [A, B], и расположим элемен-
ты в порядке неубывания:

 x(1) m x(2) m ... m x(n), x(r) ∈ X. (1.1)

Введем над множеством X операцию вы-
деления произвольного порядкового элемента 
x(r) этого множества (r-операцию):

 y ≡ f  (r) (x1, ..., xn) = x(r), r = 1, ..., n. (1.2)

Здесь r называется рангом операции. Лег-
ко видеть, что r-операция обобщает операции 
конъюнкции ∧ = min и дизъюнкции ∨ = max 
непрерывной логики (НЛ), переходя в них соот-
ветственно при r = 1 и r = n. Результатом r-опе-
рации над элементами множества является один
из элементов этого же множества. Назовем 

произвольную функцию, аргументы которой
x1, ..., xn взяты из множества X и которая пред-
ставляется в виде суперпозиции r-операций над 
X с различными значениями ранга r, функцией 
порядковой логики. Простейший пример такой 
функции — сама r-функция (1.2). Более слож-
ный пример — функция y = f  (2)[f  (2)(x1, x2, x3), 
f  (3)(x1, x2, x3, x4)]. Любая функция порядковой 
логики y = f(x1, ..., xn) на любом наборе аргу-
ментов (x1, ..., xn) принимает значение одного из 
аргументов. Это связано с тем, что r-операции, 
суперпозицией которых является выражение y, 
всегда имеют своим результатом одну из пере-
менных, участвующих в операциях.

Задать функцию порядковой логики y =
= f(x1, ..., xn) можно, перечислив все n! вариан-
тов упорядочения аргументов x1, ..., xn и указав 
для каждого варианта аргумент xi, значение 
которого принимает функция. Такое задание 
функции порядковой логики есть частный 
случай первичного задания любой функции 
непрерывной логики. Поэтому от такого пер-
вичного задания функции порядковой логики 
можно перейти к ее аналитическому представ-
лению с помощью суперпозиции операций 
НЛ — конъюнкции и дизъюнкции (отрицание 
здесь не участвует, так как r-операция всегда 
имеет своим результатом значение одной из 
переменных, но не ее отрицания). Методика 
перехода та же, что и для функций НЛ.

Пример 1. Функция порядковой логики
y = f  (2)(x1, x2, x3) — медиана — задана табли-
цей. Требуется найти ее представление с помо-
щью НЛ.

Задание функции-медианы y = f  (2)(x1, x2, x3) 

Упорядочение 
аргументов

Значение 
функции

Упорядочение 
аргументов

Значение 
функции

x1 m x2 m x3 x2 x2 m x3 m x1 x3

x1 m x3 m x2 x3 x3 m x1 m x2 x1

x2 m x1 m x3 x1 x3 m x2 m x1 x2

Согласно таблице искомую функцию мож-
но представить так:

 
1 2 1 3 3 1 2

2 1 2 3 3 2 1

3 1 3 2 2 3 1

при или ;

при или ;

пр

  

и ил

  

 .  и

x x x x x x x

x x x x x x xy

x x x x x x x

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

m m m m
m m m m

m m m m

Объединим с помощью конъюнкции НЛ 
первую строку при втором условии со второй 
строкой при втором условии, первую строку 
при первом условии с третьей строкой при вто-
ром условии и вторую строку при первом ус-
ловии с третьей строкой при первом условии:
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Объединяя теперь три строки в одну с по-
мощью операции дизъюнкции НЛ, получаем 
искомое представление: y = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3.

Из сказанного следует, что функции по-
рядковой логики — отдельный класс функций 
НЛ. Поэтому выражения функций порядковой 
логики можно подвергать эквивалентным пре-
образованиям (в целях их упрощения) с помо-
щью законов НЛ. Однако некоторые законы 
присущи лишь порядковой логике:
 � тавтология

 f  (r)(x, ..., x) = x; (1.3)

 � переместительный

 
1

( ) ( )
1( , ..., ) ( , ..., )

n

r r
n i if x x f x x=  (1.4)

(здесь 
1
, ...,

ni ix x  — любая перестановка аргу-
ментов x1, ..., xn);
 � распределительный

 
1 2( ) ( )( )

1 1

( ) ( )
1 1

[ ( , ..., ), ( , ..., ), ...
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q qr
n n

q q
n n

f x x x x

x x x x

ϕ ϕ

ϕ = ϕ
 (1.5)

(здесь q1 < q2 < ... < qp; 1 m r m p)
и его частные случаи

 

1

1

( )
1 1

1

( )
1 1

1

( , ..., ) ( , ..., );

( , ..., ) ( , ..., ).

n

i
ii

n

i
ii

rn
r

n n
i

rn
r

n n
i

f x x f x x

f x x f x x

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∧
=

∨
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С помощью этих законов можно преобра-
зовывать представления функций порядковой 
логики, не являющиеся выражениями НЛ.

2. Рассмотрим множество Xq, состоящее из
q непересекающихся подмножеств 1( , ..., ),

ii imx x  
i = 1, ..., q, с элементами xij ∈ [A, B], упорядо-
ченными согласно условию

 1 2 ... ,
ii i imx x xm m m  i = 1, ..., q. (1.7)

Число элементов этого множества 
1

.
q

i
i

n m
=

= ∑  

Множество Xq частично упорядоченное; его 
удобно записывать в виде квазиматрицы q-го 
порядка со строками — упорядоченными под-
множествами

 
11 1

1

...
,

...
i

q

m

q ij
q qm

x x
x

x x
= =X

 i = 1, ..., q; j = 1, ..., mi. (1.8)
Квазиматрица (1.8) отличается от обыч-

ной матрицы неодинаковым числом элементов 
в различных строках и упорядоченностью эле-
ментов в строках согласно (1.7). Рассмотренное 
выше неупорядоченное множество X = (x1, ..., xn)
есть частный случай множества (1.8) при n стро-
ках из одного элемента каждая. Поэтому не-
упорядоченное множество X можно записать 
в следующем виде матрицы-столбца:

 
1

.n
n

x

x
=X  (1.9)

В другом частном случае, когда множество 
Xq полностью упорядочено, оно содержит лишь 
одно упорядоченное подмножество (одну стро-
ку в (1.8)). В этом случае матричная запись 
множества Xq имеет вид матрицы-строки:

 Xn = ||x1, ..., xn||. (1.10)

Для частично упорядоченного множества 
Xq, заданного своей квазиматрицей (1.8), как 
и для упорядоченного множества X, вводится 
r-операция (1.2) в виде функции

 ( ) ( )
11( , ..., ) , 1, ..., ,

q

r r
qmy f x x x r n≡ = =  (1.11)

выделяющей нужный порядковый элемент 
x(r) из Xq. Эта функция называется логическим 
определителем (ЛО) r-го ранга q-го порядка от 
квазиматрицы Xq = ||xij|| и обозначается

 

( )
11 1 ( )

1

...
,

...
i

q

r
m rr

q ij
q qm

x x
X x

x x
= =  r = 1, ..., n. (1.12)

Специально отметим частные случаи — 
определитель-столбец

 
( )

1
,

r
r
n

n

x
X

x
=  r = 1, ..., n, (1.13)

соответствующий матрице-столбцу (1.9) и со-
впадающий с обычной r-функцией вида (1.2), 
и определитель-строку

 ( )
1 1| , ..., | , , 1, ...,r r

n rX x x r nx = ==  (1.14)

соответствующий матрице-строке (1.10). Логи-
ческий определитель r

qX  от квазиматрицы Xq 
является числовой характеристикой этой ква-
зиматрицы, так же как обычный определитель 
(детерминант) есть характеристика квадрат-
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ной матрицы. Формально ЛО — это обобщение
обычной r-функции (1.2) на случай частично 
упорядоченного множества аргументов, сохра-
няющее все основные черты r-функции. Так, 
любой ЛО ( )| |r r

q ijX x=  на любом наборе эле-
ментов 11, ...,

qqmx x  принимает значение одного 
из элементов. Далее, любая функция, аргумен-
ты которой являются элементами 11, ...,

qqmx x  
квазиматрицы Xq и которая представлена в виде 
суперпозиции ЛО r

qX  различных рангов r от 
Xq, есть функция порядковой логики. Так что 
ЛО и суперпозицию ЛО можно задать, указав 
для каждого варианта упорядочения элементов 

11, ...,
qqmx x  элемент xij, значение которого при-

нимает функция. От такого задания ЛО можно 
перейти к их аналитическому представлению 
с помощью операций НЛ (пример 1). Значит, 
ЛО и их суперпозиции образуют специальный 
класс функций НЛ. Их можно подвергать эк-
вивалентным преобразованиям с помощью за-
конов НЛ и порядковой логики (1.3)—(1.6).

2. Свойства логических определителей

Свойство 1. ЛО является монотонно неубы-
вающей функцией ранга

 ,r p
q qX Xl  если r > p. (2.1)

Свойство 2. Перестановка любых двух строк 
ЛО r

qX  не меняет его значения.
Доказательства свойств 1, 2 вытекают из 

определения r
qX .

Свойство 3. Общее для всех элементов опре-
делителя слагаемое можно вынести за знак ЛО:

 |xij + c|(r) = |xij|
(r) + c. (2.2)

Доказательство: прибавление общего сла-
гаемого ко всем элементам xij не меняет их вза-
имной упорядоченности согласно (1.7).

Свойство 4. Общий для всех элементов 
дизъюнктивный (конъюнктивный) член мож-
но вынести за знак ЛО:

 |xij ∨ c|(r) = |xij|
(r) ∨ c; |xij ∧ c|(r) = |xij|

(r) ∧ c. (2.3)

Доказательство следует из того, что введе-
ние общего для всех элементов дизъюнктив-
ного (конъюнктивного) члена c не меняет вза-
имной упорядоченности элементов, а лишь 
приводит к замене на c тех из них, которые 
вначале были меньше (больше) c.

Свойство 5. Общий для всех элементов со-
множитель c можно вынести за знак ЛО с со-
хранением первоначального ранга r, если c > 0,

и с заменой его на дополнительный ранг
n – r + 1 при c < 0:

 

( )
( )

( )1

, 0;

, 0.

r
ijr

ij n r
ij

c c
c

c

x

c
x

x
− +

⎧ >⎪= ⎨
⎪ <⎩

 (2.4)

Доказательство: в случае c > 0 упорядочен-
ность значений xijc и xij (i = 1, ..., q; j = 1, ..., mi) 
одинаковая, а в случае c < 0 — обратная (макси-
мальному xij соответствует минимальное xijc и т. д.).

Свойство 6. Если ( 1, ..., ),
iimc x i q> =  то 

значение ЛО не меняется при добавлении 
к нему справа столбца из элементов c:

 

( )
11 1

1

( )
11 1

1

...

...

...
, 1, ..., ;

...

, 1, ..., .

i

q

i

q

r
m

q qm

r
m

q qm

x x c

x x c

x x
r n

x x

c r n n q

=

⎧
⎪ =⎪= ⎨
⎪
⎪ = + +⎩

 (2.5)

Свойство 7. При добавлении к ЛО столбца 
из c при c < xi1 (i = 1, ..., q) значение ЛО не изме-
нится, если его ранг уменьшить на число строк:

 

( )
11 1

1

( )
11 1

1

...

...

, 1, ..., ;

...
, 1, ..., .
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i

q

i

q

r
m

q qm

r q
m

q qm

c x x
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c r q

x x
r q q n

x x

−

=

=⎧
⎪⎪= ⎨

= + +⎪
⎪⎩

 (2.6)

Свойство 8. Значение ЛО не меняется при 
исключении элемента ∞ (бесконечность) в кон-
це какой-либо строки:

( )
( ) 11 1

11 1

1
1

...
... , 1, ..., ;

...
...

, 1.

i
i

q
q

r
r m

m

q qm
q qm

x x
x x r n

x x
x x

r n

⎧
∞ ⎪ =⎪= ⎨

⎪
⎪∞ = +⎩

 (2.7)

Свойство 9. Значение ЛО не меняется, если 
из него исключить элемент –∞ в начале какой-
либо строки, а ранг уменьшить на единицу:
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11 1

1

( 1)
11 1

1

...
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, 1, ..., ;
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q
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r
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r q
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r q q n
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−

−∞
=

−∞ =⎧
⎪⎪= ⎨

= + +⎪
⎪⎩

 (2.8)
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Доказательства свойств 6—9 вытекают из 
определения ЛО.

Свойство 10. Значение ЛО не изменится, 
если любую совокупность строк заменить ЛО, 
образованными этой совокупностью и распо-
ложенными в одной строке в порядке возрас-
тания ранга:

 

( )
\ ...

1 2
... ... ...

.
...

r
q i kr

q N
i k i k i k

X
X

X X X
=  (2.9)

Здесь Xq\i...k — квазиматрица, полученная из 
квазиматрицы Xq исключением строк i, ..., k; 

( )

...

p
p
i k

i
X

k
=  — ЛО p-го ранга из строк i, ..., k.

Доказательство: указанная замена означа-
ет совместное упорядочение элементов строк 
i, ..., k и не влияет на значение порядкового 
элемента x(r) множества Xq, а следовательно, и 
на значение r

qX .
Свойство 11. ЛО q-го порядка с двумя оди-

наковыми строками можно представить как 
ЛО (q – 1)-го порядка с различными строками:
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1

1

1

1 1

( )
11 1

1,1 1,

1,1 1,

( )
11 1

1,1 1,1 1, 1,
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.
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q
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q q

r
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q q m

q q m

r
m

q q q m q m

x x

x x

x x

x x

x x x x

−

−

− −

− −

− −

− − − −

=

=

 (2.10)

Доказательство: такая перестановка удов-
летворяет условию упорядоченности элемен-
тов в строках (1.7), т. е. снова дает логический 
определитель, причем не меняет его значения.

Свойство 12. Конечный ЛО можно предста-
вить как бесконечный:

 
1 1

( ) ( )
11 1 11 1

1 1

... ... ...
.

... ... ...
q q

r r
m m

q qm q qm

x x x x

x x x x

∞ ∞
= ∞ ∞  (2.11)

Доказательство данного свойства получает-
ся повторным применением формулы (2.7).

Бесконечности в формуле (2.11) можно за-
менить конечными элементами xik, k > mi, та-
кими чтобы сохранилась упорядоченность (1.7) 
элементов в строках и выполнялись неравен-

ства 
1

, 1, ..., .
i

q

ik im
i

x x i q
=

=∨l

Свойство 13. Значение ЛО r-го ранга не из-
менится, если в любой i-й строке исключить 
элементы xi, r + 1; xi, r + 2...:

 
1 1

( ) ( )
11 1 11 1

1 1

... ...
,

... ...

где .

q q

r r
m r

q qm q qr

i i

x x x x

x x x x

r r m

=

= ∧

 (2.12)

Доказательство: действительно, r-м поряд-
ковым элементом x(r) квазиматрицы Xq может 
быть только один из r первых элементов какой-
либо ее строки.

Свойство 14 (закон тавтологии):

 
( )...

,  1, ..., .
...

rx x
x r n

x x
= =  (2.13)

Доказательство следует из определения ЛО.
Свойство 15 (распределительный закон):
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m
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r
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 (2.14)

Здесь 1 2 ... ,
ii i imp p p< < <  r = 1, 2, ..., n, 

1
.

s

i
i

n m
=

= ∑

Свойство 16 (частный случай распредели-
тельного закона):

 1

1
.

n

i
i i

n pp
q q

i
X X =

∧

=
=∧  (2.15)

Свойство 17 (частный случай распредели-
тельного закона):

 1

1
.

n

i
i i

n pp
q q

i
X X =

∨

=
=∨  (2.16)

Доказательство свойств 15—17 вытекает из 
свойства 1. По нему упорядочение множества 
ЛО Xq

r различных рангов r от одной квазима-
трицы Xq можно заменить упорядочением мно-
жества рангов.

3. Раскрытие логического определителя

Раскрыть ЛО — значит указать аналитиче-
ское представление функции НЛ, выражаю-
щей значение ЛО через значения его элементов. 
В п. 1 был предложен прямой метод раскрытия 
ЛО. Однако этот метод громоздок и не работает 
в случае больших ЛО. Удобнее раскрывать ЛО 
по готовым формулам, дающим аналитическое 
представление функции НЛ, выражающей зна-
чения целого класса ЛО.
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1. ЛО-столбец r-го ранга с n элементами
выражается дизъюнктивной нормальной фор-
мой (ДНФ):

 

1 1
1 1

( )
1

1
...

( ... ), { , ..., }
n r k

n r

r
r
n

n

n

i i i n
i i

x
X

x

x x x x x
− +

− +≠ ≠

= =

= ∈∨
 (3.1)

или конъюнктивной нормальной формой (КНФ):
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r k

r

r
r
n

n

n
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X

x

x x x x x
≠ ≠

= =

= ∨ ∨ ∈∧
 (3.2)

Доказательство (3.1). Пусть x(1), ..., x(n) — 
упорядоченные согласно (1.1) элементы x1, ..., xn.
Каждая конъюнкция состоит из n – r + 1 раз-
личных элементов. Одна конъюнкция вида
b = x(r)x(r + 1)...x(n), остальные вида ( ) ,s

i ib x b′=  
где s < r, т. е. b = x(r), bi m x(r) и правая часть 
выражения (3.1) равна x(r), т.е. левой части.
Формула (3.2) доказывается аналогично.

2. Общий бесконечный ЛО r-го ранга 
q-порядка выражается ДНФ:
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Доказательство. Сначала докажем частный 
случай (3.3) при q = 2:
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x x
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Согласно свойству 13 логический определи-
тель X2

r можно представить как конечный ЛО:
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r
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x x
X

x x
=  (3.5)

который, не учитывая упорядоченности эле-
ментов в строках, представим в виде ЛО-
столбца
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X
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x

=  (3.6)

Раскроем ЛО (3.6) по формуле (3.1). Каждая 
конъюнкция в (3.1) включает r + 1 различных 

элементов. Из этих элементов хотя бы один 
вида x1i и хотя бы один вида x2j. Пусть Bks — s-я 
из конъюнкций, включающих k элементов вида 
x2j и r + 1 – k элементов вида x1i. Тогда согласно 

(3.1) 2
1

.
r

r
ks

k s
X B

=
= ∨∨  При фиксированном k по 

условию (1.7) максимальна та конъюнкция Bks 
(s = 1, 2, ...), в которую входят элементы x1k, ...
..., x1r; x2, r + 1 – k, ..., x2r: она равна x1kx2, r + 1 – k. От-

сюда 1 2, 1 .ks k r k
s

B x x + −=∨  Подставив это в вы-

ражение 2
rX , получим (3.4). Теперь формулу 

(3.3) докажем индукцией по q. При q = 1 (3.3) 
переходит в равенство 

1

( )
1 11 1 1| ... ...| ,r r

i rX x x x= =
(см. (1.14)), а при q = 2 — в доказанное соотно-
шение (3.4). Допустим, что формула (3.3) вер-
на для некоторого q = p. Докажем, что тогда 
она верна и при q = p + 1. Представим 1

r
pX +  

по правилу (2.9) в виде блочного определителя 
2-го порядка:
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Раскроем последний по формуле (3.4) 

1 1, 1
1

.
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r k
p p p r k

k
X X x+ + + −

=
= ∨  Согласно вышеуказан-

ному допущению ЛО k
pX  можно выразить 

в виде (3.3). Отсюда
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В последнем полученном выражении по свой-
ству 13 можно опустить условие 1 m ip + 1 m r,
не изменив значение ЛО. В итоге будет спра-

ведливо равенство 
1 11

1

1 1 1... ,
p

p

s
s

r
p i p i

i r p

X x x
++

=

+ +

= +

=

∑
∨  

что и требовалось доказать.
3. Общий конечный ЛО r-го ранга q-гo по-

рядка выражается ДНФ:
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 (3.7)

Здесь и ниже запись 
1

11

m

ix
�

 означает, что эле-
мент 

kkix  исключается из тех конъюнкций, 
для которых из условия на Σis формально по-
лучается ik > mk.

Доказательство формулы (3.7) получает-
ся, если в соответствии с соотношением (2.11) 
представить конечный ЛО r

qX  как бесконеч-
ный и применить к последнему правило рас-
крытия (3.3), учитывая, что x ∧ ∞ = x.

Пример 2. По формуле (3.1) раскроем ЛО-
столбец

 

( )
1 1 2 3

3 2 1 2 1 3 2 3

3 1 2 3

, 1;

, 2;

, 3.

r

r

x x x x r

X x x x x x x x r

x x x x r
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⎪= = ∨ ∨ =⎨
⎪ ∨ =⎩

Второе из выписанных выражений было по-
лучено более сложным путем — с использова-
нием прямого метода в примере 1.

Пример 3. По формуле (3.7) раскроем общий 
ЛО 2-го порядка:

 

11 21
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11 22 12 2111 12
3

21 22 12 22 11 21

12 22
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, 2;

, 3;

, 4.
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x x r

x x x x rx x
X

x x x x x x r

x x r
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⎪ ∨ =⎪= = ⎨ ∨ =⎪
⎪ =⎩

4. Раскрытие больших логических 
определителей

1. Раскрытие больших ЛО (т. е. ЛО с боль-
шим числом элементов) по явным формулам 
п. 3 слишком трудоемко. В таких случаях це-
лесообразнее применять разложения ЛО на ЛО 
меньших размеров. Простейшее такое разло-
жение — (2.9).

Пример 4. Раскроем ЛО 4-го порядка

 

(4)
11 12

21 224
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41

.

x x

x x
X

x

x

=

Запишем данный ЛО как блочный ЛО 2-го 
порядка, объединив первую строку со второй 
и третью с четвертой:
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2 2 2 24

2 1 2
2 2

,
B B B B

X
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где

 
( )

11 12
2

21 22

, 1, ..., 4;
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, 1, 2.
r

r x
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x
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Раскроем теперь ЛО X2
4 по формуле (3.7):

 4 2 3 2 4 1
2 2 2 2 2 2.X B B C B C= ∨ ∨

Остается подставить сюда выражения 2
rB  из 

примера 3 и значение определителя 2
rC :

 31 41
2

31 41

, 1;

, 2.
r x x r

C
x x r

=⎧
= ⎨ ∨ =⎩

Получаем окончательно выражение ЛО, 
сложность которого — 13 двухместных опера-
ций ∨ и ∧ НЛ:
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31 41 12 22 31 41

( )

( ) ( ) .

X x x x x x x x x

x x x x x x
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Раскрытие этого ЛО по формуле (3.7) дает 
выражение
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12 31 41 22 31 41,

X x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x
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∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨

сложность которого — 23 операции.
Более конкретные правила разложения ЛО, 

когда однозначно указываются блоки, на кото-
рые разлагается ЛО, изложены ниже.

2. Назовем логическим дополнением элемента 
xij в ЛО r

qX  ЛО, полученный из r
qX  исключе-

нием элемента xij. Обозначим его \ .r
q ijX x  ЛО-

столбец r-го ранга с n элементами можно раз-
ложить поэлементно по следующей ДНФ:
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X x X x

x =
= = ∨  (4.1)

Доказательство. Раскрыв ЛО \r
n iX x  в пра-

вой части по правилу (3.1), получим раскрытый 
по этому правилу ЛО левой части r

nX .
Общий ЛО r-го ранга q-гo порядка можно 

разложить поэлементно по ДНФ:
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Доказательство. Рассматривая ЛО r
qX  без 

учета упорядоченности элементов в строках (т. е.
как ЛО-столбец), применяем к нему формулу (4.1).

Формулы (4.1), (4.2) задают разложения ЛО 
по элементам.

3. Пусть 
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x x
=  — общий беско-

нечный ЛО r-го ранга q-гo порядка, a ,
s
d bX  — 

это блок-ЛО s-го ранга, составленный из строк 
d, d + 1, ..., b ЛО r

qX . Справедливо разложение 
ЛО по блокам:
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Доказательство. Представим r
qX  в блочном 

виде (2.9):
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Рассматривая теперь блоки ,
s
d bX  как эле-

менты ЛО r
qX , раскроем его по формуле (3.3). 

Получим соотношение (4.3).

Пусть 
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ЛО r-го ранга q-го порядка, a ,
s
d bX  — см. выше. 

Тогда справедливо разложение ЛО по блокам:
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Здесь Mi — это число элементов в соответ-

ствующем блок-ЛО ,
is

d bX , а запись ,

i
i

M
s
d bX
�

 озна-
чает, что ЛО ,

is
d bX  не входит в те конъюнк-

ции, для которых из условия на Σsi получается
si > Mi. Доказательство повторяет доказатель-
ство разложения (4.3), но с раскрытием ЛО по 
формуле (3.7).

4. Разложения (2.9), (4.1)—(4.4) составляют 
основу иерархических процедур раскрытия ЛО. 
В такой процедуре 1-й шаг — это разложение 
вычисляемого ЛО | |r r

q ij qX X=  по одной из фор-
мул (2.9), (4.1)—(4.4) на блоки-ЛО низшего по-
рядка; 2-й шаг — разложение получившихся 
ЛО на ЛО еще более низкого порядка и т. д., 
пока не придем к выражению исходного ЛО 

через ЛО 1 порядка, т. е. элементы xij. Иерар-
хическая процедура раскрытия ЛО показана 
выше в примере 4.

Трудоемкость такой процедуры и сложность 
получаемого выражения ЛО зависят от форму-
лы разложения ЛО и способа его разделения 
на блоки. Наибольший эффект достигается 
при использовании поблочных разложений 
с делением на каждом шаге имеющихся ЛО на 
два равновеликих. При этом формулы разло-
жения бесконечного (4.3) и конечного (4.4) ЛО 
принимают соответственно вид:

 1,] /2[ ] /2[ 1,
1

;r i j
q q q q

i j r
X X X +

+ = +
= ∨  (4.5)
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 (]a[ — целая часть a). (4.6)

Получаемые по ним выражения ЛО облада-
ют сложностью

 2( 1) 2 1;r
qN r q r= − + −�  (4.7)

 , 2 ( const).r
qN krn k k= =� m  (4.8)

Оценка (4.8) получена в предположении оди-
накового числа элементов m во всех q строках 
ЛО; в ней n — общее число элементов (n = mq). 
Использование дихотомических блочных разло-
жений (4.5), (4.6) обеспечивает раскрытие боль-
ших ЛО с приемлемой сложностью вычислений.

5. При раскрытии особенно больших ЛО по-
лучаемые с помощью разложений (4.5), (4.6) вы-
ражения ЛО могут оказаться недопустимо слож-
ными. В таких случаях целесообразно прибли-
женное раскрытие ЛО, основанное на получении 
двусторонних аналитических оценок значения 
ЛО. Эти оценки имеют следующий вид:

для ЛО-столбца
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где M1 = ]n/(n – r + 1)[, M2 = ]n/r[;
для общего бесконечного ЛО
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где l = [r/q] и [•] — символ округления до бли-
жайшего большего целого числа;

для общего конечного ЛО

1 1
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Данные оценки позволяют получать при-
ближенные выражения ЛО со сложностью, 
пропорциональной размерам ЛО, что делает 
возможным вычисление ЛО практически не-
ограниченных размеров.

Пример 5. Оценим ЛО 4
4X  из примера 4. Так, 

d1 = d2 = ]7•2/6[ = 2, d3 = d4 = ]7•1/6[ = 1, l1 =
= l2 = [4•2/6] = 2, l3 = l4 = ]4•1/6] = 1, и иско-
мые оценки имеют вид:

 4
12 22 31 41 4 12 22 31 41.x x x x X x x x x∨ ∨ ∨m m  

Сложность их совместного вычисления — 
в наличии шести операций, а точность зави-
сит от численных значений xij. Например, если 
x12 = x22 = 10, x31 = x41 = 11, то имеем оценки 

4
410 11,Xm m  погрешность которых 10 %.

Заключение

Настоящая работа содержит математическую 
часть выполненных исследований по теории 
надежности систем. В ней описан математиче-
ский аппарат создаваемой автором логической 
теории надежности сложных систем, так на-
зываемые логические определители. Изложена 
также общая методика и конкретные методы 
использования указанного аппарата для вы-
числения характеристик надежности сложных 
систем, сопровождаемые содержательными 
примерами. Далее на основе разработанного 
математического аппарата логической теории 
надежности решены задачи построения анали-
тических формул для вычисления характери-
стик надежности нескольких классов сложных 
систем произвольно высокой размерности.

Данная работа продолжает цикл исследо-
ваний автора, посвященный математическому 
аппарату логической теории надежности. От 
опубликованных ранее работ автора [6—13] ста-
тья существенно отличается использованием 

нового оригинального математического аппа-
рата логических определителей. Это позволило 
принципиально упростить как вычисление ха-
рактеристик надежности сложных систем, так 
и анализ их надежностного поведения, причем 
эти операции оказались применимы в равной 
степени как к низкоразмерным, так и к высо-
коразмерным системам.
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In recent years the increasing attention of scientists and designers of technical systems has been acquiring the issues of 
improving methods for assessing the reliability and safety of these systems, in connection with tasks of increasing the values 
of these characteristics. The purpose of the article is to develop an automata-logical model of reliability of complex technical 
systems and corresponding logical methods for evaluating the reliability of such systems, which, unlike known ones, use not 
the traditional probabilistic reliability indicators, but deterministic logical indicators. In order to achieve this goal, the article 
suggests using the observed moments of successive failures and recovery of the elements of the technical system as initial data, 
and as the reliability characteristics of the system itself the moments of successive failures and recovery of this system. In this 
case, the problem of estimating the reliability of a system is reduced to constructing its mathematical model in the form of 
automata logical functions expressing the moments of its successive failures and reconstructions through analogous moments of 
all its elements. This article is the first part of the work in which an automata-logical model designed to calculate the logical 
function of reliability of complex technical systems is developed in detail. The novelty of the work is the construction of an 
adequate logical model of the reliability of complex system, which makes it possible to reduce the estimation of reliability of a 
complex technical system to the calculation of its logical reliability functions. In the process of calculation, the mathematical 
apparatus of logical determinants is used for the first time, which allows us to solve the complexity problem. In the article 
the logical model of reliability and methods of its investigation are developed in detail, allowing to introduce new indicators 
of reliability of complex technical systems that do not require for their evaluation the use of probabilistic methods and initial 
statistical data on element failures. On the basis of the developed logical model of reliability and methods of its investigation, the 
problem of constructing an automata system for reliability of systems is solved, which will allow to fulfill practical calculations 
of complex technical systems by methods of the theory of dynamic automata using the apparatus of logical determinants.

Keywords: complex system, switching process, reliability process, dynamical automaton, binary operator, structure of 
operator, logical theory of reliability
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