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Рассматривается способ аппроксимации геометрических объектов многомерного аффинного пространства 
с помощью дуг алгебраических кривых, проходящих через наперед заданные точки, который позволяет суще-
ственно уменьшить аналитическое описание многофакторных процессов и явлений. Приводится пример ис-
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Аппроксимация геометрических объектов с помощью дуг кривых, 
проходящих через наперед заданные точки

Введение

В инженерной практике и научной работе 
постоянно возникает необходимость модели-
рования и аналитического описания много-
факторных процессов и явлений на основе 
экспериментальных и статистических данных 
для их анализа, прогнозирования и оптими-
зации результатов моделирования. Для реше-
ния этой задачи широко используются мето-
ды аппроксимации и интерполяции. Общая 
концепция моделирования геометрических 
объектов методом многомерной интерполяции 
применительно к решению задач моделиро-
вания и оптимизации многофакторных про-
цессов и явления была изложена в работе [1].
Однако итоговый результат моделирования 
таких объектов, включающий в себя большое 
количество исходных данных, может иметь 
значительный размер, что с одной стороны не 
является неразрешимой проблемой, учитывая 
мощность современной вычислительной тех-
ники, но с другой стороны, это значительно за-
трудняет анализ и дальнейшее использование 
результатов моделирования. Одним из выходов 
из этой ситуации является использование ап-
проксимации геометрических объектов. При 
этом следует учитывать сложность визуаль-
ного восприятия многомерного пространства, 

что приводит к необходимости использования 
не зрительной, но логической наглядности, ос-
нованной на методах обобщения и аналогии.

В соответствии с определением [2] под ап-
проксимацией следует понимать замену одних 
математических объектов другими, в том или 
ином смысле близкими к исходным. В данном 
случае под аппроксимацией будем понимать 
замену одних геометрических объектов дру-
гими, имеющими одинаковое число текущих 
параметров с исходными объектами. К приме-
ру, дуга кривой как однопараметрическое мно-
жество точек имеет один текущий параметр, 
и аппроксимирующий ее геометрический объ-
ект также должен быть однопараметрическим 
множеством точек. Аналогичным образом от-
сек поверхности как двухпараметрическое 
множество точек аппроксимируется другим 
отсеком поверхности и т. д.

На данный момент существует достаточно 
большое число методов аппроксимации, клас-
сифицированных в работе [3]. Существенным 
их недостатком является сложность обобще-
ния на многомерное пространство, в котором 
можно моделировать многофакторные процес-
сы и явления практически не имеющие огра-
ничений по числу моделируемых факторов.
С практической точки зрения широкое рас-
пространение получил метод наименьших ква-
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дратов, на котором основаны другие методы 
(например, регрессионный анализ [4]). К недо-
статкам таких методов можно отнести слабую 
устойчивость по отношению к изменениям ис-
ходных данных. Среди алгоритмов машинной 
графики [5, 6] широкое распространение по-
лучили аппроксимационные алгоритмы на ос-
нове составных кривых, к которым относятся 
различные сплайны [7] и обводы [8—10]. Глав-
ным недостатком использования составных 
кривых для моделирования многофакторных 
процессов и явлений является использование 
равномерной сети точек и связанная с этим 
сложность использования в многомерном про-
странстве. Другим недостатком составных 
кривых является требование к порядку глад-
кости стыковки дуг между собой, хотя этот 
недостаток применительно к геометрическому 
моделированию процессов и явлений можно 
считать весьма условным. Также к недостат-
кам составных кривых следует отнести невоз-
можность прогнозирования поведения функ-
ции отклика в случае, когда факторы влияния 
выходят за пределы исследуемой области. Ре-
зюмируя, можно сделать вывод о том, что лю-
бой метод моделирования имеет свои преиму-
щества и недостатки. Наибольшее же значение 
имеет целесообразность применения того или 
иного метода для решения конкретной прак-
тической задачи.

В работе [1] для моделирования геометри-
ческих объектов методом многомерной интер-
поляции используются дуги алгебраических 
кривых, проходящих через наперед заданные 
точки, модифицированные на основе полино-
мов Бернштейна [11, 12]. Эти же дуги кривых 
могут быть эффективно использованы для ап-
проксимации геометрических объектов много-
мерного аффинного пространства. Тогда зада-
ча сводится к определению узловых точек ап-
проксимации. В некоторых случаях их можно 
выделить из имеющихся узлов интерполяции.

Модель распределения прочностных 
характеристик в бетонной колонне,

полученная методом многомерной интерполяции

Рассмотрим в качестве примера моделиро-
вание распределения прочностных характе-
ристик по всему объему бетонной колонны.
С точки зрения геометрического моделирова-
ния этот процесс можно представить в виде 
гиперповерхности отклика, принадлежащей 
четырехмерному пространству, которая опре-

деляется тремя факторами, влияющими на 
процесс. В качестве факторов влияния исполь-
зуются координаты x, y и z, определяющие по-
ложение искомой точки по всему объему бе-
тонной колонны, а в качестве функции откли-
ка — показатели соотношения характеристик 
бетона к показателям характеристик стандарт-
ных образцов в процентах. Изначально по-
становка задачи и первый вариант ее решения 
были опубликованы в работах [11, 13]. Однако 
предложенное решение основывалось на том 
аппарате моделирования, который был раз-
вит в то время и имело ряд ограничений. Бо-
лее прогрессивным и качественным оказалось 
решение с использованием метода многомер-
ной интерполяции и дуг кривых, проходящих 
через наперед заданные точки, предложенное 
в работе [14], в соответствии с которым про-
цесс моделирования был разбит на три этапа.

1 этап. Определение направляющих линий 
1-го яруса (рис. 1) с помощью дуг кривых 4-го 
порядка, проходящих через пять наперед за-
данных точек:

 
11 15 1 1 1 1 1

12 14 1 1 1 1 1

13 1 1 1 1 1

;

;

,

M M af be cd de ef

M M ae bc cb dc ee

M ad bb ca db ed

= = + + + +
= = + + + +

= + + + +

Рис. 1. Схема расположения вертикальных ярусов выпилен-
ных образцов
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где
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u — текущий параметр дуги кривой 4-го по-
рядка, проходящей через пять наперед задан-
ных точек; 1u u= −  — дополнение параметра 
до 1; 0 m u m 1; ai, bi, ci, di, fi, ei — значения 
прочностных характеристик (i — номер яруса, 
для первого яруса i = 1) (рис. 2).

Экспериментальные значения прочностных 
характеристик, которые являются функциями 
отклика, приводятся в работах [11, 13—14].

2 этап. Точечное уравнение образующей 
поверхности отклика для 1-го яруса:
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⎝ ⎠
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⎝ ⎠

где 1 ;v v= −  0 m v m 1.

Остальные точечные уравнения четырех по-
верхностей отклика, соответствующие 2, ..., 5 яру-
сам (см. рис. 1), определяются аналогичным 
образом. В уравнениях изменяются только ин-
дексы значений прочностных характеристик.

3 этап. Определение гиперповерхности от-
клика, для которой направляющими являются 
текущие точки образующих поверхностей от-
клика с первого по пятый ярус включительно:

 ( )
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где 1 ;w w= −  0 m w m 1.
Таким образом, получаем вычислительный 

точечный алгоритм моделирования отсека 
гиперповерхности отклика, проходящей через 
125 наперед заданных точек, который опреде-
ляется тремя параметрами: u, v и w, которые 
соответствуют трем факторам влияния. Ито-
говое точечное уравнение с учетом исходных 
экспериментальных данных в работе [14] не 
было приведено из-за большого его объема, 
а результат был представлен в виде вычисли-
тельного алгоритма геометрической модели. 
Следует также отметить, что все представ-
ленные выше точечные уравнения получе-
ны в рамках математического аппарата БН-
исчисление (точечное исчисление Балюбы—
Найдыша) [15—17]. Для перехода от точечных 
уравнений, которые являются символьной 
записью, к системе параметрических уравне-
ний необходимо выполнить покоординатный 
расчет, отчего объем вычислений увеличится 
в четыре раза. Однако используя равномерное 
распределение параметра, заложенное при 
определении точечных уравнений дуг кривых, 
проходящих через наперед заданные точки, 
можно перейти от значений параметров u, v и 
w, которые изменяются от 0 до 1, к натураль-
ным значениям факторов влияния x, y и z. 
Это позволит существенно сократить вычис-
лительный алгоритм, а с учетом аппроксима-
ции и вообще представить его в виде одного 
итогового уравнения.

Рис. 2. Схема расположения, адресации и размеров выпилен-
ных образцов на плане
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Аппроксимация модели распределения 
прочностных характеристик в бетонной колонне

Учитывая симметричное расположение зна-
чений функции отклика в плане (рис. 2), вос-
пользуемся для аппроксимации дугой кривой 
2-го порядка, проходящей через три наперед 
заданные точки, которая описывается следую-
щим точечным уравнением:

 1 2 3(1 2 ) 4 (2 1),M A u u uuA A u u= − + + −

где Ai — исходные точки дуги кривой 2-го по-
рядка.

В результате получим следующий вычисли-
тельный алгоритм, состоящий из трех этапов.

1 этап. Определение направляющих линий 
для 1-, 3- и 5-го ярусов (см. рис. 1):

 

11 13 1 1

12 1 1

31 33 3 3

32 3 3

51 53 5 5

52 5 5

4 (1 4 );

4 (1 4 );

4 (1 4 );

4 (1 4 );

4 (1 4 );

4 (1 4 ).

M M d uu f uu

M a uu d uu

M M d uu f uu

M a uu d uu

M M d uu f uu

M a uu d uu

= = + −
= + −

= = + −
= + −

= = + −
= + −

2 этап. Точечные уравнения образующих 
поверхностей отклика для 1-, 3- и 5-го ярусов:

 
1 11 12 13

3 31 32 33

5 51 52 53

(1 2 ) 4 (2 1);
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(1 2 ) 4 (2 1).

M M v v vvM M v v
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3 этап. Определение гиперповерхности от-
клика:

 
э

1 3 5(1 2 ) 4 (2 1),b

b

E
M w w wwM M w w

E
= − + + −

где 
э
b

b

E
E

 — показатель соотношения характери-

стик бетона, отнесенный к показателю харак-
теристик стандартных образцов [14].

После подстановок и преобразований с уче-
том экспериментальных данных из работы [14] 
получим геометрическую модель гиперповерх-
ности отклика, принадлежащую четырехмер-
ному пространству, которая определяется тре-
мя параметрами: u, v и w:
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Для перехода от значений параметров к на-
туральным значениям факторов с учетом рав-
номерности распределения параметра были 
получены следующие линейные зависимости:
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Таким образом, получим зависимость 
э

( , , ).b

b

E
f x y z

E
=  Следует отметить, что в дан-

ном случае в качестве примера используется 
только один столбец экспериментальных дан-
ных, приведенных в работе [14]. Остальные две 
геометрических модели можно получить ана-
логичным образом, используя предложенный 
в статье вычислительный алгоритм и соответ-
ствующий столбец данных.

Оценка точности аппроксимации 
геометрической модели

Для оценки точности аппроксимации и 
проверки достоверности полученных моде-
лей существует достаточно много различных 
критериев, к которым относятся коэффициент 
детерминации, стандартная ошибка модели, 
средняя относительная ошибка аппроксима-
ции и т. п. Однако работ, посвященных оценке 
достоверности геометрических моделей с уче-
том их специфики, автору найти не удалось. 
Наиболее часто в литературе встречается точ-
ность аппроксимации применительно к ме-
тодам математической статистики (например, 
к регрессионному анализу). В работе [18] пред-
лагается для проверки адекватности и точно-
сти полученной модели процесса ниточного 
соединения использовать критерий Стьюден-
та и величину относительной погрешности. 
Однако эти критерии скорее учитывают спе-
цифику проверки достоверности самих экспе-
риментальных данных на предмет случайных 
ошибок, чем специфику геометрических моде-
лей. В сложившейся ситуации воспользуемся 
различными критериями математической ста-
тистики для оценки точности аппроксимации 
геометрической модели и сравним результаты.
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В общем, точность любой модели характе-
ризуется разностью между фактическими и 
расчетными значениями исследуемого пока-
зателя. Такой мерой точности является стан-
дартная ошибка модели Sмод, которую можно 
вычислить по формуле:

 

� 2

1
мод

( )
,

2

n

i i
i

y y
S

n
=

−
=

−

∑

где � 2

1
( )

n

i i
i

y y
=

−∑  — сумма квадратов регресси-

онных остатков, которая включает фактиче-
ские yi и расчетные �

i
y  значения исследуемой 

переменной.
Однако наиболее удобно оценивать точ-

ность модели с помощью средней относитель-
ной ошибки аппроксимации Eотн, которая 
показывает, на сколько процентов в среднем 
модельные значения �

i
y  отличаются от факти-

ческих yi:
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S
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≈

где y  — выборочное среднее.
Если Eотн m 5 %, то считается, что модель 

имеет достаточно высокую точность. В нашем 
случае Eотн = 2,16 %.

Кроме того, для оценки адекватности полу-
ченной модели был использован коэффициент 
детерминации R2, определяемый по формуле
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Коэффициент детерминации для модели 
принимает значения от 0 до 1. Чем ближе зна-
чение коэффициента к 1, тем сильнее зависи-
мость. При оценке геометрических моделей 
будем это интерпретировать как соответствие 
полученной модели исходным эксперимен-
тальным (или статистическим) данным. Для 
приемлемых моделей предполагается, что ко-
эффициент детерминации должен быть хотя 
бы не меньше 50 %. Модели с коэффициентом 
детерминации выше 80 % можно признать до-
статочно хорошими. Равенство коэффициента 

детерминации 1 означает, что было достигну-
то полное соответствие между геометрической 
моделью и исходными данными. В нашем слу-
чае коэффициент детерминации R2 = 0,94.

Таким образом, вне зависимости от выбора 
критериев адекватности геометрической модели, 
заимствованных из математической статистики, 
в данном случае была достигнута очень хорошая 
сходимость между геометрической моделью и 
исходными экспериментальными данными.

Заключение

В работе предложен способ аппроксимации 
геометрических объектов многомерного аф-
финного пространства с помощью дуг алге-
браических кривых, проходящих через наперед 
заданные точки. В качестве примера использо-
валась геометрическая модель распределения 
прочностных характеристик по всему объему 
бетонной колонны. Также были исследованы 
способы оценки точности аппроксимации гео-
метрических моделей. Для этого были исполь-
зованы методы математической статистики. 
В результате была достигнута очень хорошая 
сходимость между геометрической моделью 
и исходными экспериментальными данными 
(средняя относительная ошибка аппроксима-
ции Eотн = 2,16 % составила при коэффициен-
те детерминации R2 = 0,94). К преимуществам 
использования дуг кривых, проходящих через 
наперед заданные точки, для аппроксимации 
геометрических объектов многомерного про-
странства следует отнести то, что часть исход-
ных точек участвует в процессе аппроксимации 
в качестве узловых. Это способствует достиже-
нию высоких показателей точности аппрокси-
мации. Вместе с тем к недостаткам предложен-
ного способа можно отнести отсутствие мето-
дики выбора узловых точек аппроксимации из 
массива исходных данных. Это является пер-
спективой дальнейших исследований.
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The paper proposes a method for approximating geometric objects of multidimensional affine space using arcs of algebraic 
curves passing through to advance given points. As an example, we used a geometric model of the distribution by strength 
characteristics over the entire volume of a concrete column. The estimation methods of accuracy the approximation of 
geometrical models were also investigated. Methods of mathematical statistics were used for this purpose. As a result, a 
very good convergence between the geometric model and the initial experimental data was achieved (the average relative 
approximation error was Ereal = 2,16 % at the determination coefficient R2 = 0,94). The advantages of using the arcs curves 
passing through the predetermined points for the approximation the geometric objects of multidimensional space include the 
fact that part of the initial points is involved in the process of approximation as nodal. This contributes to the achievement of 
high approximation accuracy. On the other hand, the disadvantages of the proposed method include the lack of a technique for 
selecting nodal approximation points from the array of initial data. This is a prospect for further research.

Keywords: approximation, geometric object, geometric modeling, the arc of the curve, passing through to advance given 
points, multidimensional interpolation, factors of influence, the response function, point equation, approximation accuracy, the 
coefficient of determination
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