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О некоторых задачах кластеризации больших данных
по минимаксным и аддитивным критериям,
применение в медицине и нейрофизиологии*

Введение

Различные  модификации прикладных за-
дач кластеризации и соответствующих алго-
ритмов решения известны довольно давно. 
Этой проблематике посвящено множество 
работ по прикладной статистике [1], методам 
дискретной оптимизации [2, 3]. Большинство 
подобных постановок относятся к разряду 
труднорешаемых задач смешанного целочис-
ленного программирования [2]. Настоящая ра-
бота посвящена решению ряда модификаций 
прикладной задачи кластеризации, выявле-
нию и сравнению содержательных закономер-
ностей разбиений различных множеств объ-
ектов на подмножества с сопоставлением та-
ких разбиений по частотным характеристикам 
электрической активности мозга у пациентов 
до коронарного шунтирования и через 7...10 су-
ток после операции.

*Работа поддержана Российским фондом фундамен-
тальных исследований,  проект № 19-29-01017.

1. Постановка задачи кластеризации
по критерию минимума максимальной суммы 

расстояний между ближайшими парами 
объектов внутри кластера

В данной статье развивается подход, осно-
ванный на применении инструментария (мо-
делей и методов) смешанного целочисленного 
линейного программирования (milp). Класте-
ризация осуществляется посредством решения 
специальных задач названного класса, кото-
рые, в терминах milp, можно интерпретиро-
вать как разновидности задачи о назначениях 
исходного множества объектов на множество 
кластеров. При интерпретации в терминах 
теории расписаний объекты рассматривают-
ся в качестве заявок, а кластеры — в качестве 
приборов, на которые назначаются заявки. По-
добная задача сформулирована в работах [4, 5]. 
Для каждой такой заявки и каждого прибора 
определены характеристики переходов от лю-
бых текущих к последующим заявкам (цена, 
время, коэффициент корреляции, эвклидово 

Рассматриваются NP-трудные задачи кластеризации в применении к данным нейрофизиологических иссле-
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расстояние, либо любой другой скаляр, кото-
рый для простоты будем именовать расстояни-
ем). Вполне очевидна связь данной задачи с за-
дачами маршрутизации (vrp). В этом контексте 
последовательности переходов между объекта-
ми не фиксированы и подлежат определению. 
Пересечения кластеров по объектам (и объек-
тов по кластерам) не допускаются.

Для формального представления задачи 
введем следующие обозначения:

, 1,i j n=  — номера объектов; , 1,l k m=  — 
номера кластеров; ,

k
i jc  — расстояния между 

объектами i и j в кластере k. Тогда задача кла-
стеризации состоит в определении булевых пе-
ременных ,

k
i jx  при выполнении ряда условий:
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Ограничения-равенства (2)—(3) с учетом (1) 
являются обычными условиями задачи о на-
значениях (любой объект может принадлежать 
только одному кластеру).

В совокупности (4)—(5) означают следую-
щее. Сумма числа назначений переходов от 
объектов-источников для всех кластеров, кро-
ме кластера l, к объектам-стокам кластера l 
меньше либо равна единице. Данные условия 
запрещают принадлежность объектов всем кла-
стерам, кроме кластера l. Сумма числа назна-
чений переходов от объектов-источников для 
кластера l к объектам-стокам всех кластеров, 
кроме кластера l, меньше либо равна единице. 
Это запрещает передачу объектов, назначенных 
кластеру l, любым другим кластерам. В этом 

контексте предполагается определение после-
довательностей переходов от одних объектов 
внутри кластера к другим. Этим же обусловле-
но использование понятий объекта-источника 
и объекта-стока, которые в совокупности опре-
деляют отношения предшествования—следо-
вания между объектами, которые, в частности, 
используются в задачах vrp.

Задачи кластеризации могут дополняться 
ресурсными ограничениями вида (6). Чаще 
всего посредством ресурсных ограничений 
учитываются пропускные способности ком-
муникаций и грузоподъемности транспортных 
средств в задачах маршрутизации.

Условия (7) и (8) в совокупности реализуют 
минимаксный критерий, интерпретируемый 
как критерий быстродействия рассматривае-
мой параллельно-последовательной обслужи-
вающей системы и как критерий равномерной 
нагрузки на кластеры [6, 7].

2. Постановка задачи кластеризации
по критерию минимума максимальной суммы 

расстояний между всеми парами объектов 
внутри кластера

Задачи кластеризации, не связанные с марш-
рутизацией, требуют несколько иного подхода 
к определению эффективности принадлежно-
сти (назначений) объектов кластерам.

Наиболее рациональной и чаще всего ис-
пользуемой мерой является сумма расстояний 
между всеми парами объектов внутри кластера 
[1]. Ее использование существенно усложняет 
формальную постановку задачи в сравнении 
с (1)—(8). Приведем формальную постановку 
задачи оптимальной кластеризации для этого 
случая.

Определим переменные k
iy  (идентифициру-

ющие принадлежность объектов , , , 1, ,i j i j n=  
кластеру , 1,k k m= ) при выполнении ряда ус-
ловий:
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Определим также зависимые переменные 
,
k k k
i j i jx y y=  и линеаризующие неравенства [8]:

,0 2 1,k k k
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которые при несимметричной матрице рассто-
яний преобразуются в неравенства

 , ,0 1,k k k k
i j i j j iy y x x+ − −m m

 1,k m=  , 1, ,  ,i j n i j= ≠  (11)
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Добавив в задачу условия (7) и (8), реализу-

ющие минимаксный критерий: , ,
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1, ,k m=  , min,i j≠ λ →  на имеющие, однако, 
несколько иной смысл, чем в задаче (1)—(8) 
(минимизации максимальной по всем кла-
стерам суммы расстояний между всеми объ-
ектами каждого кластера), получим искомую 
формализацию (7)—(12) названной в заглавии 
раздела задачи.

Кроме критерия (7)—(8), в зависимости от 
содержательного смысла задачи кластериза-
ции в ряде случаев более приемлемым явля-
ется аддитивный критерий, который удобно 
представлять в виде
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Здесь λk — сумма расстояний между всеми 
парами объектов в кластере , 1, .k k m=

Решение задачи (9)—(14) позволяет находить 
разбиение множества объектов с заданными 
расстояниями между всеми парами объектов 
на заданное число (m) подмножеств (кластеров), 
которое гарантирует минимизацию суммы ми-
нимальных суммарных расстояний между все-
ми парами объектов по всем кластерам.

Оценим трудоемкость вариантов задачи 
кластеризации (1)—(8), (7)—(12), (9)—(14).

3. Оценки вычислительной сложности задач 
кластеризации и возможностей релаксации

Формального доказательства NP-трудности 
представленных постановок задач нами не при-
водится, поскольку такое доказательство пред-
полагает сведение представленных постановок 
к любой известной задаче с NP-полнотой, что 
само по себе может оказаться труднорешаемой 

задачей. Заметим только, что при значитель-
ном упрощении ограничивающих условий лю-
бой из приведенных выше задач получается 
NP-трудная задача смешанного целочисленно-
го программирования. В частности, подзадачи 
(1)—(3), (7), (8), либо (7)—(10), (12) интерпре-
тируются как NP-трудная задача оптимиза-
ции расписаний несвязанных параллельных 
машин по критерию Cmax. Доказательство ее 
NP-трудности можно найти, например, в ра-
ботах [6, 7]. С учетом же остальных условий 
сложность представленных задач увеличивает-
ся на много порядков, что показывают вычис-
лительные эксперименты на реальных данных.

Покажем, как можно несколько ослабить 
трудоемкость задач (7)—(12) и (9)—(14).

Для этого используем релаксацию по вспомо-
гательным булевым переменным , ,k

i jx  сняв ус-
ловия целочисленности (12). Вместо них введем 
границы изменения непрерывных переменных:

 ,0 1,k
i jxm m  1, ,k m=  , 1, ,  .i j n i j= ≠  (15)

Релаксации задач (7)—(12) и (9)—(14) обо-
значим соответственно как (7)—(11), (15) и 
(9)—(11), (13)—(15).

Отмечаем снижение числа булевых пере-
менных в релаксированных задачах на величи-
ну mn2. Таким образом, общее число булевых 
переменных (9) в задачах (7)—(11), (15) и (9)—
(11), (13)—(15) составляет величину mn при на-
личии mn2 + 1 непрерывных переменных (15) 
и (8), против mn(1 + n) булевых переменных 
в задачах (7)—(12) и (9)—(14). Разница весьма 
существенна при применении в практических 
приложениях представленных задач. Посколь-
ку перспективы разработки приемлемых по 
точности аппроксимационных эффективных 
алгоритмов для сформулированных задач 
весьма туманны, успешность практического 
применения условно экспоненциальных алго-
ритмов сильно зависит от фактического числа 
целочисленных переменных. В этом смысле 
релаксации (7)—(11), (15) и (9)—(11), (13)—(15) 
имеют существенные преимущества перед по-
становками (7)—(12) и (9)—(14).

Докажем эквивалентность этих постановок 
относительно оптимальных значений пере-
менных k

iy .
Рассмотрим соотношения ,

k k k
i j i jx y y=  и эк-

вивалентные условия (11) ,0 k k k
i j i jy y x+ − −m  

, 1,k
j ix− m  1, ,k m=  , 1, ,  ,i j n i j= ≠  означающие, 

что ,
k
i jx  истинны только тогда, когда истинны 

k
iy  и k

jy . Соответственно k
iy  и k

jy  истинны 
одновременно только тогда, когда истинны ,

k
i jx .
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Заменим условие целочисленности ,
k
i jx  на 

условие ,0 1k
i jxm m  и рассмотрим возможные 

варианты соотношений (11): если в оптималь-
ном решении 1k

iy =  и 1,k
jy =  то соотноше-

ние ,
k k k
i j i jx y y=  выполнится только в случае 

, , 1k k
i j j ix x= = . Если в оптимальном решении 

1k
iy =  и 0,k

jy =  то соотношение ,
k k k
i j i jx y y=  

выполнится только в случае , , 0.k k
i j j ix x= =  

Совершенно аналогично для случая 0k
iy =  

и 0k
jy =  то же соотношение выполнится при 

, , 0k k
i j j ix x= = . Таким образом, решения релак-

саций (7)—(11), (15) и (9)—(11), (13)—(15) совпа-
дают с решениями задач в исходных постанов-
ках (7)—(12) и (9)—(14) соответственно.

4. Алгоритмы решения

Для представленных выше вариантов NP-
трудных задач кластеризации не существует 
теоретически эффективных алгоритмов. Од-
нако для практических применений в доста-
точной степени разработаны алгоритмы, ко-
торые можно именовать как условно экспонен-
циальные. Это словосочетание означает, что, 
несмотря на недоказанность их эффективно-
сти, данные алгоритмы позволяют за разум-
ное время находить оптимальные, либо при-
ближенные к оптимальным решения трудно-
решаемых задач. Примером такого алгоритма 
может служить алгоритм бинарных отсечений 
и ветвлений (АБОВ) [9, 10]. Его программная 
реализация была применена для поиска реше-
ния сформулированных выше задач кластери-
зации (7)—(11), (15) и (9)—(11), (13)—(15). Ниже 
приводится содержательная интерпретация 
результатов обработки данных медико-психо-
логических исследований на основе формаль-
ных постановок (7)—(11), (15) и (9)—(11), (13)—
(15) и указанного программного приложения.

5. Применение разработанного 
инструментария кластеризации для выявления 
послеоперационной когнитивной дисфункции

Серия вычислительных экспериментов кла-
стеризации пациентов на основе представлен-
ных выше постановок (7)—(11), (15) и (9)—(11), 
(13)—(15) и соответствующих алгоритмов дис-
кретной оптимизации [9, 10] выявила высо-
кую эффективность данного инструментария. 
Задача (7)—(11), (15) с использованием мини-
максного критерия и адаптированный под нее 
алгоритм АБОВ были применены для анализа 

показателей нейрофизиологического статуса 
пациентов, перенесших прямую реваскуляри-
зацию миокарда в условиях искусственного 
кровообращения. Нейрофизиологическое ис-
следование проводилось за 3...5 дней до опе-
рации и через 7...10 суток после коронарного 
шунтирования. Подробное описание выбор-
ки пациентов и регистрации ЭЭГ и показате-
лей когнитивного статуса представлено ранее
[11, 12]. Для кластеризации на три группы 
были использованы суммарные (логарифми-
рованные) значения фоновой мощности ЭЭГ 
при закрытых глазах в диапазонах θ1 (4...6 Гц), 
α1 (8...10 Гц) и β2 (20...30 Гц) . Эти диапазоны 
были рассмотрены в связи с их функциональ-
ным значением для процессов внимания и 
памяти [13, 14] и выявленной ранее информа-
ционной ролью для предсказания когнитив-
ного снижения в послеоперационном перио-
де коронарного шунтирования [12]. С учетом 
большого времени вычислений для анализа 
была взята выборка из 40 пациентов мужчин
(56,7 ± 5,08 лет), имеющих показатели ЭЭГ до 
и после операции и исходные предоперацион-
ные показатели когнитивного статуса: сумма 
баллов по краткой шкале оценки психического 
статуса (КШОПС) и комплексный показатель 
когнитивного статуса (ККС), являющийся 
суммарной характеристикой функций произ-
вольного внимания, кратковременной памяти 
и исполнительных функций [15].

Параметры трех кластеров, полученных 
в ходе реализации разработанного алгоритма 
для показателей мощности θ1, α1 и β2 ритма до 
и после операции, представлены в табл. 1.

Исходя из представленных в табл. 1 результа-
тов можно отметить, что вариабельность соста-
ва кластеров составила 33,5 %; 22,5 % и 52,5 %, 
соответственно для θ1-, α1- и β2-диа па зонов. 
При этом состав пациентов из второго кластера 
перешел в третий по классификации послеопе-
рационной мощности α1-био потенциалов.

Для выяснения функционального значения 
выделенных кластеров было проведено срав-
нение значений мощности ЭЭГ в соответству-
ющих частотных диапазонах, возраста и пока-
зателей КШОПС и ККС. Однофакторный дис-
персионный анализ (ANOVA) был выполнен 
для каждого из перечисленных показателей 
с переменной КЛАСТЕР (3)1.  Достоверные эф-

1Переменная КЛАСТЕР является независимой в одно-
факторном дисперсионном анализе,  показывая,  как при-
надлежность к одному из трех кластеров изменяет показа-
тели мощности θ1-,  α1- и β2-ритма.
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фекты такого анализа приведены в табл. 2, их 
рost-hoc анализ выполняли с поправкой Бон-
феррони. Полученные результаты указывают 
на значимые различия показателей мощности 
θ1-, α1- и β2-ритма между тремя кластерами 
как до операции (д/о), так и после нее (п/о). 
Эффект фактора "Возраст" был обусловлен тем, 
что кластер 3 характеризовался более молодым 
возрастом пациентов, а "ККС" — его меньшим 
значением в группе из кластера 2 (табл. 2).

ANOVA для переменной СТАБИЛЬНОСТЬ 
(2) (т. е. одну группу составили пациенты из 
одного и того же кластера, сформированного 
на основании до- и послеоперационной ЭЭГ; 
другую — с перемещением между кластерами), 
выявил достоверный эффект только для ККС 
и ЭЭГ β2-диапазона: F(1,38) = 6,170; р < 0,018 
с большими значениями ККС в группе с по-
стоянной принадлежностью к кластерам по 
сравнению с переменной (0,592 и 0,473, соот-
ветственно).

Таким образом, можно заключить, что раз-
работанный способ кластеризации перемен-

ных обладает хорошими дискриминационны-
ми возможностями, так как сформированные 
кластеры различаются по заданному критерию 
с высокой степенью достоверности.

Что касается функционального значения 
полученных кластеров, то вопрос этот тре-
бует дальнейшего исследования. Однако вы-
деленное соответствие большей мощности 
θ1-ритма у более молодых лиц (см. кластер 3 
для θ1 в табл. 2) согласуется с эффектом воз-
растного снижения мощности низкочастотных 
ритмов ЭЭГ [16, 17], а меньшие значения ККС 
при наиболее низком уровне α1 колебаний 
(кластер 2 для α1 в табл. 2) — представлениям 
о сопряженной возрастной активации коры го-
ловного мозга на этих частотах и когнитивно-
го дефицита [17—19]. Полученная в настоящем 
исследовании связь показателя ККС и фактора 
СТАБИЛЬНОСТЬ в β2-диапазоне может рас-
сматриваться как отражение гиперактивации 
коры компенсаторного характера у пациен-
тов с сердечно-сосудистыми заболеваниями. 
Ранее показано, что сочетанное уменьшение 
α-активности и рост мощности β-ритмов мо-

Таблица 1

Кластеры, сформированные на минимаксном критерии 
классификации показателей мощности q1-, a1- и b2-ритма

до и после операции коронарного шунтирования

До операции После операции

№ 
кла-
стера

Оцен-
ка ме-
трики

n
№ 

кла-
стера

Оцен-
ка ме-
трики

n Nv

θ1-диапазон

1 45,58 15 1 56,18 17 (10) (3)2к и (4)3к

2 46,07 14 2 41,04 13 (10) (3)1к

3 35,51 11 3 43,21 10 (7) (2)1к и (1)2к

α1-диапазон

1 77,05 13 1 80,88 14 (11) (1)2к и (2)3к

2 83,89 14 2 78,90 14 (4) (10)3к

3 74,46 13 3 73,86 12 (1) (1)1к и (10)2к

β2-диапазон

1 47,80 13 1 48,27 14 (7) (1)2к и (6)3к

2 48,99 12 2 46,60 12 (7) (5)3к

3 48,22 15 3 48,12 14 (5) (6)1к и (1)2к

Примечание: n — число пациентов в кластере; в скобках 
показано число пациентов, оставшихся в этом же кластере 
после операции или переместившихся из д ругих класте-
ров, соответственно (Nv).

Таблица 2

Результаты ANOVA для мощности q1-, a1- и b2-ритмов
при сравнении выделенных кластеров

Переменная F(2,37) P
Кластер

1 2 3

θ1-диапазон

Мощность д/о 63,477 <0,0001 0,248 0,024 0,505

Возраст 5,132 0,011 58,87 57,29 53,09*

Мощность п/о 80,86 <0,0001 0,298 0,102 0,655

α1-диапазон

Мощность д/о 102,34 <0,0001 1,452 0,293 0,920

ККС 2,69 0,08 0,573 0,455* 0,575

Мощность п/о 89,79 <0,0001 1,430 0,312 0,894

β2-диапазон

Мощность д/о 54,49 <0,0001 –0,278 –0,606 –0,468

Мощность п/о 73,24 <0,0001 –0,261 –0,651 –0,442

Примечание: д/о — до операции, п/о — после нее; * — 
р < 0,01 по сравнению с другими кластерами; остальные 
различия мощности между кластерами при р < 0,0001; 
курсивом выделены эффекты, характеризующие возмож-
ное функциональное значение кластеров; F (2,37) — зна-
чения F-критерия и степени свободы в выполненном дис-
персионном анализе.
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жет свидетельствовать о повреждении регио-
нальных нейронных взаимодействий [20]. Есть 
предположение, что у пациентов с низким ког-
нитивным статусом вследствие длительно су-
ществующего состояния хронической ишемии 
головного мозга перестройка электрической 
мозговой активности связана с "замедлени-
ем"  ЭЭГ, т. е. преобладанием в электрической 
активности медленных ритмов, а не быстрых, 
как у тех, у кого более сохранный когнитив-
ный статус [21]. Однако для анализа инфор-
мационного значения координации разных 
ритмов ЭЭГ и их локального представитель-
ства для сохранности когнитивных функций 
у пациентов, перенесших коронарное шунти-
рование, требуются дальнейшие исследования.

Заключение

Результаты вычислительных экспериментов 
с кластеризацией данных нейрофизиологи-
ческого тестирования с использованием трех 
представленных в настоящей статье формаль-
ных постановок выявили наивысшую эффек-
тивность задачи (7)—(11), (15) с использовани-
ем минимаксного критерия и адаптированного 
под нее алгоритма бинарных отсечений и вет-
влений.

Время счета персонального компьютера до 
нахождения точных решений реализаций зада-
чи кластеризации для показателей мощности 
ритмов ЭЭГ у 40 пациентов, при разных моди-
фикациях исходных данных и используемого 
критерия, находится в интервале от 15 мин до 
2 ч. Приближенные решения могут быть полу-
чены за значительно более короткое время, что 
определяет хорошие перспективы применения 
инструментария с существенным увеличением 
размерностей реализаций задач.
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