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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯМОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATIONMODELING AND OPTIMIZATION

Методы ландшафтного анализа разработаны для оценки различных характерных признаков целевой функции 
в задаче оптимизации. Точность оценок во многом зависит от выбранного плана эксперимента, т. е. от чис-
ла и расположения в пространстве поиска точек, которые формируют дискретное представление ландшафта 
целевой функции. В статье рассмотрены методы анализа карты вариативности целевой функции, которые по-
зволяют получить оценки, наиболее устойчивые к вариациям плана эксперимента. Недостатком этих методов 
является высокая чувствительность значений компонент вектора характерных признаков задачи оптимизации 
к масштабу значений приращений ее целевой функции. Это может отрицательно сказаться на обобщающей спо-
собности алгоритма классификации задач по наиболее значимым для оптимизации признакам целевой функции. 
В связи с этим в работе предложен метод секторизации карты вариативности целевой функции, позволяющий 
получить оценки характерных признаков, устойчивые к изменению масштаба значений целевой функции. Пред-
ложена методика проведения вычислительного эксперимента для сравнительного исследования эффективности 
методов анализа карты вариативности. Сформулированы критерии эффективности алгоритмов оценки ха-
рактерных признаков целевой функции. Получены результаты, указывающие на целесообразность применения 
предложенных методов ландшафтного анализа для классификации задач оптимизации по различным признакам. 
Качество классификации оптимизационных задач во многом определяет эффективность интеллектуализации 
подсистем параметрической оптимизации в САПР.
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Метод секторизации полной карты вариативности целевой функции 
для оценки характерных признаков задачи оптимизации

ресурсов (Shan S., Wang G. G. Survey of mode-
ling and optimization strategies to solve high-dimen-
sional design problems with computationally-expen-
sive black-box functions) [1]. Результатом анализа 
свойств задачи является вектор C = (c1, ..., c|C |)
характерных признаков (ХП) этой задачи (Ker-
schke P. Comprehensive Feature-Based Landscape 
Analysis of Continuous and Constrained Optimi-
zation Problems Using the R-Package flacco) [2]. 
К числу ХП задачи q относят и ХП ее целевой 
функции. Будем рассматривать только ХП це-
левой функции f(X ) задачи q.

Различают априорные и апостериорные 
ХП [3] (Агасиев Т. А., Карпенко А. П. Со-
временные техники глобальной оптимизации. 
Обзор). Априорные ХП прямо вытекают из 
постановки задачи оптимизации, например, ее 
размерность n. Апостериорные ХП, в отличие от 
априорных, требуют предварительного вычис-
ления значений целевой функции в некоторых 

Введение

Современные системы автоматизирован-
ного проектирования и инженерного анализа 
включают в себя программы, реализующие 
в том числе алгоритмы непрерывной глобаль-
ной оптимизации. Рассмотрим задачу q гло-
бальной оптимизации:

 ( ) * *min ( ) ,
XX D

f X f X f
∈

= =  (1)

где X ∈ Rn — n-мерный вектор варьируемых па-
раметров (n — размерность задачи); DX ⊂ Rn — 
область поиска; f(X ) ∈ R1 — целевая функция; 
X  *, f  * — искомые оптимальный вектор X и зна-
чение функции f(X ).

При решении практически значимых за-
дач оптимизации в САПР широко применяют 
методы предварительного анализа задачи q для 
эффективного распределения вычислительных 
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точках области поиска DX в целях последующей 
экспертной и/или автоматической оценки по-
лученных результатов. Точки для вычислений 
выбирают в соответствии с некоторым методом 
планирования эксперимента (например, на ос-
нове полного факторного эксперимента (Cavaz-
zuti M. Design of experiments)) [4]. В условиях 
высокой вычислительной сложности целевой 
функции целесообразно применять адаптив-
ные методы планирования эксперимента (Li G., 
Aute V., Azarm S. An accumulative error based adap-
tive design of experiments for offline metamode-
ling)  [5]. После определения значений ХП целе-
вой функции результаты вычислительного экс-
перимента используют на этапе инициализации 
алгоритма оптимизации, например, для постро-
ения начальной аппроксимирующей модели це-
левой функции (Forrester A. I. J., Keane A. J. Re-
cent advances in surrogate-based optimization) [6].

Методы автоматической оценки значений 
апостериорных ХП целевой функции вклю-
чают методы ландшафтного анализа (Mers-
mann O. et al. Exploratory landscape analysis) [7]. 
Эти методы применяют, например, для раз-
личения и классификации задач оптимизации 
при исследовании эффективности алгоритмов 
их решения. Собранную информацию исполь-
зуют для прогнозирования эффективности оп-
тимизационного алгоритма при решении задач 
оптимизации на основании предварительно 
вычисленного вектора ХП ее целевой функ-
ции. Это позволяет выбирать и настраивать 
оптимизационный алгоритм перед решени-
ем практически значимых задач (Hoos H. H., 
Neumann F., Trautmann H. Automated Algorithm 
Selection and Configuration) [8].

В большинстве случаев для получения оце-
нок ХП целевой функции методами ландшафт-
ного анализа необходима ландшафтная выбор-
ка — набор точек Xi ∈ DX, i ∈ [1:m], выбранных 
в соответствии с некоторым методом плани-
рования эксперимента. Искомые оценки ХП 
зависят от числа и расположения точек ланд-
шафтной выборки, определяющей дискретное 
представление ландшафта целевой функции. 
Известно большое число методов ландшафтно-
го анализа, оценивающих различные ХП целе-
вой функции [9—11]. Общим недостатком этих 
методов является высокая чувствительность 
значений искомых ХП к изменению ланд-
шафтной выборки. Для более полного анали-
за особенностей целевой функции на основе 
ландшафтной выборки в нашей работе [12] 
сформулировано понятие карты вариативно-
сти целевой функции, а также предложен ме-

тод составления так называемой полной карты 
вариативности (ПКВ) ландшафтной выборки 
целевой функции.

Оценки ХП целевой функции f(X ) зависят 
как от ландшафтной выборки, так и от ис-
пользуемых методов составления и анализа 
карты вариативности этой выборки. В работе 
[12] предложено два метода анализа карты ва-
риативности: модифицированный метод инфор-
мационного содержания и метод обобщенного 
информационного содержания. Оценки ХП на 
основе этих методов в значительной степени 
зависят от константы Липшица исследуемой 
целевой функции f(X ). Высокая чувствитель-
ность методов анализа карты вариативности 
к константе Липшица может понизить точ-
ность оценки величин, характеризующих 
ключевые для алгоритма оптимизации осо-
бенности функции f(X ), например, степень ее 
мультимодальности. В данной работе предло-
жен метод секторизации карты вариативно-
сти, позволяющий получить более устойчивые 
оценки значимых для алгоритма оптимизации 
ХП целевой функции.

В работе ключевым понятием является ха-
рактеризующая функция карты вариативности. 
Характеризующей называем функцию, зна-
чения и аргументы которой используют в ка-
честве компонент вектора ХП целевой функ-
ции. В данной работе предлагаем использовать 
только значения характеризующей функции 
при определенных значениях ее аргументов. 
Алгоритм оценки ХП целевой функции на ос-
новании значений характеризующей функции 
метода анализа карты вариативности называ-
ем алгоритмом характеризации целевой функ-
ции. В работе [12] рассмотрены одноименные 
характеризующие функции методов информа-
ционного и обобщенного информационного 
содержания. В данной работе для оценки ХП 
целевой функции методом секторизации пред-
ложена характеризующая функция плотности 
сектора карты вариативности. Целью работы 
является выбор и обоснование эффективно-
сти метода анализа карты вариативности для 
составления вектора ХП целевой функции. 
В связи с этим в работе также предложена ме-
тодика оценки эффективности алгоритмов ха-
рактеризации, которые являются фундаментом 
для синтеза интеллектуальных подсистем пара-
метрической оптимизации путем сбора и обоб-
щения опыта решения оптимизационных задач.

В п. 1 рассмотрены метод построения ПКВ 
ландшафтной выборки и общая схема методов 
анализа карты вариативности, кратко изложе-
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ны модифицированный и обобщенный мето-
ды информационного содержания. В п. 2 пред-
ставлен предлагаемый метод секторизации для 
анализа карты вариативности ландшафтной 
выборки. В п. 3 изложена методология проведе-
ния вычислительного эксперимента и сформу-
лированы критерии эффективности алгоритма 
характеризации. В п. 4 на основе указанных 
методов анализа карты вариативности предло-
жены векторы ХП целевой функции различ-
ной размерности. Выполнено сравнительное 
исследование эффективности классификации 
задач оптимизации по различным признакам 
на основе составленных векторов ХП.

1. Полная карта вариативности.
Методы ее построения и анализа

Общая схема метода оценки ХП целевой 
функции на основе результатов анализа ПКВ 
ландшафтной выборки имеет следующий вид:

1) составляем ландшафтную выборку Xi ∈ DX,
i ∈ [1:m], целевой функции f(X );

2) строим ПКВ ландшафтной выборки;
3)  в соответствии с выбранным методом 

анализа ПКВ рассчитываем значения характе-
ризующей функции;

4) составляем искомый вектор ХП целевой 
функции f(X ) на основе этих значений.

Тип характеризующей функции и значения 
ее аргументов, используемые для расчета зна-
чений компонент вектора ХП целевой функ-
ции, определяются алгоритмом анализа карты 
вариативности. На основе значений характе-
ризующей функции соответствующего метода 
можно предложить большое число алгоритмов 
оценки ХП целевой функции.

Ниже приведено краткое описание пред-
ложенного в работе [12] метода составления 
ПКВ целевой функции. Затем рассмотрен мо-
дифицированный метод информационного 
содержания ICoFiS [13], адаптированный для 
анализа карты вариативности [12]. Также пред-
ставлен метод обобщенного информационного 
содержания [12], который позволяет более точ-
но управлять разбиением карты вариативности 
на подобласти с учетом ее симметричности.

Полная карта вариативности [12]. Картой 
вариативности называем сформированный по 
некоторым правилам набор пар значений при-
ращений целевой функции между соседними 
точками ландшафтной выборки.

Строим полную карту вариативности следу-
ющим образом.

1. Составляем для каждой точки Xi, i ∈ [1:m], 
ландшафтной выборки наиболее пригодные для 
рассмотрения блоки точек по следующей схеме:

а) обозначим da,b расстояние между двумя 
точками Xa и Xb. Находим ближайшие к Xi точ-
ки ,

kpX  k ∈ [1:K], где K — число точек, для 
которых выполнено неравенство

 
1 2

1 2
, , 1 2 1 2max min ,�  , [1: ],  ;

ki p i i
i i

d d i i m i i< ∈ ≠  (2)

б) если K > 1, то составляем блоки tk, 
k ∈ [1:K – 1], из точек 

1
, ,

k kp i pX X X
+

 и точек 

1
, , .

k kp i pX X X
+

 Включаем в рассмотрение блок tk
в случае, если прямые 

kp iX X  и 
1ki pX X

+
 образу-

ют угол αk > π/2. Если K m 1, либо если угол
αk > π/2 для всех найденных точек, то отсутству-
ют подходящие точки для составления блока.

2. Для всех составленных блоков tj, j =
= 1, 2, ..., вычисляем разности 21 ,  

j jδ δ  соот-
ветствующих значений целевой функции f(X ) 
между точками 1 2,j jX X  и точками 2 3,j jX X  
с учетом евклидова расстояния между ними:

 2 1 3
2

2
1

2 1 3 2

,� � .
j j j j

j j
j j j j

f f f f

X X X X

− −
δ = δ =

− −
 (3)

Обозначим l число блоков tj, составленных 
в результате описанных выше действий. По-
лученные значения 21 ,,j jδ δ  j ∈ [1:l], образуют 
ПКВ ландшафтной выборки.

ПКВ удобно представить в виде множества 
точек в двухмерной системе координат 0δ1δ2. 
Пример графического представления ПКВ 
ландшафтной выборки приведен на рис. 1 для 

Рис. 1. Полная карта вариативности ландшафтной выборки, 
полученной методом полного факторного эксперимента для 
тестовой функции Экли
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тестовой функции Экли [14]. Далее в работе, 
говоря о ПКВ, подразумеваем в том числе и 
ее графическое представление. Границы ПКВ 
определяются минимальными и максималь-
ными значениями величин 21 ,,j jδ δ  j ∈ [1:l], и 
зависят от константы Липшица целевой функ-
ции f(X ).

По ПКВ ландшафтной выборки целевой 
функции f(X) можно судить о степени ее мульти-
модальности. Если точки 21 ,,j jδ δ  j ∈ [1:l], равно-
мерно рассредоточены по ПКВ, то ландшафт 
функции f(X) имеет большое число локальных 
экстремумов. Если большая часть этих точек со-
средоточена в центральной области ПКВ, то, ве-
роятнее всего, функция f(X) является гладкой и 
имеет малое число локальных экстремумов [12].

Модифицированный метод информационно-
го содержания [12]. Схема метода соответствует 
общей схеме методов расчета ХП, представлен-
ной выше. В данном случае преобразуем зна-
чения (3) 21 ,,j jδ δ  j ∈ [1:l], ПКВ в символьный 
набор 1 2, � ,j js s  j ∈ [1:l], используя формулы

 

1 2

1 1 2 2

1 2

( ) (

�1� , ; �1� , ;

0, � ;  �0, � ; �

1, ; 1, � ,

)

j j

j j j j

j j

s s

⎧ ⎧δ < −ε δ < −ε
⎪ ⎪⎪ ⎪ε = δ ε ε = δ ε⎨ ⎨
⎪ ⎪

δ > ε δ > ε⎪ ⎪⎩ ⎩

m m  (4)

где 1 2,  [0:max( ,  [1: ])]j j j lδ δε ∈ ∈  — параметр, 
определяющий чувствительность метода и раз-
биение ПКВ на подобласти; символами {1,�0,1� }  
обозначаем отрицательные, нейтральные и по-
ложительные изменения значений функции 
f(X ) соответственно. Набор символов 1 2, � ,j js s
j ∈ [1:l], используем для вычисления искомых 
ХП целевой функции f(X ) на основании зна-
чений функции информационного содержания ic
(рис. 2), которая в данном случае является ха-
рактеризующей

 6( ) ( ) log ( );ab ab
a b

ic p p
≠

ε = − ε ε∑  (5)

 
( )

( ) ,
1

ab
ab

n
p

m
ε

ε =
−

 (6)

где pab(ε) — оценка вероятности обнаружения 
блока типа ab в символьном наборе; nab(ε) — 
число блоков tj типа ab в этом наборе. Тип бло-
ка tj определяют значения � , � � {1,�0,1� }a b∈  симво-
лов 1 2,� ,j js s  соответствующих значениям 21 ,

j jδ δ  
этого блока [12].

Координаты наиболее информативных то-
чек характеризующей функции ic(ε) исполь-
зуем в качестве компонент вектора ХП целе-
вой функции f(X ), например, точки перегиба, 

точки, в которых достигаются максимальные 
и минимальные значения этой функции и т. д.
Различные способы определения таких ин-
формативных точек и их интерпретация пред-
ложены в работе [13].

Метод обобщенного информационного со-
держания [12]. Схема метода также соответ-
ствует общей схеме методов расчета ХП, пред-
ставленной выше. В данном случае разбиваем 
карту вариативности на подобласти, каждая из 
которых соответствует некоторому типу бло-
ков tj, определяемому символами
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Множество символов 1 2, � ,j js s  j ∈ [1:l], исполь-
зуем для оценки искомых ХП целевой функ-

Рис. 2. Функция информационного содержания ландшафтной 
выборки тестовой функции Экли

Рис. 3. Функция обобщенного информационного содержания 
ландшафтной выборки тестовой функции Экли
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ции f(X ) на основании значений характеризу-
ющей функции обобщенного информационного 
содержания gic (рис. 3)

 
{ }

1 2 1 2 1 26, , lo( ) ( ) (g , ,�

, � 1,�0,1� .

)ab ab
a b

gic p p

a b

≠
ε ε = − ε ε ε ε

∈

∑
 (8)

Здесь pab(ε1, ε2) — оценка вероятности обна-
ружения блока типа ab, которую рассчитываем 
по модифицированной формуле (6):

 ( ) { }1 2

1

, ,  ,� � 1, �0,1� ,ab
ab l

k
k N

j
j

p a b

=

∈
α

ε ε = ∈
α

∑

∑
 (9)

где Nab — множество индексов блоков tj типа ab;
αj — угол, образуемый прямыми 1 2,�j jX X  и 

2 3,�j jX X , проходящими через точки блока tj. 
Если αj = π для всех рассматриваемых блоков 
tj, j ∈ [1:l], то получаем исходную формулу (6) 
оценки величины pab.

По аналогии с модифицированным методом 
информационного содержания используем ко-
ординаты наиболее информативных точек ха-
рактеризующей функции gic(ε1, ε2) в качестве 
компонент вектора ХП целевой функции f(X ). 
Примеры таких точек приведены в п. 4.

2. Метод секторизации
полной карты вариативности

Введем понятие сектора карты вариативно-
сти. Сектором называем область карты вариа-
тивности, ограниченную двумя полупрямыми, 
расположенными под углами –π/4 – γ и –π/4 + γ
относительно положительной полуоси δ1. Па-
раметр γ ∈ [0; π] определяет площадь рассма-

триваемой области, ограниченной величиной, 
равной расстоянию 2[1 ]

2 2
1:

max ( ) ( )j j

j l∈
δ + δ  до наи-

более отдаленной от центра карты вариатив-
ности точки. На рис. 4 изображены примеры 
секторов карты вариативности, соответствую-
щих различным значениям угла γ.

Определим характеризующую функцию 
плотности сектора карты вариативности

 ( )

1

.
k

l

k

j
j

N
p γ∈

=

α

=γ
α

∑

∑
 (10)

Здесь Nγ — множество индексов блоков tj, 
расположенных в секторе карты вариативно-
сти, определяемом углом γ. Функция p(γ) яв-
ляется монотонно возрастающей в пределах
γ ∈ [0; π] и позволяет оценить вероятность об-
наружения какого-либо блока tj в указанном 
секторе. Значения этой функции пропорцио-
нальны числу точек, обнаруженных в секторе, 
и лежат в диапазоне [0; 1].

Схема метода секторизации ПКВ ланд-
шафтной выборки также соответствует общей 
схеме методов расчета ХП целевой функции 
(см. п. 1):

1) составляем ландшафтную выборку Xi ∈ DX,
i ∈ [1:m], целевой функции f(X );

2) строим ПКВ ландшафтной выборки;
3) рассчитываем соответствующие значения 

характеризующей функции p(γ);
4) составляем искомый вектор ХП целевой 

функции f(X ) на основе этих значений.
Примеры значений параметра γ, используе-

мых для расчета компонентов вектора ХП на 
основе значений функции p(γ), рассмотрены 
в п. 4.

На рис. 5 (см. вторую сторону обложки) 
приведены примеры графиков функций p(γ) и 

( ) ( ) ( )p p pΔ = −γ γ γ − Δγ , где Δγ — шаг дис-
кретизации. Эти графики позволяют ви-
зуально оценить отличия в распределе-
нии точек по секторам ПКВ ландшафт-
ной выборки мультимодальной функции 
Экли и унимодальной функции Розен-
брока. Наибольший прирост значений 
функции p(γ), соответствующих ланд-
шафтной выборке мультимодальной 
функции Экли, наблюдается в окрестно-
стях значений π/4 и 3π/4 параметра γ. По-
вышенная концентрация точек в данных 
областях ПКВ свидетельствует о нали-
чии большого числа блоков типа 11  или 
11  (в терминах метода ICoFiS), типичных 

Рис. 4. Секторы карты вариативности ландшафтной выборки целевой 
функции, соответствующие значениям g = p/6 (а) и g = p/2 (б)



712 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 25, № 12, 2019

для областей целевой функции f(X ) с большим 
числом локальных экстремумов. Аналогичные 
графики для унимодальной функции Розен-
брока показывают, что максимальный прирост 
значений величины p(γ) приходится на окрест-
ность значения параметра γ = π/2. Это обуслов-
лено тем, что в ландшафтной выборке целевой 
функции, имеющей малое число локальных 
экстремумов, превалируют "гладкие" блоки, со-
ответствующие типам 11 и 11  [12].

Таким образом, распределение точек по сек-
торам ПКВ в значительной степени зависит от 
существенных для метода оптимизации осо-
бенностей ландшафта целевой функции f(X ), 
например, от степени ее мультимодальности. 
Напротив, расстояния от этих точек до цен-
тральной области ПКВ очевидным образом не 
влияют на значения функции p(γ) и в меньшей 
степени отражают ключевые признаки ланд-
шафта целевой функции f(X ). Эти расстояния 
зависят, главным образом, от приращений це-
левой функции в соответствующей области 
пространства поиска DX. Инвариантность оце-
нок ХП целевой функции, полученных на ос-
нове значений функции p(γ), к масштабу зна-
чений 21 ,,j jδ δ  j ∈ [1:l], потенциально улучшает 
обобщающую способность метода классифи-
кации задач оптимизации.

3. Методика оценки эффективност
методов анализа ПКВ

Вектор ХП C = (c1, ..., c |C |) ∈ DC может иметь 
различную длину в зависимости от числа рас-
сматриваемых значений характеризующей 
функции и принадлежит области допустимых 
значений DC этой функции. Тип характери-
зующей функции определяется методом ана-
лиза карты вариативности, тогда как состав 
и размерность вектора ХП зависят от способа 
реализации этого метода в алгоритме харак-
теризации целевой функции. Таким образом, 
метод анализа карты вариативности порождает 

класс алгоритмов характеризации, каждый из 
которых определяет свое пространство ХП.

Об эффективности метода анализа карты 
вариативности судим по эффективности соот-
ветствующих алгоритмов характеризации. Эф-
фективность алгоритма характеризации опре-
деляем эффективностью классификации оп-
тимизационных задач на основе тех векторов 
ХП, состав и размерность которых установле-
ны этим алгоритмом. Заметим, что эффектив-
ность классификации во многом зависит от 
устойчивости выбранных значений характери-
зующей функции как к изменению ландшафт-
ной выборки, так и к незначительным измене-
ниям ландшафта целевой функции.

Для исследования эффективности пред-
ставленных методов анализа карты вариатив-
ности предлагаем алгоритмы характеризации, 
построенные по следующим правилам.
 � Вектор ХП в случае использования одно-

мерной характеризующей функции пред-
ставляет собой набор ее значений в точках, 
равномерно распределенных в диапазоне 
варьирования аргумента этой функции.

 � В случае если характеризующая функция име-
ет несколько аргументов, в качестве компонент 
вектора ХП выбираем максимальные значения 
этой функции по одному из аргументов при 
фиксированных значениях остальных.
Величина |C | определяет размерность мно-

жества DC допустимых векторов ХП. Алго-
ритмы характеризации целевой функции для 
методов информационного содержания, обоб-
щенного информационного содержания и сек-
торизации карты вариативности представлены 
в табл. 1. Обозначим ,ic

CD  ,gic
CD  p

CD  множества 
допустимых векторов, определяемые соответ-
ствующими алгоритмами.

На рис. 6 (см. вторую сторону обложки) 
в качестве примера для тестовой функции 
Экли представлены графики характеризую-
щих функций, точками на которых обозначе-
ны значения, используемые в качестве элемен-
тов вектора C = (c1, ..., c |C |).

Таблица 1

Алгоритмы характеризации целевой функции

Алгоритм оценки ХП Элементы вектора ХП C = (c1, ..., c |C |)

Алгоритм информационного содержания
min max min( ) ,  [0: 1]

1i
i

ic i C
C

⎛ ⎞ε = ε + ε − ε ∈ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

Алгоритм обобщенного информационного содержания ( ) ( )
1 2

1 2 1 2max , ,  max , ,  0: 1
2

i igic gic Ci
ε ε

⎡ ⎤= ε = ε ∈ −⎢ ⎥⎣
ε ε ε

⎦
ε

Алгоритм секторизации карты вариативности ,  [1 : ]
1i

i
p i C

C
⎛ ⎞γ = π ∈⎜ ⎟+⎝ ⎠
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Общая схема исследования эффективности 
алгоритма характеризации целевой функции 
с использованием тестовых задач оптимиза-
ции имеет следующий вид.

1. Для каждой из тестовых задач генери-
руем некоторое число ландшафтных выборок 

, � [1: ],j j M∈X  где ,{ ,� [1: ]}j i jX i m= ∈X  — ланд-
шафтная выборка из m точек, случайным об-
разом расположенных в области поиска DX.

2. Для каждой из указанных ландшафтных 
выборок составляем ПКВ и рассчитываем зна-
чения компонентов вектора ХП C = (c1, ..., c|C |)
на основе выбранных исследуемым алгорит-
мом значений характеризующей функции. 
В результате получаем множество Cr, r ∈ [1:R], 
точек в пространстве ХП.

3. Назначаем метки hr векторам Cr, и тем са-
мым получаем размеченную выборку {(C1, h1), ..., 
(CR, hR)}.

4. Некоторым образом оцениваем качество 
кластерной структуры 1( , )R

r r rC h =  (см. п. 4).
Размеченная выборка 1( , )R

r r rC h =  затем может 
быть использована для построения прибли-
женного отображения �,C h�  где �h  — метка 
класса задачи оптимизации, спрогнозирован-
ная на основе ХП ландшафтной выборки целе-
вой функции. Качество кластерной структуры 
выборки 1( , )R

r r rC h =  позволяет судить об эф-
фективности метода характеризации без по-
строения модели классификации и использо-
вания спрогнозированных меток � ,rh  r ∈ [1:R]. 
В качестве метки hr вектора Cr можно исполь-
зовать, например, номер тестовой задачи опти-
мизации, для ландшафтной выборки которой 
этот вектор вычислен. Набор H используемых 
меток зависит от выбранного критерия эффек-
тивности алгоритма характеризации (см. п. 4).

4. Критерии эффективности
алгоритма хар актеризации

Обозначим T тип векторов ХП:

 , ( ),  { 1, ..., } .nT n g Y Y Y=  (11)

Здесь n — размерность векторов ХП это-
го типа; g(Y ) — используемая характеризую-
щая функция, где Y — вектор ее аргументов;
{Y1, ..., Yn} ⊂ Rn — множество значений аргу-
ментов, для которых вычисляем значения 
функции g(Y ), используемые в качестве ком-
понентов векторов ХП данного типа.

Например, в качестве компонент вектора ХП 
можно использовать значения функции ic(ε) 

в точках ε1 = 0 и 2 arg max ( ).ic
ε

ε = ε  Тогда вектор 

C = (ic(ε1), ic(ε2)) имеет тип 1 22, ( ), { , } .T ic= ε ε ε
Пусть указанным образом определен тип T

вектора ХП. Тогда запись вида C ∈ T, где C — 
вектор ХП, означает, что этот вектор имеет 
тип T. Запись вида C ∈ DC значит, что зна-
чения компонент этого вектора принадлежат 
допустимому множеству DC.

Предлагаем для численной оценки эффек-
тивности алгоритма характеризации использо-
вать индекс силуэта [15] качества кластерной 
структуры выборки 1( , ) ,R

r r rC h =  вычисляемый 
по формуле

 
1

1 ( ) ( )
( ) [ 1; 1],

max( ( ), ( ))

out inR
r r

out in
r r r

d T d T
S T

R d T d T=

−
= ∈ −∑  (12)

где in
rd  — среднее расстояние от вектора Cr, 

принадлежащего рассматриваемому кластеру, 
до других векторов этого же кластера; out

rd  — 
среднее расстояние от вектора Cr до векторов 
ближайшего кластера. Максимальное значе-
ние величины S(T), равное 1, соответствует 
кластерной структуре с четко выделенными 
непересекающимися кластерами.

Индекс силуэта S(T) оценивает как "ком-
пактность" кластеров — среднее расстояние 
между точками Cr одного кластера, так и от-
даленность центров этих кластеров друг от 
друга — среднее расстояние между точками Cr 
соседних кластеров.

Обозначим DT некоторое множество типов 
векторов C ∈ DC, составленных на основе значе-
ний характеризующей функции ic(ε), gic(ε1, ε2)
или p(γ). Наилучшим является алгоритм ха-
рактеризации, устанавливающий такой тип
T* ∈ DT векторов ХП, который обеспечивает 
максимальное значение индекса силуэта S(T) 
выборки 1( , ) :R

r r rC h =

 *max ( ) ( ).
TT D
S T S T

∈
=  (13)

Набор H используемых меток hr зависит от 
выбранного критерия эффективности алгорит-
ма характеризации, устанавливающего тип век-
тора C ∈ DC. Определим следующие критерии 
эффективности алгоритма характеризации.

Критерий 1. Точки, соответствующие век-
торам Cr, полученным на основе различных 
ландшафтных выборок данной целевой функ-
ции, находятся "близко" друг к другу в про-
странстве ХП. Здесь метки hr ∈ H1 = {h1,1, h1,2, ...}
соответствуют номеру тестовой задачи опти-
мизации, для ландшафтной выборки которой 
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вычислен вектор Cr. В этом случае число кла-
стеров соответствует числу тестовых задач оп-
тимизации.

Критерий 2. Точки, соответствующие векто-
рам Cr, полученным на основе различных ланд-
шафтных выборок "похожих" целевых функ-
ций, находятся "близко" друг к другу в про-
странстве ХП. Здесь метки hr ∈ H2 = {h2,1, h2,2} 
обозначают степень мультимодальности целе-
вой функции тестовой задачи оптимизации, 
для ландшафтной выборки которой вычислен 
вектор Cr. Метку h2,1 ставим в соответствие век-
тору Cr в случае, если он характеризует ланд-
шафтную выборку целевой функции с малым 
числом локальных минимумов. Метку h2,2 ис-
пользуем в случае, если вектор Cr характеризует 
ландшафтную выборку с большим числом 
локальных минимумов. Таким образом, в дан-
ном случае выборка 1( , )R

r r rC h =  содержит два 
кластера.

5. Вычислительный эксперимент

В данном пункте представлены тестовые за-
дачи, использованные для проведения вычис-
лительного эксперимента. Выполнено сравни-
тельное исследование эффективности предло-
женных алгоритмов характеризации по схеме, 
описанной в п. 3. Для визуализации результатов 
оценки эффективности выполнено исследова-
ние алгоритмов, устанавливающих тип двух-
мерных векторов ХП.

Для проведения вычислительного экспери-
мента используем тестовые задачи оптимиза-
ции [14]:
 � задачи q1, q2 с малым числом локальных ми-

нимумов в области поиска DX, составленные 
на основе тестовых функций Розенброка и 
Химмельблау соответственно;

 � задачи q3, q4 с большим числом локальных 
минимумов в области поиска DX, состав-
ленные на основе тестовых функций Экли 
и Растригина соответственно.
Ландшафты целевых функций тестовых задач 

оптимизации q1—q4 в области поиска DX изобра-
жены на рис. 7 (см. вторую сторону обложки).

Вычисляем значения критериев эффективно-
сти алгоритма хараткеризации, который устанав-
ливает тип T векторов ХП, по следующей схеме.

1. Для каждой из тестовых задач q1—q4 ге-
нерируем M = 100 различных ландшафтных 
выборок, каждая из которых состоит из m =
= 100 точек, случайным образом расположен-
ных в области DX.

2. Для каждой ландшафтной выборки со-
ставляем ПКВ и рассчитываем координаты 
векторов ХП на основе значений характеризу-
ющих функций из табл. 1. Получаем множе-
ство {Cr, r ∈ [1:400]} точек в пространстве ХП: по 
100 точек для каждой из тестовых задач q1—q4.

3. Ставим метки из наборов H1 и H2 в соот-
ветствие векторам Cr, получаем две размечен-
ные выборки: 1 400

1( , )r r rC h =  и 2 400
1( , )r r rC h = .

4. Рассчитываем значения S1 и S2 индекса 
S(T) для выборок 1 400

1( , )r r rC h =  и 2 400
1( , )r r rC h =  со-

ответственно. Оцениваем эффективность ал-
горитма, устанавливающего тип вектора C =
= (c1, ..., c |C |), по критерию 1 с использованием 
величины S1, по критерию 2 — с использова-
нием величины S2.

Для корректного сравнения эффективности 
методов анализа карты вариативности на ос-
нове эффективности порожденных ими алго-
ритмов характеризации необходимо оценивать 
качество классификации задач оптимизации 
в пространствах ХП высокой размерности. 
На рис. 8 представлены результаты оценки 
качества кластерных структур 1 400

1( , )r r rC h =  и 
2 400

1( , )r r rC h =  в 64-мерных пространствах ХП для 
ландшафтных выборок различного размера.

На рис. 8 видно, что индекс силуэта кла-
стерной структуры, а значит, и эффективность 
алгоритма характеризации ожидаемо растут 
вместе с ростом числа точек ландшафтной вы-
борки. Из рис. 8, а видно, что наиболее эффек-
тивными по критерию 1 являются алгоритмы 
характеризации на основе методов обобщен-
ного информационного содержания и секто-
ризации карты вариативности. По критерию 2
эффективность алгоритма на основе метода 
секторизации карты вариативности значитель-
но превосходит эффективность других срав-
ниваемых алгоритмов (рис. 8, б). Это может 
свидетельствовать о потенциально большей 
обобщающей способности алгоритма класси-
фикации задач оптимизации в случае исполь-
зования алгоритмов характеризации на основе 
метода секторизации карты вариативности.

Двумерный вектор ХП. Для визуальной 
оценки эффективности классификации задач 
оптимизации составим двумерные векторы
C = (c1, c2) на основе значений характеризую-
щих функций ic(ε), gic(ε1, ε2) и p(γ) (табл. 2)

На рис. 9 (см. третью сторону обложки) в ка-
честве примера для ландшафтной выборки те-
стовой функции Экли представлены графики 
соответствующих характеризующих функций. 
Точками обозначены значения, которые исполь-
зуем в качестве элементов c1, c2 вектора ХП.
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Для каждой сгенерированной ландшафтной 
выборки рассчитываем значения компонентов 
c1, c2 из табл. 1. Получаем три множества векто-
ров ,  ,  ,  [1 : ]ic gic p

r r rC C C r R∈ , соответствующих 
различным методам анализа карты вариатив-
ности. На рис. 10 изображены эти множества 
вместе с метками 1

rh H∈ , обозначенными 
различными цветами.

Из рис. 10, а и б (см. третью сторону об-
ложки) видно, что при использовании векто-
ров ,  ic gic

r rC C  группы точек, соответствующих 
ландшафтным выборкам тестовых задач опти-
мизации q1—q4, расположены в пространстве 
ХП в порядке роста степени мультимодальности 
целевых функций этих задач. При использова-
нии вектора p

rC  (рис. 10, в, см. третью сторо-
ну обложки) наблюдаем явное разделение вдоль 
оси c1 получившихся кластеров точек по степе-
ни мультимодальности целевых функций соот-
ветствующих им задач q1—q4: слева расположе-
ны кластеры, соответствующие задачам q1, q2 
с малым числом локальных экстремумов; спра-
ва — кластеры, соответствующие задачам q3, q4 
с большим числом локальных экстремумов.

Из табл. 2 следует, что наибольшая эффек-
тивность классификации оптимизационных 
задач по типу их целевой функции (критерий 1)
достигается при использовании вектора ХП, 
составленного на основе значений функции 
gic(ε1, ε2). В случае, если необходимо класси-
фицировать задачи оптимизации по степени 
мультимодальности их целевой функции, то 
наиболее эффективным по критерию 2 явля-
ется вектор ХП, составленный на основе зна-
чений функции p(γ). Эффективность метода 
ландшафтного анализа можно значительно по-

высить, используя большее число точек харак-
теризующих функций и большее число точек 
ландшафтной выборки.

В табл. 3 представлены значения индекса 
силуэта S(T) качества кластерных структур, 
полученных в результате применения меток из 
наборов H1 и H2 к множествам векторов 

, , , [1: ].ic gic p
r r rC C C r R∈

Таблица 2

Формулы оценки значений компонентов вектора ХП

Алгоритм
оценки ХП

Элементы вектора ХП

c1 c2

Алгоритм информа-
ционного содержания

ic(ε = 0) ( )max ic
ε

ε

Алгоритм обобщен-
ного информацион-
ного содержания

( )
1

1 2ax 0m ,gic
ε

ε ε = ( )
2

1 2ax ,0m gic
ε

=ε ε

Алгоритм секториза-
ции карты вариатив-
ности

p(γ = π/6) p(γ = π/3)

Таблица 3

Результаты оценки величины S(T )

Алгоритм
Индекс силуэта S

метки 1
rH метки 2

rH

Алгоритм информационного со-
держания

0,53 0,57

Алгоритм обобщенного инфор-
мационного содержания

0,55 0,60

Алгоритм секторизации карты 
вариативности

0,34 0,67

Рис. 8. Зависимости индекса силуэта S(T ) кластерных структур 1 400
=1( , )r r rC h  (а) и  2 400

=1( , )r r rC h  (б) от размера ландшафтной вы-
борки в 64-мерных пространствах ХП
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Заключение

Методы ландшафтного анализа используют 
для оценки ХП целевой функции задачи опти-
мизации. В работе рассмотрены методы ланд-
шафтного анализа целевой функции на основе 
карты вариативности ландшафтной выборки. 
Для анализа карты вариативности предложен 
метод ее секторизации, позволяющий по срав-
нению с методами информационного и обоб-
щенного информационного содержания полу-
чить оценки более значимых для алгоритма 
оптимизации особенностей целевой функции. 
Высокая обобщающая способность алгоритмов 
классификации оптимизационных задач по 
наиболее значимым признакам является необ-
ходимой основой для интеллектуализации под-
систем САПР параметрической оптимизации.

Искомые оценки ХП зависят от располо-
жения точек ландшафтной выборки, исполь-
зуемого метода анализа карты вариативности 
и алгоритма характеризации, определяющего 
состав и размерность результирующего векто-
ра ХП. Предложена методика сравнительного 
исследования эффективности указанных ме-
тодов анализа карты вариативности на основе 
оценок эффективности порожденных ими ал-
горитмов характеризации. Результаты прове-
денного по данной методике вычислительного 
эксперимента свидетельствуют об универсаль-
ности и высокой эффективности метода сек-
торизации карты вариативности по сравнению 
с другими методами ее анализа.

В целях дополнительного обоснования сде-
ланных выводов составлены двухмерные век-
торы ХП на основе значений характеризующих 
функций рассмотренных методов, что позво-
лило визуализировать полученные результаты 
в пространстве ХП целевой функции.

Исследование показало, что алгоритмы ха-
рактеризации целевой функции на основе ме-
тода секторизации карты вариативности явля-
ются наиболее пригодными для классификации 
задач оптимизации по различным признакам.
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