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Построена математическая модель локации космического аппарата, обращающегося по круговой орбите, 
с использованием лазерной станции, находящейся на поверхности вращающейся Земли.

Разработаны алгоритм и программное обеспечение для проведения лазерной локации при наличии подвижно-
го приемного телескопа. Показано, что если двигать приемный телескоп так, чтобы в него попадали центры 
отраженных импульсов, то эффективность локации значительно возрастает по сравнению с использованием 
неподвижного телескопа.

Ключевые слова: математическая модель лазерной локации, ретрорефлектор, алгоритм, программное обе-
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Математическое, алгоритмическое и программное обеспечение 
системы лазерной локации космических аппаратов

с использованием подвижного телескопа

Введение

В последнее время в научной литературе 
[1—4] активно обсуждаются различные аспекты 
использования лазерных систем в космических 
исследованиях. Это связано в основном с тем, 
что лазерная локация космических аппаратов 
позволяет обеспечить повышенную точность из-
мерений по сравнению с радиолокацией [5]. По-
этому в научной литературе не только изучают-
ся возможности использования лазерных систем 
для определения дальности в привычном про-
ектном облике лазерных станций, но и рассма-
триваются математические модели [6—9], необ-
ходимые для создания лазерных станций нового 
поколения и лазерных систем, предназначенных 
для выполнения операций сближения и стыков-
ки [10—12] космических аппаратов.

Для высокоточного контроля параметров 
орбит космических аппаратов требуется пре-
цизионная система наведения лазерного луча 
на отражатели космического аппарата, а также 
наличие достаточного количества отраженных 
световых импульсов в приемном телескопе ла-
зерной станции. На космических аппаратах 
для отражения световых импульсов исполь-
зуют ретрорефлекторы [13]. Ретрорефлектор 
в системе отсчета, в которой он покоится, от-
ражает световые импульсы в направлениях, 
прямо противоположных направлениям, по 
которым они приходят к ретрорефлектору. Так 
как лазерная станция находится в неинерци-

альной системе отсчета, а ретрорефлектор дви-
жется, то в силу основных принципов общей 
теории относительности Эйнштейна закон 
отражения световых импульсов будет другим 
[14, 15]. Как показано в работах [6, 16], угол 
между лучом, по которому световой импульс 
приходит к ретрорефлектору искусственного 
спутника Земли (ИСЗ), и лучом, по которому 
отраженный импульс возвращается к Земле, 
в общем случае должен быть не равен нулю 
(так называемая скоростная аберрация). По-
этому центр пятна, образованного на поверх-
ности Земли отраженным световым импуль-
сом, даже если пренебречь вращением Земли, 
в общем случае будет двигаться по поверхности 
Земли [8, 9], находясь на некотором расстоянии 
от оси приемного телескопа лазерной станции. 
Вращение Земли вокруг своей оси также вно-
сит свой вклад в этот эффект. Интенсивность 
отраженного светового импульса в его попе-
речном сечении убывает при удалении от его 
центра к периферии [17] по закону
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где J1(η) — функция Бесселя первого порядка, 
η = πDsinα/λ; α — угол между исследуемым лу-
чом и центральным лучом отраженного пучка 
лучей; λ — длина волны лазерного излучения; 
D — диаметр выходной апертуры отражателя. 
Поэтому согласно выражению (1) на приемный 
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телескоп лазерной станции при локации вы-
сокоорбитальных ИСЗ попадает лишь малая 
часть отраженного импульса, недостаточная 
для регистрации времени его прибытия.

Особенности лазерной локации
космических аппаратов с использованием 

подвижного телескопа

Значение принимаемой световой энергии 
можно увеличить, если приемный телескоп 
отделить от лазерной станции и передвигать 
его за центрами пятен отраженных импульсов. 
Лазерных станций с подвижным телескопом 
в настоящее время не существует, ведется лишь 
математическое моделирование этого нового 
способа локации, выясняются преимущества 
и недостатки, а также прорабатываются во-
просы, необходимые для создания компьютер-
ных систем управления. Предполагается, что 
в этой лазерной станции нового поколения 
система формирования лазерного импульса и 
система регистрации времени его излучения 
вместе с передающим телескопом находятся 
в покое на локационном полигоне. Прием-
ный же телескоп вместе с системой регистра-
ции времени прихода отраженных импульсов 
размещается на специальной платформе, ко-
торая может передвигаться по локационному 
полигону в зависимости от движения центров 
пятен отраженных световых импульсов. Для 
управления движением этой платформы и ре-
гистрации координат точек приема и времени 
приема отраженных световых импульсов не-
обходимо создать адекватную компьютерную 
систему с программным обеспечением. Эта за-
дача и решается в данной работе.

Таким образом, процесс лазерной локации 
космического аппарата с использованием под-
вижного приемного телескопа может быть опи-
сан кратко: лазерный луч, выпущенный из не-
подвижного передающего телескопа лазерной 
станции, попадает на ретрорефлектор косми-
ческого аппарата, отражается и принимается 
уже подвижным приемным телескопом, после 
чего сигнал обрабатывается на компьютере.

Используя предварительные результаты, 
полученные в работах [6—9] при исследовании 
некоторых частных вопросов, построим мате-
матическую модель и опишем программный 
комплекс, необходимый для реализации это-
го нового способа лазерной локации, который 

можно использовать при создании лазерных 
станций нового поколения.

Математическая модель процесса лазерной 
локации с подвижным приемным телескопом

Предположим, что лазерная станция нахо-
дится на поверхности Земли в точке со сфе-
рическими координатами R0, θ0 и ϕ0. Введем 
топоцентрическую систему отсчета, поместив 
начало системы координат в эту точку, напра-
вив ось OZ по местной вертикали, ось OX — по 
касательной к меридиану, ось OY — по каса-
тельной к параллели. Эта система отсчета яв-
ляется неинерциальной.

Предположим далее, что лазерная станция 
испустила световой импульс в направлении 
космического аппарата, находящегося на кру-
говой орбите радиуса Rs. Этот импульс в не-
который момент времени отражается от ретро-
рефлекторов космического аппарата, после чего 
возвращается на Землю и образует на ее поверх-
ности пятно некоторого радиуса r0. В процессе 
локации последовательностью импульсов, вы-
пущенных лазерной станцией, центры этих пя-
тен будут попадать в разные точки земной по-
верхности, образуя прерывистую кривую.

Целью расчетов являются определение ко-
ординат центров этих пятен в топоцентриче-
ской системе отсчета и вычисление скорости 
их движения по поверхности Земли.

Приведем основные уравнения математи-
ческой модели, необходимые для решения по-
ставленной задачи. Ими являются уравнения 
движения испущенных и отраженных лазер-
ных импульсов, а также закон движения кос-
мического аппарата по круговой орбите.

В топоцентрической системе отсчета рас-
пространение электромагнитных сигналов со-
гласно работам [8, 9] описывается уравнения-
ми, вытекающими из уравнений общей теории 
относительности:
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где точкой обозначена производная по x0 = ct, 
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=  Ω — угловая скорость вращения Земли.
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Эта система уравнений имеет, как известно, 
первый интеграл:
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Решение уравнений (2)—(3) имеет различ-
ный вид для испущенных и отраженных ла-
зерных импульсов вследствие разных началь-
ных условий.

Движение космического аппарата по круго-
вой орбите радиуса Rs в топоцентрической си-
стеме отсчета описывается следующими урав-
нениями [18, 19]:
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где 3/ sGM Rω =  — угловая скорость обраще-
ния космического аппарата по круговой орби-
те; GM — произведение гравитационной посто-
янной и массы Земли; θ — наклонение орбиты; 
ϕ — долгота восходящего узла; ψ0 — угловое 
расстояние космического аппарата в момент 
времени t = 0 от узла.

Для уменьшения погрешностей, вносимых 
неоднородностью атмосферы, рабочими при 
лазерной локации считаются участки небес-
ной сферы, расположенные на 20° выше мест-
ного горизонта. Условие локации на 20° выше 
местного горизонта в топоцентрической систе-
ме отсчета принимает вид:

 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) cos 70 .s s s sz t x t y t z t> + + °  (5)

Используя уравнения (3), (4), найдем движе-
ние лазерного импульса к космическому ап-
парату. Предположим, что космический аппа-
рат появляется в области локации (5) в момент 
времени tb. Тогда момент времени, в который 
лазерная станция испустит N-й световой им-
пульс, будет определяться соотношением:

 tN = tb + NΔT,

где ΔT — промежуток времени между излучением 
двух последовательных импульсов, а N = 1, 2, 3, ... 

Следуя работе [9], запишем решение урав-
нений (3)—(4) в виде пучка лучей, выходящих 
в момент времени t = tN из лазерной станции:
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где nx, ny, nz — постоянные интегрирования, 
определяющие ориентацию луча в простран-
стве. Подставляя выражения (6) в первый 
интеграл (3), получим условие, которому они 
должны удовлетворять:

 2 2 2 1.x y zn n n+ + =  (7) 

В некоторый момент времени t = tr один из 
лучей (6) попадает на ретрорефлектор косми-
ческого аппарата. Это означает, что в этот мо-
мент времени должно выполняться равенство:
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Решим эти уравнения относительно nx, ny, nz:
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Подставим эти соотношения в выражение 
(7). В результате получим уравнение:
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Решая численно это трансцендентное урав-
нение, найдем момент времени t = tr отраже-
ния N-го лазерного импульса от космического 
аппарата.
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Рассмотрим теперь отражение лазерного им-
пульса от движущегося к Земле космического 
аппарата. В работе [16] было показано, что в гео-
центрической невращающейся системе отсчета 
вектор скорости отраженного светового импуль-
са Vref определяется следующим образом:
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где Vr — вектор скорости космического аппа-
рата; V(ph) — вектор скорости импульса, испу-
щенного лазерной станцией.

Именно в силу этого релятивистского соот-
ношения [20] и возникают угловые искажения 
[21] в законе отражения движущегося ретро-
рефлектора. Поэтому перейдем от координат x, 
y, z топоцентрической системы отсчета к коор-
динатам x(4), y(4), z(4) невращающейся геоцен-
трической системы отсчета:
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Подставляя эти соотношения в выражения 
(6), найдем в невращающейся геоцентрической 
системе отсчета уравнение луча, по которому 
световой импульс движется от лазерной стан-
ции к космическому аппарату:
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где компоненты вектора n заданы выражени-
ями (8).

Компоненты вектора скорости лазерного 
импульса V(ph) в этой системе отсчета в момент 
времени t = tr определяются соотношениями:
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=
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Найдем теперь закон движения космическо-
го аппарата по круговой орбите в невращаю-
щейся геоцентрической системе отсчета:

 

(4)
0

0

(4)
0

0

(4)
0

( ) [cos sin( )

sin cos sin( )];

( ) [sin cos( )

cos cos sin( )];

( ) sin sin( )].
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x t R t

t

y t R t

t

z t R t

= ϕ ω + ψ −

− ϕ θ ω + ψ

= ϕ ω + ψ +

+ ϕ θ ω + ψ

= θ ω + ψ

Компоненты вектора скорости космическо-
го аппарата Vr в этой системе отсчета можно 
найти, дифференцируя эти выражения по вре-
мени и подставляя в них t = tr:

 

0

0

0

0

0

( ) [cos sin( )

sin cos cos( )];

( ) [cos cos cos( )

sin sin( )];

( ) sin cos( ).

x
r r S r

r

y
r r S r

r

z
r r S r

V t R t

t

V t R t

t

V t R t

= −ω ϕ ω + ψ +

+ ϕ θ ω + ψ

= ω ϕ θ ω + ψ −

− ϕ ω + ψ

= ω θ ω + ψ

 (12)

Эти соотношения позволяют получить яв-
ный вид для компонент вектора скорости от-
раженного лазерного импульса Vref в невраща-
ющейся геоцентрической системе отсчета.

Рассмотрим теперь движение отраженного 
лазерного импульса от космического аппарата 
к Земле. В невращающейся геоцентрической 
системе отсчета свет распространяется, как из-
вестно, прямолинейно.

Движение центра отраженного светового 
импульса в этой системе отсчета будет проис-
ходить вдоль вектора скорости Vref, начинаясь 

при t = tr в точке ( ):Geo
s rr r t=

 

(4) (4) ( )

(4) (4) ( )

(4) (4) ( )

( ) ( ) ( )( );

( ) ( ) ( )( );

( ) ( ) ( )( ).

x
r r rref S ref

y
r r rref S ref

z
r r rref S ref

x t x t V t t t

y t y t V t t t

z t z t V t t t

= + −

= + −

= + −
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Используя соотношения
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связывающие координаты x, y, z топоцентриче-
ской системы отсчета с координатами x(4), y(4), 
z(4) невращающейся геоцентрической системы 
отсчета, найдем закон движения r = rref  (t) = 
= {xref  (t), yref  (t), zref  (t)} центра отраженного ла-
зерного импульса в системе отсчета, связанной 
с лазерной станцией:
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 (13)

В некоторый момент времени t = tf(N) центр 
N-го лазерного импульса достигнет поверхно-
сти Земли и его расстояние от центра Земли бу-
дет равно радиусу Земли. В топоцентрической 
системе отсчета это условие дает уравнение:

2 2 2 2
0 0( ( )) ( ( )) [ ( ( )) ] .ref f ref f ref fx t N y t N z t N R R+ + + =

Подставляя в это уравнение соотношения 
(16), приведем его к виду:

2 2
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0
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2 2
0 0
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( )[cos cos( )

sin cos sin( )]
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cos cos sin( )]} 0.
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x
ref r r

r
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r S

c t N t

t N t R V t t

V t t

t

V t t

t R R

− +

+ − θ ω + ψ +

+ ϕ ω + ψ −

− ϕ θ ω + ψ +

+ ϕ ω + ψ +

+ ϕ θ ω + ψ + − =

 (14)

Решая численно это уравнение относительно 
tf(N) и выбирая из двух его корней наименьший, 
найдем время tf(N) достижения центром отра-
женного светового импульса точки поверхности 
Земли, ближайшей к космическому аппарату.

Квадрат расстояния R2 от лазерной станции 
(x = 0, y = 0, z = 0) до центра пятна x = xref (tf(N)), 
y = yref (tf(N)), z = zref (tf(N)), образуемого отра-
женным световым импульсом на поверхности 
Земли, можно найти по формуле

R2 = [xref  (tf (N))]2 + [yref  (tf (N))]2 + [zref  (tf (N))]2. (15)

Полученные формулы позволяют найти и 
скорости движения центров пятен по поверх-
ности Земли. Так как локация космических 
аппаратов проводится импульсными лазерами 
[6] с частотой повторения импульсов до 103 Гц, 
то между излучением двух последовательных 
импульсов проходит время ΔT = 10–3 с. Поэто-
му центры пятен, создаваемых отраженными 
от космического аппарата импульсами, будут 
двигаться по поверхности Земли не непрерыв-
но, а дискретно. В качестве скорости движения 
центров световых импульсов по поверхности 
Земли примем отношение разности координат 
центров пятен, образуемых на Земле двумя по-
следовательными импульсами N-м и (N + 1)-м, 
к промежутку времени между их прибытиями:
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=

+ −

+ −
=
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 (16)

Именно с такой средней скоростью должен 
двигаться по поверхности Земли приемный теле-
скоп из точки rref (tN + 1) в точку rref (tN), чтобы в него 
попадали центры пятен этих двух импульсов.

Построенная математическая модель (3)—(16) 
лазерной локации с поверхности вращающей-
ся Земли дает все необходимое для разработки 
компьютерной системы управления работой ла-
зерной станции с подвижным телескопом.

Алгоритмическое обеспечение
процесса лазерной станции

с подвижным приемным телескопом

Приведем кратко пошаговый алгоритм для 
созданной математической модели.
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1. Ввод исходных данных.
2. Определение момента времени tb появле-

ния космического аппарата в области локации 
с использованием формул (4), (5).

3. Определение момента времени t1 запуска 
первого светового импульса (N = 1) из форму-
лы tN = tb + NΔT при заданном ΔT.

4. Решая численно уравнение (9), находим 
момент времени tr отражения первого импуль-
са от ретрорефлектора.

5. По формуле (11) определяем компоненты 
вектора скорости лазерного импульса в невра-
щающейся геоцентрической системе отсчета.

6. По формуле (12) определяем компонен-
ты вектора скорости космического аппарата 
в этой же системе отсчета.

7. По формуле (10) вычисляем компоненты 
вектора скорости отраженного светового им-
пульса в геоцентрической невращающейся си-
стеме отсчета.

8. Численно решая относительно tf  (N) урав-
нение (14), находим два корня и, выбирая из 
двух корней наименьший, найдем время tf  (N) 
достижения центром отраженного импульса 
точки поверхности Земли, ближайшей к кос-
мическому аппарату.

9. После этого, подставляя в выражение (13) 
t = tf  (N), найдем координаты xref (t = tf  (N)), yref 
(t = tf(N)), zref (t = tf   (N)) центра пятна первого и 
последующих импульсов: N = 1, 2, ... .

10. tN, xref, yref, zref передаем на дисплей во-
дителя подвижной части телескопа. По фор-
муле (16) определяем минимально необходи-
мую скорость для того, чтобы прибыть в точку 
к приходу следующего отраженного импульса 
раньше его.

11. Водитель, используя Глонасс, перемеща-
ет автомобиль в точку с координатами xref , yref , 
zref , после чего в момент времени tf(N) подвиж-
ный телескоп принимает отраженный свето-
вой импульс и регистрирует время его прихода 
по всемирному времени UT. После этого для 
определения места нахождения подвижного 
телескопа в точке, куда должен попасть центр 
второго отраженного импульса, вся процедура 
повторяется заново. Для какого-то импульса 
с номером N условие локации (5) перестает вы-
полняться и, используя формулы (4), (5), опре-
деляется момент времени следующего появле-
ния космического аппарата в области локации. 
На этом данный сеанс локации заканчивается.

Программное обеспечение процесса лазерной 
станции с подвижным приемным телескопом

Для проведения численных расчетов по 
описанному алгоритму был создан програм-
мный комплекс. Компонентами этого ком-
плекса являются:

1. LRPROG1. Эта компонента реализована на 
языке программирования C++. Данная компо-
нента проводит расчет времени вхождения кос-
мического аппарата в зону видимости лазерной 
станции, проводит расчет времени и координат 
прихода центров отраженных пятен.

2. LRPROG2. Эта компонента реализована 
на языке программирования Qt. Регистриру-
ет время старта каждого лазерного импульса 
с записью в базу данных.

3. LRPROG3. Эта компонента реализована 
на языке программирования Qt. Компонента 
опрашивает систему Глонасс и определяет ко-
ординаты и время текущего местоположения 
подвижного телескопа, просчитывает маршрут 
к центру первого пятна, дает команду испол-
нительному устройству на начало движения 
и контролирует процесс движения, исполь-
зуя связь с Глонасс. Далее регистрирует вре-
мя прихода каждого отраженного импульса и 
прокладывает маршрут движения подвижного 
телескопа к последующему N-му центру пятна. 
Все полученные данные хранит в базе данных 
подвижного телескопа.

Апробация разработанного алгоритма
и программного обеспечения

системы лазерной локации методом 
компьютерного моделирования

С использованием разработанной компью-
терной системы были проведены имитацион-
ные эксперименты по принятию решений на 
осуществление требуемого местоположения 
подвижного телескопа лазерной станции при 
локации космических аппаратов, показавшие 
хорошие результаты. В качестве высокоорби-
тального ИСЗ [22] при проведении числен-
ных расчетов был выбран ИСЗ "Compass-MS2"
(высота орбиты 21   528 км, наклонение 55°), 
имеющий на внешних панелях уголковые ла-
зерные отражатели. В качестве низкоорбиталь-
ного ИСЗ был выбран "Larets" (высота орбиты
691 км, наклонение 98,204°). В качестве лазер-
ных станций были выбраны Кацивели (44,3932° 
северной широты, 33,9701° восточной долготы, 
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высота над уровнем геоида 68,7 м) и Светлое 
(60,5332° северной широты, 29,7805° восточной 
долготы, высота над уровнем геоида 69 м).

Как показали расчеты, существенное вли-
яние на значение отклонения центра пятна от 
лазерной станции (16) оказывает радиус орби-
ты космического аппарата. Так, например, при 
локации ИСЗ "Compass-MS2" в зависимости от 
положения ИСЗ в области локации (3) это рас-
стояние изменяется от 200 до 1100 м (рис. 1).

Для низкоорбитальных ИСЗ расстояние от 
центров пятен отраженных световых импульсов 
до лазерной станции оказывается меньше, чем 
для высокоорбитальных ИСЗ, — от 50 до 200 м.

Линия, образованная центрами отраженных 
световых импульсов на поверхности Земли при 
локации ИСЗ "Compass-MS2", показана на рис. 2.

Некоторая асимметрия графиков для высо-
коорбитальных космических аппаратов вызы-
вается тем, что за время нахождения аппарата 
в области локации Земля совершает поворот 
вокруг своей оси на угол Δϕ = Ω(T2 – T1)/(2π), 
где T2 — момент входа аппарата в область (3), 
а T1 — момент его выхода из этой области.

Поэтому графики не обладают осью симме-
трии относительно линии времени t = (T2 – T1)/2.

Скорость движения центров пятен при ло-
кации космических аппаратов не превышает
8 км/ч. График зависимости компонентов ско-
рости от времени приведен на рис. 3.

Имитационные эксперименты по локации 
космических аппаратов с подвижным прием-
ным телескопом показали хорошие результаты.

Преимущества предложенного подхода 
к управлению подвижного телескопа лазерной 
станции заключаются в том, что система рабо-
тает в режиме реального времени и не накапли-
вает ошибок вычислений.

Заключение

Проведенный анализ показал техническую 
реализуемость предлагаемого нового способа 
локации. При таком методе проведения ло-
кации космических аппаратов принимаемый 
поток энергии от отраженных импульсов зна-
чительно увеличивается. Максимальная ско-
рость движения центров пятен отраженных 
световых импульсов по поверхности Земли не 
превышает 8 км/ч. Поэтому обеспечить движе-
ние подвижного телескопа за ними по поверх-
ности Земли технически возможно. При таком 
способе локации ИСЗ потребуется изменение 

Рис. 1. Расстояние R между неподвижной лазерной станцией 
и подвижным телескопом (в км) в зависимости от номера им-
пульса N при локации ИСЗ "Compass-MS2"

Рис. 2. Траектория на поверхности Земли (в плоскости XOY) 
центров пятен отраженных световых импульсов при локации 
ИСЗ "Compass-MS2". Расстояния вдоль осей даны в километрах

Рис. 3. Зависимость компонент скорости центров пятен (в м/с) 
от времени tN в пределах одного сеанса локации ИСЗ "Com-
pass-MS2"
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приемной и передающей аппаратуры, систе-
мы регистрации и программного обеспечения. 
Как показал анализ, принципиально невыпол-
нимых требований к технике и программному 
обеспечению не возникает.

В результате же область уверенного при-
ема отраженных импульсов при лазерной ло-
кации высокоорбитальных ИСЗ значительно 
увеличится.
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Numerical calculations and laser ranging practice have shown that the centers of the spots formed by the reflected from 
the spacecraft retroreflector light pulses, move across the Earth surface. During a single location’s session, their distance from 
the laser station varies from several hundred meters to a dozen meters. Therefore, the receiving telescope of the laser station 
is located on the periphery of the spot.

The intensity of the reflected light pulse decreases in its cross-section with the distance from the center to the periphery. 
Therefore, only a small part of the flow of the light energy of the reflected pulse reaches the receiving telescope. The speed of 
the spots’ centers movement on the Earth surface is not more than ten miles per hour.

In the paper a new method of carrying out laser ranging was proposed, when the receiving telescope separated from the laser 
station by a special device follows the centers of the spots formed by the light pulses reflected from the spacecraft.

The aim of this work is the development of an algorithm and software that are essential for the new method of carrying out 
spacecraft laser ranging. A set of programs designed to implement the method is described. A computational experiment aimed 
at the study of evaluation of effectiveness of the proposed method on high-orbital as well as low-orbital spacecrafts ranging was 
accomplished. This experiment has shown good results. Therefore, this new laser ranging approach can be recommended as a 
possible basis for creation of the next generation intelligent laser stations.

Keywords: mathematical model of laser location, a retroreflector, an algorithm, a database, The GLONASS System, the 
decision-making
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