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Показано, что важным направлением совершенствования проекционных методов редуцирования моделей ли-
нейных электрических цепей является учет характеристик их схемного окружения. Для решения этой задачи 
разработан подход к построению редуцированной модели подсхемы линейной цепи на основе метода отбора век-
торов состояния. Обсуждаются возможности учета нелинейного окружения схемы. Численные экспери менты 
показали существенное повышение точности и снижение порядка редуцированной модели при использовании 
предложенного метода.
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рование, линейная подсхема, проекционные методы редукции, подпространство Крылова
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Редуцирование модели электрической схемы
с учетом характеристик внешних цепей

подпространства Крылова [9]. Эти алгоритмы 
включают ортогонализацию моментов векто-
ров состояния, соответствующих единичному 
возбуждению каждого входного порта. При 
этом выполняется отбрасывание (deflation) век-
торов по критерию линейной зависимости.

Основной недостаток многопортовых про-
екционных методов типа PRIMA — это избы-
точность размера проекционной матрицы [10]. 
В результате порядок редуцированной модели 
часто оказывается намного больше порядка, тре-
буемого для обеспечения желательной точности. 
Для получения более компактных моделей были 
предложены многоточечные версии известных 
подходов [11, 12], но в большинстве случаев это 
не приводило к заметному снижению избыточ-
ности, что связано с фиксированной последова-
тельностью генерации векторов состояния, со-
держащей сильно коррелированные вектора.

Этого можно избежать, определив базис 
на основе анализа моментов решений для из-
быточного множества частотных точек в тре-
буемом диапазоне. Такой анализ может быть 
выполнен с помощью сингулярного разложе-
ния (SVD) множества векторов и последующего 
формирования базиса из векторов с наибольши-
ми сингулярными значениями. В PMTBR [13] 

Введение

В последние десятилетия интенсивно раз-
виваются методы редукции моделей (model order 
reduction — MOR) линейных цепей [1, 2]. Среди 
известных подходов выделяются проекцион-
ные алгоритмы, которые обеспечивают более 
экономичные модели по сравнению с селек-
тивными методами [3] и требуют, как прави-
ло, существенно меньших затрат по сравнению 
с методами балансной реализации [4]. Впервые 
проекционные алгоритмы были реализованы 
в методe AWE [5], основанном на Паде-аппрок- 
 симации передаточной функции (ПФ) схемы. 
Существенным недостатком метода был рост 
вычислительного шума при использовании мо-
ментов высокого порядка. Избавиться от этого 
позволило применение алгоритмов на основе 
подпространств Крылова в методах PVL [6] и 
Арнольди [7]. Дальнейшее усовершенствование 
проекционных алгоритмов в методе PRIMA [8] 
дало возможность сохранения пассивности 
благодаря явному проектированию исходной 
матрицы на базис подпространства Крыло-
ва. Проекционные методы для многопорто-
вых схем разрабатывали как распространение 
однопортовых алгоритмов на блочную форму 
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SVD применяется к взвешенным значениям 
векторов состояния, полученным при единич-
ном возбуждении каждого входного порта во 
всех частотных точках, заданных пользовате-
лем. Теоретической основой PMTBR является 
метод ограниченной балансной реализации 
(TBR) [4] и приближенная оценка грамиана 
управляемости с помощью SVD. Грамиан на-
блюдаемости при этом не учитывается, что для 
несимметричных систем может приводить [14] 
к избыточности построенного базиса и к не-
верной оценке погрешности.

Другой подход к снижению избыточности 
состоит в адаптивном выборе частотной точки 
с максимальной ошибкой текущей редуциро-
ванной модели. Такой выбор снижает корреля-
цию отбираемых векторов, что уменьшает из-
быточность. Для оценки ошибки используют 
разложение в ряд Тейлора [15, 16] либо значе-
ние невязки с учетом спектра матрицы [17, 18]. 
Прямая и надежная оценка применяется в ме-
тоде отбора векторов состояния (SVS) в работе 
[14], где (аналогично PMTBR) генерируется из-
быточное множество векторов состояния в за-
данных частотных точках. Оценка ошибки и 
адаптивный выбор очередной точки осущест-
вляются только из этого множества.

Однако снижение коррелированности ис-
ходных векторов не решает полностью пробле-
му избыточности. Каждая линейная подсхема 
интегральной схемы находится в окружении 
известных линейных и нелинейных компонен-
тов, которые ограничивают мощности сигналов 
на ее выводах. Существующие процедуры реду-
цирования предполагают произвольный харак-
тер сигналов на выводах подсхемы, что может 
приводить к обеспечению требуемой точности 
для режимов, которые никогда не реализуют-
ся в рамках конкретного окружения этой под-
схемы. Поэтому целесообразно, чтобы при ре-
дуцировании приближенно учитывалась среда 
схемы, например максимальные уровни сигна-
лов и токов нагрузки, пределы значений емко-
стей нагрузок, импедансы источников и т. п.
В существующих методах такой учет отсутствует.

В работе обсуждается ресурс понижения из-
быточности благодаря учету среды функцио-
нирования редуцируемой схемы и предлага-
ется алгоритм, позволяющий при построении 
редуцирования модели линейной электриче-
ской схемы добиться существенного снижения 
ее избыточности за счет учета характеристик 
схемного окружения.

1. Принципы редуцирования
на основе проективных методов

Описание линейной динамической системы. 
Линейная система с Ninp входами, Nout выхода-
ми и N внутренними состояниями в матрич-
ном виде имеет следующую форму:

 (G + sC)X = B; Z = DTX, (1)

где s — лапласовская переменная (обобщенная 
частота), а матрицы в (1) с указанными ниже 
размерностями задают:

— G, C (NЅN) — внутренние проводимости 
и емкости;

— B (NЅNinp) — возмущения внутренних со-
стояний от входных сигналов;

— D (NЅNout) — передачи внутренних состо-
яний на выходы;

— Z (NoutЅN) — ПФ от входных к выходным 
портам;

— X (NЅNinp) — ПФ от входных портов 
к внутренним состояниям.

Обозначив Y(s) = G + sC, можно записать 
решение (1) в виде:

 X(s) = Y(s)–1B; Z(s) = DTY(s)–1B. (2)

Моменты решения системы (1) в частотной 
(лапласовской) точке s — X[k](s) получаются 
последовательным дифференцированием (2) и 
имеют вид:
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Для систем с одним входом (Ninp = 1, B и
X[k](s) — вектор-столбцы) из (3) видно, что мо-
менты определяют пространство Крылова с 
матрицей –Y(s)–1C. При Ninp > 1 выражения (3) 
задают блочное пространство Крылова.

Проекционные методы. Проекционные ме-
тоды редуцирования состоят в преобразовании 
системы (1) в систему порядка Nred < N путем 
умножения (1) на правую (V) и левую (W) мат-
рицы проектирования с размерностями NЅNred:

 � � � � � � �( ) ; ,
T

G sC X B Z D X+ = =  (4)

где

� � � �, , , .T T T TG W GV C W CV B W B D V D= = = =  (5)
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Вид проективной формы редуцированной 
системы (4), (5) получается путем использова-
ния метода Галеркина и может быть объяснен 
следующим образом.

Обозначим i-е столбцы матриц B, D, X, Z, 
V как b{i}, d {i}, x{i}, z{i}, v{i}. Тогда решение си-
стемы (1) в точке s для единичного значения 
i-го входа можно аппроксимировать линейной 
комбинацией столбцов матрицы V (v{k}) с ко-
эффициентами, являющимися переменными 
редуцированной системы (4):

 � � { }{ }{ } { } { }

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

redN
iii i k
k

k
x s x s V x s x s v

=
≈ = = ∑�

 i = 1, 2, ..., Ninp. (6)

Здесь { }( )ix s�  — аппроксимация x{i}(s); � { }( )i
kx s  — 

k-й компонент вектора � { }( )ix s .
Вектор невязки системы (1) после подста-

новки (6) (далее — вектор аппроксимационной 
невязки), имеющий вид
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 i = 1, 2, ..., Ninp, (7)

должен быть ортогональным ко всем столбцам 
матрицы W:

 { }( ) 0,T iW r s =�  i = 1, 2, ..., Ninp. (8)

Приближенные значения выходных пере-
менных находятся подстановкой аппроксима-

ции ( )X s�  вместо X(s) в выражение для выход-
ных значений в (1):

 � { } � { }{ }( ) ( ) ( ),i iT i Tz s D x s D V x s= =�
 i = 1, 2, ..., Ninp. (9)

После подстановки (7) в (8) и (6) в (9) по-
лучим уравнения для столбцов, соответству-
ющие (4), (5). Решением редуцированной си-
стемы (4) в точке s являются коэффициенты 
линейной формы представления аппроксима-
ции решения (6), которые обеспечивают орто-
гональность вектора невязки ко всем столбцам 
матрицы W в данной точке s. Отсюда следует 
теорема: вектор состояния исходной системы 
в некоторой точке s является линейной ком-
бинацией столбцов матрицы V тогда и только 
тогда, когда этот вектор состояния совпадает 
со своей аппроксимацией в данной точке.

Эта теорема распространяется на моменты 
высших порядков. Она является основой мето-

дов согласования моментов, в рамках которых 
[19] матрица проектирования V формируется 
путем построения ортонормированного бази-
са заданного набора моментов. Преобразова-
ние (5) называется конгруэнтным*, если обе 
матрицы проектирования равны между собой 
(W = V ). Такое преобразование гарантирует 
сохранение симметричности матриц С, G и си-
стемы в целом, а также пассивности системы 
в целом [8]. Поэтому далее мы будем рассма-
тривать только конгруэнтные преобразования.

Как было указано ранее, избыточность кры-
ловских методов вызвала разработку подходов 
на базе сингулярного разложения (SVD) и 
адаптивного выбора точек разложения. Адап-
тивный метод SVS обеспечивает возможность 
управлять оценкой погрешности. Этот метод 
мы будем использовать далее. Ниже приводит-
ся его описание.

Алгоритм редукции методом отбора векторов 
состояния (SVS). На начальном шаге SVS реша-
ется система (1) применением (2) в достаточно 
плотном множестве частотных точек {s1, s2, ..., sM},
и в памяти сохраняются все матрицы X(sm), Z(sm). 
Далее выполняется итерационный процесс, 
в котором после определения n базисных век-
торов (столбцы матрицы проектирования V  (n) =
= {v(1), ..., v(n)}) и матриц (5) редуцированной си-
стемы (4) для определения (n + 1)-го базисного 
вектора нужно выполнить следующие шаги.

1. Решить текущую редуцированную си-

стему (4) во всех частотных точках �
( )

( )
n

mZ s =
= D(n)(Y  (n)(sm))–1B(n) и найти частоту s = sM и 
входной вектор u*, реализующие максималь-
ную ошибку, выполнив два шага:

а) для каждой частоты найти максимальную 
ошибку по заданной норме

 � ( )
max( ) max ||( ( ) ( )) ||,

n

m m m
u U

e s Z s Z s u
∈

= −

 m = 1, 2, ... (10)

и "наихудший" входной вектор u*(sm), при ко-
тором она достигается; здесь U — это область 
допустимых входных амплитуд;

б) найти частоту sM максимальной ошибки 
maxarg max ( ).m

m
M e s=

*  В линейной алгебре понятие конгруэнтности [20] 
определено только для квадратной матрицы V,  но в работах 
по редукции линейных систем используется его расшире-
ние на случай произвольной прямоугольной матрицы.
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2. Если emax(sM) < E, то завершить процесс 
редуцирования.

3. Определить новый базисный вектор орто-
гонализацией "наихудшего" вектора состояния 
x* = X(sM)u* к предыдущим базисным векторам

 v(n + 1) = x* ⊥ V  (n), V  (n + 1) = [V  (n), v(n)]. (11)

4. Определить матрицы (5) редуцированной 
системы порядка n + 1.

5. Перейти к п. 1 для выполнения следую-
щей итерации.

Важным достоинством алгоритма SVS яв-
ляется то, что норма ошибки не задана заранее 
в виде какого-либо математического определе-
ния, а может быть гибко изменена в зависимости 
от требований пользователя. В [14] рассмотрены 
примеры задания нормы в виде наибольшей по-
грешности среди ПФ между всеми входами и 
выходами схемы, а также как максимальную по-
грешность среди выходов схемы при наихудшем 
сочетании амплитуд входных сигналов.

Применение проекционных методов для ре-
дуцирования модели линейной электрической 
схемы. Представленные выше методы решают 
задачу редуцирования линейной динамиче-
ской системы (1). Для их применения к реду-
цированию линейной электрической схемы не-
обходимо представить ее уравнения в виде (1). 
Если схема описывается модифицированным 
методом узловых потенциалов — MNA [21], то 
переменные состояния x — это узловые напря-
жения (включая напряжения на внешних вы-
водах) и токи индуктивностей, а C и G — это 
соответствующие MNA матрицы. При этом 
следует учесть, что полные лапласовские про-
водимости элементов матриц (Yij = Gij + sCij) 
связаны с параметрами линейных компонент 
схемы (yij = gij + scij) соотношениями

 
0

( ), ,
N

ij ij ii ik
k

Y y i j Y y
=

= − ≠ = ∑  (12)

где yi0 — проводимость между i-м узлом схемы 
и "землей".

Для генерации решений X(sm), Z(sm) при ре-
дуцировании схемы к ее внешним выводам 
подключают единичные источники тока и/или 
напряжения [8], задающие входные сигналы 
системы (1). Если i-й входной сигнал задается 
источником тока в k-м узле схемы, то в матри-
це B формируется Bki = 1. В случае источника 
напряжения ток источника становится допол-
нительной (m-й) переменной состояния, ма-

трица G расширяется на m-е столбец и строку 
с Gkm = Gmk = 1, а в матрице B устанавливается 
Bmi = 1. Выходные переменные определяются 
двойственным образом: как напряжения на 
источниках тока и токи источников напряже-
ния. При этом D = B.

Пример схемы из трех узлов с двумя выво-
дами представлен на рис. 1, а (см. вторую сто-
рону обложки).

Вектора и матрицы динамической системы 
для этой схемы имеют вид
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где элементы Yij определяются из yij на рис. 1, а, 
по формулам (12).

Результат редуцирования также имеет фор-
му динамической системы (4), которую нужно 
преобразовать в электрическую подсхему для 
ее подключения к узлам внешней цепи. Пусть 
редуцированная система вида (4) имеет 2Ѕ2 
матрицы � � �, ,Y B D , а переменные вход/выход со-
ответствуют источникам на рис. 1, а, (см. вто-
рую сторону обложки). Соответствующая этой 
системе схема (рис. 1, б, см. вторую сторону 
обложки) содержит два внутренних узла (1, 2) 
и два вывода: U1 — напряжение/ток, U2 — ток/
напряжение. Внутренние узлы соединены про-
водимостями �y , полученными из (12), и к ним 
подключены источники тока, управляемые 
входными переменными каждого из выводов 
с коэффициентами передачи из матрицы �B . 
Выходные переменные выводов формируются 
источниками необходимого типа, управляе-
мыми напряжениями внутренних узлов с ко-
эффициентами передачи из матрицы �D .

2. Редуцирование модели подсхемы
линейной электрической схемы

Редуцирование схемы при ее возбуждении 
идеальными источниками сигнала может не-
достаточно соответствовать реальным режи-
мам работы схемы. Сигналы на выводах ре-
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дуцируемой схемы формируются за счет взаи-
модействия ее компонентов и компонентов ее 
схемного окружения, включая источники сиг-
налов. Для учета этого взаимодействия пред-
лагается рассмотреть задачу редуцирования 
электрической цепи в рамках линейного схем-
ного окружения, приближенно отражающего 
условия функционирования этой схемы в ИС. 
Простейшими примерами такого линейного 
окружения могут быть выходные сопротивле-
ния источников сигналов и емкости нагрузки. 
Предполагается, что взаимодействие окру-
жения со схемой осуществляется только че-
рез выводы (граничные узлы) схемы, которые 
полностью или частично совпадают с узлами 
окружения. Указанную задачу редуцирова-
ния подсхемы линейной электрической схемы 
можно сформулировать следующим образом.

Пусть задана линейная электрическая схе-
ма, характеризуемая вектором состояний (уз-
ловых потенциалов и токов индуктивных вет-
вей) с размерностью N. Частью этой схемы 
является редуцируемая подсхема с вектором 
внутренних состояний xI размерностью NI. 
Остальная часть схемы (окружение) описыва-
ется вектором состояний xS размерностью NS. 
Предполагается, что компоненты каждого из 
частных векторов непрерывно следуют друг 
за другом в пределах общего вектора x, т. е.:
x = [xI xS]

T, N = NI + NS. Индексы I и S обозна-
чают множества внутренних узлов подсхемы и 
узлов окружения соответственно.

Состояние схемы определяется из системы 
лапласовских уравнений

 
0

.II IS II IS I

SI SS SI SS S S

G G C C X
s

G G C C X B

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 (14)

Индексы матриц в (14) определяют множе-
ства узлов, между которыми заданы соответ-
ствующие элементы матрицы проводимостей и 
емкостей, а матрица BS размерностью NSЅNinp 
определяет амплитуды сигналов источников 
напряжения и тока общим числом Ninp, вклю-
ченных в схемное окружение.

Предполагается, что воздействие на подсхе-
му осуществляется только через узлы схемного 
окружения, а непосредственное воздействие 
на внутренние узлы отсутствует. Выходные 
показатели обычно определяются состоянием 
схемного окружения (XS), которое является ре-
зультатом решения (14).

Определим задачу редуцирования подсхемы 
внутри заданного окружения как получение 

матриц � � � � � �( , , , , , )II II IS IS SI SIG C G C G C  редуци-
рованной подсхемы, обеспечивающих бли-
зость (в заданном смысле) состояния полной 
исходной схемы (14) к состоянию схемы с ре-
дуцированной моделью подсхемы:
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⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠
 (15)

Здесь матрицы окружения GSS, CSS не реду-
цируются.

Для решения поставленной задачи восполь-
зуемся методом Галеркина, но в отличие от ре-
дуцирования линейной системы (1) мы ис-
пользуем NSЅNI матрицу проектирования для 
аппроксимации только внутреннего состояния 
подсхемы в виде: �( ) ( ) ( ),II Ix s x s V x s≈ =�  а окру-
жение подсхемы не должно меняться при реду-
цировании: �( ) ( ) ( ).SS S xx s x s s≈ =�  Тогда ап-
проксимация состояния системы (14) на осно-
ве решения (15) запишется в виде:
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�  (16)

Невязка системы (14) при подстановке в нее 
(16) определится выражением
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 (17)

Для однозначного определения редуциро-
ванного решения добавим к (17) условия ор-
тогональности вектора внутренней невязки 
подсхемы ко всем столбцам матрицы проекти-
рования V – V•rI = 0 и нулевого значения не-
вязки (выполнения законов Кирхгофа) во всех 
узлах окружения — rS = 0. Выполнив эти опе-
рации, получим из (17) линейную систему для 
определения �x :
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Полученная система (18) совпадает c (15) при 
следующих значениях редуцированных матриц:
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 (19)

Следует учесть, что элементы матриц YSI, 
YIS могут быть ненулевыми только для гра-
ничных (B) узлов подсхемы (их число — NB), 
которые являются общими для подсхемы и ее 
окружения. Поэтому можно записать
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,
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0 .
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SI SI SI
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Y
Y G sC

Y G sC Y

⎡ ⎤
= + = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= + =

 (20)

Тогда матрицы самой подсхемы (включающей 
все ее внутренние и граничные узлы) будут реду-
цироваться по формулам, полученным из (19, 20):
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 (21)

Последнее равенство в (21) показывает, что 
матрицы между выводами подсхемы (GBB, CBB) 
не меняются при редуцировании, что пред-
ставляется вполне естественным. Матрицы ре-

дуцированной подсхемы � � �( )
sub sub sub

Y G sС= +  
объединяют компоненты, относящиеся ко 
всем ее узлам:

 �
� �

�
�

� �

�, .
sub subII IB II IB

BIBI BBBB

G G С С
G С

С CG G

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (22)

Для моделирования электрической цепи, 
включающей (22), нужно сформировать проводи-
мости компонентов подсхемы на основе (12), (22) 
и присвоить граничным узлам подсхемы имена 
тех узлов внешней цепи, к которым они подсо-
единены. Не требуется включать дополнительные 
узлы и компоненты, подобные приведенным на 
рис. 1, б (см. вторую сторону обложки).

3. Использование формы подсхемы 
в алгоритмах редуцирования

и способы учета нелинейного окружения

Прежде всего отметим, что свойства реду-
цирования в форме подсхемы (15), (19) ана-

логичны свойствам редуцирования в стан-
дартной форме (4), (5), так как (21), (22) могут 
быть представлены в эквивалентном виде:

 
�

�

0
,  где .

0

sub
T sub

sub
T sub B

VG V G V
V

E
G V С V

= ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦=
 (23)

Здесь EB — единичная матрица размерности 
NBЅNB. То есть преобразование (21), (23) являет-
ся конгруэнтным и, следовательно, обеспечива-
ет сохранение положительной определенности 
матриц и в результате сохранение пассивности.

Для того чтобы теорема о совпадении момен-
тов также сохранялась, нужно, чтобы столбцы 
матрицы V составляли базис в пространстве 
усеченных (до подвекторов) моментов систе-
мы (15). Это можно обеспечить нахождением 
моментов решений (15) и построением орто-
нормированного базиса в пространстве под-
векторов. Следует учесть, что моменты выс-
ших порядков для подвекторов могут не обра-
зовывать крыловского пространства вида (3), 
что препятствует непосредственному приме-
нению алгоритма Арнольди. Этот вопрос тре-
бует дальнейшего исследования. Для методов, 
не использующих моменты высших порядков 
(PMTBR, SVS), применение подвекторов труд-
ностей не представляет и практически не ме-
няет структуру алгоритмов.

Необходимо также рассмотреть определение 
выходных показателей задачи редуцирования. 
Как было указано выше, включение подсхемы 
в виде (22) в общую схему проводится есте-
ственным путем и не требует задания выход-
ных показателей. Сама процедура редуцирова-
ния может использовать значения выходных 
показателей для оценки погрешности в мето-
дах с адаптивным выбором точек, в частно-
сти в SVS. Для этого можно задать выход (Z) 
аналогично (1) для внутренних узлов подсхемы 
(ZI) и узлов окружения (ZS):
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 (24)

Другой вариант учета погрешности не тре-
бует явного задания выходных показателей, 
а включает преобразования (24) в выражения 
для нормы ошибки.
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На практике редуцируемая схема никог-
да не работает в фиксированном линейном 
окружении. Поэтому целесообразно обсудить 
подходы, позволяющие учесть произвольное 
окружение. Для алгоритма с отбором точек 
рассмотрим случай, когда внешняя часть схе-
мы представлена несколькими возможными 
вариантами линейного окружения:

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,i i i i
SS SS S SG C B D  i = 1, 2, ..., M. (25)

Отметим, что в различных вариантах окру-
жения входные воздействия и выходные пока-
затели могут быть, вообще говоря, различны. 
Наиболее разумным представляется учет такой 
многовариантности на каждом шаге алгоритма 
путем поиска максимума ошибки не только по 
индексу точки, входного вектора и (при оценке 
нормы по наихудшей компоненте вектора) вы-
ходного показателя (10), но и по индексу вари-
анта окружения.

Задание дискретного набора вариантов 
окружения для каждого вывода многопорто-
вой схемы может приводить к резкому росту 
общего числа вариантов и, следовательно, вы-
соких вычислительных затрат. Более прак-
тичным представляется возможность задания 
определенной конфигурации внешнего окру-
жения со значениями параметров, находящих-
ся в заданных пределах. Если определять мак-
симальную ошибку в точке перебором всех ва-
риантов предельных значений параметров, то 
принципиально этот случай не отличается от 
предыдущего. Для сокращения затрат возмо-
жен подход на основе оценки коэффициентов 
чувствительности выходных показателей к па-
раметрам окружения для исходной и редуци-
рованной схем. Зная коэффициенты чувстви-
тельности и диапазон значений параметров, 
можно найти оценку наибольшей ошибки ана-
логично (10), на основе чего определить новый 
базисный вектор (11).

Решение задачи для заданного диапазона па-
раметров внешнего окружения может послужить 
основой для решения задачи редуцирования 
подсхемы в нелинейном окружении. Вообще го-
воря, окружением линейной подсхемы является 
вся интегральная схема, но для задачи редуци-
рования, мы полагаем, в большинстве случаев 
можно ограничиться соседними компонентами.

Часть нелинейных компонентов можно пред-
ставлять линейными элементами со значениями 
в соответствующем диапазоне параметров. Дру-
гие компоненты можно представлять набором 

источников сигнала, амплитуды и выходные 
импедансы которых определяются линеариза-
цией вольт-амперных характеристик компонен-
та в нескольких рабочих точках, определенных 
на основе предварительного анализа возможных 
режимов работы нелинейного компонента.

4. Численный эксперимент

Для проверки предложенных модификаций 
алгоритма редуцирования, учитывающих ха-
рактеристики схемного окружения, была выбра-
на схема RC-линии (рис. 2, см. вторую сторону 
обложки), содержащей 50 П-образных секций 
с параметрами R = 0,02 Ом, C = 0,05 пФ. Схем-
ное окружение RC-линии включает входной 
источник единичного напряжения V = 1 В 
с внутренним сопротивлением RS = 0,01 Ом и 
емкостную нагрузку, которая меняется вблизи 
среднего значения CL = 10 пФ.

В эксперименте сравнивали два способа 
редуцирования: без учета нагрузки (CL = 0) и 
с заданием нагрузки CL = 10 пФ. В результате 
редукции с заданием допустимой погрешности 
tol = 0,05 В (т. е. 5 % от статической ПФ) были 
получены матрицы проводимостей и емкостей 
4Ѕ4 (с учетом нагрузки) и 6Ѕ6 (без учета на-
грузки). Увеличение порядка объясняется рас-
ширением полосы рабочих частот у ПФ линии 
без нагрузки, что видно из рис. 3, а (см. вторую 
сторону обложки).

Затем к каждой модели была подключена 
нагрузка CL = 10 пФ и получены отклонения 
их ПФ от ПФ полной модели с той же нагруз-
кой, показанные на рис. 3, б (см. вторую сто-
рону обложки). Из графиков видно, что учет 
нагрузки при редукции обеспечивает сниже-
ние ошибки почти вдвое, несмотря на заметно 
более низкий порядок.

Более подробно сравнение редуцированных 
моделей в зависимости от заданного допуска 
на ошибку представлено в табл. 1.

Для каждого значения допуска в таблице 
приведены значения порядка моделей и зна-
чение ошибки ПФ при номинальной нагрузке 
10 пФ. В графе 4 показана фактическая ошиб-
ка, достигнутая при редуцировании в режиме 
"Без нагрузки". Аналогичная величина для но-
минального режима совпадает с содержимым 
графы 5 в этом режиме. В последней графе 
приведено отношение ошибки модели без уче-
та нагрузки к ошибке модели с учетом реаль-
ной нагрузки в процедуре редукции.
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Из табл. 1 видно, что выигрыш от генерации 
модели с учетом реальной нагрузки резко воз-
растает при усилении требований к точности 
модели. В данном случае это объясняется тем, 
что ошибка модели с учетом нагрузки пример-
но пропорциональна допуску на погрешность, 
в то время как ошибка модели без учета на-
грузки слабо меняется с уменьшением допуска.

Табл. 1 представляет результаты, соответ-
ствующие идеальному случаю, когда значение 
нагрузки точно совпадает со значением, исполь-
зованным при редуцировании схемы. На прак-
тике нам обычно может быть известно среднее 
значение нагрузки, а ее значение в каждый мо-
мент зависит от нелинейности схемы, измене-
ния режима и т. д. Поэтому были проведены 
эксперименты по оценке точности моделей при 
отклонении нагрузки ±40 % от номинальной.

В табл. 2 приведены результаты этих экс-
периментов, показывающие зависимость от-
ношения ошибок моделей от нагрузки при 

различных значениях допуска 
на погрешность. Видно, что, не-
смотря на некоторое ухудшение 
по сравнению с точным задани-
ем нагрузки, отношение ошибок 
показывает высокую эффектив-
ность предложенного подхода во 
всем рассматриваемом диапазо-
не нагрузок. Как и в табл. 1, на-
блюдается существенный рост 
эффективности подхода при 
возрастании требований к точ-
ности редуцированной модели.

Заключение

В работе рассмотрены основ-
ные этапы развития проекци-
онных методов редуцирования 
электрических цепей. Показано, 

что дальнейший прогресс в понижении из-
быточности моделей может быть обеспечен за 
счет учета характеристик схемного окружения 
редуцируемой схемы. Существующие процеду-
ры предполагают непосредственное подключе-
ние источников сигналов к выводам схемы, 
что часто приводит к повышению порядка 
модели для обеспечения требуемой точности 
для режимов, которые никогда не реализуются 
в рамках конкретного окружения этой схемы. 
В результате порядок редуцированной подсхе-
мы может оказаться существенно выше мини-
мально необходимого порядка.

Для реализации учета окружения сформу-
лирована задача редуцирования подсхемы ли-
нейной электрической схемы. Предложенный 
алгоритм решения задачи основан на методе 
Галеркина, используемом при редуцировании 
схем на основе представления их уравнений 
в классической форме линейной динамиче-
ской системы. Отличие предлагаемого подхода 
состоит в редуцировании системы уравнений 
Кирхгофа только для внутренних узлов под-
схемы. Базис проектирования формируется из 
векторов состояний подсхем, полученных ре-
шением уравнений полной схемы. Адаптивный 
выбор частотных точек и сигналов источников 
проводится на основе метода отбора векторов 
состояния (SVS) и продолжается до достиже-
ния заданной точности. Полученная модель 
подсхемы в виде матриц емкостей и проводи-
мостей может быть включена в любое схемное 
окружение без дополнения вспомогательными 

Таблица 1

Сравнение моделей при номинальной нагрузке (10 пФ)

№ 
До-

пуск, 
В

Режим редукции 
Отно-
шение 

ошибок
Err0/ErrC

Без учета нагрузки Нагрузка 10 пФ

Порядок Погрешн. Ошибка Порядок Ошибка

1 2 3 4 5 6 7 8

1 10–1 5 7,7•10–2 7,4•10–2 4 3,2•10–2 2,30

2 10–2 7 9,8•10–3 4,6•10–2 5 5,9•10–3 7,68

3 10–3 9 2,1•10–4 1,4•10–2 7 4,8•10–4 30,1

4 10–4 10 1,9•10–5 1,1•10–2 9 1,3•10–5 867,5

5 10–5 
10–6

11 7,0•10–7 8,0•10–3 10 6,8•10–7 11 753

6 10–7 12 3,1•10–8 6,2•10–3 11 4,3•10–8 145 110

7 10–8 13 2,3•10–9 4,9•10–3 12 2,2•10–9 2 239 200

Таблица 2

Сравнение при отклонении нагрузки от номинальной

№ 
CL, 
пФ

Допуск погрешности при редукции

10–1 10–2 10–3 10–4 10–5 
10–6 10–7 10–8

1 14 3,2 10,9 42,7 1233 11 309 17 153 21 650

2 12 2,8 9,27 36,4 1050 14 141 25 673 32 399

3 10 2,3 7,68 30,1 867,5 11 753 145 110 2 239 200

4 8 1,8 6,09 23,8 685,1 7911 12 025 15 180

5 6 1,4 4,51 17,5 503,9 2338 3549 4480
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управляемыми источниками тока или напря-
жения.

Вычислительные эксперименты по моде-
лированию RC-линии показали существенное 
снижение погрешности моделирования за счет 
учета при редуцировании среднего значения 
емкости нагрузки.
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Model Order Reduction of Electrical Circuits Taking Account
of External Networks Characteristics

Main stages of projective model order reduction (MOR) methods for electrical circuits include model construction by Pade 
approximation, implementation of Krylov subspace methods for essential decrease of computational noise, application of congruent 
transform to save circuit passivity, using block-Krylov methods for multiport circuits and multipoint rational-Krylov algorithms 
to mitigate the redundancy of reduced models. The considerable drop in the redundancy was achieved by applying singular 
value decomposition and by adaptive choosing the expansion points to be used for the moment matching. Thus, further progress 
in redundancy elimination cannot be provided by the modifications improvement of basis construction algorithms, and other 
directions to decrease redundancy should be considered. Known methods suppose direct connection of signal sources to network 
ports, thus resulting in the network solutions that often cannot exist in the framework of real surrounding. Then the reduction
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