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Приведены результаты исследований характеристик блоковых турбокодов, формируемых с использованием 
составляющих низкоплотностных кодов на основе конечной Евклидовой геометрии. Показано, что при при-
еме этих турбокодов можно применить алгоритмы итеративного приема, разработанные для общего класса 
низкоплотностных кодов. Даны результаты моделирования алгоритмов итеративного приема для ряда рас-
сматриваемых турбокодов.
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Характеристики помехоустойчивых блоковых турбокодов
на основе низкоплотностных кодов

на основе конечных геометрий [1, 5, 6]. Для 
этих кодов известны алгоритмы формирова-
ния и приема, характеризуемые низкой слож-
ностью реализации [1, 5—7]. Приведены алго-
ритмы итеративного приема данных кодовых 
конструкций и результаты их компьютерного 
моделирования при наличии канального ад-
дитивного белого гауссовского шума (АБГШ).

1. Постановка задачи

Блоковый турбокод на основе составля-
ющих двоичных кодов С1, С2 с параметрами
(n1, k1) и (n2, k2)  эквивалентен двумерной ма-
трице [1, 2]. Строки матрицы — кодовые сло-
ва кода С1, столбцы матрицы — кодовые слова 
кода С2. Здесь n, k — длительность и инфор-
мационный объем кодовых слов. Длитель-
ность кодовых слов кода-произведения равна
N = n1n2, объем информационного блока
K = k1k2, скорость кода R = K/N.

Алгоритмы оптимального приема сигналов, 
соответствующих помехоустойчивым кодам, 
основаны на вычислении множества 2K корре-
ляций входной реализации с этими сигналами 
[1, 6]. Для K . 1 реализация алгоритмов оп-
тимального приема представляет трудноразре-
шимую проблему.

Для рассматриваемых турбокодов, формиру-
емых с использованием простых составляющих 
блоковых кодов (коды Хэмминга, коды с обоб-
щенной проверкой на четность), разработаны 

Введение

Помехоустойчивые коды используют в циф-
ровых системах связи в целях повышения на-
дежности передачи информации по радиокана-
лам [1]. Кодовые конструкции под общим на-
званием блоковые турбокоды рассматриваются 
как одни из наиболее перспективных относи-
тельно вероятностных характеристик и слож-
ности алгоритмов приема [2]. Данные турбоко-
ды являются базовыми для ряда протоколов пе-
редачи информации, например для протоколов 
IESS-15, IESS-315, IESS-316e, разработанных 
для спутниковой системы связи Intelsat.

Рассматриваемые турбокоды формируются на 
основе последовательного объединения состав-
ляющих блоковых кодов [2]. Суть алгоритмов 
приема этих кодов — декомпозиция оптималь-
ного правила приема на совокупность этапов 
обработки, соответствующих составляющим ко-
дам, что приводит к существенному упрощению 
результирующих процедур приема [2, 3].

Класс известных составляющих кодов огра-
ничен — используются блоковые коды Хэм-
минга, простые коды с обобщенной проверкой 
на четность [2—4]. Актуальной является про-
блема разработки и исследования характери-
стик блоковых турбокодов на основе состав-
ляющих кодов из других классов с простыми 
алгоритмами приема. В работе рассматрива-
ются турбокоды, формируемые с использова-
нием составляющих низкоплотностных кодов 
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алгоритмы итеративного приема [2—7]. Эти ал-
горитмы характеризуются существенно меньшей 
сложностью реализации при незначительных 
энергетических потерях по отношению к опти-
мальному приему. Итерация итеративного прие-
ма включает выполнение двух этапов. На первом 
этапе на основе отсчетов входной реализации и 
априорных вероятностей относительно кодовых 
символов вычисляются апостериорные вероят-
ности приема для символов кода C1 (прием по 
горизонтали) [8]. Функционалы от вычислен-
ных апостериорных вероятностей принимаются 
как априорные вероятности для кодовых сим-
волов, используемые на втором этапе итерации 
при вычислении апостериорных вероятностей 
символов кода C2 (прием по вертикали). После 
выполнения задаваемого числа итераций при-
нимаются решения относительно кодовых сим-
волов турбокода с использованием вычисленных 
апостериорных символьных вероятностей.

Теоретический анализ и моделирование ал-
горитмов итеративного приема рассматривае-
мых турбокодов показали их эффективность 
относительно вероятностных характеристик 
по сравнению с известными схемами помехоу-
стойчивого кодирования, включая сверточные 
коды в сочетании с алгоритмом приема Витер-
би [9]. При увеличении информационных объ-
емов турбокодов достигаются вероятностные 
характеристики при приеме, близкие к пре-
дельным теоретическим характеристикам [5].

Для рассматриваемых турбокодов, форми-
руемых с использованием составляющих низ-
коплотностных кодов, можно применить ал-
горитмы итеративного приема, разработанные 
для общего класса низкоплотностных кодов. 
Обоснование этого подхода основано на том 
факте, что эти турбокоды также входят в класс 
низкоплотностных кодов [1]. Ниже рассматри-
ваются составляющие низкоплотностные коды 
на основе конечной Евклидовой геометрии [1, 
10], которые входят в класс циклических кодов 
и характеризуются низкой сложностью алго-
ритмов формирования и итеративного приема.

Суть задачи — разработка и исследование ве-
роятностных характеристик алгоритмов итера-
тивного приема турбокодов, формируемых с ис-
пользованием составляющих низкоплотностных 
кодов на основе конечной Евклидовой геометрии.

2. Низкоплотностные коды на основе
конечной Евклидовой геометрии

и блоковые турбокоды на их основе

Пусть EG(m, 2s) — m-мерная конечная Евкли-
дова геометрия над полем GF  (2s), m, s — поло-
жительные целые числа [1]. Эта геометрия со-

держит 2ms точек в виде векторов с m компонен-
тами поля GF(2s). EG(m, 2s) содержит 2(m – 1)s ×
× (2ms – 1)/(2s – 1) линий c 2s точками в своем 
составе.

Геометрию EG(m, 2s) можно рассматривать 
как расширение поля GF(2ms) над GF(2s) [1,10]. 
Пусть α — примитивный элемент этого поля, 
множество элементов 0, α0, α1, ..., 2 2ms −α  экви-
валентно 2ms точкам геометрии EG(m, 2s), а αi, 
αj — линейно независимые точки в EG(m, 2s). 
Множество точек, задаваемых соотношениями 
{αi + βαj; β ∈ GF(2s)}, определяет линию ин-
цидентности, проходящую через αi. Пусть
HEG(m, s) — матрица с элементами из GF(2), 
строки которой эквивалентны линиям инци-
дентности геометрии EG(m, 2s), не проходя-
щим через 0. Эта матрица является провероч-
ной матрицей низкоплотностного кода на ос-
нове геометрии EG(m, 2s). Матрица HEG(m, s) 
содержит J = (2(m – 1)s – 1)/(2s – 1) строк и
n = 2ms – 1 столбцов, строки матрицы имеют 
вес Хэмминга JN = 2s, столбцы имеют вес Хэм-
минга JD = (2ms – 1)/(2s – 1) – 1.

Низкоплотностные коды на основе Евкли-
довой геометрии EG(m, 2s) являются цикличе-
скими кодами с порождающим многочленом
gEG(x) [1]. Длина кодовых слов равна n = 2ms – 1, 
минимальный вес Хэмминга dmin l JD + 1, раз-
мерность k определяется степенью порождаю-
щего многочлена gEG(x). Пусть α — примитив-
ный элемент поля GF(2ms), элемент αh является 
корнем gEG(x) тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие [1]:
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где 0 m δi < 2s, 0 m i < m — коэффициенты при 
разложении (3) показателя степени h элемента α; 
h(l) — остаток величины h2l по модулю (2ms – 1).

В табл. 1 приведены параметры n, k, JN, JD, 
а также показатели степеней примитивного 
элемента α для порождающих многочленов, 
полученные с использованием соотношений 
(1)—(3) для ряда кодов на основе Евклидовой 

Таблица 1

Параметры низкоплотностных кодов EG(m, 2s)
(a — примитивный элемент поля GF(2ms))

(m, 2s) n k dmin JN JD Показатели степеней αi

(2,22) 15 7 5 4 4 1,3

(2,23) 63 37 9 8 8 1,3,5,7,21

(2,24) 255 175 17 16 16 1,3,5,7,9,11,13,15,37,45
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геометрии EG(m, 2s) [7]. В табл. 2 приведены 
параметры n, k, JN, JD для блоковых турбокодов 
на основе этого ряда низкоплотностных кодов.

Приведем описание алгоритма итеративно-
го приема BP (belief propagation) низкоплотност-
ных кодов [5, 6, 10].

Обозначим H = (hli; 0 m l < n – k; 0 m i < n) 
проверочную матрицу низкоплотностного 
кода с параметрами (n, k), n — длительность 
кодовых слов 0 1 1( , ,..., ),nb b b −=B  k — размер-
ность кода. Пусть 0 1 1( , ,..., )ny y y −=Y  — дис-
кретная реализация с выхода демодулятора 
сигналов, поступающая на вход декодера, от-
счеты реализации Y задаются в виде yi = si + ni, 
где si — сигнальные составляющие; ni — поме-
ховые составляющие, i = 0, 1, ..., n – 1. Введем 
обозначение 0 1 1( , ,..., )nx x x −=x  — последова-
тельность "жестких" решений, т.е. xi = 0 при 
условии yi l 0 и xi = 1 — в противном случае.

Рассматриваемые низкоплотностные коды 
на основе конечных геометрий обладают свой-
ством организации множества ортогональных 
проверочных соотношений для каждого кодо-
вого символа bi кодовых слов B [1, 6]. Пусть 
N(m) = (i:hmi = 1) — множество номеров пози-
ций кодовых символов объемом JN(m), образу-
ющих m-е проверочное соотношение; N(m)/l — 
множество N(m) без l-го символа; D(l) =
= (m:hml = 1) — множество проверочных ортого-
нальных соотношений относительно кодового 
символа bl объемом JD(l); D(l)/m — множество 
ортогональных проверок D(l) без m-й провер-
ки. Рассматриваемые низкоплотностные коды 
являются регулярными, т. е. выполняются ус-
ловия JN(m) = JN и JD(l) = JD для всех m, l.

Алгоритм итеративного приема ВР исполь-
зует описание низкоплотностных кодов в виде 
двуслойного графа Таннера, задаваемого про-
верочной матрицей H [11]. Вершины первого 

слоя графа соответствуют кодовым символам, 
вершины второго слоя — ортогональным про-
верочным соотношениям. На рис. 1 в качестве 
примера приведен вид графа, соответствующего 
низкоплотностному коду (15,7) с параметрами
JN = JD = 4.

Алгоритм BP включает инициализацию и 
три этапа обработки при выполнении итера-
ции [1, 6, 10].

Инициализация. Устанавливаются начальные 
значения величин zmi = yi, m ∈ JD(i); i = 0, 1, ..., 
n – 1.

Шаг 1. Вычисляется последовательность 
"жестких" решений
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Шаг 2. На основе значений Lmi вычисляются 
величины zmi для последующей итерации
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Шаг 3. При невыполнении требуемого чис-
ла итераций выполняется шаг 1 последующей 
итерации, иначе принимается решение отно-
сительно передаваемых кодовых символов bi с 
использованием величин zi
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Принимается решение bi = 0, если zi l 0, 
иначе bi = 1.

Приведенный алгоритм итеративного прие-
ма ВР осуществляет параллельное использова-
ние величин Lmi для вычисления значений zmi 
при реализации соотношения (7), т.е. на шаге 1
вычисляется полное множество {Lmi} и после 
этого реализуется шаг 2. Модификация этого 
алгоритма (m-ВP) заключается в реализации 
последовательного использования величин 
Lmi при вычислении zmi, т.е. шаг 2 реализует-
ся после вычисления очередного значения Lmi,
i = 0, 1, ..., n – 1, не требуя вычисления полного 
множества {Lmi} [12].

Рассматриваемые турбокоды, формируемые 
с использованием низкоплотностных кодов с 
параметрами JN и JD, входят в класс низко-
плотностных кодов с параметрами JN и 2JD [1], 
поэтому при их приеме применяется приведен-
ный алгоритм итеративного приема BP (4)—(8).

Таблица 2

Параметры блоковых турбокодов, формируемых
с использованием низкоплотностных кодов EG(m, 2s)

(m, 2s) n k dmin JN JD R = k/n

(2,22) 225 49 25 4 8 0,22

(2,23) 3969 1369 81 8 16 0,34

(2,24) 65 025 30 625 289 16 32 0,47

Рис. 1. Вид графа Таннера для низкоплотностного кода EG(2,22) 
с параметрами JN = JD = 4 (⊕ — сложение в поле GF(2))
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3. Результаты моделирования

На рис. 2—4 приведены результаты модели-
рования алгоритмов итеративного приема для 
ряда рассматриваемых блоковых турбокодов 

на основе низкоплотностных кодов, парамет-
ры которых приведены в табл. 2. Кривые соот-
ветствуют зависимостям вероятности ошибки 
на бит Pб от параметра сигнал/помеха при на-
личии АБГШ с односторонней спектральной 
плотностью N0. Параметр сигнал/помеха опре-
деляется как Eб/N0, где Eб — энергия сигналов 
на информационный бит. Число испытаний 
при моделировании ограничивалось достиже-
нием не менее 500 ошибок.

На рис. 2 приведены вероятности Pб для 
разного числа итераций алгоритма BP для 
турбокода, формируемого на основе низко-
плотностного кода (15,7) (длина кодовых слов 
n = 225, размерность k = 49, кодовая скорость 
R = 0,22). Кривые 1, 2 и 3 соответствуют при-
менению двух, пяти и 10 итераций. Кривая 3 
также соответствует применению 15 итераций, 
поэтому применение 10 итераций обеспечива-
ет сходимость итеративного приема. При при-
менении 10 итераций значение Pб = 10–5 до-
стигается при Eб/N0 = 4,5 дБ.

На рис. 3 приведены вероятности Pб при 
реализации 10 итераций итеративного приема 
рассматриваемого турбокода. Кривая 1 соот-
ветствует алгоритму BP, кривая 2 — алгорит-
му итеративного приема m-ВP, кривая 3 — из-
вестной границе Pб случайного кодирования 
[1, 9] для данного турбокода, которая показы-
вает существование кода с параметрами (n, k) 
и граничными вероятностными характеристи-
ками. Видно, что применение алгоритма m-ВP 
определяет энергетический выигрыш до 0,2 дБ 
по отношению к алгоритму приема ВР. Вид-
но также, что вероятностная кривая для ал-
горитма приема m-ВP близка к теоретической 
границе Pб случайного кодирования — для
Pб = 10–5 различие не превышает 1,5 дБ.

На рис. 4 приведены вероятности Pб для 
разного числа итераций алгоритма BP для 
турбокода, формируемого на основе низко-
плотностного кода (63,37) (длина кодовых слов
n = 3969, размерность k = 1369, кодовая ско-
рость R = 0,34). Кривые 1, 2, 3 и 4 соответству-
ют применению двух, пяти, 10 и 15 итераций. 
Видно, что кривые 3 и 4 практически совпа-
дают (энергетические отличия не превышают
0,1 дБ), поэтому применение 10 итераций прак-
тически обеспечивает сходимость итеративного 
приема. При применении 10 итераций значение 
Pб = 10–5 достигается при Eб/N0 = 2,4  дБ.

На рис. 5 приведены вероятности Pб при 
реализации 10 итераций итеративного приема 
рассматриваемого турбокода (см. рис. 4). Кри-
вая 1 соответствует алгоритму BP, кривая 2 
соответствует алгоритму итеративного приема 
m-ВP. Кривая 3 соответствует границе Pб слу-
чайного кодирования для данного турбокода. 

Рис. 4. Вероятности ошибки на бит итеративного приема 
турбокода, формируемого на основе низкоплотностного кода 
(63,37) (длина кодовых слов n = 3969, размерность k = 1369, 
кодовая скорость R = 0,34):
1 — 2 итерации; 2 — 5 итераций; 3 — 10 итераций; 4 —
15 итераций

Рис. 3. Вероятности ошибки на бит итеративного приема 
турбокода, формируемого на основе низкоплотностного кода 
(15,7) (длина кодовых слов n = 225, размерность k = 49, ко-
довая скорость R = 0,22, 10 итераций):
1 — алгоритм итеративного приема BP; 2 — алгоритм итера-
тивного приема m-BP; 3 — граница вероятности Pб случай-
ного кодирования

Рис. 2. Вероятности ошибки на бит итеративного приема 
турбокода, формируемого на основе низкоплотностного кода 
(15,7) (длина кодовых слов n = 225, размерность k = 49, ко-
довая скорость R = 0,22):
1 — 2 итерации; 2 — 5 итераций; 3 — 10 итераций
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Видно, что применение алгоритма m-ВP также 
определяет энергетический выигрыш до 0,2 дБ 
по отношению к алгоритму приема ВР. Видно 
также, что вероятностная кривая для алгорит-
ма приема m-ВP близка к теоретической грани-
це Pб случайного кодирования — для Pб = 10–5

различие не превышает 1,8 дБ. Вероятностная 
кривая 4 соответствует сверточному коду с экви-
валентной кодовой скоростью R = 1/3 (длина ко-
дового ограничения 7, алгоритм приема Витер-
би) [9]. Для Pб = 10–5 энергетический выигрыш 
рассматриваемого турбокода с использованием 
алгоритма итеративного приема m-ВP по отно-
шению к сверточному коду составляет 2 дБ.

Заключение

Объект настоящих исследований — блоко-
вые турбокоды, особенность которых заклю-
чается в том, что они формируются с исполь-
зованием составляющих низкоплотностных 
кодов и также являются низкоплотностными 
кодами. Вследствие этого при приеме данных 
турбокодов можно применить алгоритмы ите-
ративного приема, разработанные для общего 
класса низкоплотностных кодов, в частности 
алгоритм ВР и его модификацию m-ВP.

Приведены результирующие характеристи-
ки рассматриваемых турбокодов (длительность 
кодовых слов, информационный объем, кодо-
вая скорость, вероятностные характеристики 
при приеме), формируемых с использованием 
ряда составляющих низкоплотностных кодов 
на основе конечной Евклидовой геометрии, 
которые входят в класс циклических кодов и 
характеризуются низкой сложностью алгорит-
мов формирования и итеративного приема.

Для ряда рассматриваемых турбокодов про-
ведено моделирование алгоритмов приема ВР и 
m-ВP, при использовании которых не требует-
ся знания относительно значений энергетиче-
ского параметра канала сигнал/помеха. Путем 
моделирования показано, что алгоритм m-ВP 
более эффективен по сравнению с алгоритмом 
ВР (энергетический выигрыш достигает 0,2 дБ).

Путем компьютерного моделирования по-
казано, что энергетический выигрыш для тур-
бокода по отношению к сверточному коду с 
эквивалентными кодовыми скоростями R ≈ 1/3 
для Pб = 10–5 составляет 2 дБ.

Анализ характеристик турбокодов, форми-
руемых с использованием класса составляю-
щих низкоплотностных кодов на основе ко-
нечной проективной геометрии в дополнение к 
конечной Евклидовой геометрии, представля-
ет перспективное направление исследований.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(№ 16-07-00746).
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The focus of this paper is directed towards the investigation of the characteristics of error-correcting block turbo-codes 
which enable communication at relatively low received signal/noise and provide very high power efficiency. Specific feature of 
investigated turbo-codes is construction with usage of low-density parity-check codes (LDPC) and these turbo-codes are in the 
class of LDPC too. According to this fact the considered turbo-codes have symbol-by-symbol decoding algorithms developed 
for total class LDPC codes, namely, BP (belief propagation) and BP modification (mBP) decoding algorithms. The BP and 
mBP decoding algorithms are iterative and for that implementation the signal/noise is not required. The resulted characteristics 
of turbo-codes constructed with usage of LDPC based on Euclidean geometry (namely, duration of code words, information 
volume, code rate, error performances) are presented in this paper. These component LDPC codes are cyclic and have 
encoding and decoding algorithms with low complexity implementation. The computer simulations for encoding and iterative 
decoding algorithms for the number of turbo-codes with different code rate and information volumes are performed. The results 
of computer simulations have shown that the mBP decoding algorithm is more effective than BP decoding algorithm (difference 
between signal/noise is more 0.2 dB). The simulations have shown that the error performances of investigated turbo-codes are 
better than that for convolutional codes with equivalent code rate 1/3, the degradation is about 2 dB for bit-error 0.00001.

Keywords: block product codes, low-density parity-check codes, iterative decoding
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