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Решение задачи о заборе и доставке грузов
одним транспортным средством с использованием пакета CPEX

Введение

Впервые задача маршрутизации транспорт-
ных средств (VRP — Vehicle Routing Problem) 
была поставлена в работе [1]. За истекшие де-
сятилетия рассматривалось множество моди-
фикаций VRP. Информация по этой тематике 
аккумулируется на сайте [2].

В статье рассматривается вариант задачи 
VRP, именуемый "The pickup and delivery prob-
lem" (PDP) с одним транспортным средством 
ограниченной вместимости (SPDP), в котором 
предполагается наличие полного графа, вер-
шинами которого являются пункты производ-
ства и потребления, а дугами — соответству-
ющие пути, и единственного транспортного 
средства ограниченной вместимости, которое 
должно доставить грузы различного веса от 
поставщиков (производителей) потребителям, 
причем груз от каждого производителя должен 
быть доставлен конкретному потребителю. За-
дача относится к классу NP-сложных задач. 
Задачи вида SPDP также называют Pickup-De-
livery Traveling Salesman Problem или Traveling 
Salesman Problem with Pickups and Deliveries [3].

Задача SPDP без учета вместимости транс-
портных средств и, соответственно, весов гру-
зов была решена точным способом в работе [4]. 
Пример с 15 пунктами решался комбинацией 
методов ветвей и отрезов и жадного поиска.

В работах [5, 6] использовались различные 
подходы с перестановками пунктов в циклах 
для решения задачи SPDP без учета вместимо-
сти транспортных средств и весов грузов. Под-
ходы были опробованы на группе из 108 задач 
из TSPLIB, включая задачу с 441 пунктом.

Также рассматривались родственные задачи:
 � Pickup and delivery problem with time windows — 

вариант рассматриваемой задачи, в котором 
добавлены ограничения на временные окна. 
Успешно использовались методы ветвей и 
границ или ветвей и отсечений (генерации 
столбцов) [7]. В работе [8] данный подход раз-
вивается для задачи с временными окнами 
и несколькими транспортными средствами. 
Модели с полиномиально растущим числом 
ограничений там названы компактными;

 � задача "доставки по звонку" (Dial-a-ride prob-
lem, DARP): имеются одно или несколько 
транспортных средств, а клиенты указыва-
ют пункты отправки и доставки людей или 
скоропортящихся грузов, что накладывает 
ограничения на время перевозки данных 
грузов. В качестве целевой функции вме-
сто минимальных расстояний использует-
ся минимальное время ожидания клиента.
В работе [9] приведен обзор методов реше-
ния задач данной категории.
В работе [10] построен ряд формализаций 

задачи SPDP с ограниченной вместимостью, 
в частности адаптацией описанных в обзорах 
[11, 12] приемов, применявшихся к квадратич-
ной задаче о назначениях [13].

1. Постановка задачи

Пусть P = {1, ..., n} — пункты вывоза грузов; 
D = {n + 1, ..., 2n} — пункты доставки грузов; 
вес груза в i-м пункте qi ( 1, )i n= . Множество 
пунктов есть V = P ∪ D ∪ {0}, где нулевой пункт 
является базой. Транспортное средство (ТС) 
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вместимостью S должно объехать все пункты по 
циклу таким образом, чтобы доставить грузы из 
i-го пункта в (n + i)-й при всех i. Полагаем, что в 
(n + i)-м пункте вес груза отрицательный (–qi). 
Маршрут должен начинаться и заканчиваться 
в базовом пункте. Известны расстояния между 
всеми парами пунктов cij. Требуется найти до-
пустимый цикл минимальной длины. Задача 
относится к классу NP-трудных, поскольку в 
случае, когда пункты каждой пары совпада-
ют и вместимость ТС не ограничена, получим 
классическую задачу коммивояжера.

Сформулируем несколько свойств данной 
задачи.

1. Минимально допустимая вместимость ТС 
равна max{qi}. Действительно, очевидно, что 
при S < max{qi} организовать перевозку невоз-
можно. При S = max{qi} допустимым является 
маршрут 0—1—(n + 1)—2—(n + 2)—...—n—2n—0. 
Тем самым, эта задача существенно отличается 
от более общей задачи транспортировки одно-
родного груза, для которой задача вычисления 
минимально допустимой вместимости ТС яв-
ляется NP-трудной [10].

2. При неограниченной вместимости ТС 
число допустимых маршрутов равно (2n)!/2n. 
Действительно, всего перестановок пунктов 
(2n)!, при этом каждая из допустимых переста-
новок порождает 2n перестановок, полученных 
всевозможными перестановками пар пунк тов 
с номерами i, (n + i) при i = 1, 2,..., n. Этот 
результат получен в работе [4] более сложным 
рассуждением.

3. При S l max{qi} любой допустимый от-
резок маршрута можно продолжить. Действи-
тельно, если после прохождения отрезка ТС не 
содержит груза и при этом есть необслужен-
ные пункты, то в качестве следующего мож-
но принять любой пункт, в котором есть груз. 
Если ТС содержит груз, то это означает, что 
его забрали в некотором пункте i, но в (n + i)-й 
не доставили. Следующим пунктом маршрута 
можно принять (n + i)-й.

В работе [10] приведены одна квадратичная 
и восемь линейных целочисленных формали-
заций рассматриваемой задачи. Проведенные 
численные эксперименты показали, что наи-
более эффективными моделями из работы [10] 
оказались двух- и трехиндексная целочислен-
ные линейные модели. Приведем эти модели. 
Следует отметить, что в предложенных моде-
лях число ограничений растет полиномиально 
с ростом размерности. Именно это позволяет 
использовать для решения задачи стандартные 
программные продукты.

Двухиндексная линейная модель. Пусть tij — 
булевы переменные, равные 1, если в цикле 
дуга из пункта i ведет в пункт j.

Ограничения:
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 tii = 0 (i = 0, ..., 2n). . (3)

Для того чтобы избежать подциклов, следуя 
работе [11], вводятся вещественные перемен-
ные Ai, удовлетворяющие следующим огра-
ничениям:

 ( ) 00 2 1,...,2 , 0;iA n i n A= =m m  (4)

 ( ) ( )2 1 2 , 1,...,2 .i j ijA A n t n i j n− + + =m  (5)

Из условий (4), (5) следует, что величины Ai 
автоматически целые, равные номерам пун-
ктов в порядке прохождения в цикле.

Ограничение на правильность прохождения 
цикла:

 ( 1,...,2).i n iA A i+ =m  (6)

Ограничение на вместимость транспортно-
го средства:
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Здесь [a] — численное значение логической 
величины a.

Целевая функция:
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Трехиндексная линейная модель. Пусть k
ijv

(i, j = 0, ..., 2n; k = 1, ..., 2n + 1) — булевы перемен-
ные, равные 1, если k-я по порядку дуга в марш-
руте ведет из пункта i в пункт j. Ограничения:
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Условие последовательного прохождения дуг 
(конец дуги k совпадает с началом дуги k + 1):
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Условия правильности прохождения пунктов:
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Действительно, если из i-го пункта ТС вы-
езжает по дуге с номером k1, а из (n + i)-го — 

по дуге с номером k2, то 
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при k m min(k1, k2), поскольку в этом слу-
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Это же равенство справедливо при s l max(k1, k2),

поскольку в этом случае 1 2
( ) 1k k

ijn i pv v+ = =  при 
некоторых однозначно определенных p, j, k1, 

k2 и ( ) 0k k
n i p ijv v+ = =  при всех остальных p, j, k. 

Если k1 < k2, 1 1k
ipv =  для некоторого p и 0k

ipv =  

при остальных p, ( ) 0k
n i pv + =  для всех p, т. е. не-

равенство (14) выполняется. Аналогично про-
веряется, что при k2 < k1 неравенство (14) не 
выполняется.

Ограничение на вместимость:
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Целевая функция:
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Избыточные ограничения обычно ускоряют 
решение задачи. В работе [10] предложены два 
вида дополнительных ограничений для пред-
ложенных моделей.

Дополнительные ограничения 1-го вида. Сум-
ма грузов в двух следующих друг за другом 
пунк тах производства не должна превышать 
вместимости ТС. Аналогично для пунктов по-
требления.
 � Для модели (1)—(8) ограничения имеют вид:

 [ ] ( , 1,..., );ij i jt q q S i j n+ ≤ =m  (17)

 ( )( ) [ ] ( , 1,..., );i ji n j nt q q S i j n+ + + ≤ =m  (18)

 � для модели (9)—(16):
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Дополнительные ограничения 2-го  вида.
Являются адаптацией ограничений для LIFO-
слу чая [12]. Дуги, соединяющие пункты
i – (n + j) и j – (n + i) при различных направ-
лениях движения, одновременно в маршрут 
перевозок входить не могут, поэтому:
 � для модели (1)—(8) добавляются ограничения:

 ( ) ( ) 1 ( , 1,..., );i j n j i nt t i j n+ ++ =m  (21)

 ( ) ( ) 1 ( , 1,..., );i j n i n jt t i j n+ ++ =m  (22)

 ( ) ( ) ( )1 , 1,..., ;i n j j n it t i j n+ ++ =m  (23)

 � для модели (9)—(16) — ограничения:
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Частный случай. В некоторых случаях важ-
но, чтобы грузы из пунктов производства до-
ставлялись в соответствующие пункты на-
значения без заезда в другие пункты. Это 
означает, что (n + i)-й пункт в цикле должен 
следовать непосредственно за i-м для любого
i = 1, ..., n. Данная задача может быть сведена к 
задаче коммивояжера с асимметричной матри-
цей расстояний.

В этом случае:
 � в обеих моделях принимаем S = qi = 1

(i = 1, ..., n);
 � удаляются ограничения на вместимость;
 � для модели (1)—(8) добавляются условия

 ti, (n + i) = 1 (i = 1, ..., n); (27)

 � для модели (9)—(16) добавляются условия
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2. Вычислительные эксперименты

В данном разделе приводятся результаты 
вычислительных экспериментов для оценки 
эффективности двух- и трехиндексной линей-
ных моделей. При проведении вычислитель-
ного эксперимента использовался ПК со сле-
дующими характеристиками: процессор Intel
Celeron 1.6GHz 4Gb RAM, операционная система 
Windows 7 32bit. Использована среда OPL Сplex 
12.6.1 как решатель задач линейного целочис-
ленного программирования. Память, отведен-
ная для расчетов, 2048 Мбайт.

Вычислительные эксперименты для моде-
лей ставились на евклидовых задачах со слу-
чайно сгенерированными целочисленными 
координатами пунктов (включая базу) и веса-
ми qi. Координаты пунктов для каждой точки 
вывоза или доставки генерировались случай-
ным образом в соответствии с равномерным 
распределением на квадрате [0,100]Ѕ[0,100]. 
Целочисленный вес каждого пункта qi генери-
ровался случайным образом в диапазоне [1,10]. 
Вместимость ТС принималась минимально 
допустимой, т.е равной max qi.

Серии численных экспериментов были про-
ведены для двух- и трехиндексных линейных 
моделей.

Для n = 3, 4, 5 было сгенерировано по 50 при-
меров. Из-за высокой трудоемкости, при n = 6 
число экспериментов было сокращено до 20, 
при n = 7, 8 — до 5. Среднее число итераций 
и средняя продолжительность нахождения 
решения примера в секундах представлены 
в табл. 1 и 2 соответственно. Если хоть один 
пример не был решен, то в поле ставится про-
черк либо указывается число решенных при-
меров из всей совокупности сгенерированных 
примеров. Строка в таблице с наилучшим ре-
зультатом выделена курсивом.

В ряде случаев повышение размерности 
ограничено памятью ПК, например, при n = 8
только трехиндексная модель может решить 
сгенерированные примеры без переполнения 
выделенного объема памяти. Кроме того, стоит 
отметить, что так как модели являются точны-
ми, то решения во всех примерах совпадают. 
Проверка корректности полученных решений 
моделей была проведена сравнением с резуль-
татами полного перебора при n = 3.

Далее проведен анализ эффективности вве-
дения дополнительных ограничений в наиболее 
эффективной трехиндексной линейной модели.

Как и в общем случае, решались евклидовы 
задачи со случайно сгенерированными цело-

Таблица 1 
Сравнение моделей (число итераций)

Число
примеров

50 50 50 20 5 2

Размерность
задачи n

3 4 5 6 7 8

Двухиндекс-
ная модель

690 3,7•104 9,0•105 3,2•107 4,0•107 

(решено 
4/5 при-
меров)

—

Трехиндекс-
ная модель

8 418 1,2•104 9,5•104 4,3•105 1,3•107

Таблица 2
Сравнение моделей (с)

Число примеров 50 50 50 20 5 5

Размерность
задачи n

3 4 5 6 7 8

Двухиндексная 
модель

0,1 1,8 53,6 1623,9 2855 
(решено 
4/5 при-
меров)

—

Трехиндексная 
модель

0,0 0,4 1,7 16,6 134,6 3390,9

Таблица 3
Сравнение эффективности ввода в модели

дополнительных ограничений (число итераций)

n
Трехиндексная модель 

(доп. ограничения
1-го вида)

Трехиндексная модель 
(доп. ограничения

2-го вида)

3 2 2
3 1 2
3 2 3
3 3 3
3 2 2
3 3 4
4 59 2184
4 85 390
4 21 615
4 19 183
4 22 391
4 23 443
5 2043 21 649
5 414 3487
5 2678 14 911
5 37 13 325
5 68 19 858
5 50 18 432
6 2003 69 612
6 9306 308 456
6 21 669 181 926
6 466 46 370
6 9831 50 507
6 74 33 177
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численными координатами пунктов (включая 
базу) и весами qi. При n = 3, 4, 5, 6 были сгене-
рированы по 6 примеров. Результаты вычисле-
ний приводятся в табл. 3.

Приведенные результаты показывают, что 
добавление в модель ограничений 1-го вида 
повышает или не ухудшает эффективность по-
иска решения во всех случаях, а добавление 
дополнительных ограничений 2-го вида при-
водит к увеличению или к неуменьшению чис-
ла итераций в 18 из 24 примеров.

Для проведения сравнительного анализа 
моделей для частного случая использовалась 
библиотека примеров для симметричных за-
дач TSPLIB [13]. Частный случай реализован 
c помощью принятия весов всех грузов и вме-
стимости равными 1 (в табл. 4: 2_1 для трех-
индексной линейной модели) и с помощью 
исключения ограничения на вместимость и 
включения равенств (27), (28) (в табл. 4: 1_2 и 
2_2 для двух- и трехиндексной линейных мо-
делей соответственно).

Координаты пунктов принимались соглас-
но данным из библиотеки примеров:
 � у примеров с четным числом точек послед-

няя точка убирается;
 � первая точка принимается за депо;
 � первая половина оставшихся точек прини-

мается за производителей (i), вторая — по-
требителей (i + n);

 � веса грузов и вместимость ТС принимались 
равными 1.
Наиболее эффективными моделями для 

частного случая являются модели, в которых 
были устранены ограничения на вместитель-
ность и введены дополнительные ограничения 
(27), (28):

1) трехиндексная линейная модель (до n = 25, 
пример rat99.tsp, n = 49, не был решен);

2) двухиндексная линейная модель (до n = 391, 
пример с n = 645 не был решен).

Заключение

Построены двух- и трехиндексная модели 
задачи о заборе и доставке грузов одним ТС, в 
том числе для частного случая, когда каждый 
груз должен быть сразу доставлен потребителю.

Проведена серия численных экспериментов 
с использованием оптимизационного пакета 
CPLEX для оценки эффективности рассмотрен-
ных моделей. Для общего случая задачи наиболее 
эффективной является трехиндексная линейная 
модель. Для частного случая задачи — двухин-
дексная линейная модель с соответствующими 
дополнительными ограничениями.

Представляется, что дальнейший прогресс 
связан как с совершенствованием моделей, в 
частности с введением дополнительных огра-
ничений, так и с совершенствованием пакета 
CPLEX. Как отметила C. Archetti (Брешиа, Ита-
лия) на 3-м совещании Европейской рабочей 
группы VeRoLog (Осло, 2014 г) [14], CPLEX 11 
(2007) работает почти в 30 000 раз быстрее, чем 
CPLEX 1 (1991).
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Solving Single Vehicle Routing Problem
with Pick-Ups and Deliveries with CPLEX

There is considered vehicle touring problem of forming a cycle of minimal length, that ensures delivery of cargo of various mass 
from producers to consumers with single vehicle. A cargo from a specific producer must be delivered to a specific consumer. Problem 
is called a single vehicle pickup-delivery problem (SPDP). Such problem can occur in carriage of passengers (e.g. taxi service). 
Particular case of the problem is considered, where each cargo must be delivered immediately to a consumer. Formalizations of both 
general and particular cases of SPDP are offered, and realized in CPLEX. Comparison of the efficiency of proposed formalizations 
for general case of the problem is conducted on randomly generated instances, and for particular case — on instances from TSPLIB.
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