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Рассматривается задача решения систем линейных алгебраических уравнений со многими правыми частями 
и матрицей, зависящей от параметра. Предлагается итерационный метод решения с повторным использо-
ванием результатов матрично-векторного умножения, который обеспечивает сокращение вычислительных 
затрат при решении таких систем. Метод обобщает ряд известных алгоритмов на базе подпространства 
Крылова. Применение метода показано на примере выполнения периодического малосигнального анализа не-
линейных электронных схем.
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Итерационный метод решения параметризованной системы
линейных алгебраических уравнений с многими правыми частями

Введение

В ряде задач из различных технических 
приложений возникает необходимость много-
кратного решения систем линейных алгебраи-
ческих ур авнений (СЛАУ) с различными 
правыми частями. В данной работе рассма-
тривается задача решения высокоразмерной па-
раметризованной СЛАУ вида

 ( ) ( )( ) , 1,..., ,m m
mA s x b m M= =  (1)

где матрица системы линейно зависит от не-
которого скалярного параметра s:

 ( ) .A s A sA′ ′′= +  (2)

Такая задача возникает, например, при рас-
четах малосигнальных частотных характери-
стик нелинейных электронных схем (s — ча-
стота) или при решении задач гомотопии, где 
s — параметр продолжения. Предполагается, 
что система (1) имеет высокую размерность.

Решение линейной системы (1) может быть 
выполнено с помощью как прямых, так и итера-
ционных методов, однако итерационные мето-
ды более предпочтительны вследствие высокой 
размерности системы. Применение итерацион-

ных методов для решения линейных систем с 
постоянными матрицами высокой размерности 
позволяет значительно ускорить решение систе-
мы и в ряде случаев не имеет альтернативы [1]. 
Наибольшее распространение получили методы 
подпространства Крылова QMR [2] и GMRES 
[3], причем метод GMRES оказался более эф-
фективным при решении практических задач 
[4]. Однако непосредственное применение ме-
тода GMRES для решения линейной системы 
(1) с многими правыми частями и матрицей (2) 
становится неэффективным вследствие линей-
ного роста вычислительных затрат с увеличени-
ем числа правых частей. Рост затрат обусловлен 
тем, что в методе используется базис подпро-
странства Крылова, который жестко связан с 
вектором начальной невязки и значениями эле-
ментов матрицы. Поэтому базис, полученный 
для одного значения параметра s, не может быть 
использован для другого значения ввиду изме-
нения элементов матрицы.

Для решения линейных систем с многими 
правыми частями разработаны несколько ите-
рационных методов [5—9]. В работах [10—13] 
предложены методы решения линейной систе-
мы вида (1) для случая, когда матрица A′′ равна 
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единичной матрице. Для построения итераци-
онного метода в этом случае используется свой-
ство инвариантности подпространства Крыло-
ва Kk(A + sI, b) = Kk(A, b), которое позволяет ис-
пользовать единый базис подпространства для 
решения систем с различными значениями па-
раметра s. Если матрица A′′ отлична от единич-
ной, то необходимый вид линейной системы 
можно было бы получить, умножая ее на обрат-
ную к A′′ матрицу (предобуславливание). Этот 
подход требует явного формирования и вы-
числения обратной матрицы. Так как основной 
операцией в методах рассматриваемого класса 
является матрично-векторное умножение, ко-
торое может выполняться без явного формиро-
вания матриц, то получение обратной матрицы 
практически исключено. Поэтому актуальной 
задачей является конструирование алгоритмов 
решения параметризованных линейных систем 
вида (1) с произвольными несимметричными 
матрицами A′, A′′.

В работе предлагается подход к последова-
тельному решению линейных систем (1), при 
котором каждое последующее решение опреде-
ляется с помощью минимизации невязки при 
использовании результатов матрично-вектор-
ного умножения, вычисленных при получении 
предыдущих решений. При этом достигается 
сокращение вычислительных затрат за счет 
уменьшения операций матрично-векторного 
умножения и повторного использования най-
денных векторов. Полученные таким образом 
базисные векторы определяют приближенное 
решение линейной системы, но не принадле-
жат подпространству Крылова. Поэтому вна-
чале (разд. 1) рассмотрены методы минималь-
ной невязки решения СЛАУ, которые допуска-
ют генерацию векторов с помощью операций 
матрично-векторного умножения. Эти методы 
являются обобщением известных алгоритмов 
на базе подпространств Крылова. В разд. 2 по-
казано, что дополнительное ускорение предло-
женных методов минимальной невязки может 
быть достигнуто за счет порядка и способов 
применения линейных преобразований. Затем 
в разд. 3 рассмотрены методы для решения па-
раметризованной линейной системы с многи-
ми правыми частями. Представлен алгоритм 
с использованием ортогонализации Грама — 
Шмидта и алгоритм без ортогонализации, в ко-
тором формирование и разложение матрицы 
Грама выполняются с учетом элементов ма-
трицы, полученных при решении предыдущих 
систем. Применение и характеристики предло-
женных алгоритмов рассматриваются в разд. 4.

1. Алгоритм минимальной невязки

Рассматривается приближенное решение 
линейной системы

 Ax = b, (3)

где A — квадратная невырожденная матрица.
Пусть имеется вычислительная процедура 

GET(uk, vk), которая генерирует последователь-
ность пар векторов uk, vk таких, что

 vk = Auk, k = 1, 2, ... (4)

Векторы uk назовем исходными, а векторы 
vk — результирующими.

Тогда под алгоритмом минимальной невяз-
ки на основе матрично-векторного произведе-
ния (МНМВП) понимается алгоритм, который 
находит приближенное решение линейной си-
стемы (3) в виде

 
1

.
K

K k k
k

x Uc c u
=

= = ∑  (5)

Здесь U — матрица, столбцами которой слу-
жат векторы uk; с — вектор-столбец коэффи-
циентов ck, которые находятся из условия ми-
нимума нормы невязки линейной системы (3):

 
2

min .KAx b− →  (6)

Принимая во внимание (4—6), можно за-
писать

 
1

min .
K

K k k
k

r c v b
=

= − →∑  (7)

Таким образом, для определения решения в 
виде (5) необходимо решить задачу минимиза-
ции (7) относительно коэффициентов ck. Задача 
может быть решена с помощью формирования 
ортонормированного базиса в пространстве ре-
зультирующих векторов � �1,... Kv v  и соответству-
ющих им исходных векторов � ,ku  � � .k kAuv =  Тогда 
коэффициенты приближенного решения

 � �
1

K

K k k
k

x U c c u
=

= = ∑� �  (8)

определяются с помощью проекции результи-
рующих векторов на вектор b:

 �( , ).k kc v b=�  (9)

Векторы � kv  могут быть получены с помощью 
процесса ортогонализации Грама — Шмидта [1]:

 � � � � � �
1
( , ) , /|| ||.

k

k i i k k kk k
i

v vv v v v v v
=

= − =∑  (10)
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Исходные векторы определяются аналогично:

 � � � � �
1
( , ) , /|| ||.

k

k i i k kk k k
i

u u u uu v vv
=

= − =∑  (11)

Справедливы также рекуррентные соотно-
шения

 �
1 0, ;k kk kr r c v r b−= − =�  (12)

 �
1 0, 0.k kk kx x c u x−= + =�  (13)

Процесс вычислений по формулам (9)—(13) 
может быть записан в виде следующего алго-
ритма МНМВП.

Шаг 1. Инициализация r = b, x = 0
Шаг 2. Цикл k = 1, 2, ...
 Шаг 2.1. Get (uk, vk)
 Шаг 2.2. Цикл j = 1, ..., k – 1
 vk = vk – (vj, vk)vj, uk = uk – (vj, vk)uj
 Шаг 2.3. vk = vk/||vk||, uk = uk/||vk||,
 Шаг 2.4. r = r – (vk, r)vk, x = x + (vk, r)uk

В процедуре GET(uk, vk) выполняется назна-
чение исходного вектора uk и вычисление ре-
зультирующего вектора vk. В общем случае ис-
ходный вектор uk рассчитывается по формуле

 �1
1 1( ), ,kk k k k k ku P r v Auv−

− −= α + β =  (14)

где αk, βk — коэффициенты и α1 = 0, P — ма-
трица правого предобуславливателя.

В зависимости от выбора коэффициентов ис-
ходного вектора uk в процедуре Get(uk, vk) мож-
но получить те или иные известные алгоритмы. 
Например, выбор αk = 0, βk = 1 соответствует 
алгоритму GCR [1], а αk = 1, βk = 0 дает

 �1 1, ,kk k k ku P v v Au−
−= =  (15)

что приводит к алгоритму ORTHODIR [1].

2. Сокращение вычислительных затрат
в алгоритме МНМВП

1. Алгоритм МНМВП-Т. Линейное преобра-
зование исходных векторов (11) требует значи-
тельных вычислительных затрат. Этих затрат 
можно избежать, если применить это линей-
ное преобразование не к исходным векторам,
а к вектору коэффициентов c�  (9) для получе-
ния вектора c. Для получения необходимого 
преобразования отметим, что процесс ортого-

нализации (10) может быть записан в форме 
QR разложения матрицы результирующих век-
торов V:

 � ,V V= Γ  (16)

где Γ — верхняя треугольная матрица с эле-
ментами �( , ).iij jv vγ =

Аналогично для матрицы исходных векторов

 � .U U= Γ  (17)

Поэтому вектор решения (5) имеет вид

 � �( ),Kx Uc U c U c= = Γ = Γ  (18)

откуда с учетом (8) получаем

 1 .cc −= Γ �  (19)

Тогда алгоритм МНМВП можно переписать, 
включив формирование и решение системы с 
верхней треугольной матрицей.

Алгоритм МНМВП-T

Шаг 1. Инициализация r = b, x = 0
Шаг 2. Цикл k = 1, 2, ...
 Шаг 2.1. Get (uk, vk)
 Шаг 2.2. Цикл j = 1, ..., k – 1
 γjk = (vj, vk), vk = vk – γjkvj
 Шаг 2.3. γkk = ||vk||, vk = vk/γkk
 Шаг 2.4. ck = (vk, r), r = r – ckvk

Шаг 3. c = Γ–1c, 
1

k

i i
i

x c u
=

= ∑

Здесь вектор c содержит элементы вектора 
c�  и на последнем шаге элементы вектора c.

2. Алгоритм МНМВП-Г. Представим норму 
невязки (7) в виде квадратной функции аргу-
мента ck:

 2 2т т2 min .Kr c Gc p c b= − + →  (20)

Здесь G = V  тV — матрица Грама с элементами 
gij = (vi, vj), p — вектор c компонентами pi = (b, vi).

Решение линейной системы

 Gc = p (21)

доставляет минимум выражения (20).
Поскольку матрица Грама симметричная и 

положительно определенная, то для решения 
системы (21) целесообразно использовать раз-
ложение Холецкого, т.е. представление матри-
цы в виде произведения транспонированной 
верхней треугольной матрицы на верхнюю 
треугольную матрицу.
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Для матрицы Грама верхняя треугольная 
матрица разложения Холецкого совпадает с 
верхней треугольной матрицей Γ (16):

 � � � �тт т т т( ) ( ) ( ) .G V V V V V V= = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ  (22)

Поэтому для определения коэффициентов 
решения необходимо решить две линейные 
системы с нижней и верхней треугольными 
матрицами:

 т ;c p−= Γ�  (23)

 1 .c c−= Γ �  (24)

Текущий вектор невязки в этом случае 
определяется по формуле

 
1

k

k k k
i

r b c v
=

= − ∑  (25)

или по рекуррентному соотношению

 
1

1
1

/ .
k

kk k ik i kk k
i

r r c v v
−

−
=

⎛ ⎞= − γ γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑�  (26)

Тогда алгоритм МНМВП, включающий раз-
ложение матрицы Грама и решение систем с 
треугольной матрицей (алгоритм МНМВП-Г), 
имеет следующий вид:

Шаг 1. Инициализация r = b, x = 0
Шаг 2. Цикл k = 1,2,...
 Шаг 2.1. Get (uk, vk)
 Шаг 2.2. Цикл j = 1, ..., k
 Если j < k

 
1

1
( , ) /

j

jk j k ik ij jj
i

v v
−

=

⎛ ⎞
γ = − γ γ γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

 Иначе 
1

2

1
( , )

k

kk k k ik
i

v v
−

=
γ = − γ∑

 Шаг 2.3. 
1

1
 ( , ) /

k

k k ik i kk
i

c b v c
−

=

⎛ ⎞= − γ γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 Шаг 2.4 
1

1
/

k

k ik i kk k
i

r r c v v
−

=

⎛ ⎞= − γ γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

Шаг 3. c = Γ–1c, 
1

k

i i
i

x c u
=

= ∑
На шаге 2.2 выполняется разложение Хо-

лецкого матрицы Грама. На шаге 2.3 находит-
ся решение линейной системы с нижней треу-
гольной матрицей (23).

3. Алгоритмы решения
параметризованной линейной системы

1. Алгоритм ММН c ортогонализацией. На-
шей целью является построение такого алго-

ритма решения линейных систем (1), в кото-
ром для получения последующего решения 
используются результаты матрично-векторно-
го умножения, вычисленные при получении 
предыдущих решений. Новый алгоритм полу-
чается на основе алгоритма МНМВП-Т.

Матрично-векторное произведение с матри-
цей (2) имеет вид

 ( ) ( ) ,v s A s u v sv′ ′′= = +  (27)

где

 ;  .v A u v A u′ ′ ′′ ′′= =  (28)

Из выражения (27) следует, что если вы-
числить векторы v′, v′′ при некотором значе-
нии параметра s = s1, то матрично-векторное 
произведение A(s)u легко может быть получе-
но для любого другого значения параметра по 
формуле (27). Такая операция включает ум-
ножение вектора на скаляр и сложение двух 
векторов. При этом вычислительные затраты 
значительно меньше затрат на выполнение но-
вого матрично-векторного умножения. Вычис-
ленные векторы необходимо хранить в памяти 
программы. При добавлении нового вектора 
произведения для получения ортонормиро-
ванного базиса выполняется ортогонализация. 
Так как найденные базисные векторы уже не 
принадлежат пространству Крылова, то новый 
вектор произведения может оказаться линей-
ной комбинацией векторов текущего базиса.
В этом случае происходит обрыв вычислитель-
ного процесса. Проверка условия

 (vk, rk) ≠ 0 (29)

позволяет определить возможность обрыва.
При выполнении этого условия обрыв про-

цесса исключается, так как текущий вектор 
невязки ортогонален базисным векторам. Если 
условие (29) не выполняется, возможно выпол-
нение одного из следующих действий:

— пропуск вектора, если в условии (29) уча-
ствует вектор произведения из памяти про-
граммы;

— перевычисление вектора, полученного с 
помощью матрично-векторного умножения, 
по формуле

 vk = (AP–1)mvk, (30)

где m — целое, при котором удовлетворяется 
условие (29).

Тогда процедура получения пары векторов 
Get (uk, vk) имеет вид
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Шаг 1. lk = lk + 1
Шаг 2. Если lk > n
 Шаг 2.1. n = lk
 Шаг 2.2. Если breakdown = NO
 un = P–1r
 иначе un = P–1vk

 Шаг 2.3. ;  n n n nv A u v A u′ ′ ′′ ′′= =
Шаг 3. 

k kk l m lv v s v′ ′′= +
Шаг 4. Если (vk, r) = 0
breakdown = YES;
Переход на Шаг 1.
Здесь n — число пар векторов uk, vk, храни-

мых в памяти программы; lk — индекс пары 
векторов на шаге k алгоритма MНMВП-T.

Отметим, что шаг инициализации алгорит-
ма теперь имеет вид r = b(m), x (m) = 0, шаг вы-
числения приближенного решения —  x (m) =

=  
1

.
k

l iii
c u

=
∑  Остальные шаги алгоритма МНМВП-Т 

не изменяются. Вариант алгоритма МНМВП-Т 
для решения параметризованных линейных 
систем назовем ММН алгоритмом.

2. Алгоритм ММН без ортогонализации. 
ММН алгоритм без ортогонализации может 
быть построен на базе алгоритма МНМВП-Г, 
в котором исключаются вычислительные затра-
ты на ортогонализацию векторов. Кроме того, 
можно снизить затраты на получение матрицы 
Грама.

Используя определение матрицы Грама, 
можно записать ее элементы:

 2( ) ( ( ), ( )) ,ij i j ij ij ijg s v s v s g sg s g′ ′′ ′′′= = + +  (31)

где

( , ); ( , ) ( , ); ( , ).ij i j ij i j i j ij i jg v v g v v v v g v v′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′′= = + =  (32)

Из выражений (31, 32) следует, что, распо-
лагая значениями четырех скалярных произ-
ведений, можно вычислить элементы матрицы 
для любого параметра s. Кроме того, получив 
элементы матрицы для трех значений параме-
тра s(1), s(2), s(3), можно использовать интерпо-
ляционную формулу Лангранжа [14]:

(1) (2) (3) (1) (2) (3)

(1) (2) (2) (1) (3)
3

(1) (2) (1) (3) (2) (1) (2) (3)

(3) (2) (1)

(3) (2) (3) (1)

( ) ( , , , , , , )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )
,

( )( )

ij ij ij ij

ij ij

ij

g s L s g g g s s s

g s s s s g s s s s

s s s s s s s s

g s s s s

s s s s

= =

− − − −
= + +

− − − −

− −
+

− −

 (33)

где ( ) ( )( ).l l
ijijg g s=

Дополнительно можно исключить вычисле-
ние на каждой итерации вектора невязки по 
формуле (25), а для расчета нормы вектора не-
вязки для проверки сходимости алгоритма ис-
пользовать следующее выражение:

 
22 2

1 .kk k cr r −= − �  (34)

Ниже представлен алгоритм, использую-
щий формулы (33), (34) для решения системы 
линейных уравнений (1) с параметром sm.

Алгоритм ММН-Г.
Шаг 1. Инициализация r = b(m), ρ = ||r ||, x = 0
Шаг 2. Цикл k = 1, 2, ...
 Шаг 2.1. Если k > n
 Шаг 2.1.1. n = k; lk = 0

 Шаг 2.1.2. 1 ; ;k k k k ku P r v A u v A u− ′ ′ ′′ ′′= = =
 Шаг 2.2. k k m kv v s v′ ′′= +
 Шаг 2.3. lk = lk + 1, l = lk
 Шаг 2.4. Если l < 3

 ( )l
mks s=

 Шаг 2.5. Цикл j = 1, ..., k
 Шаг 2.5.1.
 Если (l > 3)

 (1) (2) (3) (1) (2) (3)( , , , , , , )m kj kj kj k k kg L s g g g s s s=
 Иначе

 ( ) ( )( , ),  l l
k jkj kjg v v g g= =

 Шаг 2.5.2.
 Если j < k

 
1

1
/

j

jk ik ij jj
i

g
−

=

⎛ ⎞
γ = − γ γ γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

 Иначе

 
1

2

1

k

kk ik
i

g
−

=
γ = − γ∑

 Шаг 2.6. 
1

( )

1
 ( , ) /

k
m

k k ik i kk
i

c b v c
−

=

⎛ ⎞= − γ γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 Шаг 2.7. 2 2 2
kcρ = ρ −

 Шаг 2.8. Если k > n

 
1

1

k
k

ik i k k
ikk

c
r r v c v

−

=
= − γ −

γ
∑

 Шаг 2.9. Если k = n

 d = Γ–1c, 
1

k

i i
i

r r d v
=

= − ∑

Шаг 3. c = Γ–1c, ( )

1
.

k
m

i i
i

x c u
=

= ∑

Здесь переменные ( )l
ks  задают значения 

параметра s, для которых определяются эле-
менты матриц (1) (2) (3), , .kj kj kjg g g  Так как матрица 
Грама симметричная, то в памяти программы 
достаточно хранить только верхнюю треуголь-
ную часть матрицы.
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4. Численный эксперимент

Работоспособность и эффективность пред-
ложенных алгоритмов иллюстрируется на при-
мере их использования в периодическом мало-
сигнальном анализе. Типичным применением 
этого анализа является моделирование схемы 
смесителя, на входы которой подаются два сиг-
нала разной частоты Ω, ω. Один из этих сиг-
налов считается большим, а второй — малым. 
В отличие от традиционного малосигнально-
го анализа в периодическом малосигнальном 
анализе вначале определяется периодический 
установившийся режим по большому сигна-
лу, а затем рассчитывается реакция схемы на 
малое синусоидальное воздействие, частота 
которого должна варьироваться в заданном 
диапазоне. В периодическом малосигнальном 
анализе на основе гармонического баланса [15] 
периодический установившийся режим зада-
ется значениями гармоник частоты большого 
сигнала с индексами k = –Kh, ..., Kh, а линей-
ная система решается относительно комбина-
ционных частот с индексами [k, +1], где 1 со-
ответствует первой гармонике малого сигнала. 
Линейная система имеет вид [15]

 A(ω)x(ω) = b(ω), (35)

где ω — частота малого сигнала. Размерность 
линейной системы (2Kh + 1)N, где N — число 
узловых переменных схемы.

Периодический малосигнальный анализ 
позволяет рассчитать зависимости комбина-
ционных компонент отклика схемы |ω + kΩ| 
от частоты входного малосигнального воздей-
ствия ω. Ниже приведены результаты анализа 
для трех схем, характеристики которых пред-
ставлены в табл. 1.

Схема 1 — это однотранзисторный сме-
ситель, который содержит восемь элементов 
(один транзистор, два резистора, два конден-
сатора, одна индуктивность и два источника 
напряжения). На схему подаются два входных 
сигнала с частотой 1 МГц, амплитудой 0,03 В 
и с частотой 95...105 кГц, амплитудой 0,001 В. 
Преобразователь частоты (схема 2) содержит 

19 элементов. Входные сигналы имеют часто-
ту 140 МГц с амплитудой 0,5 В и амплитудой 
0,0125 В с частотой из диапазона 9,5...10,5 МГц. 
Схема 3 — смеситель на основе ячейки Гиль-
берта, последовательно с которым включены 
фильтр и широкополосный усилитель. Эта схе-
ма содержит 17 транзисторов, 47 резисторов, 
30  конденсаторов и 5 индуктивностей. Вход-
ной сигнал имеет частоту 1 ГГц и амплитуду 
0,4 В, частота малосигнального воздействия из-
меняется в диапазоне 860...900 МГц.

Вычислительные затраты периодического 
малосигнального анализа определяются затра-
тами на решение систем линейных уравнений 
(35). В итерационных методах рассматривае-
мого класса эти затраты в основном зависят 
от затрат на матрично-векторное умножение и 
операцию ортогонализации векторов. В табл. 2 
приведено количество матрично-векторных ум-
ножений для метода GMRES, ММН, ММН-Г 
(3—4 столбцы). Как следует из этой таблицы 
(столбцы 6, 7), предложенные алгоритмы ре-
шения позволяют снизить общее число ма-
трично-векторных умножений в 30—40 (ММН) 
или в 12—35 (ММН-Г) раз.

Вместе с тем суммарные затраты на постро-
ение ортонормированного базиса в алгоритме 
ММН выше, чем в алгоритме GMRES, так как 
число векторов в алгоритме ММН больше, чем 
их число в алгоритме GMRES в пересчете на 
одну частотную точку (столбцы 3, 4 в табл. 3). 
Вследствие этого суммарный вычислительный 
выигрыш определяется соотношением трудо-
емкостей операций матрично-векторного ум-
ножения и ортогонализации. Для схемы 3 сум-
марный выигрыш показан в табл. 3 (столбец 6).

Таблица 2

Схема Kh #mv_gmres #mv_ммн #mv_ммн-г #mv_gmres /#mv_ммн #mv_gmres /#mv_ммн-г

1 30 510 18 41 28 12

2
30 612 19 31 32 19,7

60 625 21 32 29,8 19,5

3
10 1836 42 48 43,7 38

60 1836 45 52 40,8 35

Таблица 1

Схема Число элементов N Kh (2Kh + 1)N 

1 8 11 30 671

2 19 16
30 976
60 1936

3 99 59
10 1239
30 3599
60 7139
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В алгоритме ММН-Г затраты на построение 
ортонормированного базиса отсутствуют, по-
этому вычислительный выигрыш здесь может 
быть выше. В частности, для схемы 3 выигрыш 
составляет 5—6 раз. Однако, как показали экс-
перименты, при увеличении амплитуды боль-
шого сигнала может наблюдаться расходи-
мость метода.

Число операций матрично-векторного ум-
ножения, вычислительные затраты на их вы-
полнение и ортогонализацию векторов зави-
сят от числа точек изменения частоты мало-
сигнального возбуждения, а также от ширины 
диапазона ее изменения. На рисунке представ-
лены вычислительные затраты в зависимости 
от числа значений частоты малого сигнала.

Заключение

В работе рассмотрены итерационные мето-
ды решения параметризованной системы ли-
нейных алгебраических уравнений с многими 
правыми частями. Предложены алгоритмы, 
построенные на использовании результатов 
матрично-векторного умножения и повтор-
ного использования найденных векторов. По-
казано, что эти алгоритмы применимы для 
решения линейных систем с матрицами, ко-
эффициенты которых линейно зависят от ска-
лярного параметра.

Предложенные алгоритмы используются 
для получения эффективной вычислительной 
процедуры периодического малосигнально-
го анализа на основе гармонического баланса. 
Проведенные численные эксперименты по мо-
делированию нелинейных электронных схем 
показали, что вычислительные затраты опреде-
ляются операциями матрично-векторного ум-
ножения и построения ортонормированного ба-
зиса векторов. Предложенный алгоритм ММН 
с ортогонализацией позволяет значительно 
снижать число операций умножения при не-
котором росте затрат на ортогонализацию. Ал-
горитм ММН без ортогонализации позволяет 
получить больший вычислительный выигрыш, 
но его применимость ограничена вследствие 
возможной расходимости алгоритма.
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Таблица 3

Схема Kh
t_ort_gmres,

c
t_ort_ммн,

c
t_ort_ммн/
t_ort_gmres 

t_gmres/
t_ммн

3
10 5,1 16 3,1 4,1

60 15 41 2,7 3,5

Зависимость вычислительных затрат в алгоритме GMRES и 
ММН от числа значений частоты малосигнального возбуж-
дения
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The Iterative Method for Solving Parameterized System of Linear 
Equations with Multiple Right Hand Sides

The problem of solving a system of linear equations with multiple right hand sides and matrix dependent on the parameter is 
considered. The iterative method with reuse of the previous results of matrix vector multiplications is suggested. The method provides 
the reduction of computational efforts and decrease of matrix-vector multiplications due to reuse of computed vectors. The proposed 
method is a generalization of known Krylov subspace algorithms. The application of proposed algorithms for periodic small-signal 
analysis of nonlinear electronic circuits is shown.
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Представляем постановку задачи глобальной условной оптимизации, основной особенностью которой яв-
ляется высокая вычислительная сложность целевой функции. Даем определения таких сущностей, как харак-
терные признаки задачи, базовые задача и алгоритм оптимизации, метазадача и метаалгоритм оптимизации, 
стратегия базовой задачи, индикатор эффективности стратегии. Определяем и приводим постановки муль-
тииндикаторной, мультиклассовой и мультибюджетной задач метаоптимизации. На основе анализа около 
100 публикаций даем обзор современных методов ландшафтного анализа целевых функций, а также методов 
метаоптимизации базовых алгоритмов. Наконец, представляем краткий обзор современного программного 
обеспечения, используемого для решения базовых и метазадач оптимизации.
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Современные техники глобальной оптимизации. Обзор

Введение

Задачи глобальной оптимизации возникают 
во многих приложениях, например, при раз-

работке комплексных инженерных изделий. 
Поэтому современные системы автоматизиро-
ванного проектирования (CAD) и инженерно-
го анализа (CAE) включают в себя программы, 


