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Анализ немарковских сетей массового обслуживания
на основе уравнений баланса потоков

Решением системы уравнений равновесия по-
токов относительно интенсивностей λi

 на входе и 
выходе каждого узла сети в установившемся ре-
жиме определяем средние значения интервалов 
времен между соседними требованиями 1

i i
−τ = λ  

для каждого потока в сети:
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n

i i ji j
j

p i n
=

λ = λ + λ =∑  (1)

Предложены модели математического мультиплексирования и демультиплексирования потоков, а также 
выражения для определения числовых характеристик распределения интервалов выходного потока из системы 
массового обслуживания (СМО). Совместно они позволяют записать уравнения равновесия относительно сред-
них значений и дисперсий распределений интервалов времени между соседними требованиями в сетях массового 
обслуживания при произвольных законах поступления и обслуживания. В качестве узлов сети рассматривают-
ся СМО M–/M–/1 c запаздыванием во времени, H2/H2/1 и Н2/M/1.

При общих допущениях о вероятностных распределениях времени между соседними требованиями в вход-
ных потоках и времени обслуживания в узлах предложенный подход позволяет определить средние значения и 
дисперсии интервалов времени между требованиями всех потоков сети массового обслуживания, а также все 
основные показатели функционирования таких сетей. Такой подход также можно расширить при необходи-
мости и для моментов 3-го порядка. С точки зрения теории вероятностей так будет точнее, чем расчет на 
уровне двух моментов распределений.

В условиях неполной информации о законах распределений потоков предложенный подход к анализу произво-
дительности немарковских сетей массового обслуживания является на данный момент приемлемым.

Ключевые слова: сети массового обслуживания, системы массового обслуживания M–/M–/1, H2/H2/1, 
Н2/M/1, агрегирование и разрежение потоков

Введение

В настоящее время не существует аналити-
ческих методов для точного определения харак-
теристик сетей массового обслуживания, вклю-
чающих в качестве узлов системы массового 
обслуживания (СМО) G/G/1 или G/G/m, и, как 
следствие, это отражается на степени адекватно-
сти стохастических сетевых моделей реальным 
компьютерным и телекоммуникационным сетям 
и на качестве принимаемых проект-
ных решений. Рассмотрим открытую 
сетевую модель с матрицей вероятно-
стей передач P = {pij}, (i, j = 1, ..., n), где 
pij — вероятность того, что требова-
ние, покидающее узел Si, поступит 
в узел Sj. В телекоммуникационных 
сетях аналогом этой матрицы будет 
"матрица тяготений узлов", состоя-
щая в основном из 0 и 1. Далее рас-
смотрим полную структуру отдель-
ного узла с номером i сетевой моде-
ли (рис. 1) [1].

Рис. 1. Структура i-й СМО сети (А — точка композиции потоков, В — точка 
декомпозиции потоков)
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где λ0i — интенсивность потока извне в i-й узел 
(рис. 1). Система (1) — это уравнения баланса по-
токов на уровне первого момента распределения 
интервалов поступления требований в сеть мас-
сового обслуживания, позволяющие декомпози-
ровать сеть на отдельные узлы. Уравнений (1) до-
статочно для декомпозиции марковской сети, но 
недостаточно для немарковской сети.

Постановка задачи

Для повышения точности расчетов сетей мас-
сового обслуживания требуются уравнения ба-
ланса (равновесия) потоков на уровне моментов 
высшего порядка распределения интервалов по-
ступления требований. Это связано с непуассо-
новским характером потоков, циркулирующих в 
сети массового обслуживания. Вывод уравнений 
баланса сопряжен со многими проблемами. Рас-
смотрим некоторые из них.

На рис. 1 точка А — точка композиции (агре-
гирования) потоков, точка В — точка декомпози-
ции (вероятностного разрежения) агрегирован-
ного потока. Из рис. 1 и уравнений (1) следует, 
что на входе i-го узла агрегируются (мультиплек-
сируются) (знак Σ в уравнениях (1)) разреженные 
исходящие потоки (pjiλj) от других узлов. Таким 
образом, для вывода уравнений баланса на уров-
не моментов высшего порядка нужны будут:
1) математические модели мультиплексирования 
и вероятностного разрежения потоков на уровне 
необходимого числа моментов случайного ин-
тервала между требованиями; 2) математическая 
модель исходящего потока на уровне необходи-
мого числа моментов интервалов между требо-
ваниями входящего потока, а также времени об-
служивания в узле. Эти модели будут отправной 
точкой для вывода уравнений баланса потоков 
относительно моментов распределения интерва-
лов для их последующего восстановления.

Решение задачи

Узел сети массового обслуживания пред-
ставляет собой в общем случае многоканальную
(с равным доступом) систему G/G/m c беско-
нечной очередью. Мы же ограничимся случаем 
одноканальной системы G/G/1 и рассмотрим 
отдельно следующие случаи: 1) коэффициенты 
вариаций интервала между поступлениями тре-
бований и времени обслуживания в узлах сети 
меньше 1 (cλ < 1, cμ < 1); 2) коэффициенты вари-
аций интервала между поступлениями требова-
ний и времени обслуживания больше 1 (cλ l 1,
cμ l 1); 3) смешанный случай, когда один из коэф-
фициентов вариаций больше 1, другой меньше 1.

В первом случае в качестве модели узла будем 
рассматривать систему M–/M–/1 c запаздывани-
ем во времени [2]. В системе с запаздыванием 
M–/M–/1 на вход поступают требования, случай-
ные интервалы между которыми распределены 
по закону

 ( )
( )0

0

0

, ;

0, 0 .

t t t t
a t

t t

−λ −⎧λ⎪= ⎨
<⎪⎩

e l
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Аналогично распределено и время обслужи-
вания:
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Эта система впервые подробно описана в работе 
[2], где для нее представлено решение по среднему 
времени ожидания в очереди. Распределения (2) 
и (3), содержащие два параметра, позволяют ап-
проксимировать законы распределения на уровне 
двух первых моментов в случае cλ < 1, cμ < 1.

Во втором случае в качестве модели узла бу-
дем рассматривать систему H2/H2/1 [3], которая 
описывается гиперэкспоненциальными входны-
ми распределениями 2-го порядка с функциями 
плотностей

 ( ) ( )1 2
1 21 ;t ta t p p−λ −λ= λ + − λe e  (4)

 ( ) ( )1 2
1 21 .t tb t q q−μ −μ= μ + − μe e  (5)

Функции (4) и (5) содержат три неизвестных 
параметра и позволяют аппроксимировать за-
коны распределения на уровне трех первых мо-
ментов в случае cλ l 1, cμ l 1. Подробно система
H2/H2/1 описана в работе [3], где для нее также 
представлено решение по среднему времени 
ожидания в очереди.

Система H2/M/1 описывается гиперэкспонен-
циальным входным распределением 2-го поряд-
ка с функцией плотности (4) и функцией плот-
ности времени обслуживания (3).

Расчеты характеристик систем M–/M–/1,
H2/H2/1 и H2/M/1 автоматизированы [4], и про-
грамма их расчета описана в работе [5]. Система 
M/H2/1 относится к классу систем M/G/1 и лег-
ко может быть рассчитана с помощью формулы 
Полячека—Хинчина. Таким образом, автомати-
ческий расчет узловых характеристик сетей ма-
тематически и программно обеспечен.

Третий случай можно рассматривать как ком-
бинацию рассмотренных двух первых случаев. 
Для каждого узла сети задаем числовые харак-
теристики случайного времени обслуживания:
( 2 3, ,i i iμ μ μτ τ τ ) — два или три первых начальных 
момента времени обслуживания в зависимости 
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от рассмотренных выше случаев. Для внешнего 
потока задаем совокупность таких же моментов
( 2 3

0 0 0, ,i i iτ τ τ ) времени между соседними требова-
ниями потока, входящего в узел Si. Зная характе-
ристики внешнего потока, решаем задачу восста-
новления двух или трех первых начальных мо-
ментов интервалов между требованиями во всех 
потоках такой сетевой модели в зависимости от 
рассматриваемого случая.

При выводе уравнений равновесия для опре-
деления дисперсий интервалов в потоках на ос-
нове доказанных утверждений [6], в работе полу-
чены следующие результаты.

Агрегирование (мультиплексирование)
двух потоков

Функция распределения интервала времени 
τΣ результирующего потока при мультиплексиро-
вании двух потоков с интенсивностями λ1 и λ2 
определяется интегральным соотношением

 
1 2

2 1

1 2

1 2

( ) 1 {[1 ( )] [1 ( )]
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t

t

F t F t F u du

F t F u du

Σ

∞

τ τ τ

∞

τ τ

λ λ
= − − − +

λ + λ

+ − −

∫

∫
 (6)

Тогда начальные моменты интервала времени 
τR в результирующем потоке событий при агре-
гировании двух независимых потоков с интен-

сивностями 1
1 1

−λ = τ  и 1
2 2

−λ = τ  с функциями 
распределения вероятностей (ФРВ) 

1
Fτ (t) и 

2
Fτ (t) 

могут быть определены следующим образом [6]:

 1/ ;R Στ = λ  (7)

 2 1 2
1 2

0

2 ( ) ( ) ;R g t g t dt
∞

Σ

λ λ
τ =

λ ∫  (8)

 3 1 2
1 2

0

6 ( ) ( ) ,R tg t g t dt
∞

Σ

λ λ
τ =

λ ∫  (9)

где функции ( ) [1 ( )]
jj

t

g t F u du
∞

τ= −∫ , а значение

λΣ = λ1 + λ2.
Здесь случайная величина τR не является сум-

мой величин τ1 и τ2, т. е. здесь не имеет место 
композиция законов распределений. Вместе с 
тем результирующий поток в этом случае не бу-
дет рекуррентным, кроме случая пуассоновских 
составляющих.

Из выражений (8) и (9) следует, что моменты 
интервалов между событиями результирующего 
потока, начиная со второго, нельзя выразить в 
элементарных функциях через моменты состав-

ляющих потока, кроме случая пуассоновских со-
ставляющих. Поэтому для практического приме-
нения выражения (6) исходные неизвестные ФРВ 

j
Fτ (t) интервалов аппроксимируем функцией 
смещенного экспоненциального распределения в 
случае, когда коэффициенты вариаций составля-
ющих cλj m 1 ( j = 1, 2) [6]:

 1

1 2 1

0, ;
( )

1 exp{ ( )/ }, .
j

j
j j j

t
F t

t t

⎧ τ⎪= ⎨ − − − τ τ τ⎪⎩

m
l

 (10)

В случае cλj > 1 исходные функции распреде-
лений аппроксимируем гиперэкспоненциальным 
распределением 2-го порядка:

 *
1 2( ) 1 exp( / ) (1 )exp( / ).*

j j j jjF t p t p t∗ = − − τ − − − τ  (11)

В смешанном случае одну функцию аппрок-
симируем соотношением (10), а другую — (11). 
Тогда задача определения начальных моментов 
случайного интервала между событиями в ре-
зультирующем потоке по выражениям (8) и (9) 
сводится к вычислению табличных интегралов.

Замечание. Если же вместо функций (10) и (11) 
рассматривать более общие законы распределе-
ний типа Вейбулла или гамма, задача определе-
ния начальных моментов усложняется в связи с 
появлением специальных функций в интегралах.

Задавая исходные агрегируемые потоки на 
уровне начальных моментов интервалов между 
событиями в потоках, неизвестные параметры 
ФРВ (10) и (11) находим известным методом мо-
ментов. При аппроксимации потоков на уровне 
двух первых моментов получим следующие зна-
чения неизвестных параметров (10) и (11) (1-й и 
3-й случаи):

 2 2
1 ;j j j jτ = τ − τ − τ  2 2

1 ;j j jτ = τ − τ  *
1 /(2 );j jj pτ = τ

 *
2 /[2(1 )];j jj pτ = τ −  2 21/2 1 2 / );j j jp = ± − τ τ

 (j = 1, 2).

Аппроксимация потоков на уровне трех мо-
ментов потребует уже решения системы трех 
уравнений. Запишем уравнения для определения 
начальных моментов распределения (11):

 

1 2

2 2 2
1 2

3 3 3
1 2

(1 ) ;

2 ( ) 2(1 )( ) ;

6 ( ) 6(1 )( ) ,

j j j j j

j j j j j

j j j j j

p p

p p

p p

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

τ + − τ = τ

τ + − τ = τ

τ + − τ = τ

 (12)

решив которые, найдем искомые параметры рас-
пределения (11). Как видно из системы (12), в этом 
случае задача определения параметров распреде-
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ления (11) усложняется, но и решение этой задачи 
автоматизировано и описано в работах [4, 5].

Замечание. Для существования решения си-
стемы (12) необходимо и достаточно выполнение 

условия [7]: 3 21,5 .j j jτ τ τl  Следовательно, при ап-
проксимации произвольных законов распределе-
ний гиперэкспоненциальным законом необходи-
мо придерживаться данного ограничения.

Разрежение (демультиплексирование) потоков

При вероятностном разрежении произвольно-
го рекуррентного потока со средним значением 
τ  и дисперсией Dτ времени между событиями 
(точка В на рис. 2), в которой требования с ве-
роятностью p ≠ 0 уходят из потока (просеянный 
поток 2), среднее значение и дисперсия времени 
между соседними событиями в разреженном по-
токе 2 равны [6]:

 / ;p pτ = τ  (13)

 2 2/ / ,
p

D D p q p= + ττ τ  (14)

где q = 1 – p.
Выражения (13) и (14) получены следующим 

образом. Представим поток событий с параметрами 
( τ , Dτ), где τ , Dτ — среднее значение и дисперсия 
времени между соседними событиями, как после-
довательность случайных точек {ti} на оси време-
ни 0t. Случайные интервалы времени между ними 
обозначим соответственно τ1, τ2, τ3, ... . При раз-
режении потока 1 случайный интервал времени τp 
в потоке 2 равен: τ1 — с вероятностью p; (τ1 + τ2) — 
с вероятностью pq; (τ1 + τ2 + τ3) — с вероятностью 
pq2 и т. д. Запишем выражение для величины τp 
следующим образом:

1

1 2

2
1 2 3

1
1 2

с вероятностью ;

( ) с вероятностью ;

( ) с вероятностью ;

. . .
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. . .
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τ⎧
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 (15)

Определим математическое ожидание вели-
чины τp с учетом того факта, что поток рекур-
рентный, т. е. 2 2( ) ( ), ( ) ( ):i iM M M Mτ = τ τ = τ
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Для определения дисперсии 
p

Dτ  вычислим 
второй начальный момент M( 2
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Из полученных равенств для M(τ2) и M(τp) сле-
дует справедливость выражений (13) и (14). Та-
ким образом, можно определить при необходи-
мости и третий начальный момент интервала в 
разреженном потоке, хотя это потребует больших 
усилий по сравнению с вычислением второго на-
чального момента.

Теперь, после того как определены матема-
тические операции мультиплексирования и де-
мультиплексирования потоков, по аналогии с 
уравнениями равновесия потоков на уровне их 
средних значений (1) можем записать уравнения 
равновесия относительно их дисперсий. Для это-
го повторно заметим, что на входе в i-й узел в об-
щем случае агрегируются (мультиплексируются) 
разреженные (демультиплексированные) выход-
ные потоки Пij от узлов j ( j = 0, 1, 2, ..., n). Дис-
персии времен между событиями этих потоков, 
полученные по формуле (14), равны

 вых 2

11
,ji

П ji j
ji ji j

p
D D

p p

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟λ⎝ ⎠

 i, j = 1, 2, ..., n. (16)

Тогда уравнения равновесия потоков на уров-
не дисперсий времен между событиями на входе 
и выходе i-го узла сетевой модели можно запи-
сать в виде уравнений

 
вх

0 1вых, 1вых, вых,( ( ... ( ))).
i

i i n i n i

D

D П П П П−

=

= ∗ ∗ ∗ ∗
 (17)

Рис. 2. Демультиплексирование потока (p — преобразование 
потока)
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Здесь и в дальнейшем, выражение 

1вых, вых( )j i j iD П П− ∗  означает операцию вы-
числения дисперсии попарно мультиплексируе-
мых по формулам (7)—(8) выходных потоков от
( j – 1)-го (Пj – 1, i) и j-го (Пji) узлов, поступающих 
на вход i-го узла. В выражении (17) дисперсию 
интервала между событиями в потоке П0i, посту-
пающего на вход i-го узла от внешнего источни-
ка, обозначим D0i.

Определение характеристик выходного потока

Числовые характеристики выходного потока 
из СМО могут быть определены по следующим 
выражениям [6, 12]:

 вых 0 ;pμ λ′ ′τ = τ + τ  (18)

 2
вых 0 0 0(1 )( ) ,D D p D p pμ λ λ′ ′ ′ ′ ′= + + − τ  (19)

где 0p′  — вероятность того, что обслуженное тре-
бование оставляет СМО пустой λ′τ  и Dλ′  — сред-
нее значение и дисперсия остаточного времени 

λ′τ , в течение которого СМО ожидает поступле-
ния непосредственно следующего требования, 
т. е. времени простоя СМО. Вывод выражений 
(18) и (19) основан на следующих фактах. Рас-
смотрим моменты времени t1 ухода очередного 
требования из СМО и t2 — ухода непосредствен-
но следующего требования. Случайная величина
Δ = t2 – t1 существенно зависит от состояния СМО 
в момент ухода очередного требования. Если в 
момент времени t1 СМО окажется занятой, то ве-
личина Δ будет равна времени обслуживания τμ 
непосредственно следующего требования. Если 
же в момент времени t1 СМО окажется пустой, то 
величина Δ будет равна сумме времени обслужи-
вания τμ и остаточного времени λ′τ . Тогда можем 
записать следующие выражения для случайной 
величины Δ и ее квадрата Δ2 по аналогии с за-
коном распределения вероятностей:

 0

0

с вероятностью 1 ;
( ) с вероятностью ;

p
p

μ

μ λ

′τ −⎧
Δ = ⎨ ′ ′τ + τ⎩

 
2

2 0
2

0

с вероятностью 1 ;

( ) с вероятностью

p

p .
μ

μ λ

⎧ ′τ −⎪Δ = ⎨ ′ ′τ + τ⎪⎩
 (20)

Отсюда, переходя к математическому ожида-
нию и дисперсии величины Δ и учитывая, что 
M(τвых) = М(Δ) и Dвых = M(Δ2) – [М(Δ)]2, после 
преобразований получим формулы (18) и (19).

Заметим, что при необходимости числовые 
характеристики выходного потока также можно 
определить включительно до третьего момента.

Для рассмотренных выше СМО M–/M–/1, H2/
H2/1 и H2/M/1 при выводе решения для сред-

него времени ожидания на основе метода спек-
трального разложения решения интегрального 
уравнения Линдли автоматически определяется 
константа K — вероятность того, что поступаю-
щее в систему требование застает ее свободной 
[2, 3]. Поэтому для таких узлов сети массового 
обслуживания в качестве вероятности 0p′  в вы-
ражениях (18)—(20) можно будет использовать 
соответствующее значение константы K, и рас-
чет характеристик выходного потока упростится.

Таким образом, все основные проблемы для 
приближенной декомпозиции сети массового 
обслуживания на отдельные узлы разрешены, 
и для этого можно использовать приведенные 
выше расчетные выражения. Система (17) со-
вместно с (16) и представляют собой уравнения 
равновесия потоков в сети МО на уровне диспер-
сий интервалов времени для их восстановления. 
Решение уравнений (1) и (17) совместно с выра-
жениями для дисперсий выходных потоков (19) 
является основой метода баланса потоков, по-
зволяющего декомпозировать сети МО на уровне 
двух первых моментов распределений вероятно-
стей, т. е. определить средние значения и диспер-
сии интервалов времени между требованиями в 
потоках, циркулирующих в сети в условиях ста-
ционарного режима.

Решение уравнений равновесия

Уравнения (1), (17) совместно с (16) и (19) об-
разуют уравнения равновесия относительно 
средних значений и дисперсий распределений 
интервалов времени между соседними требова-
ниями в потоках сети. Это вынужденный подход 
к анализу потоков на уровне двух первых момен-
тов распределений интервалов путем аппрокси-
мации произвольных законов распределений в 
условиях неполной информации о них. Другого 
подхода к анализу немарковских сетей массового 
обслуживания, к сожалению, в настоящее время 
не существует.

В стационарном случае система уравнений (1) 
имеет единственное решение, так как ее опреде-
литель не равен нулю, и, как отмечено в работе 
[1], эта система представляет одну из форм за-
кона сохранения.

Система (17) совместно с (16) решается мето-
дом итераций. На каждой итерации дисперсия 
Djвых времени между соседними заявками в вы-
ходном из j-й СМО потоке определяется методом 
двумерной диффузионной аппроксимации СМО, 
тем самым уточняются значения дисперсий Diвх 
входных потоков [12]. В программе процесс уточ-
нения дисперсий завершается по достижении 1 % 
относительной погрешности. При решении мно-
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гих задач из области сетевых технологий, а имен-
но: при определении загрузки каналов или других 
ресурсов сети, а также при определении задержек 
"источник—адресат" в сетях связи, в матрице ве-
роятностей передач P = {pij}(i, j = 1, ..., n) элементы 
pij принимают значения в основном 0 и 1. В связи 
с этим уравнения (1) и (17) в таком случае упро-
щаются.

Приведенные выше формулы по агрегирова-
нию и вероятностному разрежению потоков в 
работе [6] проверены с помощью имитационно-
го моделирования по специально разработанным 
программам агрегирования и разрежения пото-
ков. Для этого проводили серии из пяти испыта-
ний, в каждом из которых генерировали по 10  000 
интервалов. Интервалы генерировали по экспо-
ненциальному, равномерному, нормальному, Вей-
булла, гамма и другим законам распределений 
времени между требованиями. Результаты имита-
ционного моделирования полностью подтвержда-
ют справедливость утверждений. Относительная 
погрешность моделирования при этом не превы-
шает 5 %.

Пример расчета

В подтверждение приведенных выше рас-
четных формул проведен расчет сетевой модели 
из трех узлов. Исходные данные приведены на 
рис. 3, а результаты расчетов — на рис. 4.

Заключение

Совместно предложенные модели математи-
ческого мультиплексирования и демультиплек-
сирования потоков, а также выражения для 
определения числовых характеристик выходного 
потока позволяют записать уравнения равнове-
сия относительно средних значений и дисперсий 
распределений интервалов времени между сосед-
ними требованиями в сетях массового обслужи-
вания при произвольных законах поступления и 
обслуживания.

При общих допущениях о вероятностных рас-
пределениях времени между соседними требо-
ваниями в входных потоках и времени обслужи-
вания в узлах предложенный подход позволяет 
определить средние значения и дисперсии распре-
деления интервалов времени между требованиями 
всех потоков сети массового обслуживания, а так-
же все основные показатели функционирования 
таких сетей. Такой подход можно расширить при 
необходимости и для моментов 3-го порядка, что 
с точки зрения теории вероятностей точнее, чем 
расчет на уровне двух моментов распределений.

В условиях неполной информации о законах 
распределений потоков предложенный подход к 
анализу производительности немарковских се-
тей массового обслуживания является на дан-
ный момент приемлемым.
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The article proposes models of mathematical multiplexing and demultiplexing of flows, as well as expressions for determining 
the numerical characteristics of the distribution of the outflow intervals from the queuing system (QS). Together, they allow us to 
write the equilibrium equations for the mean and variance of the distribution of time intervals between consecutive requirements in 
queuing networks with arbitrary laws receipts and services. On the place of nodes of a queuing network are considered QS M-/M-/1 
with delay in time, H2/H2/1 and H2/M/1. Under general assumptions about the probability distribution of time intervals between 
requirements in the input flows and the time of service in the nodes, the proposed approach makes it possible to determine the average 
values and variances of time intervals between the requirements of all queuing network flows, as well as all the main indicators of 
the functioning of such networks. Such an approach can also be extended, if necessary, for third-order moments, which from the 
point of view of probability theory is more accurate than the calculation at the level of two moments of the distributions. Such an 
approach can also be extended, if necessary, for third-order moments. From the point of view of probability theory, this will be more 
accurate than calculating at the level of two moments of distribution. Under incomplete information on the laws of flows distributions, 
the proposed approach to analyzing the performance of non-Markov queuing networks is currently acceptable.

Keywords: queuing networks, queuing systems M–/M–/1 with delay in time, H2/H2/1 and H2/M/1, aggregation and 
rarefaction of flows


