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Параметризация кривых в AutoCAD на примере овалов Кассини

при выполнении учебных заданий студентами 
кажется авторам непродуктивным. Более эффек-
тивно использовать AutoCAD как инструмент 
для студенческого исследования. При этом не-
обходимо научить студентов активно применять 
эффективные возможности параметризации чер-
тежа и параметрических блоков.

Автоматическая параметризация чертежа по-
зволяет ускорить и облегчить процесс его созда-
ния, значительно повысить уровень сложности 
решаемых задач [5, 6]. Параметризация — это 
процесс, представляющий собой создание связей 
и ограничений, применяемых к группе геометри-
ческих объектов. Параметризация отчасти берет 
на себя функции программирования в AutoLISP, 
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Введение

Модернизация образования ставит на по-
вестку дня вопрос поиска новых форм и мето-
дов преподавания графических дисциплин в 
вузах. Вопросы реорганизации учебного курса 
инженерной графики в вузе путем слияния или 
совместного изучения некоторых тем начерта-
тельной геометрии и компьютерной графики, 
а также инженерной и компьютерной графики 
активно обсуждаются последние несколько лет 
[1—3], написаны программы обучения, пособия 
и учебники [4]. Использование системы автома-
тизированного проектирования AutoCAD Auto-
desk только в качестве чертежного инструмента 
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однако параметрическая модель создается инте-
рактивно, без программирования. Параметри-
ческий чертеж содержит информацию о связях 
между объектами и о наложенных на объекты 
ограничениях. Связи между объектами — это за-
висимость между параметрами, например коор-
динатами точек этих объектов. Ограничения — 
это зависимость между параметрами одного объ-
екта или равенство параметра константе. Связи 
и ограничения формируют параметрическую 
модель, элементы которой непрерывно выполня-
ют заданные математические зависимости. Такая 
модель может менять свою форму без нарушения 
связей между элементами.

Цель исследования

Плоские кривые широко используются в ка-
честве фрагментов очертаний машиностроитель-
ных деталей, а также элементов архитектурных 
форм и строительных конструкций. В AutoCAD 
отсутствуют средства автоматического построе-
ния алгебраических кривых, кроме окружности 
и эллипса. Авторы задались целью предложить 
удобный и общедоступный метод построения 
плоских алгебраических кривых в AutoCAD с 
помощью создания параметрических блоков.
В качестве примера выбраны линии, полученные 
сечением тора плоскостью — овалы Кассини. 
В данной работе рассматривается также задача 
восстановления поверхности тора по сечению с 
применением методов начертательной геометрии 
и средств компьютерного моделирования. Мате-
риалы статьи можно использовать для учебно-
исследовательской работы студентов, а также как 
методику совместного изучения некоторых раз-
делов начертательной геометрии и компьютер-
ной графики. Предлагаемая методика направ-
лена на углубление знаний основных законов 
геометрического формирования, необходимых 
для выполнения и чтения чертежей, в том числе 
с использованием систем автоматизированного 
проектирования.

Метод исследования

При изучении темы "Пересечение поверхно-
стей плоскостью" в курсе начертательной геоме-
трии особое внимание уделяется лишь сечениям 
конуса, однако сечения поверхности тора явля-
ются не менее интересными [7—9].

Линии пересечения поверхности тора с пло-
скостями, параллельными его оси, имеют разную 
форму: а) в зависимости от формы тора (откры-
тый, закрытый и самопересекающийся), т.   е. от 
соотношения радиуса образующей окружности и 

расстояния центра этой окружности до оси вра-
щения; б) в зависимости от расстояния секущей 
плоскости до оси вращения тора (рис. 1).

В планиметрии такие кривые рассматривают 
как алгебраические кривые 4-го порядка, сим-
метричные относительно осей координат. Геоме-
трическое место точек М, принадлежащих таким 
кривым, определяется произведением расстояний 
F2M  Ѕ  F1M = const, где F1 и F2 — фокусы [1]. Все 
эти линии имеют общее название — овалы Кас-
сини (рис. 1), которые описываются уравнением

 2 2 4 2 4 4cos 2 £ cos 2 ,r c с a с= ϕ ± ϕ + −  (1)

и после преобразований:

 
4

2
4cos 2 cos 2 1,

a
r c

с
= × ϕ ± ϕ + −  (2)

где r и ϕ — полярные координаты точек кривой, a и 
с — независимые параметры, определяющие фор-
му и размеры кривой, с — 1/2 расстояния между 
фокусами F1 и F2, a

2 = F2M Ѕ F1M. На форму кри-
вой влияет отношение этих параметров, а на раз-
мер при неизменном отношении — их значения.

Используя формулу и возможности создания 
параметрических блоков в AutoCAD, создадим 
основные типы этих кривых. Для этого необхо-
димо создать параметрический блок, включаю-
щий базовый отрезок (радиус-вектор), которому 
присваиваются два параметра r и ϕ, являющиеся 
полярными координатами точек кривых Касси-
ни и три вспомогательных отрезка. На вспомога-
тельные отрезки накладываются геометрические 
зависимости симметрии с основным отрезком 
при фиксированном положении точки начала 
координат. Затем накладываются размерные за-
висимости равенства вспомогательных отрезков 
с базовым отрезком (рис. 2).

Для параметра ϕ в "Таблице свойств блока" 
(рис. 3, а) необходимо задать ряд значений от 0 
до 90° с шагом 5—10°. В поле значения параметра 
d1 вводится правая часть уравнения (2) с заранее 

посчитанным значением 
4

4 1
a

b
с

= −  (см. рис. 2). 

Накладывая параметрические блоки с различ-

Рис. 1. Овалы Кассини
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ными значениями углов ϕ, получаем контуры 
искомых кривых (рис. 3, б).

Форма кривой зависит от соотношения зна-
чений а и с. Рассмотрим разновидности формы 
кривой.

Кривая с параметрами 2la c . Эта кривая 
подобна эллипсу (рис. 4). Оси координат служат 
осями симметрии. В формуле (2) используем знак 
"+", так как в противном случае r не определено. 
В предложенном примере с = 100, для значения а 
взято граничное 2 141.a c= =

Параметр d1 будет равен

 2
1 100 cos 2 cos 2 2,95.d = ϕ + ϕ +

Кривая с параметрами < < c 2c a . На кривой 
появляются два вогнутых участка и четыре точ-
ки перегиба (рис. 5). В формуле (2) используем 
знак "+". Принимаем с = 100, а = 110.

Параметр d1 определяем по формуле

 2
1 100 cos 2 cos 2 0,46.d = × ϕ + ϕ +

Кривая с параметрами a = с. Этому случаю со-
ответствует кривая, называемая лемниската Бер-
нулли (рис. 6), являющаяся частным случаем ова-
ла Кассини. В отличие от первых двух случаев
угол ϕ ограничивается 45°, так как AutoCAD вы-
дает предупреждение о недопустимости вычисле-
ния выражения d1 при больших углах. Формула (2) 
принимает более простой вид: 100 2cos2r = ϕ ,
и действительно, при значении ϕ > 45° значение r 
не определено. В примере a = c = 100,  d1 =
= 2cos2c ϕ .

Кривая с параметрами a < с. Кривая Кассини 
распадается на две замкнутые непересекающиеся 
кривые (рис. 7). Для построения внешней части 

кривой используем знак "+" в формуле (2), а для 
внутренней части кривой — знак "–". Граничное 
допустимое значение ϕ зависит от отношения a/c.

В примере принято с = 100, а = 90,

 2
1 100 cos 2 cos 2 0,34d = ϕ ± ϕ − .

Угол, свыше которого функция не определе-
на, для этого случая оказался ϕ l 28°.

Результаты исследования

По полученным сечениям графическими 
методами можно получить метрику тора — по-
ложение оси, радиус образующей окружности, 
расстояние от оси до центра этой окружности и 
положение секущей плоскости (рис. 8). Для на-
глядности созданы 3D-модели поверхности тора 
с сечениями для каждого случая и показано со-
впадение этих сечений с кривыми, построенны-
ми с помощью параметрических блоков.

Использование принципа параметрического 
моделирования в обучении студентов превращает 

Рис. 2. Параметрический блок

Рис. 3. Результат наложения блоков с различными парамет-
рами j

Рис. 4. Кривая с параметрами a l с 2

Рис. 5. Кривая с параметрами c < a < c 2

Рис. 6. Кривая с параметрами a = с

Рис. 7. Кривая с параметрами a < с
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AutoCAD в руках обучающихся из "электронного 
кульмана" в инструмент для исследования. Выпол-
нение подобного задания стимулирует студентов 
к изучению тем "Поверхности вращения", "Сече-
ния тора", "Создание параметрических блоков", 
"3D-моделирование", погружает в работу с учеб-
никами и справочными материалами. Построе-
ние хотя бы одного овала Кассини в аудитории с 
дальнейшим построением по этому сечению про-
екции тора, готовит студентов к самостоятельной 
проработке остальных случаев получения сече-
ний, вызывает интерес к исследованию вариантов 
построения 3D-моделей на их основе, стимулирует 
познавательно-исследовательскую деятельность.

На основе полученных кривых возможно по-
строение различных поверхностей с образующи-
ми или направляющими, являющимися овалами 
Кассини [10, 11]. На рис. 9 представлены примеры 
таких поверхностей, как коническая поверхность 
общего вида с направляющей — кривой Кассини 
(рис. 9, а), цилиндрическая поверхность общего 
вида с направляющей — лемнискатой Бернулли 
(рис. 9, б), овалоид вращения (рис. 9, в), кана-
ловые поверхности с поворотом образующей — 
кривой Кассини вокруг центра кривой (рис. 9, г) 
и вокруг одного из фокусов (рис. 9, д).

Заключениие

Метод построения точек кривых четверто-
го порядка, заданных в аналитической форме с 
помощью параметризации в AutoCAD, является 
простым и универсальным, использование па-
раметрических блоков возможно для построения 
любых плоских кривых. Предложенный алго-

Рис. 9. Примеры поверхностей с элементами кривых Кассини

Рис. 8. Воссоздание метрики тора по его сечениям:

а — a > c, a = c 2  = 141, c = 100; б — a = c = 100; в — c 2  >
> a > c, a = 110, c = 100; г — a < c, a = 90, c = 100
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ритм изучения сечений тора поможет преподава-
телям начертательной геометрии и компьютер-
ной графики дополнить свой курс конкретным 
заданием. Исследование свойств кривых стиму-
лирует интерес студентов к математике, разви-
вает математическое и инженерное мышление, 
устанавливает междисциплинарные связи.
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A new approach to the integrated study of descriptive geometry and computer graphics in a higher educational institution 
on the basis of in-depth study of some topics is proposed. The technique is demonstrated in a practical example devoted to the 
consideration of the possibility of quick creation and investigation of the properties of Cassini ovals on the basis of creating 
a parametric block using the analytical formula in the system of automated design AutoCAD Autodesk. In the process of 
investigation, the features of fourth-order curves are analyzed as a result of the intersection of the torus by planes parallel 
to the axis of rotation of the torus, the dependence of the shape of the curves on the ratio of the parameters. 3D-models 
of torus surfaces and their sections corresponding to the conditions for constructing curves are constructed. The method of 
reconstructing the metric of tori along the contours of the obtained sections in the form of Cassini ovals is considered.

Keywords: curve of degree 4, Cassini ovals, lemniscate of Bernoulli, section of the torus, focal points, AutoCAD Autodesk, 
parametrization, parametric block, geometric relationships, dimensional relationships, descriptive geometry, computer graphics


