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Постановка задачи

В настоящее вреìя активно иäут проöессы ин-
форìатизаöии совреìенноãо общества. Появиëасü
необхоäиìостü в созäании проãраììируеìых авто-
ìатов, способных безоøибо÷но узнаватü своеãо
хозяина и автоìати÷ески обу÷атüся на ìаëоì ÷исëе
приìеров биоìетри÷ескоãо образа ÷еëовека-хозяина.
За рубежоì äëя этой öеëи испоëüзуþт так называе-
ìые "не÷еткие экстракторы" [1—4]. В России эти же
заäа÷и реøаþтся с испоëüзованиеì искусственных
нейронных сетей [5, 6]. Нейросетевые преобразова-
теëи биоìетрии в коä äоступа по÷ти во всех отно-
øениях оказываþтся ëу÷øе "не÷етких экстракторов".
Еäинственный показатеëü, по котороìу "не÷еткие
экстракторы" превосхоäят нейронные сети, — это
объеì обу÷аþщей выборки. Настраиватü "не÷еткие
экстракторы" уäается äаже на оäноì приìере рас-
познаваеìоãо биоìетри÷ескоãо образа, тоãäа как
при обу÷ении нейросетевоãо преобразоватеëя аëãо-
ритìоì ГОСТ Р 52633.5—2011 [6] требуется поряäка
20 приìеров биоìетри÷ескоãо образа "Свой". При
этоì станäартный аëãоритì обу÷ения [6] устой÷ив
и иìеет ëинейнуþ вы÷исëитеëüнуþ сëожностü.
Низкая вы÷исëитеëüная сëожностü станäартноãо
аëãоритìа обу÷ения и еãо высокая устой÷ивостü
обусëовëены теì, ÷то он не явëяется итераöион-
ныì. Аëãоритì построен на вы÷исëении весовых
коэффиöиентов нейронной сети путеì преобразо-

вания ìатеìати÷еских ожиäаний биоìетри÷еских
параìетров и их станäартных откëонений:

(1)

ãäе n — ÷исëо приìеров в обу÷аþщей выборке; i —
ноìер приìера в обу÷аþщей выборке; E(v) — ìа-
теìати÷еское ожиäание оäноãо из контроëируеìых
биоìетри÷еских параìетров (v); σ(v) — станäарт-
ное откëонение контроëируеìоãо биоìетри÷ескоãо
параìетра.
Преäпоëожитеëüно, станäартный аëãоритì обу-

÷ения искусственных нейронных сетей [6] ìожет
бытü уëу÷øен, есëи он буäет усоверøенствован пу-
теì испоëüзования боëüøеãо ÷исëа статисти÷еских
параìетров. В ÷астности, ожиäается, ÷то äопоëни-
теëüно при обу÷ении нейронных сетей ìожно бу-
äет испоëüзоватü коэффиöиенты парной корреëя-
öии биоìетри÷еских äанных [7], наприìер, буäет
испоëüзоватüся коэффиöиент корреëяöии ìежäу
первыì и вторыì биоìетри÷ескиìи параìетраìи:

r(v1, v2) = . (2)

Показано, что вычисление математических ожиданий, стандартных отклонений и коэффициентов корреляции да-
ет значительные ошибки при использовании малых выборок. Ошибка вычисления коэффициентов корреляции сущест-
венно больше, чем ошибки вычисления математических ожиданий и стандартных отклонений. Причиной ошибок яв-
ляется квантование континуумов исходных данных через их представление небольшой выборкой. Приводятся графики
распределения вероятностей появления ошибок квантования и их следствия — ошибок, возникающих при вычислении
коэффициентов корреляции на малых выборках. Даны таблицы значений параметров для двух величин коэффициентов
корреляции при разных размерах выборок биометрических данных. Доказано наличие методических ошибок измеритель-
но-вычислительных процедур определения коэффициентов корреляции. Даны таблицы описания значений методических
ошибок, обусловленных малой тестовой выборкой, и корректирующих методическую ошибку гипербол.
Ключевые слова: методическая ошибка, коэффициент корреляции, малая выборка, обработка биометрических данных
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Допоëнитеëüный у÷ет коэффиöиентов корреëя-
öии [7], как äопоëнитеëüных контроëируеìых
биоìетри÷еских параìетров, позвоëяет увеëи÷итü
÷исëо вхоäов нейронной сети с веëи÷ины N äо ве-
ëи÷ины (N + N 2/2). Так, при ÷исëе контроëируе-
ìых биоìетри÷еских параìетров N = 400 появëя-
ется теорети÷еская возìожностü перейти от ней-
ронных сетей с 400 вхоäаìи к нейронныì сетяì
с 80 000 вхоäов.
К сожаëениþ, на ìаëых тестовых выборках, со-

стоящих из n ≈ 21 приìеров, оøибки вы÷исëения
коэффиöиентов корреëяöии (2) оказываþтся веëики.
При÷иной боëüøих оøибок явëяется то, ÷то при
вы÷исëении коэффиöиентов парной корреëяöии
испоëüзуþтся ÷етыре статисти÷еских ìоìента
E(v1), E(v2), σ(v1), σ(v2). Кажäый из этих ìоìентов
буäет иìетü собственнуþ поãреøностü вы÷исëения
ΔE(v1), ΔE(v2), Δσ(v1), Δσ(v2). Лþбые вы÷исëения
скëонны накапëиватü оøибки вхоäящих в них ве-
ëи÷ин. На рис. 1 привеäены распреäеëения зна÷е-
ний коэффиöиентов корреëяöии, поëу÷енные при
разных разìерах тестовых выборок.
Из рис. 1 виäно, ÷то ìетоäи÷еские оøибки, обус-

ëовëенные ìаëыì разìероì тестовой выборки,
ìоãут бытü весüìа зна÷итеëüны. Так, при 21 при-
ìере в тестовой выборке и отсутствии корреëяöии
ìежäу параìетраìи вы÷исëения по форìуëе (2)
вìесто ожиäаеìоãо зна÷ения r = 0 ìожно поëу÷итü
зна÷ения r = ±0,65. Чеì боëüøе ÷исëо приìеров в
выборке, теì то÷нее резуëüтат рас÷етов, оäнако
увеëи÷иватü разìер выборки не всеãäа возìожно.
Как сëеäствие, актуаëüной становится заäа÷а по-
выøения устой÷ивости вы÷исëений по форìуëе (2)
ëибо поиск äруãих боëее устой÷ивых форìуë äëя
оöенки парной корреëяöии äëя ìаëых выборок
биоìетри÷еских äанных.

Шумы квантования статистических функций 
биометрических данных, возникающие

из-за малого числа примеров в тестовой выборке

При÷иной оøибок вы÷исëений явëяется то, ÷то
биоìетри÷еские äанные по своей прироäе контину-

аëüны (непрерывны). Мноãие из них хороøо описы-
ваþтся норìаëüныì законоì распреäеëения зна÷е-
ний. Коãäа ìы преäставëяеì континууì возìожных
зна÷ений всеãо 21 приìероì, возникает оøибка
квантования статисти÷еских функöий. В верхней
÷асти рис. 2 привеäен ãрафик ступен÷атой эìпи-
ри÷еской функöии вероятности биоìетри÷ескоãо
параìетра P(v). Ее ãрафик ìонотонно растет с аìп-

ëитуäой кажäоãо ска÷ка — ΔP(Δv) = .

В нижней ÷асти рис. 2 привеäена оøибка кван-
тования иëи øуì квантования непрерывных äан-
ных. О÷евиäно, ÷то вëияние øуìов квантования
ìожет бытü снижено путеì приìенения спеöиаëü-
ных аëãоритìов уìенüøения (поäавëения) øуìов.
Сëеäует поä÷еркнутü, ÷то хороøо изу÷енные

статисти÷еские критерии иìеþт простуþ интер-
претаöиþ, есëи их рассìатриватü как некоторуþ
проöеäуру обработки øуìов квантования. В ÷аст-
ности, статисти÷еский критерий Коëìоãорова—
Сìирнова [8]

|P(v) – (v)| = max{max|ΔP(v)|} (3)

сëеäует рассìатриватü как оöенку сверху аìпëиту-
äы øуìа квантования непрерывной функöии ве-
роятности P(v) иëи как ãëобаëüный ìаксиìуì зна-
÷ений ìоäуëя оøибок квантования.
С этих позиöий статисти÷еский критерий Кра-

ìера фон Мизеса [8] явëяется оöенкой станäарт-
ноãо откëонения øуìа квантования непрерывной
функöии вероятности:

{P(v) – (v)}2dv =

= {E(ΔP) – ΔP(v)}2dv = σ2(ΔP). (4)

Рис. 1. Распределения значений коэффициентов корреляции
для выборок из 7, 9, 16, 21 примеров при двух заданных значе-
ниях коэффициентов корреляции r = 0 и r = 0,5

1
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----

Рис. 2. Эффекты квантования непрерывной функции вероят-
ности при представлении континуума данных 21 примером
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По сути äеëа, кажäый из известных критериев
проверки статисти÷еских ãипотез [8] ìожно рассìат-
риватü как некоторый способ поäавëения øуìов
квантования. В этоì сìысëе ìожно сравниватü
ìежäу собой разëи÷ные статисти÷еские критерии
по их способности поäавëятü øуìы квантования.
В ÷астности, критерий Краìера фон Мизеса по-
äавëяет вëияние øуìов квантования ìноãо эффек-
тивнее, ÷еì критерий хи-кваäрат Пирсона.
Моãут испоëüзоватüся и äруãие проöеäуры сни-

жения вëияния øуìов квантования, возникаþщих
из-за ìаëоãо объеìа тестовой выборки. За рубежоì
при обработке биоìетри÷еских äанных ÷асто ис-
поëüзуþт так называеìый "бут-страп" ìетоä [9],
сутü котороãо состоит в искусственноì äопоëнении
неäостаþщих äанных, наприìер, их разìещениеì
в пустых интерваëах эìпири÷еской ãистоãраììы.
Хороøий резуëüтат äает также сãëаживание эìпи-
ри÷еских ãистоãраìì оäноìерныìи öифровыìи
фиëüтраìи [10] и перехоä к ìноãоìерной обработ-
ке äанных [11].
Можно преäпоëожитü, ÷то оäноìерные аëãорит-

ìы снижения вëияния øуìов квантования [9—11]
ìоãут бытü обобщены äо äвухìерных аëãоритìов
боëее устой÷ивоãо вы÷исëения коэффиöиентов
парной корреëяöии. Таких аëãоритìов вы÷исëения
коэффиöиентов корреëяöии ìожет бытü созäано
äостато÷но ìноãо. Так как кажäый такой аëãоритì
вы÷исëения коэффиöиентов корреëяöии буäет
иìетü собственнуþ поãреøностü, появëяется воз-
ìожностü направëенноãо поиска наибоëее устой-
÷ивых аëãоритìов вы÷исëений, способных эффек-
тивно противоäействоватü øуìаì квантования.

Моделирование зависимых 
равнокоррелированных данных

Известно, ÷то ìоäеëироватü сëу÷айные ìноãо-
ìерные проöессы крайне сëожно [12]. Техни÷ески
впоëне возìожно вы÷исëитü сиììетри÷нуþ ìатри-
öу разìерностüþ 256 Ѕ 256, описываþщуþ корре-
ëяöионные связи ìежäу выхоäаìи нейросетевоãо

преобразоватеëя (ìежäу 256 вхоäаìи нейронной се-
ти, набëþäаþщей 256 биоìетри÷еских параìетров).
Оäнако построитü ãенератор сëу÷айных ÷исеë, то÷-
но воспроизвоäящий корреëяöионные связи стоëü
высокой разìерности, техни÷ески невозìожно.
Форìаëüно ìожно испоëüзоватü 256 ãенерато-

ров независиìых сëу÷айных äанных ξ, уìножив их
на некоторуþ связываþщуþ ìатриöу A. Оäнако
найти поäобнуþ ìатриöу, которая äаст нужные
корреëяöионные связи r(yk, yj), äостато÷но труäно.
Это обратная заäа÷а, которая относится к пëохо
обусëовëенныì.
Дëя реøения поставëенной заäа÷и воспоëüзу-

еìся сиììетри÷ной связываþщей ìатриöей, кото-
рая иìеет еäини÷нуþ äиаãонаëü и оäинаковые эëе-
ìенты вне äиаãонаëи:

 ×  =  ⇒

⇒ Rm = . (5)

В этоì сëу÷ае äанные оказываþтся равнокорре-
ëированныìи. Есëи пëавно изìенятü параìетр а,
связываþщей ìатриöы А от 0 äо 1, то коэффиöи-
енты равной корреëированности r также буäут
пëавно ìенятüся в преäеëах от 0 äо 1.

Оценка методической ошибки

Испоëüзуя форìуëу (2), провеäеì вы÷исëения,
ìеняя зна÷ения коэффиöиента корреëяöии r при
разных зна÷ениях разìера выборки n. Усреäнен-
ные резуëüтаты оäноãо ìиëëиона вы÷исëений при-
веäены в табë. 1.

Табëиöа 1
Значения математических ожиданий E(r) при разных размерах тестовой выборки n

n
Чисëо степеней свобоäы (разìер тестовой выборки)

7 8 9 10 11 12 14 16 21 32 64

Равная
корреëированностü 
äанных (r)

0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,1 0,092 0,092 0,093 0,094 0,095 0,095 0,096 0,096 0,097 0,098 0,099
0,2 0,185 0,186 0,189 0,189 0,189 0,191 0,193 0,194 0,195 0,197 0,198
0,3 0,278 0,281 0,284 0,286 0,287 0,288 0,290 0,292 0,294 0,296 0,298
0,4 0,373 0,377 0,379 0,382 0,384 0,386 0,388 0,390 0,393 0,396 0,398
0,5 0,467 0,473 0,476 0,479 0,481 0,483 0,485 0,487 0,491 0,494 0,497
0,6 0,567 0,572 0,575 0,578 0,581 0,582 0,585 0,588 0,591 0,594 0,598
0,7 0,667 0,672 0,676 0,679 0,681 0,683 0,686 0,688 0,691 0,695 0,698
0,8 0,771 0,775 0,778 0,781 0,783 0,785 0,787 0,789 0,792 0,795 0,797
0,9 0,883 0,886 0,888 0,890 0,891 0,892 0,894 0,895 0,897 0,898 0,899
0,99 0,988 0,988 0,989 0,989 0,989 0,989 0,989 0,99 0,99 0,99 0,99

......
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Из табë. 1 виäно, ÷то заäанные при ìоäеëиро-
вании зна÷ения коэффиöиента корреëяöии (ëевый
стоëбеö табëиöы) существенно отëи÷аþтся от ìа-
теìати÷еских ожиäаний резуëüтатов ìоäеëирова-
ния E(r). Данная ìетоäи÷еская оøибка Δr уìенü-
øается с увеëи÷ениеì разìера тестовой выборки
(разностü соответствуþщих зна÷ений ëевоãо и пра-
воãо стоëбöов табë. 1 стреìится к нуëþ).

Построчная корректировка методических ошибок

Рассìотриì ìетоä коррекöии ìетоäи÷еской
оøибки. Есëи рассìатриватü строки табë. 1, то
ìожно заìетитü, ÷то зна÷ения эëеìентов строки
уäобно аппроксиìироватü ãипербоëой степени 1,5:

Δr(n) = , (6)

ãäе n — ÷исëо опытов в знаìенатеëе ãипербоëы;
α и λ — поäбираеìые при аппроксиìаöии коэф-
фиöиенты.
Муëüтипëикативная корректировка ìетоäи÷е-

ской оøибки ìожет бытü выпоëнена на основе вы-
ражения 

(n) = r(n) , (7)

ãäе r(n) — зна÷ение коэффиöиента корреëяöии,
вы÷исëенное по форìуëе (2), (n) — зна÷ение ко-
эффиöиента корреëяöии с у÷етоì коìпенсаöии
ìетоäи÷еской оøибки. Резуëüтаты аппроксиìаöии
äанных ãипербоëой привеäены в табë. 2.

Приìеры реаëüных ãрафиков ìетоäи÷еских оøи-
бок (спëоøные ëинии) и их прибëижений (пунк-
тирные ëинии), поëу÷енные с испоëüзованиеì
äанных табë. 2, привеäены на рис. 3.
В итоãе ìожно отìетитü, ÷то корректировка ìе-

тоäи÷еской поãреøности вы÷исëений возìожна
как при испоëüзовании соответствуþщих коррек-
тируþщих табëиö, так и при испоëüзовании анаëи-
ти÷еской аппроксиìаöии в виäе ãипербоë (6), (7).

Корректировка методической ошибки 
при фиксированных объемах тестовой выборки

Рассìотриì äруãой способ корректировки ìето-
äи÷еской оøибки, основанный на аппроксиìаöии
зна÷ений стоëбöов табë. 1. На рис. 4 привеäены со-
ответствуþщие ãрафики.
Прибëижение äанных ÷исëенноãо ìоäеëирова-

ния (пунктирные ëинии рис. 4) осуществëено с ис-
поëüзованиеì взвеøенной функöии бета-распре-
äеëения зна÷ений [8]:

Δr = sign(r) |r |α(1 – |r |)β, (8)

ãäе λ, α, β — поäбираеìые при аппроксиìаöии па-
раìетры, sign(r) — знак ìоäуëя у÷итываеìоãо зна-
÷ения коэффиöиента парной корреëяöии.
Данные о параìетрах аппроксиìаöии ìетоäи-

÷еской оøибки виäа (8) äëя разных разìеров вы-
борки n привеäены в табë. 3.
Из рис. 4 виäно, ÷то корректировка с испоëüзо-

ваниеì аппроксиìаöии (8) позвоëяет уìенüøитü

α + λ

n1,5
-------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

r~ 1 + α + λ

n1,5
-------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

r~

Табëиöа 2
Данные аппроксимации методической ошибки гиперболой при объемах выборки от 7 до 64 примеров

(n) 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,99

α 0,00 0,0008 0,0013 0,0008 0,001 0,002 0,002 0,002 0,002 0,0003 0,00
λ 0,00 0,18 0,29 0,45 0,5 0,6 0,6 0,6 0,52 0,3 0,035

r~

Рис. 3. Примеры графиков методических ошибок (аппроксима-
ция дана пунктиром) как функции размеров тестовой выборки

Рис. 4. Примеры графиков методических ошибок (аппроксима-
ция дана пунктиром) как функции значений коэффициентов
корреляции

λ α β 1+ +( )!
α!β!

------------------------
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ìетоäи÷ескуþ оøибку от 5 äо 10 раз, есëи äаëее
приìенятü аääитивнуþ коррекöиþ:

(n) = r(n) + sign(r) |r(n)|α(1 – |r(n)|)β. (9)

Объеäинение корректора ìетоäи÷еской поãреø-
ности по строкаì табë. 1 в виäе соотноøения (7)
с корректороì ìетоäи÷еской оøибки по стоëбöаì
табë. 1 в виäе выражения (9) позвоëяет поëу÷итü
äвухìерный öифровой корректор ìетоäи÷еских
поãреøностей опреäеëения коэффиöиентов корре-
ëяöии, вы÷исëяеìых на ìаëых тестовых выборках
объеìоì от 7 äо 64 приìеров. На äанный ìоìент
сравнение öифровых корректоров, поëу÷енных
спëайн-аппроксиìаöией исхоäной табë. 1 с анаëи-
ти÷ескиìи прибëиженияìи (7) и (9), не провеäено.
Необхоäиìы äопоëнитеëüные иссëеäования.

Заключение

Чеì ìенüøе выборка приìеров, преäставëяþ-
щих биоìетри÷еский образ, теì боëüøе аìпëитуäа
øуìов квантования (сì. рис. 2). Кажется, ÷то это ту-
пик и обу÷атü преобразоватеëи биоìетрия—коä на
ìаëых выборках невозìожно. На саìоì äеëе это не
так. Лþäи и животные способны обу÷атüся на
о÷енü ìаëоì ÷исëе приìеров новоãо образа. Это
связано с теì, ÷то их естественные нейронные сети
обëаäаþт о÷енü боëüøой вхоäной разìерностüþ и
способны у÷итыватü äо 10 000 параìетров. Чеì
выøе разìерностü реøаеìой заäа÷и, теì эффек-
тивнее оказываþтся поäавëение сëу÷айных состав-
ëяþщих поãреøностей набëþäаеìых зна÷ений па-
раìетров нейросетевыìи преобразоватеëяìи био-
ìетрия—коä [5—7]. В äанной статüе показано, ÷то
у÷ет ìножества парных коэффиöиентов корреëя-
öии теорети÷ески позвоëяет поäнятü разìерностü
реøаеìой нейронной сетüþ заäа÷и с 400 äо 80 000
контроëируеìых параìетров. Такой 20-кратный
рост разìерности реøаеìой заäа÷и äоëжен в ко-
не÷ноì итоãе обеспе÷итü зна÷итеëüное повыøение
поäавëения сëу÷айных составëяþщих поãреøнос-
тей исхоäных äанных.
Привеäенные в äанной статüе приìеры показы-

ваþт, ÷то ìетоäи÷еская составëяþщая поãреøнос-
ти вы÷исëения коэффиöиентов корреëяöии ìожет
бытü снижена от 5 äо 10 раз. Посëе корректировки
ìетоäи÷еских составëяþщих поãреøности äоìи-
нируþщей оказывается сëу÷айная поãреøностü,

которая поäавëяется сãëаживаниеì äанных ìаëой
выборки по кажäоìу контроëируеìоìу параìетру
[10] иëи по всей совокупности у÷итываеìых пара-
ìетров за с÷ет приìенения рекорäно устой÷ивоãо
аëãоритìа обу÷ения искусственных нейронных
сетей [6], обëаäаþщеãо к тоìу же ëинейной вы÷ис-
ëитеëüной сëожностüþ. Приìенятü иные аëãорит-
ìы обу÷ения неëüзя, так как они иìеþт боëее вы-
сокуþ вы÷исëитеëüнуþ сëожностü и неустой÷ивы.
На äанный ìоìент тоëüко аëãоритì обу÷ения
ГОСТ Р 52633.5—2011 [6] способен обу÷атü боëüøие
нейронные сети, иìеþщие от 400 äо 80 000 вхоäов
на ìаëых выборках (от 12 äо 21 приìера) за при-
еìëеìое вреìя.
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Табëиöа 3
Данные аппроксимации методической ошибки взвешенным бета-распределением для разных объемов выборки n

n 7 8 9 10 11 12 14 16 21 32 64

λ 0,021 0,018 0,0166 0,0147 0,013 0,0114 0,010 0,0084 0,0061 0,0043 0,0021
α 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45 2,45
β 1,86 1,88 1,90 1,93 1,96 1,98 1,99 2,11 2,04 2,06 2,08
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The paper makes it clear that calculating expectation values, standard deviations and correlation rates gives appreciable errors
when using small samples. The correlation rate miscalculation far exceeds those of expectation values and standard deviations.
Such errors happen all along of the given data continua quantization through their representation via small sample. We give the
probability distribution plots of quantization errors and errors arising from calculating correlation rates in small samples. The al-
lowance for association of correlation rate miscalculations with the test sample sizes makes it possible to apply for simulation modelling
of several variables conditioned upon their equal mutual correlation. The table lists the expectation values for correlation rates de-
rived from different sizes of test sample. These values indicate the presence of significant systematic errors arising while evaluating
the correlation rates. Small samples show appreciable systematic error, yet decreasing rapidly with the increase in a test sample
size. The paper stands for correcting systematic error in the additive and / or multiplicative form, as well as considers two ap-
proaches to correction data analytic description by adjusting the detected systematic error. The first approach to analytic description
provides for approximating correction data rows by hyperbolic curves with dim fractional exponent. The second approach to analytic
description provides for approximating correction data columns by applying to the analytical function describing beta distribution.

Keywords: methodological error, coefficient of correlation, small sample, processing of biometric data


