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Алгоритмы упрощения деревьев регрессии:
обзор и эмпирическое сравнение

Введение

Деревüя реãрессии явëяþтся оäниì из важных
кëассов реãрессионных ìоäеëей, позвоëяþщиì
преäставитü кусо÷но-заäаннуþ функöиþ реãрес-
сии в интуитивно понятной и наãëяäной форìе в
виäе äерева принятия реøений. В такоì äереве
внутренние узëы соäержат правиëа разäеëения
пространства объясняþщих переìенных X, äуãи —
усëовия перехоäа по ниì, а ëистüя — ëокаëüные
реãрессионные ìоäеëи. Впервые этот поäхоä быë
реаëизован в аëãоритìе AID [1] в 1963 ã. Оäнако
попуëярны äеревüя реãрессии стаëи ëиøü посëе пуб-
ëикаöии в 1984 ã. работы [2] и появëения аëãоритìа
CART, который и по сей äенü вхоäит практи÷ески в
ëþбой пакет статисти÷ескоãо анаëиза äанных.
Заäа÷а построения äеревüев реãрессии явëяется

NP-сëожной [3]. При ее реøении необхоäиìо от-
ветитü на три основных вопроса:
Какиì образоì разäеëитü äанные на сеãìенты?
Как и какоãо типа ëокаëüные реãрессионные
ìоäеëи строитü в ëистüях äерева?
Какиì äоëжен бытü разìер äерева реãрессии?
Иссëеäования в рассìатриваеìой обëасти ãëав-

ныì образоì направëены на поиск новых правиë
разäеëения äанных. Боëüøинство аëãоритìов в
ëистüях äерева строят ëинейные ëокаëüные ìоäеëи
(виäиìо всëеäствие их простоты и наãëяäности) и
ëиøü некоторые — константы иëи поëиноìы. Тре-
тий вопрос хотü и затраãивается во всех работах, но
спеöиаëüно еìу вниìания практи÷ески не уäеëяется.
Разäеëятü пространство объясняþщих переìен-

ных X ìожно äо тех пор, пока в узëе останется
ëиøü оäин обу÷аþщий приìер (эëеìент обу÷аþ-
щей выборки). Оäнако с уìенüøениеì ÷исëа при-
ìеров в узëах резуëüтат становится ìенее статис-
ти÷ески зна÷иì, ìоäеëü на÷инает "вбиратü" в себя
øуìы, присутствуþщие в äанных. Такая ÷резìерно
то÷ная настройка ìоäеëи на обу÷аþщуþ выборку,

как правиëо, привоäит к переобу÷ениþ (рис. 1).
Поìиìо переобу÷ения, с увеëи÷ениеì разìера äе-
ревüев реãрессии теряется оäно из ãëавных их äо-
стоинств — простота интерпретаöии. Всëеäствие
изëоженных выøе при÷ин заäа÷а упрощения äерева
реãрессии, т.е. задача выбора "правильного" размера
дерева, встает особенно остро.
Мноãие иссëеäоватеëи в äанной обëасти испоëü-

зуþт аëãоритìы упрощения äеревüев кëассифика-
öии. Некоторые преäëаãаþт свои, но их эффектив-
ностü оöенитü сëожно независиìо от ввеäенных
иìи правиë разäеëения äанных. Зäесü ìожно вы-
äеëитü ëиøü оäну работу [4], которая поëностüþ
посвящена эìпири÷ескоìу сравнениþ аëãоритìов
упрощения äеревüев реãрессии. Оäнако в ней рас-
сìатриваþтся тоëüко три аëãоритìа, äва из которых
преäëожены непосреäственно автораìи статüи,
а такой попуëярный аëãоритì, как отсе÷ение ветвей
на основе оöенки öена—сëожностü проиãнориро-
ван. Это, по наøеìу ìнениþ, явëяется существен-
ныì упущениеì. Кроìе тоãо, в посëеäние ãоäы по-
явиëисü новые аëãоритìы ранней остановки [5, 6],
которые ãипотети÷ески ìоãут существенно сни-
зитü труäоеìкостü построения äеревüев реãрессии.

Дан обзор и выполнена систематизация существующих алгоритмов упрощения деревьев регрессии. Также проведено
эмпирическое сравнение пяти ключевых алгоритмов упрощения по трем показателям: время работы, адекватность по-
лученных моделей и их сложность. Результаты экспериментов показывают, что в отличие от деревьев классификации,
где себя хорошо зарекомендовали алгоритмы упрощения на основе отсечения ветвей, для деревьев регрессии более пред-
почтительны алгоритмы ранней остановки. Последние значительно менее трудоемки и строят модели, в большинстве
случаев обладающие лучшей адекватностью при сопоставимой сложности.
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Рис. 1. Иллюстрация явления переобучения
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Цеëü äанной работы — обзор, систеìатизаöия и
сравнение совреìенных аëãоритìов упрощения
äеревüев реãрессии, а также опреäеëение их роëи и
зна÷иìости при построении äеревüев реãрессии.

Обзор алгоритмов упрощения деревьев регрессии

Можно выäеëитü äва основных поäхоäа к упро-
щениþ äеревüев реãрессии:
отсе÷ение ветвей, которое преäпоëаãает постро-
ение äерева реãрессии ìаксиìаëüноãо разìера,
затеì упрощается снизу вверх путеì преобраз-
ования узëов в ëистüя;
ранняя остановка, которая преäпоëаãает оãра-
ни÷ение роста äерева реãрессии на этапе еãо по-
строения путеì прекращения разäеëения äан-
ных при äостижении некотороãо усëовия.
Отсечение ветвей. Поäхоä на основе отсе÷ения

ветвей хороøо зарекоìенäоваë себя при постро-
ении äеревüев кëассификаöии [7] и быë испоëüзо-
ван в боëüøинстве ранних аëãоритìов построения
äеревüев реãрессии [2, 8—10]. Зäесü ìожно выäе-
ëитü три основных аëãоритìа: упрощение на осно-
ве показатеëя öена—сëожностü (Cost-Complexity
Pruning) [8], аëãоритìы упрощения из M5 [9] и
RETIS [10]. Как быëо указано ранее, во всех этих
аëãоритìах сна÷аëа строится äерево реãрессии
ìаксиìаëüноãо разìера, а затеì уже осуществëяет-
ся еãо упрощение.
Упрощение на основе показателя цена—сложность

происхоäит в äва этапа. На первоì из поëноãо
(ìаксиìаëüноãо разìера) äерева реãрессии строит-
ся посëеäоватеëüностü äеревüев реãрессии уìенü-
øаþщеãося разìера, ìиниìизируþщая при раз-
ëи÷ных зна÷ениях параìетра γ зна÷ение показате-
ëя öена—сëожностü*:

R(T, γ) = R(T) + γ|T |, (1)

ãäе R(T) — среäняя кваäрати÷еская оøибка äерева
реãрессии T; |T| — ÷исëо ëистüев äерева иëи øтраф
за сëожностü äерева; γ — параìетр реãуëяризаöии,
контроëируþщий вкëаä øтрафа в общуþ оöенку.
На второì этапе аäекватностü äеревüев реãрессии
оöенивается на äопоëнитеëüной независиìой (ва-
ëиäаöионной) выборке, и äерево реãрессии с на-
иìенüøей среäней кваäрати÷еской оøибкой и
соответствуþщее еìу зна÷ение параìетра γ = γ* вы-
бираþтся как итоãовые.
Оптиìаëüное зна÷ение параìетра γ = γ* ìожет

бытü оöенено с поìощüþ перекрестной проверки.
Посëе ÷еãо поëное äерево реãрессии строится уже
на всех обу÷аþщих äанных и из неãо выбирается
поääерево, ìиниìизируþщее (1) при γ = γ*. В этоì
сëу÷ае необхоäиìостü в äопоëнитеëüной независи-

ìой выборке äанных пропаäает, оäнако возрастает
труäоеìкостü.
В алгоритме M5 äëя кажäоãо узëа на обу÷аþщеì

ìножестве вы÷исëяется среäняя кваäрати÷еская
оøибка ëокаëüной ìоäеëи. Чтобы у÷естü сëож-
ностü ìоäеëи и ÷исëо обу÷аþщих приìеров, по ко-
торыì она быëа построена, зна÷ение оøибки уì-
ножается на поправо÷ный коэффиöиент:

k = , (2)

ãäе n — ÷исëо обу÷аþщих приìеров в узëе; v — ÷исëо
параìетров ìоäеëи; m — свобоäный параìетр, кон-
троëируеìый поëüзоватеëеì. Затеì при äвижении
снизу вверх узëы преобразовываþтся в ëистüя äо тех
пор, пока скорректированная оøибка уìенüøается.
В RETIS аëãоритì упрощения äеревüев реãрес-

сии похож на преäыäущий, но скорректированная
оøибка äëя кажäоãо узëа вы÷исëяется на основе
байесовского подхода, который коìбинирует апри-
орные и апостериорные знания. В этоì сëу÷ае по-
казатеëü аäекватности ìоäеëи ϕ опреäеëяется как

adjR(ϕ) = Rα(ϕ) + Rϕ, (3)

ãäе n — ÷исëо обу÷аþщих приìеров в узëе; Rα(ϕ) —
среäняя кваäрати÷еская оøибка ìоäеëи ϕ, вы÷ис-
ëенная на всех обу÷аþщих приìерах (а не тоëüко в
текущеì узëе); Rϕ — среäняя кваäрати÷еская оøибка
ìоäеëи ϕ, вы÷исëенная на обу÷аþщих приìерах в
текущеì узëе; m — контроëируеìый поëüзоватеëеì
свобоäный параìетр.
Ранняя остановка. Отсе÷ение ветвей зна÷итеëü-

но боëее труäоеìко, ÷еì ранняя остановка, так как
требует построения поëноãо äерева реãрессии. По-
этоìу работы посëеäних ëет сосреäото÷ены в ос-
новноì на испоëüзовании второãо поäхоäа — ран-
ней остановки [5, 6, 11, 12].
Саìыì распространенныì [2, 5, 6, 8—12] пра-

виëоì ранней остановки явëяется оãрани÷ение на
ìиниìаëüное ÷исëо приìеров в узëе. Практика ис-
поëüзования äеревüев кëассификаöии показаëа,
÷то äанное правиëо не робастно [7]. И хотя еãо ис-
поëüзуþт практи÷ески все аëãоритìы, обы÷но еãо
приìеняþт совìестно с äруãиìи правиëаìи упро-
щения äеревüев.
Боëüøинство правиë ранней остановки связаны

с оöенкой аäекватности ìоäеëи на ранее неизвест-
ных äанных. Соãëасно [4—6, 11, 12] зäесü ìожно
выäеëитü сëеäуþщие äва основных поäхоäа.

1. Испоëüзование валидационного множества
[4, 12]. При о÷ереäноì расщепëении узëа на неза-
висиìой выборке сравниваþтся среäние кваäрати-
÷еские оøибки ìоäеëей äо и посëе разäеëения
äанных. Есëи среäняя кваäрати÷еская оøибка уве-
ëи÷иëасü, то разäеëение отìеняется и аëãоритì
инäукöии останавëивается.

 * Детаëи проöесса нахожäения посëеäоватеëüности зна÷е-
ний параìетра γ и соответствуþщих иì äеревüев реãрессии при-
веäены в [2].

n mv+
n v–

-------------

m
n m+
---------- n

n m+
----------
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2. Оöенка аäекватности ìоäеëи непосреäствен-
но из ее характеристик ëиøü на обу÷аþщеì ìно-
жестве [5, 6, 11]. Гëавныì образоì, это испоëüзо-
вание статисти÷еских тестов. Потенöиаëüно зäесü
возìожно испоëüзование инфорìаöионных крите-
риев выбора ìоäеëей (Коëìоãоровская сëожностü).
Рассìотриì второй поäхоä боëее äетаëüно. В ра-

боте [5] проверяется статисти÷еская ãипотеза о тоì,
÷то все äанные в узëе порожäены некоторыì скры-
тыì ëинейныì проöессоì. Пустü естü три ëиней-
ных ìоäеëи: оäна построена на всех N обу÷аþщих
приìерах, вторая — на NL приìерах, ëежащих сëева
от то÷ки разäеëения, и третüя — на NR приìерах,
ëежащих справа. Тоãäа, есëи аëüтернативная ãипо-
теза верна, то суììа кваäратов остатков посëе раз-
äеëения äанных äоëжна бытü зна÷итеëüно ìенüøе
суììы кваäратов остатков äо разäеëения. Это ìожет
бытü проверено с поìощüþ теста Чоу:

F = , (4)

ãäе F — это F-статистика с d и N – 2d степеняìи
свобоäы; d — ÷исëо объясняþщих переìенных;
RSS, RSSL и RSSR — суììа кваäратов остатков ìо-
äеëи äо разäеëения äанных и посëе соответственно.
Разäеëение äанных äоëжно бытü осуществëено тоëü-
ко есëи p-зна÷ение ìенüøе некотороãо пороãовоãо
зна÷ения α (т.е. нуëевая ãипотеза отверãается на
уровне зна÷иìости α), заäанноãо поëüзоватеëеì.

Эмпирическое сравнение алгоритмов упрощения 
деревьев регрессии

Рассìатриваеìые аëãоритìы упрощения äеревüев
реãрессии быëи протестированы на äвух синтети-
÷еских наборах äанных из работы [13] и восüìи на-
борах äанных из UC Irvine Machine Learning Reposi-
tory [14] и KEEL-dataset repository [15]. Их краткая
характеристика преäставëена в табë. 1.
Чтобы поставитü все тестируеìые аëãоритìы

упрощения в равные усëовия, в кажäоì сëу÷ае ис-
поëüзоваëся оäин и тот же жаäный ìетоä постро-
ения äеревüев реãрессии на основе рекурсивноãо
разäеëения äанных. На текущий ìоìент он явëя-

ется саìыì распространенныì ìетоäоì постро-
ения äеревüев реãрессии. Кратко еãо ìожно опи-
сатü сëеäуþщиì образоì.

1. Выбор "ëу÷øеãо" разäеëения äанных C (объяс-
няþщей переìенной и то÷ки разäеëения a иëи раз-
äеëяþщеãо ìножества A), как правиëо, такоãо, кото-
рое обеспе÷ивает экстреìуì некотороãо критерия R.

2. Разäеëение äанных на поäìножества.
3. Рекурсивное приìенение øаãов 1—3 к каж-

äоìу из поäìножеств.
В ка÷естве критерия выбора ìоäеëüноãо разäе-

ëения äанных быëа испоëüзована ìиниìизаöия
взвеøенной суììы кваäратов откëонений ëокаëü-
ных ìоäеëей:

R(T, C) =

= (yi – gL(xi))
2 + (yi – gR(xi))

2, (5)

ãäе T — исхоäный набор äанных; TL и TR — наборы,
образованные путеì разäеëения T по C (т. е. по a
иëи A); N, NL и NR — ÷исëо эëеìентов в кажäоì из
наборов; IL и IR — инäексы принаäëежности эëе-
ìентов к TL и TR соответственно; gL и gR — ëокаëü-
ные ìоäеëи äëя TL и TR соответственно. Данный
критерий явëяется äовоëüно труäоеìкиì, поэтоìу
äëя кажäой переìенной ìы проверяëи ëиøü 20 раз-
äеëений равноìерно распреäеëенных на обëасти
ее зна÷ений. В ка÷естве ëокаëüных ìоäеëей быëа
испоëüзована ìножественная ëинейная реãрессия.
Ее построение осуществëяëосü с поìощüþ аëãо-
ритìа поøаãовой реãрессии с испоëüзованиеì
Байесовскоãо инфорìаöионноãо критерия äëя от-
бора переìенных. Дëя всех аëãоритìов упрощения
ìиниìаëüное ÷исëо приìеров в ëисте быëо уста-
новëено равныì 5 % от ÷исëа обу÷аþщих äанных.
Зна÷ение свобоäноãо параìетра m аëãоритìов упро-
щения из M5 и RETIS в обоих сëу÷аях быëо
установëено равныì 2, соãëасно рекоìенäаöияì
[9] и [10], соответственно. Дëя аëãоритìов упро-
щения на основе оöенки öена—сëожностü и ран-
ней остановки по оøибке на ваëиäаöионноì ìно-
жестве в ка÷естве ваëиäаöионноãо ìножества ис-
поëüзоваëосü 30 % от обу÷аþщей выборки.
Все аëãоритìы быëи реаëизованы на языке про-

ãраììирования Matlab и протестированы в среäе
Matlab R2007b на ПК со сëеäуþщей конфиãураöи-
ей: Intel Core 2 Duo E6600 и 4 GB RAM.
Резуëüтаты экспериìента привеäены в табë. 2.

Они поëу÷ены с поìощüþ 10-сëойной перекрест-
ной проверки и усреäнены по 30 запускаì. В ка-
÷естве показатеëя аäекватности поëу÷енных ìоäе-
ëей быë испоëüзован кваäратный коренü из среä-
ней кваäрати÷еской оøибки (RMSE). Дëя оöенки
сëожности ìоäеëей испоëüзоваëи ÷исëо верøин в
äереве реãрессии. В табë. 2 также привеäено вреìя
построения (в секунäах) äерева реãрессии.
Дëя всех зна÷ений в табë. 2 привеäено среäнее

кваäрати÷еское откëонение. Оäнако интерваëüные

RSS RSSL– RSSR–( ) N 2d–( )
RSSL RSS+

R
( )d

------------------------------------------------------------

Табëиöа 1
Краткая характеристика рассматриваемых наборов данных

Название
набора äанных

Объеì
выборки

Чисëо объясняþщих 
переìенных

Armchair 1000 2
Split plane 1000 1
Abalone 4177 8
Ailerons 13 750 40
Auto-mpg 392 7
CPU 209 6
Housing 506 14
Stock 950 10
Breast Cancer Wisconsin 198 34
Triazines 186 61

NL

N
------  

i IL∈
∑

NR

N
------  

i IR∈
∑
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оöенки о÷енü труäны äëя анаëиза и не наãëяäны.
Поэтоìу äëя сравнения аëãоритìов по показатеëþ
RMSE, зна÷ения котороãо сравнитеëüно бëизки
у разëи÷ных аëãоритìов, приìеняëи статисти÷е-
ские тесты и все вывоäы осуществëяëи на их осно-
ве. Сëожностü же поëу÷аеìых ìоäеëей и вреìя ис-
поëнения сиëüно разëи÷аþтся ìежäу сравниваеìы-
ìи ãруппаìи аëãоритìов. При этоì среäнее кваä-
рати÷еское откëонение äëя этих показатеëей
обы÷но составëяет ìенее 10 % от их зна÷ения. По-
этоìу äëя их сравнения äостато÷но проанаëизиро-
ватü ëиøü среäние зна÷ения.
Чтобы выäеëитü ëиøü статисти÷ески зна÷иìые

разëи÷ия по показатеëþ RMSE, попарно сравниì
иссëеäуеìые аëãоритìы с поìощüþ непараìет-
ри÷ескоãо статисти÷ескоãо теста Уиëкоксона [16]
(табë. 3). Соãëасно табë. 3 аëãоритì упрощения на
основе теста Чоу строит ìоäеëи, обëаäаþщие наи-
ìенüøей оøибкой аппроксиìаöии äанных (в 22 сëу-
÷аях из 40 набëþäаþтся зна÷иìо ìенüøие зна÷е-
ния показатеëя RMSE). Даëее практи÷ески с оäи-
наковыìи резуëüтатаìи иäут аëãоритì ранней ос-
тановки по оøибке на ваëиäаöионноì ìножестве и

Табëиöа 3
Сравнение RMSE моделей с помощью теста Уилкоксона

(a = 0,05)

Аëãоритì M5 RETIS
Цена— 
сëож-
ностü

Ваëиäа-
öионное 
ìноже-
ство

Тест 
Чоу

Всеãо 
побеä

M5 — 0 4 2 1 7

RETIS 4 — 5 2 1 12

Цена—
сëожностü

3 3 — 0 0 6

Ваëиäа-
öионное
ìножество

5 4 4 — 1 14

Тест Чоу 5 5 7 5 — 22

Всеãо
поражений

17 12 20 9 3

Примечание. Поä побеäой зäесü пониìается статисти÷е-
ски зна÷иìое ìенüøее среäнее зна÷ение показатеëя RMSE,
а поä поражениеì, соответственно статисти÷ески зна÷иìое
боëüøее

Табëиöа 2
Эмпирическое сравнение алгоритмов упрощения деревьев регрессии

Данные Показатеëи
Аëãоритìы

M5 RETIS Цена—сëожностü Ваëиäаöионное ìножество Тест Чоу

ArmChar RMSE 0,47 ± 0,06 0,25 ± 0,059 0,18 ± 0,028 0,19 ± 0,042 0,15 ± 0,016
Сëожностü 19,6 ± 1,7 13,1 ± 1,1 16,5 ± 0,9 17,5 ± 0,8 15,9 ± 0,6
Вреìя, с 0,39 ± 0,01 0,29 ± 0,02 0,44 ± 0,06 0,25 ± 0,01 0,27 ± 0,02

SplitPlane RMSE 0,002 ± 0,003 0,003 ± 0,003 0,002 ± 0,002 0,002 ± 0,002 0,003 ± 0,003
Сëожностü 4,5 ± 0,4 4,29 ± 0,56 4,49 ± 0,51 4,4 ± 0,59 4,27 ± 0,56
Вреìя, с 0,24 ± 0,02 0,05 ± 0,01 0,06 ± 0,01 0,05 ± 0,01 0,05 ± 0,01

Abalone RMSE 2,17 ± 0,04 2,16 ± 0,02 2,22 ± 0,02 2,16 ± 0,01 2,15 ± 0,02
Сëожностü 28,1 ± 0,7 27,6 ± 0,5 6,5 ± 2,8 7,4 ± 1,3 19,4 ± 0,7
Вреìя, с 7,6 ± 0,1 9,0 ± 0,2 10,4 ± 0,2 5,3 ± 0,5 9,0 ± 0,3

Ailerons RMSE 0,000162 ± 0,0 0,000162 ± 0,0 0,000165 ± 0,0 0,000163 ± 0,0 0,000163 ± 0,0
Сëожностü 27,4 ± 0,6 28,4 ± 0,6 10,0 ± 2,5 14,7 ± 1,3 18,4 ± 0,9
Вреìя, с 104,1 ± 4,4 129,6 ± 14,7 129,3 ± 6,9 90,3 ± 4,7 124,5 ± 12,8

Auto-mpg RMSE 3,26 ± 0,16 3,23 ± 0,16 3,35 ± 0,09 3,11 ± 0,1 3,22 ± 0,15
Сëожностü 30,5 ± 0,6 25,6 ± 1,0 4,4 ± 2,8 5,9 ± 1,1 19,5 ± 1,1
Вреìя, с 4,15 ± 0,1 3,9 ± 0,1 5,1 ± 0,3 1,93 ± 0,21 4,0 ± 0,4

Housing RMSE 4,82 ± 1,64 4,90 ± 1,53 5,08 ± 1,76 4,78 ± 1,06 4,93 ± 1,66
Сëожностü 30,5± 0,5 20,9 ± 1,3 5,87 ± 2,2 7,3 ± 1,2 20,3 ± 0,8
Вреìя, с 27,5 ± 2,0 26,3 ± 0,9 30,3 ± 0,9 13,6 ± 1,6 28,5 ± 0,8

Machine RMSE 68,84 ± 38,54 55,11 ± 6,56 61,17 ± 9,33 56,68 ± 7,61 56,48 ± 6,67
Сëожностü 30,4± 0,5 17,4 ± 1,3 2,65 ± 0,8 4,0 ± 0,9 16,7 ± 1,1
Вреìя, с 2,9 ± 0,1 3,0 ± 0,1 3,6 ± 0,1 1,1 ± 0,1 2,9 ± 0,1

Stock RMSE 0,89 ± 0,05 0,90 ± 0,04 1,06 ± 0,09 1,05 ± 0,08 0,88 ± 0,037
Сëожностü 29,9 ± 0,4 22,8 ± 0,9 16,9 ± 2,3 19,9 ± 1,4 29,8 ± 0,6
Вреìя, с 13,4 ± 0,3 14,5 ± 0,5 17,1 ± 0,2 12,7 ± 0,4 15,8 ± 0,4

Breast RMSE 77,21 ± 7,92 65,96 ± 3,69 30,59 ± 0,8 31,1 ± 1,21 30,33 ± 0,44
Сëожностü 29,5 ± 0,6 21,1 ± 0,9 1,0 ± 0,0 1,1 ± 0,1 1,0 ± 0,0
Вреìя, с 320,0 ± 30,2 436,4 ± 90,6 370,4 ± 47,7 23,3 ± 2,1 37,0 ± 3,5

Triazine RMSE 0,54 ± 0,76 0,17 ± 0,02 0,16 ± 0,03 0,16 ± 0,03 0,14 ± 0,0
Сëожностü 28,9 ± 0,7 19,8 ± 1,1 2,0 ± 1,0 3,2 ± 0,7 1,0 ± 0,0
Вреìя, с 24,5 ± 0,6 23,2 ± 1,0 24,3 ± 0,9 8,9 ± 1,3 4,9 ± 0,2
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аëãоритì упрощения на основе Байесовскоãо поä-
хоäа (14 и 12 побеä, соответственно). Аутсайäераìи
зäесü явëяþтся аëãоритì упрощения на основе
оöенки öена—сëожностü и аëãоритì M5 (7 и 6 побеä,
соответственно). Такиì образоì, коãäа интерес преä-
ставëяþт искëþ÷итеëüно проãности÷еские свойства
ìоäеëей, то безусëовныì фаворитоì зäесü явëяет-
ся аëãоритì ранней остановки на основе теста Чоу.
Вìесте с теì с поìощüþ аëãоритìа упрощения

на основе оöенки öена—сëожностü созäаþтся наи-
боëее простые ìоäеëи (рис. 2). Они в среäнеì в
3,5 раза проще, ÷еì ìоäеëи, поëу÷енные с поìо-
щüþ аëãоритìа упрощения M5; в 3 раза проще, ÷еì
при упрощении на основе Байесовскоãо поäхоäа;
в 2 раза проще, ÷еì при испоëüзовании теста Чоу;
и в среäнеì иìеþт разìер на 1,5 узëа ìенüøе, ÷еì
при испоëüзовании ранней остановки по оøибке
на ваëиäаöионноì ìножестве. Поэтоìу зäесü не-
обхоäиìо понятü: зна÷иìо ëи уìенüøение RMSE
при набëþäаеìоì увеëи÷ении сëожности ìоäеëи?
Дëя этоãо ìожно воспоëüзоватüся F-тестоì [17],
приìенив еãо ко всеìу äереву реãрессии на тесто-
вых äанных (табë. 4). Из табë. 4 виäно, ÷то при ис-
поëüзовании аëãоритìа упрощения на основе теста
Чоу рост сëожности ìоäеëей по сравнениþ с аëãо-
ритìаìи упрощения на основе оöенки öена—сëож-
ностü и ваëиäаöионноãо ìножества оправäан ëиøü
в трех из восüìи сëу÷аев и на äвух наборах äанных
быëи поëу÷ены боëее коìпактные ìоäеëи, обëаäаþ-

щие ìенüøей оøибкой. Поэтоìу посëеäние äва
аëãоритìа ìожно рекоìенäоватü, коãäа необхоäиìо
поëу÷итü простые и интерпретируеìые ìоäеëи.
Есëи же сравниватü скоростü работы аëãоритìов

упрощения äеревüев реãрессии, то саìыì быстрыì
вариантоì явëяется ранняя остановка по оøибке
на ваëиäаöионноì ìножестве. Данный аëãоритì в
среäнеì в 1,4—4 раза быстрее остаëüных аëãорит-
ìов. На второì ìесте иäет аëãоритì ранней оста-
новки на основе теста Чоу, в среäнеì проиãрываþ-
щий первоìу ëиøü 7 с. Остаëüные три аëãоритìа
упрощения по вреìени работаþт приìерно оäина-
ково. В среäнеì они прибëизитеëüно в 3 раза ìеä-
ëеннее аëãоритìов ранней остановки.
Анаëизируя рис. 2 и табë. 3, закëþ÷аеì, ÷то аëãо-

ритìы упрощения äеревüев реãрессии из М5 и RETIS
строят неоправäанно сëожные ìоäеëи. При этоì они
не äаþт никаких конкурентных преиìуществ по
сравнениþ с äруãиìи аëãоритìаìи ни по то÷ност-
ныì характеристикаì, ни по скорости работы. Но
зäесü необхоäиìо отìетитü, ÷то äанные аëãоритìы
иìеþт настраиваеìые параìетры, реãуëируþщие их
работу, вëияние которых ìы никак не рассìатрива-
ëи. И при зна÷итеëüных äопоëнитеëüных вреìенных
затратах эти аëãоритìы ìожно настроитü поä кажäый
из рассìатриваеìых наборов äанных.

Заключение

В работе, во-первых, выпоëнены обзор и систе-
ìатизаöия существуþщих аëãоритìов упрощения
äеревüев реãрессии. Во-вторых, провеäено эìпи-
ри÷еское сравнение пяти кëþ÷евых аëãоритìов:
М5, RETIS, упрощения на основе показатеëя öе-
на—сëожностü, ранней остановки по оøибке на
ваëиäаöионноì ìножестве и на основе теста Чоу.
По резуëüтатаì экспериìентов сäеëаны сëеäуþ-
щие вывоäы.

1. Упрощение äеревüев реãрессии явëяется оäниì
из кëþ÷евых øаãов как äëя поëу÷ения простых и
интерпретируеìых ìоäеëей, так и äëя äостижения
высоких то÷ностных характеристик.

2. В отëи÷ие от äеревüев кëассификаöии, ãäе себя
хороøо зарекоìенäоваëи аëãоритìы упрощения
на основе отсе÷ения ветвей, äëя äеревüев реãрес-
сии боëее преäпо÷титеëüны аëãоритìы ранней ос-
тановки. На рассìотренных наборах äанных:
а) посëеäние в среäнеì в 3 раза быстрее;
б) ранняя остановка по тесту Чоу ÷аще остаëü-

ных аëãоритìов привоäит к поëу÷ениþ ìоäеëей с
наиìенüøей оøибкой аппроксиìаöии äанных;
в) ранняя остановка по оøибке на ваëиäаöион-

ноì ìножестве строит äеревüя реãрессии в среäнеì
ëиøü на 1,5 узëа боëüøе саìых коìпактных ìоäе-
ëей, а по оøибке аппроксиìаöии äанных иäет сразу
за упрощениеì по тесту Чоу.

3. Аëãоритìы упрощения на основе отсе÷ения
ветвей М5 и RETIS строят неоправäанно сëожные

Рис. 2. Усредненные по всем наборам данных значения показа-
телей

Табëиöа 4
Сравнение моделей с помощью F-теста (a = 0,05)

Аëãоритì M5 RETIS
Цена—
сëож-
ностü

Ваëиäа-
öионное 
ìноже-
ство

Тест 
Чоу

Всеãо 
побеä

M5 — 2 4 2 1 9
RETIS 8 — 3 2 1 14
Цена—
сëожностü

6 7 — 5 5 23

Ваëиäаöи-
онное
ìножество

8 8 5 — 5 26

Тест Чоу 9 9 5 5 — 28
Всеãо
поражений

31 26 17 14 12

Примечание. Поä побеäой зäесü пониìается, ÷то ìоäеëü
соãëасно F-тесту статисти÷ески зна÷иìо ëу÷øе; в обратноì
сëу÷ае иìеет ìесто поражение.
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ìоäеëи и при этоì не äаþт никаких конкурентных
преиìуществ.

4. При отсе÷ении ветвей на основе оöенки öена—
сëожностü и ранняя остановка по оøибке на ваëи-
äаöионноì ìножестве строятся саìые коìпактные
äеревüя реãрессии. При этоì по÷ти на поëовине
иссëеäуеìых наборов äанных рост сëожности, по-
ëу÷аеìый при испоëüзовании теста Чоу, не оправ-
äан. Поэтоìу эти äва аëãоритìа ìожно рекоìен-
äоватü, коãäа необхоäиìо поëу÷итü простые интер-
претируеìые ìоäеëи. А так как ранняя остановка
по оøибке на ваëиäаöионноì ìножестве по÷ти
в 4 раза быстрее, то ее стоит преäпо÷естü отсе÷е-
ниþ ветвей на основе оöенки öена—сëожностü.

5. Ранняя остановка по тесту Чоу ÷аще остаëü-
ных аëãоритìов привоäит к поëу÷ениþ ìоäеëей
с наиìенüøей оøибкой аппроксиìаöии äанных,
но по сравнениþ с отсе÷ениеì ветвей на основе
оöенки öена—сëожностü и ранней остановкой по
оøибке на ваëиäаöионноì ìножестве, набëþäает-
ся äвукратное усëожнение ìоäеëей, ÷то не всеãäа
оправäано. Поэтоìу äанный аëãоритì ìожно ре-
коìенäоватü, в первуþ о÷ереäü, коãäа интересны
проãности÷еские свойства поëу÷аеìых ìоäеëей.
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Regression Tree Pruning Algorithms: an Overview and Empirical Comparison

Regression trees belong to a very important class of regression models which allows to split feature space into segments with
building specialized local model for each of them and to achieve visualizable, easy interpretable and accurate piecewise models.
As for the classification tree, choosing the right size of the tree is one of the key issues of regression tree induction. Unfortunately,
this issue is given very little attention. The majority of works focused on the development of data splitting algorithms.

The first part of the paper gives an overview and systematization of existing regression tree pruning algorithms. These algorithms can
be divided into two standard groups: pre-pruning and post-pruning. Most authors follow the best practices of classification trees induction
algorithms and use cost-complexity pruning or design their own post-pruning algorithms. There are only few works where used pre-prun-
ing. Is worth noting here only two algorithms from this group: the first uses validation dataset to estimate generalization error and the
second are based on the Chow test. In the second part of the paper, we conducted an empirical comparison of five key pruning algorithms
in three indicators: running time of the algorithms, adequacy and complexity of the obtained models. The results of experiments show
that, unlike the case of the classification trees, pre-pruning algorithms are more preferred to post-pruning algorithms in regression tree
induction. The first are much less time-consuming, induction time decreased on average by three times. In addition, the pre-pruning al-
gorithms induct models that in most cases has a better adequacy and complexity comparable with that of the best post-pruning models.

Future work should be focused on the development pre-pruning algorithms of regression tree induction. Of particular interest,
in our opinion, should be given to adaptation of statistical tests and information criteria of model selection.

Keywords: data mining, machine learning, non-linear regression, piecewise models, model trees, regression trees, regression
tree pruning

V. V. Gubarev
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VIII Всероссийская (с международным участием)
научно-практическая конференция

"ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ
В ОБРАЗОВАНИИ"
("ИТО-Саратов—2016")

2—3 ноября, г. Саратов, СГУ им. Н. Г. Чернышевского

НАПРАВЛЕНИЯ РАБОТЫ КОНФЕРЕНЦИИ:

Цели, содержание и методика преподавания информатики и ИКТ.
Информационные технологии в образовании: дошкольном, школьном, средне-профессио-
нальном, высшем и дополнительном.
Информационные технологии в работе с одаренными детьми.
Информационная образовательная среда учебного заведения, ИКТ в управлении образованием.
Открытое образование и дистанционное обучение.
Проектная деятельность в информационной образовательной среде (секция для школьни-
ков и студентов).
Информационные технологии в дополнительном образовании (переподготовка, повыше-
ние квалификации и др.)
Опыт применения ИКТ в профессиональном образовании.

Подробную информацию о конференции см. на сайте:
http://saratov.ito.edu.ru


