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Алгоритм синтеза геометрических характеристик 
проекционных изображений трехмерных объектов

Введение

В настоящее вреìя в разëи÷ных обëастях науки,
техники и практики øироко приìеняþтся ìетоäы
и среäства опреäеëения ãеоìетри÷еских характерис-
тик разноãо роäа объектов, основанных на разëи÷ных
физи÷еских принöипах. К их ÷исëу относятся то-
ìоãрафи÷еские, оптикоэëектронные, теëевизион-
ные, раäиоãрафи÷еские и äруãие ìетоäы. Все эти ìе-
тоäы базируþтся на поëу÷ении, обработке, анаëизе
и синтезе разëи÷ноãо роäа оäноìерных и äвуìер-
ных проекöионных изображений объекта [1—3].

Постановка задачи (цель работы)

Данная работа относится к обëасти ìорфоëоãи-
÷еской обработки изображений, и ее öеëü закëþ÷а-
ется в синтезе (разработке) ìатеìати÷еских ìоäеëей
посëеäоватеëüности операöий (проöеäур) поëу÷е-
ния и преобразования исхоäноãо (синтакси÷ескоãо)

проекöионноãо изображения выпукëоãо трехìер-
ноãо объекта неправиëüной форìы в сеìанти÷е-
ское (сìысëовое) изображение путеì выбора и
опреäеëения еãо оптиìаëüных базовых ãеоìетри-
÷еских признаков и поëу÷ения на этой основе
праãìати÷ескоãо изображения, т.е. ÷исëенных зна-
÷ений ãеоìетри÷еских характеристик разìеров и
форìы оäно- и äвуìерных проекöионных изобра-
жений объекта [4, 5].

Описание процедур алгоритма синтеза

Аëãоритì синтеза вкëþ÷ает сëеäуþщие операöии
(этапы).

1. Выбор ìатеìати÷еской ìоäеëи, аппроксиìи-
руþщей выпукëый трехìерный объект неправиëü-
ной форìы, и ãеоìетри÷еских характеристик еãо
разìеров и форìы.

Рассмотрен алгоритм синтеза геометрических характеристик одномерных и двумерных проекционных изображений
выпуклых трехмерных объектов неправильной формы, аппроксимируемых эллипсоидом общего вида. Алгоритм содержит
математические модели последовательности операций (процедур) получения проекционных изображений, их морфоло-
гического анализа (получения базовых геометрических признаков) и получения численных значений пространственных
геометрических характеристик проекционных изображений.
Ключевые слова: алгоритм, синтез, геометрические характеристики, объект, проекционное изображение, мате-

матическая модель, аппроксимация, эллипсоид, базовые признаки
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2. Опреäеëение и выбор оптиìаëüных базовых
ãеоìетри÷еских признаков проекöионных изобра-
жений.

3. Поëу÷ение ìатеìати÷еской ìоäеëи äвуìер-
ноãо проекöионноãо изображения на выбраннуþ
пëоскостü набëþäения (ракурс) и ãеоìетри÷еских
характеристик еãо разìеров и форìы.

4. Поëу÷ение ìатеìати÷еских ìоäеëей зависи-
ìостей выбранных базовых признаков проекöион-
ноãо изображения от ãеоìетри÷еских разìеров и
пространственной ориентировки (ракурсов) трех-
ìерноãо объекта.

5. Опреäеëение ãеоìетри÷еских характеристик
разìеров и форìы проекöионноãо изображения
произвоëüноãо ракурса и поëу÷ение зависиìостей
их ÷исëенных зна÷ений от выбранных базовых ãео-
ìетри÷еских признаков.
Рассìотриì операöии äанноãо аëãоритìа боëее

поäробно.
В äанной работе в ка÷естве ìатеìати÷еской ìо-

äеëи, аппроксиìируþщей ãеоìетри÷еские характе-
ристики выпукëоãо трехìерноãо объекта неправиëü-
ной форìы (еãо трехìерное изображение — образ),
выбран эëëипсоиä общеãо виäа. При этоì ãеоìетри-
÷еские (ãабаритные) разìеры трехìерноãо объекта
опреäеëяþтся ÷исëенныìи зна÷енияìи взаиìно
ортоãонаëüных осей эëëипсоиäа 2A1, 2A2, 2A3, а еãо
среäний äиаìетр (D) и фактор форìы (K) опреäе-
ëяþтся соответственно из сëеäуþщих соотноøений:

D = 2Ai/3; K = .

Оптиìаëüные базовые признаки проекöионных
изображений выбереì на основе ÷исëенноãо анаëиза
их инфорìативности ìетоäоì ìаксиìаëüной энтро-
пии [6, 7]. К ниì относятся: äëина оäноìерной про-
екöии объекта на выбранное направëение hi; ìак-
сиìаëüный lmaxi и ìиниìаëüный lmini ëинейные ãа-
баритные разìеры äвуìерной проекöии; пëощаäü
äвуìерной проекöии si (i — ноìер проекöии).
Чисëо проекöионных изображений и их ракурсы
опреäеëяþтся исхоäя из требований к то÷ности и
äостоверности опреäеëения пространственных ãео-
ìетри÷еских характеристик (разìеров и форìы)
трехìерноãо объекта (аппроксиìируеìоãо эëëип-
соиäоì общеãо виäа) [4, 8].
Поëу÷иì зависиìости выбранных базовых при-

знаков проекöионных изображений от ëинейных
разìеров 2A1, 2A2, 2A3 произвоëüно ориентирован-
ноãо в пространстве эëëипсоиäа общеãо виäа.
Канони÷еское уравнение эëëипсоиäа общеãо

виäа в äекартовой систеìе коорäинат иìеет виä

(x′2/ ) + (y′2/ ) + (z′2/ ) = 1, (1)

ãäе А1, A2, A3 — поëуоси эëëипсоиäа; x′, y′, z′ — ис-
хоäная систеìа коорäинат эëëипсоиäа.
Поворот эëëипсоиäа в пространстве относи-

теëüно еãо öентра эквиваëентен повороту систеìы
коорäинат относитеëüно этоãо же öентра и ìожет
бытü преäставëен в виäе трех посëеäоватеëüных по-
воротов вокруã осей коорäинат (рис. 1). В этоì сëу÷ае
ìатриöа R0, характеризуþщая поворот, ìожет бытü
выражена произвеäениеì трех ìатриö, описываþ-
щих посëеäоватеëüные повороты вокруã осей z, y и
z на соответствуþщие уãëы Эйëера α, β, γ [9]:

R0 = Rz(γ)Ry(β)Rz(α),

ãäе

Rz(γ) = ; Ry(β) = ;

Rz(α) = .

Эëеìенты ìатриöы R0 позвоëяþт выразитü ко-
орäинаты то÷ки в повернутой систеìе коорäинат
Oxyz ÷ерез коорäинаты то÷ки в неповернутой сис-
теìе (Ox′y′z′). Обратное преобразование опреäеëя-
ется ìатриöей R:

R =  = Rz(–α)Ry(–β)Rz(–γ).Рис. 1. Схема поворота системы координат относительно цент-
ра эллипсоида

i 1=

3

∑
max A1 A2 A3, ,{ }
min A1 A2 A3, ,{ }
--------------------------------

A1
2 A2

2 A3
2

cosγ sinγ– 0
sinγ cosγ 0
0 0 1

cosβ 0 sinβ
0 1 0

sinβ– 0 cosβ

cosα sinα– 0
sinα cosα 0

0 0 1

R0
1–
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У÷итывая, ÷то функöия f(x) = cos(x) явëяется
÷етной, а функöия f(x) = sin(x) явëяется не÷етной,
поëу÷иì:

Rz(–α) = ; Ry(–β) = ; 

Rz(–γ) = .

Такиì образоì, ìатриöа поворота

R =  =

=  =

=  =

= .

Матриöа R заäает преобразование:

(2)

Поäставëяя выражение (2) в (1) и ãруппируя
÷ëены уравнения (1) относитеëüно произвеäений
переìенных x, y, z, поëу÷аеì уравнение эëëипсоиäа
в повернутой систеìе коорäинат, анаëоãи÷ное
уравнениþ эëëипсоиäа, повернутоãо в пространстве:

( / )x + (Ri1Ri2/ )y +

+ (Ri1Ri3/ )z  + (Ri1Ri2/ )x +

+ ( / )y + (Ri2Ri3/ )z  +

+ (Ri1Ri3/ )x + (Ri2Ri3/ )y +

+ (Ri3/ )z  = 1. (3)

Из форìуëы (3) поëу÷иì уравнение касатеëü-
ной пëоскости к эëëипсоиäу в произвоëüной то÷ке
(x1, y1, z1) еãо поверхности и наëожиì усëовие пер-
пенäикуëярности этой пëоскости к пëоскости xOy.
В этоì сëу÷ае уравнение касатеëüной пëоскости не
буäет зависетü от коорäинаты z и приìет виä

ax + by = 1, (4)

ãäе

(5)

Искëþ÷ая из систеìы (5) z1 и у÷итывая, ÷то вы-
ражение (4) äоëжно выпоëнятüся в то÷ке (x1, y1, z1),
поäставëяеì уравнения äëя a и b в (4) и привоäиì
еãо к виäу

 – 2 Ri1Ri2x1y1 +  =

= ( / ). (6)

Так как то÷ка (x1, y1, z1) быëа взята произвоëü-
но, уравнение (6) в совокупности с третüиì урав-
нениеì систеìы (5) оäнозна÷но опреäеëяет набор
то÷ек на поверхности эëëипсоиäа, в которых пëос-
кости, касатеëüные к эëëипсоиäу, явëяþтся перпен-
äикуëярныìи к коорäинатной пëоскости xOy. Соот-
ветствуþщий иì набор то÷ек (x1, y1, O) опреäеëяет
контур проекöии эëëипсоиäа на коорäинатнуþ
пëоскостü xOy, явëяþщийся эëëипсоì виäа (6). На
рис. 2 показано проекöионное изображение эë-
ëипсоиäа общеãо виäа на коорäинатнуþ пëоскостü
xOy и еãо базовые ãеоìетри÷еские признаки.
Уравнение (6) äëя коорäинатной пëоскости xOy

преäставиì в виäе

ax2 – 2bxy + cy2 = d, (7)

cosα sinα 0
sinα– cosα 0
0 0 1

cosβ 0 sinβ–

0 1 0
sinβ 0 cosβ

cosγ sinγ 0
sinγ– cosγ 0
0 0 1

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

cosα sinα 0
sinα– cosα 0
0 0 1

cosβ 0 sinβ–

0 1 0
sinβ 0 cosβ

cosγ sinγ 0
sinγ– cosγ 0
0 0 1

cosαcosβ sinα cosαsinβ–

sinαcosβ– cosα sinαsinβ
sinβ 0 cosβ

cosγ sinγ 0
sinγ– cosγ 0
0 0 1

cosαcosβcosγ sinαsinγ– cosαcosβsinγ sinαsinγ+ cosαsinβ–

sinαcosβcosγ– cosαsinγ  – sinαcosβsinγ– cosαcosγ  + sinαsinβ
sinβcosγ sinβsinγ cosβ

x′ = R11x + R12y + R13z;
y′ = R21x + R22y + R23z;
z′ = R31x + R32y + R33z.
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ãäе

a = ,

b = Ri1Ri2,

c = ,

d = ( / ).

Выпоëняя проöеäуру, анаëоãи÷нуþ описанной
выøе, т.е. провоäя касатеëüнуþ пряìуþ к эëëипсу
виäа (7) в произвоëüной еãо то÷ке и приниìая во
вниìание усëовие перпенäикуëярности к оси ко-
орäинат x, поëу÷иì выражение äëя оäноìерной
проекöии эëëипсоиäа на эту осü:

hi = 2 .

У÷итывая свойства инвариантности äëя эëëипса
виäа (7), опреäеëиì связü ìежäу коэффиöиентаìи

уравнения (7), осяìи lmaxi и lmini и пëощаäüþ si
этоãо эëëипса:

(8)

Анаëоãи÷но ìожно поëу÷итü выражения виäа (8)
äëя проекöии эëëипсоиäа на коорäинатные пëос-
кости xOz и yOz. Исхоäя из этоãо опреäеëиì иско-
ìые ÷исëенные зна÷ения базовых признаков про-
екöионных изображений эëëипсоиäа (3) на коор-
äинатные пëоскости:

(9)

ãäе Ii = (1 – ); j, i — ноìера проекöии и

текущей ориентировки (ракурса); hi — äëина оäно-

ìерноãо проекöионноãо изображения на выбранное
направëение (ракурс); si — пëощаäü äвуìерноãо про-

екöионноãо изображения; lmaxi — ìаксиìаëüный

ëинейный разìер äвуìерноãо проекöионноãо изо-
бражения; lmini — ìиниìаëüный проекöионный

разìер äвуìерноãо проекöионноãо изображения.
Такиì образоì, выражения (9) опреäеëяþт за-

висиìостü ëинейных (ãабаритных) разìеров трех-
ìерноãо объекта неправиëüной форìы, аппрокси-
ìируеìоãо эëëипсоиäоì общеãо виäа, с ÷исëенны-
ìи зна÷енияìи оптиìаëüных базовых признаков
еãо проекöионных изображений и их ракурсаìи
(уãëаìи Эйëера).
Поëу÷енные базовые признаки испоëüзуеì äëя

опреäеëения ÷исëенных зна÷ений ãеоìетри÷еских
характеристик разìеров и форìы äвуìерноãо про-
екöионноãо изображения (праãìати÷ескоãо изо-
бражения) из соотноøений

D′ = 2(si/π)1/2 иëи D′ = ; K′ = lmaxi/lmini, 

i 1=

3
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2 Ri2

2
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3
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2

i 1=

3
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2 Ri1

2

A1
2 A2

2 A3
2

i 1=

3

∑ Ri3
2 Ai

2

Рис. 2. Проекционное изображение эллипсоида общего вида на
координатную плоскость xOy

c

si = π ;

lmaxi = 2{{(a + c) + [(a + c)2 – 4d]1/2}/2}1/2;

lmini = 2{{(a + c) – [(a + c)2 – 4d]1/2}/2}1/2.

d 
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ãäе D' и K' — соответственно среäний проектируе-
ìый äиаìетр и коэффиöиент форìы äвуìерноãо
проекöионноãо изображения.

Заключение

Реøена пряìая заäа÷а ìорфоëоãи÷еской обработ-
ки изображений трехìерноãо объекта неправиëü-
ной форìы, аппроксиìируеìоãо эëëипсоиäоì об-
щеãо виäа. Поëу÷енные при этоì ìатеìати÷еские
ìоäеëи ìоãут бытü испоëüзованы при разработке,
оптиìизаöии и иссëеäовании операöий (способов)
поëу÷ения, обработки, анаëиза и синтеза изобра-
жений объектов; при ÷исëенной оöенке ка÷ества
изображений (по то÷ности, äостоверности и быстро-
äействиþ); при разработке способов реконструк-
öии разìеров и форìы трехìерных изображений
объектов по проекöияì; при ãеоìетри÷ескоì про-
екöионноì контроëе äвуìерных и трехìерных объ-
ектов; при распознавании образов; в заäа÷ах управ-
ëения и позиöионирования робототехники; в заäа÷ах
верификаöии проãраììных систеì и äр.
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The algorithm of synthesis of geometrical characteristics of one-dimensional and two-dimensional projection images of convex
three-dimensional objects of irregular shape, which are approximated by a scalene ellipsoid (tri-axial ellipsoid of general form)
is under consideration. The algorithm comprises the mathematical models of operation sequences (procedures) for receiving of pro-
jection images, for their morphological analysis (receiving their basic geometrical characteristics) and receiving the numerical values
of spatial geometrical characteristics of projection images.

Keywords: algorithm, synthesis, geometrical characteristics, object, projection image, mathematical model, approximation, el-
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