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Введение

В XVII в. усиëияìи äвух кëассиков естествозна-
ния — анãëи÷анина Исаака Нüþтона и неìöа
Готфриäа Виëüãеëüìа Лейбниöа быëо открыто поня-
тие произвоäной функöии и на еãо основе построено
äифференöиаëüное, а затеì и интеãраëüное ис÷ис-
ëение [1]. Это открытие, позвоëивøее форìаëизо-
ванно изу÷атü повеäение саìых разнообразных
функöий, иìеëо коëоссаëüное зна÷ение äëя посëе-
äуþщеãо развития науки и расøирения сферы ее
приëожений. С еãо поìощüþ быëо поëу÷ено оãроì-
ное, не поääаþщееся то÷ной оöенке ÷исëо новых на-
у÷ных резуëüтатов в саìых разнообразных нау÷ных
направëениях как в саìой ìатеìатике, так и во
ìноãих ее приëожениях. Но вреìя иäет, поäхоäы в
науке ìеняþтся и, по наøеìу ìнениþ, приøëа по-
ра разобратüся, наскоëüко ìоäеëü произвоäной Нüþ-
тона—Лейбниöа аäекватна физи÷еской реаëüности и
÷то наäо сäеëатü, ÷тобы эту аäекватностü уëу÷øитü.
Реøение пробëеìы позвоëит увеëи÷итü резуëüта-
тивностü иссëеäований в разëи÷ных обëастях нау-
ки и сäеëатü их, с оäной стороны, боëее ãëубокиìи
и осìысëенныìи, а с äруãой стороны, открываþ-
щиìи путü äëя боëее то÷ноãо ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования реаëüных систеì и проöессов.

1. Постановка проблемы

Как хороøо известно, понятие произвоäной в
кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении Нüþ-
тона—Лейбниöа [1] базируется на понятии преäеëü-
ноãо перехоäа, т. е. неоãрани÷енноãо прибëижения
переìенной веëи÷ины — функöии к некоторой по-
стоянной веëи÷ине — преäеëу, в проöессе котороãо

разностü ìежäу указанныìи веëи÷инаìи неоãрани-
÷енно прибëижается к нуëþ. Оäнако ясно, ÷то такое
преäеëüное повеäение возìожно ëиøü в сëу÷ае то÷но
опреäеëенных функöий и веëи÷ин. На практике же
при построении и иссëеäовании ìатеìати÷еских
ìоäеëей реаëüных систеì и проöессов разëи÷ные их
характеристики — функöии и веëи÷ины — всеãäа
известны не поëностüþ, а с некоторой оãрани÷енной
то÷ностüþ (наприìер, с то÷ностüþ äо интерваëов
возìожных зна÷ений). В этих усëовиях никакоãо
преäеëüноãо перехоäа функöии в сìысëе Нüþто-
на—Лейбниöа не существует. Соответственно этоìу
не существует ни кëасси÷ескоãо понятия произвоä-
ной, ни кëасси÷ескоãо äифференöиаëüноãо ис÷ис-
ëения Нüþтона—Лейбниöа. В связи со сказанныì
выøе возникает, прежäе всеãо, сëеäуþщая базовая
пробëеìа: возìожна ëи перефорìуëировка основ-
ных понятий кëасси÷ескоãо äифференöиаëüноãо
ис÷исëения такиì образоì, ÷тобы они работаëи
как в сëу÷аях, коãäа изу÷аеìые функöии и веëи÷и-
ны известны то÷но, так и в сëу÷аях, коãäа они из-
вестны с оãрани÷енной то÷ностüþ? Какиì ìожет
бытü это новое äифференöиаëüное ис÷исëение?
Вторая серüезная пробëеìа в рассìатриваеìой

наìи обëасти закëþ÷ается в сëеäуþщеì. Как из-
вестно [1], произвоäная в кëасси÷ескоì äифферен-
öиаëüноì ис÷исëении иìеет сìысë скорости, с ко-
торой эта функöия изìеняется в разëи÷ных то÷ках
относитеëüно своеãо арãуìента. В соответствии с
этиì произвоäные высøих поряäков приобретаþт
сìысë скоростей высøих поряäков, с которыìи
äанная функöия изìеняется относитеëüно своеãо
арãуìента. Наприìер, произвоäная второãо поряä-
ка озна÷ает ускорение — скоростü изìенения ско-
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рости изìенения наøей функöии, т. е. скоростü
изìенения функöии второãо поряäка. Анаëоãи÷но
интерпретируþтся произвоäные третüеãо и посëе-
äуþщих поряäков. Еäинообразная интерпретаöия
произвоäных разëи÷ных поряäков äает наì осно-
вание поëаãатü, ÷то произвоäные всех поряäков
äоëжны принаäëежатü оäноìу и тоìу же кëассу
функöий. Оäнако на практике это усëовие в кëасси-
÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении не выпоë-
няется. Возникает естественный вопрос: озна÷ает ëи
эта разнороäностü произвоäных разëи÷ных поряä-
ков, ÷то ìы иìееì äеëо с норìаëüныì явëениеì,
которое наäо ëиøü правиëüно объяснитü, иëи она
свиäетеëüствует о не впоëне аäекватной ìоäеëи ско-
рости изìенения прироäных проöессов, принятой
в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении,
которуþ ìожно исправитü, изìенив ìоäеëü и теì
саìыì повысив то÷ностü ìоäеëирования разëи÷-
ных систеì и проöессов? Какова эта новая ìоäеëü?
Сëеäуþщая пробëеìа связана с теì, ÷то скоростü

изìенения прироäных проöессов — это характерис-
тика реаëüно существуþщих проöессов, которая по-
этоìу äоëжна обязатеëüно существоватü. Такиì об-
разоì, ëþбая функöия, ìоäеëируþщая реаëüно су-
ществуþщий проöесс, обязатеëüно äоëжна иìетü
всþäу произвоäнуþ, есëи тоëüко саìо понятие
произвоäной ввеäено аäекватно. Но äëя обы÷ной
произвоäной в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì
ис÷исëении указанное требование, как известно,
выпоëняется не всеãäа. В связи с этиì уìестен сëе-
äуþщий вопрос: ìожет ëи ìоäеëü скорости изìе-
нения реаëüных прироäных проöессов, принятая
в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении,
с÷итатüся впоëне аäекватной, у÷итывая, ÷то в ней
не всеãäа выпоëняется указанное естественное тре-
бование — существование скорости проöесса, иëи же
ее нужно признатü не впоëне аäекватной и заìе-
нитü äруãой, боëее аäекватной ìоäеëüþ, в которой
äанное требование строãо выпоëняется, ÷то позво-
ëяет повыситü то÷ностü ìоäеëирования разнообраз-
ных систеì и проöессов? Какова эта новая ìоäеëü?
Даëее, поскоëüку в кëасси÷ескоì äифференöи-

аëüноì ис÷исëении Нüþтона—Лейбниöа произ-
воäная ëþбоãо поряäка иìеет оäин и тот же сìысë
скорости соответствуþщеãо поряäка, с которой не-
которая функöия изìеняется относитеëüно своеãо
арãуìента, естü основание поëаãатü, ÷то произвоä-
ные всех поряäков äоëжны принаäëежатü оäноìу и
тоìу же кëассу функöий (сì. выøе изëожение вто-
рой пробëеìы). Из этоãо ìожно вывести, ÷то
äоëжна существоватü некоторая еäиная форìуëа
äëя произвоäных всех поряäков от ëþбой заäанной
функöии. Оäнако известно, ÷то такой форìуëы в
кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении нет.
В связи с этиì возникает сëеäуþщий резонный воп-
рос: ìожно ëи с÷итатü впоëне аäекватной ìоäеëü
скорости изìенения прироäных проöессов, приня-
туþ в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении,

при тоì, ÷то в ней не выпоëняется естественное тре-
бование — существование еäинообразной форìуëы
äëя скорости (произвоäной) ëþбоãо поряäка? Иëи
же ее наäо признатü не впоëне аäекватной и заìенитü
äруãой, боëее аäекватной ìоäеëüþ, ãäе выпоëняется
указанное требование, ÷то позвоëяет повыситü
то÷ностü ìоäеëирования разëи÷ных систеì и про-
öессов? Какова тоãäа эта новая ìоäеëü?
Наконеö, посëеäняя пробëеìа в рассìатривае-

ìой обëасти состоит в сëеäуþщеì. Понятие произ-
воäной в ëþбоì из ис÷исëений, в которых произ-
воäная иìеет сìысë скорости изìенения функöии
относитеëüно своеãо арãуìента, äоëжно отве÷атü
усëовиþ физи÷ности в отноøении разìерности.
Это требование связано с теì, ÷то скоростü — по-
нятие физи÷еское. Оно проявëяется в тоì, ÷то есëи,
наприìер, функöия выражает зависиìостü пути в
ìетрах от вреìени в секунäах, то 1-я произвоäная
от этой функöии по ее арãуìенту, выражаþщая
скоростü рассìатриваеìоãо äвижения, äоëжна
иìетü разìерностü ìетр в секунäу (ì/с), 2-я про-
извоäная, выражаþщая ускорение этоãо äвижения,
т. е. скоростü 2-ãо поряäка, — разìерностü ìетр на
секунäу в кваäрате (ì/с2) и т. ä. Но в кëасси÷ескоì
äифференöиаëüноì ис÷исëении это требование не
всеãäа выпоëняется. Наприìер, есëи зависиìостü
пути в ìетрах s от вреìени в секунäах t выражается
функöией s = et, то скоростü äвижения, выражае-
ìая произвоäной от s по t, иìеет виä s ′ = et и раз-
ìерностü, такуþ же, как s, т. е. ìетр, а не ìетр в
секунäу, как äоëжно бытü по усëовиþ физи÷ности.
В связи с этиì возникает сëеäуþщий вопрос: ìож-
но ëи ìоäеëü скорости изìенения реаëüных про-
öессов, принятуþ в кëасси÷ескоì äифференöиаëü-
ноì ис÷исëении, с÷итатü впоëне аäекватной, хотя
в ней не выпоëняется обязатеëüное требование фи-
зи÷ности в отноøении разìерности произвоäной,
иëи ее наäо признатü не впоëне аäекватной и заìе-
нитü äруãой, боëее аäекватной ìоäеëüþ, в которой
это требование выпоëняется, бëаãоäаря ÷еìу ìожно
повыситü то÷ностü ìоäеëирования разëи÷ных сис-
теì и проöессов? Какова ìожет бытü эта ìоäеëü?
Новая ìоäеëü произвоäной, а также соответст-

вуþщее ей äифференöиаëüное ис÷исëение, приìе-
ниìые äëя работы с функöияìи, заäанныìи с оãра-
ни÷енной то÷ностüþ, зависят от форìы неопреäе-
ëенности, в которой заäается функöия. При стохас-
ти÷еской неопреäеëенности ввоäятся стохасти÷еская
произвоäная и стохасти÷еское äифференöиаëüное
ис÷исëение (в ÷астности, стохасти÷еские äиффе-
ренöиаëüные уравнения) [2]. Анаëоãи÷но, в сëу÷ае
не÷еткой неопреäеëенности ввоäятся не÷еткие
произвоäные, не÷еткое äифференöиаëüное ис÷ис-
ëение, а также не÷еткие äифференöиаëüные уравне-
ния [3—5] (обзор этой теìы на русскоì языке сì.
в работах [6, 7]). Боëее простая и физи÷ная версия
всех этих понятий поëу÷ается, есëи вìесто не÷ет-
ких функöий испоëüзоватü äëя ввеäения неопреäе-
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ëенности ìноãозна÷ные функöии [8]. В настоящей
работе пробëеìа построения новой ìоäеëи произ-
воäной и соответствуþщеãо äифференöиаëüноãо
ис÷исëения рассìатривается в преäпоëожении ин-
терваëüной форìы неопреäеëенности функöий. Это
позвоëяет поëу÷атü необхоäиìые резуëüтаты в еще
боëее простой и ясной форìе, испоëüзуя хороøо раз-
работанный аппарат интерваëüной ìатеìатики [9].
Кроìе тоãо, при такоì поäхоäе уäается конструк-
тивно реøитü поставëенные выøе пробëеìы, вы-
званные неопреäеëенностüþ изу÷аеìых функöий.

2. Решение базовых проблем

Рассìотриì сна÷аëа первуþ из пробëеì, пос-
тавëенных в разä. 1, и укажеì пути ее возìожноãо
реøения.
Эта пробëеìа, как уже указываëосü, закëþ÷ается

в тоì, ÷то при заäании функöий не то÷но, а с оã-
рани÷енной то÷ностüþ, понятие преäеëа в сìысëе
Нüþтона—Лейбниöа, а вìесте с ниì и понятие
произвоäной перестаþт существоватü. Возникает
вопрос, ìожно ëи распространитü указанные поня-
тия и на этот сëу÷ай, ÷тобы поëу÷итü возìожностü
ìоäеëирования реаëüных проöессов? Оказывается,
÷то такое распространение возìожно, есëи заäаватü
функöии с то÷ностüþ äо интерваëов возìожных
зна÷ений, а в ка÷естве ìатеìати÷ескоãо аппарата
испоëüзоватü аппарат интерваëüной ìатеìатики [9].
Сëеäуя [10—12], испоëüзуеì понятие интерваëü-
ной функöии

 = ( ), (1)

ãäе  = [x1, x2] — интерваëüная независиìая пере-
ìенная, выраженная в виäе заìкнутоãо веществен-
ноãо интерваëа;  = [y1, y2] — интерваëüная зависи-
ìая переìенная, также выраженная в виäе заìкну-
тоãо вещественноãо интерваëа;  — оäнозна÷ное
отображение ìножества интерваëов { } на ìноже-
ство интерваëов { }. Понятие преäеëа интерваëüной
функöии (1) отëи÷ается от понятия преäеëа обы÷ной
(то÷но заäанной) функöии. Пустü  = [x01, x02] —
интерваëüная постоянная. Буäеì ãоворитü, ÷то ин-
терваëüная независиìая переìенная  в проöессе
своеãо изìенения стреìится к интерваëüноìу пре-
äеëу , есëи x1 стреìится к преäеëу x01, а x2 —
к преäеëу x02. Сиìвоëи÷ески это опреäеëение запи-
сывается в виäе

{lim(  = [x1, x2]) = (  = [x01, x02])} ⇔

⇔ {limx1 = x01, limx2 = x02}. (2)

Анаëоãи÷но записывается опреäеëение преäеëа
интерваëüной зависиìой переìенной

{lim(  = [y1, y2]) = (  = [y01, y02])} ⇔

⇔ {limy1 = y01, limy2 = y02}. (3)

Преäеë интерваëüной функöии (1) теперü ìо-
жеì опреäеëитü сëеäуþщиì образоì. Пустü в про-

öессе своеãо изìенения интерваëüная независиìая
переìенная  стреìится к интерваëüноìу преäеëу

, при этоì интерваëüная зависиìая переìенная
 стреìится к интерваëüноìу преäеëу . Буäеì в

этоì сëу÷ае ãоворитü, ÷то преäеë интерваëüной
функöии (1) при , стреìящеìся к , равен ,
иëи сиìвоëи÷ески

 = (4)

ëибо, по-äруãоìу, с испоëüзованиеì обозна÷ения
функöии (1),

( ) = . (5)

Теперü, испоëüзуя понятие преäеëа интерваëüной
функöии, ìы ìожеì ввести понятие произвоäной
интерваëüной функöии (1). Буäеì поëаãатü эту
функöиþ непрерывной, т. е. ее нижнþþ и верхнþþ
ãраниöы непрерывныìи функöияìи нижней и верх-
ней ãраниö интерваëа  — независиìой переìенной.
Тоãäа фиксированноìу зна÷ениþ  = [x01, x02]
независиìой переìенной буäет соответствоватü
фиксированное зна÷ение функöии  = ( ).
Опреäеëиì приращения независиìой и зависиìой
переìенных наøей функöии относитеëüно их ука-
занных фиксированных зна÷ений:

Δ  =  – , Δ  =  –  = ( ) – ( ). (6)

Составиì отноøение второãо приращения к
первоìу:

Δ /Δ  = (  – )/(  – ) =

= ( ( ) – ( ))/(  – ). (7)

Возüìеì преäеë отноøения (7) при стреìëении
независиìой переìенной  к ее преäеëу :

Δ /Δ . (8)

Преäеë (8), есëи он существует, назовеì интер-
ваëüной произвоäной от интерваëüной функöии (1)
в то÷ке  и обозна÷иì  иëи ( ). Итак,

 = ( ) = Δ /Δ . (9)

Доказано [10—12], ÷то äëя существования в то÷-
ке  интерваëüной произвоäной от интерваëüной
непрерывной функöии (1) необхоäиìо и äостато÷-
но, ÷тобы в некоторой окрестности этой то÷ки и в
ней саìой все зна÷ения независиìой переìенной

 функöии явëяëисü невырожäенныìи интерваëа-
ìи (интерваëаìи с несовпаäаþщиìи верхней и
нижней ãраниöаìи). Также äоказано [10—12], ÷то
интерваëüная произвоäная от непрерывной интер-
ваëüной функöии в произвоëüной то÷ке  ìожет
бытü выражена в коне÷ноì виäе ÷ерез зна÷ения
независиìой переìенной  и зависиìой переìен-
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ной  = ( ) этой функöии в указанной то÷ке
сëеäуþщиì образоì:

 ≡ ( ) = ( ( ) – ( ))/(  – ). (10)

Отìетиì, ÷то выражение (10) не сëеäует воспри-
ниìатü как неопреäеëенностü виäа 0/0, поскоëüку
у ëþбой существуþщей в то÷ке  интерваëüной про-
извоäной интерваë  невырожäен, и потоìу в со-
ответствии с форìуëаìи интерваëüной ìатеìатики
знаìенатеëü выражения (10) не равен нуëþ.
Форìуëы, привеäенные в этоì разäеëе, наãëяäно

äеìонстрируþт, ÷то преäпринятая перефорìуëи-
ровка базовых понятий кëасси÷ескоãо äифферен-
öиаëüноãо ис÷исëения — преäеëа и произвоäной —
с испоëüзованиеì интерваëüной ìатеìатики от-
крывает возìожностü работы с этиìи понятияìи в
новых усëовиях, коãäа изу÷аеìые веëи÷ины и
функöии известны не то÷но, а с оãрани÷енной то÷-
ностüþ (в äанноì сëу÷ае — с то÷ностüþ äо интер-
ваëов возìожных зна÷ений). При этоì преäеë со-
храняет сìысë постоянной веëи÷ины, к которой
неоãрани÷енно прибëижается переìенная веëи÷ина,
а произвоäная — сìысë скорости, с которой ука-
занная функöия изìеняется относитеëüно своеãо
арãуìента. Зäесü все постоянные и переìенные ве-
ëи÷ины, а также функöии от них, явëяþтся интер-
ваëüныìи. Эти новые ìатеìати÷еские понятия от-
крываþт возìожностü äëя аäекватноãо ìоäеëиро-
вания реаëüных проöессов, известных с оãрани-
÷енной то÷ностüþ.
Рассìотриì теперü вторуþ из пробëеì, постав-

ëенных в разä. 1. Эта пробëеìа закëþ÷ается в тоì,
÷то, несìотря на еäинообразнуþ интерпретаöиþ в
кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении Нüþ-
тона—Лейбниöа произвоäных разëи÷ных поряä-
ков как скоростей изìенения функöий разëи÷ных
поряäков, в общеì сëу÷ае произвоäные разëи÷ных
поряäков не принаäëежат оäноìу и тоìу же кëассу
функöий. Явëяется ëи это поëожение норìаëüныì,
требуþщиì ëиøü соответствуþщеãо объяснения,
иëи же оно свиäетеëüствует о некоторой неаäекват-
ности ìоäеëи скорости изìенения реаëüных проöес-
сов в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении,
которуþ, сëеäоватеëüно, необхоäиìо исправитü пу-
теì изìенения ìоäеëи? Обратиìся к понятиþ интер-
ваëüной произвоäной, ввеäенноìу выøе. Она пока-
зывает скоростü изìенения интерваëüной функöии

 = ( ) относитеëüно ее арãуìента . Запиøеì
выражение интерваëüной произвоäной (10) в виäе

 = / , (11)

при сëеäуþщих обозна÷ениях:

 =  = ( ),  =  –  = ( ) – ( ),

 =  – . (12)

Беря интерваëüнуþ произвоäнуþ от интерваëü-
ной произвоäной функöии 1-ãо поряäка виäа (11),

ìожно поëу÷итü интерваëüнуþ произвоäнуþ функ-
öиþ 2-ãо поряäка в виäе

 = ( / )Δ/ . (13)

Анаëоãи÷но, беря интерваëüнуþ произвоäнуþ
от интерваëüной произвоäной 2-ãо поряäка (13),
поëу÷иì интерваëüнуþ произвоäнуþ 3-ãо поряäка

 = (( Δ/ )Δ/ )Δ/ (14)

и т. ä. Выражение интерваëüной произвоäной n-ãо
поряäка в общеì виäе иìеет сëеäуþщуþ форìу:

(15)

Форìуëы интерваëüных произвоäных (13)—(15)
ìожно развернутü анаëоãи÷но (12), испоëüзуя вы-
ражение оператора Δ, указанное в (12). Как хороøо
виäно из привеäенных форìуë (11)—(15), интер-
ваëüные произвоäные ëþбоãо n-ãо поряäка принаä-
ëежат оäноìу и тоìу же кëассу интерваëüных
функöий, поëу÷аеìых из исхоäной функöии (1) по
оäноìу и тоìу же аëãоритìу с поìощüþ ëиøü äвух
операöий — äеëения и вы÷итания. Такиì образоì,
ìожно с÷итатü, ÷то понятие произвоäной в интер-
ваëüно-äифференöиаëüноì ис÷исëении изна÷аëüно
соответствует требуеìой в постановке пробëеìы,
рассìотренной в разä. 1, еäинообразной интерпре-
таöии произвоäных разëи÷ных поряäков как ско-
ростей разëи÷ных поряäков изìенения функöии.
В то же вреìя понятие произвоäной в кëасси÷е-
скоì äифференöиаëüноì ис÷исëении не соответст-
вует äанной интерпретаöии, ÷то свиäетеëüствует о
некоторой неаäекватности ìоäеëи скорости изìене-
ния реаëüных проöессов, принятой в кëасси÷ескоì
äифференöиаëüноì ис÷исëении. Так ÷то перехоä
от кëасси÷ескоãо äифференöиаëüноãо ис÷исëения
к интерваëüноìу нужно рассìатриватü как некото-
руþ корректировку ìоäеëи произвоäной в сторону
ее боëüøей аäекватности проöессаì, происхоäя-
щиì в реаëüности, ÷то способствует боëее то÷ноìу
ìоäеëированиþ указанных проöессов с поìощüþ
интерваëüно-äифференöиаëüноãо ис÷исëения.
Третüя из пробëеì, поставëенных в разä. 1, со-

стоит в тоì, ÷то скоростü изìенения ëþбых прироä-
ных проöессов, как характеристика реаëüно сущест-
вуþщих проöессов, äоëжна обязатеëüно существо-
ватü. В связи с этиì произвоäная ëþбой функöии,
описываþщей прироäный проöесс, äоëжна обяза-
теëüно существоватü, есëи ìоäеëü произвоäной аäек-
ватна понятиþ скорости. Но на практике кëасси÷е-
ская произвоäная существует не äëя всякой функ-
öии, описываþщей прироäный проöесс. Озна÷ает ëи
это некоторуþ неаäекватностü кëасси÷еской ìоäе-
ëи произвоäной и ìожно ëи эту неаäекватностü
исправитü путеì перехоäа к новой ìоäеëи? К какой?
Обратиìся к понятиþ интерваëüной произвоä-

ной, ввеäенноìу выøе в разä. 2. Быëо указано, ÷то

y~ f~ x~

yx′~~ fx′
~
~ x~ f~ x~ f~ x~ x~ x~

x~
x~

y~ f~ x~ x~

y′~ yΔ~ xΔ~

y′~ yx′~~ fx′
~
~ x~ yΔ~ y~ y~ f~ x~ f~ x~

xΔ~ x~ x~

y″~ yΔ~ xΔ~ xΔ~

y′″~ y~ xΔ~ xΔ~ xΔ~

 = (...(( / )Δ/ )Δ/ ...)Δ/ .y n( )~ yΔ~ xΔ~ xΔ~ xΔ~ xΔ~

n – 1 скобка n – 1 скобка



586 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 22, ¹ 8, 2016

интерваëüная произвоäная в ëþбой то÷ке непре-
рывной интерваëüной функöии существует всеãäа,
коãäа в äанной то÷ке и некоторой ее окрестности
все зна÷ения независиìой переìенной этой функ-
öии явëяþтся невырожäенныìи интерваëаìи (т. е.
интерваëаìи с несовпаäаþщиìи нижней и верхней
ãраниöаìи). Такиì образоì, интерваëüная произ-
воäная от интерваëüной функöии существует прак-
ти÷ески всеãäа, в отëи÷ие от произвоäной в кëас-
си÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении, кото-
рая во ìноãих сëу÷аях не существует (наприìер, в
то÷ках изëоìа исхоäной функöии). Снова виäиì,
÷то перехоä от кëасси÷еской ìоäеëи произвоäной
к интерваëüной ìожно с÷итатü корректировкой
ìоäеëи произвоäной в сторону ее боëüøей аäек-
ватности прироäныì проöессаì, ÷то äает возìож-
ностü боëее то÷ноãо ìоäеëирования этих проöес-
сов с поìощüþ интерваëüно-äифференöиаëüноãо
ис÷исëения.
Четвертая пробëеìа, поставëенная в разä. 1, со-

стоит в тоì, ÷то произвоäная ëþбоãо n-ãо поряäка
в кëасси÷ескоì äифференöиаëüноì ис÷исëении
иìеет сìысë скорости изìенения функöии n-ãо
поряäка относитеëüно своеãо арãуìента (т. е. прин-
öипиаëüно иìеет тот же сìысë — скорости изìе-
нения). Поэтоìу ìожно ожиäатü существования еäи-
ной форìуëы äëя произвоäных всех поряäков от
ëþбой функöии. Теì не ìенее в кëасси÷ескоì
äифференöиаëüноì ис÷исëении такой форìуëы
нет. Озна÷ает ëи это некоторуþ неаäекватностü
кëасси÷еской ìоäеëи произвоäной? Можно ëи ка-
киì-нибуäü образоì скорректироватü эту неаäек-
ватностü, перейäя к новой ìоäеëи произвоäной?
Снова обратиìся к понятиþ интерваëüной произ-
воäной. Рассìотриì форìуëу (15). Она äает еäиное
выражение интерваëüных произвоäных всех по-
ряäков от ëþбой интерваëüной функöии и теì са-
ìыì поëностüþ реøает пробëеìу. Такиì образоì,
опятü виäиì, ÷то перехоä от кëасси÷еской ìоäеëи
произвоäной к интерваëüной позвоëяет сäеëатü ее
боëее аäекватной изу÷аеìыì реаëüныì прироäныì
проöессаì и теì саìыì боëее то÷но ìоäеëироватü
эти проöессы с поìощüþ интерваëüно-äифферен-
öиаëüноãо ис÷исëения.
Пятая пробëеìа, поставëенная в разä. 1, состоит,

как уже быëо сказано, в тоì, ÷то кëасси÷еская ìо-
äеëü произвоäной не всеãäа уäовëетворяет усëовиþ
физи÷ности в отноøении разìерности. Проявëя-
ется это в тоì, ÷то скорости разëи÷ных проöессов,
поëу÷енные путеì вы÷исëения соответствуþщих
произвоäных, не всеãäа иìеþт ту разìерностü, ко-
торуþ они äоëжны иìетü по законаì физики. В свя-
зи с этиì возникает некоторое соìнение в аäекват-
ности кëасси÷еской ìоäеëи произвоäной как ско-
рости изìенения реаëüных проöессов и ìысëü за-
ìенитü ее äруãой, боëее аäекватной ìоäеëüþ.
Обратиìся к явныì выраженияì интерваëüных

произвоäных разëи÷ных поряäков — суперпозиöи-

яì интерваëов , , (11), (13)—(15). Из выраже-
ний (12) интерваëов  и  виäно, ÷то интерваë 
иìеет разìерностü исхоäной функöии  = ( ),
от которой ìы береì посëеäоватеëüные произвоä-
ные, а интерваë  — разìерностü арãуìента 
этой функöии. Обозна÷иì эти разìерности соот-
ветственно разì  и разì . Теперü, посëе приìе-
нения форìуë (11), (13)—(15), ëеãко поëу÷ается,
÷то разìерностü посëеäоватеëüных интерваëüных
произвоäных функöии  = ( ) иìеет виä

разì  = разì /разì ,

разì  = разì /(разì )2,

разì  = разì /(разì )3, ..., разì (n) =

= разì /(разì )n. (16)

Но иìенно такой äоëжна бытü с то÷ки зрения
физики разìерностü этих произвоäных, есëи исхо-
äитü из их физи÷ескоãо сìысëа как скоростей раз-
ëи÷ных поряäков изìенения прироäных проöес-
сов. То естü поëу÷аеìые в соответствии с форìу-
ëаìи (16) разìерности интерваëüных произвоäных
разëи÷ных поряäков поëностüþ реøаþт пробëеìу.
Наприìер, есëи некоторая функöия  = ( ) за-
äает закон äвижения, в котороì  озна÷ает вреìя
в секунäах,  — пройäенный путü в ìетрах, то 1-я
произвоäная , явëяясü скоростüþ äвижения,
äоëжна иìетü разìерностü ìетр в секунäу, вторая
произвоäная , явëяясü ускорениеì, — разìер-
ностü ìетр на секунäу в кваäрате (ì/с2) и т. ä.
Снова виäиì, ÷то перехоä от кëасси÷еской ìоäеëи

произвоäной к интерваëüной äеëает ìоäеëü боëее
аäекватной реаëüныì проöессаì, теì саìыì
позвоëяя боëее то÷но ìоäеëироватü эти проöессы
с поìощüþ ìатеìати÷ескоãо аппарата интерваëü-
но-äифференöиаëüноãо ис÷исëения.

3. Алгоритм моделирования динамических 
неполностью определенных систем 

с использованием интервальных производных

Из преäставëенных выøе в разä. 2 резуëüтатов
вытекает сëеäуþщий аëãоритì построения ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи äинаìи÷еской непоëностüþ оп-
реäеëенной систеìы.
Шаг 1. Береì уже иìеþщуþся (иëи же строиì

заново) ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äинаìи÷еской поë-
ностüþ опреäеëенной (äетерìинированной) систе-
ìы, сëужащей прототипоì äинаìи÷еской непоëно-
стüþ опреäеëенной (неäетерìинированной) систе-
ìы, поäëежащей ìоäеëированиþ (систеìа-прототип
поëу÷ается из систеìы-ориãинаëа путеì äетерìи-
низаöии всех параìетров систеìы, а систеìа-ори-
ãинаë поëу÷ается из систеìы-прототипа путеì их
наäëежащей разäетерìинизаöии). Поëаãаеì, ÷то ìо-
äеëü систеìы-прототипа иìеет виä некотороãо
уравнения — аëãебраи÷ескоãо (есëи в неì естü
тоëüко аëãебраи÷еские операöии), äифференöиаëü-
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ноãо (есëи в äопоëнение к аëãебраи÷ескиì опера-
öияì в неì естü кëасси÷еские произвоäные) иëи раз-
ностноãо (есëи в äопоëнение к аëãебраи÷ескиì опера-
öияì в неì фиãурируþт разностные операторы).
Шаг 2. Матеìати÷ескуþ ìоäеëü систеìы-про-

тотипа, поëу÷еннуþ на øаãе 1, поäверãаеì наäëе-
жащей разäетерìинизаöии. Дëя этоãо заìеняеì
все то÷но заäанные параìетры этой ìоäеëи соот-
ветствуþщиìи интерваëüныìи параìетраìи, а все
то÷но заäанные операторы — соответствуþщиìи
интерваëüныìи оператораìи (кëасси÷ескуþ про-
извоäнуþ — интерваëüной, обы÷ный разностный
оператор — интерваëüныì). В резуëüтате поëу÷аеì
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü систеìы-ориãинаëа в сиì-
воëüной форìе, ãäе операторы (разностный и про-
извоäный) преäставëены пока соответствуþщиìи
сиìвоëаìи, но интерваëüные параìетры фиãури-
руþт уже в явноì виäе.
Шаг 3. Поëу÷еннуþ на øаãе 2 сиìвоëüнуþ ìа-

теìати÷ескуþ ìоäеëü äинаìи÷еской непоëностüþ
опреäеëенной систеìы поäверãаеì необхоäиìой
äесиìвоëизаöии. Дëя этоãо заìеняеì все сиìвоëы
интерваëüных произвоäных разëи÷ных поряäков
соответствуþщиìи явныìи выраженияìи, приìе-
няя форìуëы (11), (13)—(15). С испоëüзованиеì
анаëоãи÷ных форìуë заìеняеì соответствуþщиìи
явныìи выраженияìи все сиìвоëы разностных
операторов. В резуëüтате поëу÷аеì ìатеìати÷е-
скуþ ìоäеëü äинаìи÷еской непоëностüþ опреäе-
ëенной систеìы в явной интерваëüной форìе, т.е.
в форìе суперпозиöии интерваëüных параìетров
этой систеìы.

Конец процедуры

Поëу÷енная с поìощüþ äанноãо аëãоритìа ìа-
теìати÷еская ìоäеëü äинаìи÷еской непоëностüþ
опреäеëенной систеìы боëее аäекватно отражает
функöионирование этой систеìы, ÷еì äетерìини-
рованная ìоäеëü, поëу÷енная с поìощüþ кëасси-
÷ескоãо äифференöиаëüноãо ис÷исëения.
Пример (äеìоãрафия). Известно, ÷то скоростü

прироста насеëения пряìо пропорöионаëüна ко-
ëи÷еству насеëения. Найти ìоäеëü, описываþщуþ
зависиìостü коëи÷ества насеëения A от вреìени t,
есëи известно, ÷то в некоторый на÷аëüный ìоìент
t = 0 коëи÷ество насеëения равняëосü A0, а ÷ерез
ãоä оно увеëи÷иëосü на a%. Построитü ìатеìати-
÷ескуþ ìоäеëü роста ÷исëа насеëения в усëовиях
интерваëüной неопреäеëенности систеìы.
Шаг 1. Скоростü изìенения коëи÷ества насеëе-

ния естü 1-я произвоäная от коëи÷ества насеëения
по вреìени, т.е. A't. Тоãäа по усëовиþ наøей заäа÷и
поëу÷аеì äифференöиаëüное уравнение — ìатеìа-
ти÷ескуþ ìоäеëü роста коëи÷ества насеëения
dA/dt = kA иëи, разäеëяя переìенные,

dA/A = kdt.

Интеãрируя по÷ëенно, нахоäиì

lnA = ln ,

÷то посëе потенöирования äает общее реøение
уравнения в виäе

A = Cekt, C = .

Сна÷аëа найäеì константу C. Поäставëяя в об-
щее реøение соответствуþщие зна÷ения ÷исëен-
ности насеëения и вреìени, A = A0, t = 0, поëу÷иì

A0 = Cek•0 = C•1 = C,

так ÷то общее реøение приниìает виä

A = A0e
kt.

Найäеì константу k. По усëовияì заäа÷и ÷ис-
ëенностü насеëения ÷ерез ãоä, т. е. при t = 1, со-
ставит A = ((100 + a)A0)/100. Поäставëяя эти зна-
÷ения в общее реøение, поëу÷иì

((100 + a)A0)/100 = A0e
k.

Откуäа

ek = (100 + a)/100,

k = ln((100 + a)/100) = ln ,

так ÷то иìееì сëеäуþщее реøение äифференöи-
аëüноãо уравнения — ìоäеëи роста ÷исëенности
насеëения

A = A0((100 + a)/100)t.

Саìа ìоäеëü, преäставëяþщая основной инте-
рес, приобретает окон÷атеëüный виä сëеäуþщеãо
äифференöиаëüноãо уравнения:

dA/dt = ln A, A|t = 0 = A0.

Шаг 2. Поëу÷еннуþ на øаãе 1 ìоäеëü поëно-
стüþ опреäеëенной (äетерìинированной) äеìоãра-
фи÷еской систеìы поäверãаеì разäетерìиниза-
öии. Дëя этоãо то÷ный параìетр A ìы заìеняеì
интерваëüныì параìетроì  = [A1, A2], анаëоãи÷-
но то÷ные параìетры A0, t — соответствуþщиìи
интерваëüныìи параìетраìи  = [A01, A02],  =
[t1, t2]. Кëасси÷ескуþ произвоäнуþ dA/dt заìеняеì
интерваëüной произвоäной d /d . В итоãе поëу-
÷аеì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äеìоãрафи÷еской
систеìы в виäе интерваëüно-äифференöиаëüноãо
уравнения, записанноãо в сиìвоëüной форìе:

d /d  = ln , |  = [0, 0] = .

Шаг 3. Поëу÷еннуþ на øаãе 2 сиìвоëüнуþ ìа-
теìати÷ескуþ ìоäеëü äеìоãрафи÷еской систеìы
äесиìвоëизируеì, заìеняя сиìвоëüное выражение
интерваëüной произвоäной соответствуþщиì яв-
ныì интерваëüныì выражениеì (11). В резуëüтате

e
kt C1+

e
C1

1 a
100
-------+⎝ ⎠

⎛ ⎞

1 a
100
-------+⎝ ⎠

⎛ ⎞

A~

A0
~ t~

A~ t~

A~ t~ 1 a
100
-------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ A~ A~ t~ A0
~
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поëу÷аеì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äеìоãрафи÷е-
ской систеìы в явной интерваëüной форìе

 = ln , |  = [0, 0] = .

Заключение

Кëасси÷еская произвоäная и основанное на ней
кëасси÷еское äифференöиаëüное ис÷исëение быëи
построены äëя иссëеäования повеäения то÷но оп-
реäеëенных проöессов. Оäнако в наøе вреìя боëü-
øинство изу÷аеìых проöессов заäаþтся нето÷но,
так ÷то их изу÷ение с поìощüþ кëасси÷ескоãо äиф-
ференöиаëüноãо ис÷исëения практи÷ески невоз-
ìожно. Кроìе тоãо, оказывается, ÷то кëасси÷еское
äифференöиаëüное ис÷исëение, äаже при изу÷е-
нии то÷но опреäеëенных проöессов, обнаруживает
некоторые ÷ерты неаäекватности по отноøениþ к
изу÷аеìыì проöессаì. Все это побужäает искатü
новые ìоäеëи произвоäных, приãоäные äëя по-
строения боëее аäекватноãо äифференöиаëüноãо
ис÷исëения. Оäной из них явëяется интерваëüная
произвоäная, опреäеëяеìая äëя функöий, заäанных
с то÷ностüþ äо интерваëа возìожных зна÷ений.
Эта произвоäная, преäëоженная ранее автороì,
äетаëüно изу÷ена выøе в öеëях установëения ее
аäекватности реаëüныì проöессаì. Наøе изу÷ение
показаëо, ÷то перехоä от кëасси÷еской произвоä-
ной к интерваëüной позвоëяет строитü интерваëü-
но-äифференöиаëüное ис÷исëение, которое боëее

аäекватно проöессаì, заäанныì нето÷но, и такиì
образоì позвоëяет то÷нее ìоäеëироватü эти про-
öессы. Кроìе тоãо, перехоä äает возìожностü из-
бавитüся от некоторых проявëений неаäекватности,
свойственных кëасси÷еской произвоäной, и при
изу÷ении то÷но опреäеëенных проöессов.
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Models of Derivative and their Application to Modeling
of Dynamical Incompletely Defined Systems

A A–
t t–
----------
~ ~
~ ~ 1 a

100
-------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ A~ A~ t~ A0
~

The problem of the adequacy of the classic differential calculus is considered in this article. Disadvantages of this calculation
that prevent use it for simulation of real systems and processes in the uncertainty are discussed: inability to use classic concept of
the derivative in the event of an incomplete initial functions; different functional accessory of classical derivatives of various orders,
despite similar interpretation as the speed of various orders; nonexistence of the derivative in the individual points of functions that
simulate the real movement despite the existence of the apparent rate at any point of each such process; the absence of a uniform
formula for derivatives of various orders, despite a similar interpretation of all such derivatives as speeds of various orders; in-
consistency of derivative to physicality in relation to dimension. In this regard, the problem of possibility of generalizing the classical
differential calculus to circumvent all these shortcomings is discussed. It is shown how transition from classical derivative, which
is introduced for exactly determined functions to interval derivative, which is incorporated to functions given up interval of possible
values, allows to eliminate all the above drawbacks. Specifically, it is shown that the introduction of the concept of interval de-
rivative allows you to build differential calculus for not fully certain original functions. It also allows you to standardize functional
accessory derivatives of any order. Moreover, it provides for existence of the derivative of continuous interval functions. Also, a
new calculus contains a single formula for derivatives of all orders and corresponds to the requirement of physicality in relation
of the dimension. Algorithm of construction of interval models of dynamic incomplete defined systems using interval derivatives is
given. An example of building of model of such system is presented.

Keywords: interval, interval function, function calculus, interval derivative, interval computing, nondeterministic differential
calculus
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Имитационное моделирование сложных проектов

Введение

Оäной из важных особенностей проãраìì раз-
вития сëожных орãанизаöионно-техни÷еских и со-
öиаëüно-эконоìи÷еских систеì явëяется наëи÷ие
в их составе проектов, характеристики которых
иìеþт вероятностный характер. Это относится,
прежäе всеãо, к срокаì выпоëнения отäеëüных
проектов и их финансовыì показатеëяì. Также
сëеäует приниìатü во вниìание наëи÷ие "сëож-
ных" проектов, к которыì относятся проекты с не-
оäнозна÷ныì исхоäоì, проекты с возìожностüþ
повторноãо выпоëнения и проекты с нескоëüкиìи
возìожныìи вариантаìи реаëизаöии. Наëи÷ие ве-
роятностных характеристик во ìноãоì объясняет то,
÷то в практике проектноãо ìенеäжìента факти÷е-
ские показатеëи реаëизаöии проектов и проãраìì
крайне реäко совпаäаþт с запëанированныìи.
Наëи÷ие вероятностных характеристик проектов

свиäетеëüствует о öеëесообразности иìитаöион-
ноãо ìоäеëирования реаëизаöии проектов и про-
ãраìì развития. При этоì ìожно с÷итатü, ÷то со-
стояние объекта ìоäеëирования (на÷аëо и заверøе-
ние проектов, наступëение проãраììных событий,
сопутствуþщие пëатежи, поëу÷ение резуëüтатов)

изìеняется в äискретные ìоìенты вреìени. По-
этоìу в äанноì сëу÷ае уìестно приìенение иìита-
öионноãо ìоäеëирования äискретно-событийноãо
типа, которое äает возìожностü описыватü изìе-
нение состояния иссëеäуеìой систеìы в виäе по-
сëеäоватеëüности событий, наступаþщих в äиск-
ретные ìоìенты вреìени [1].
Такиì образоì, заäа÷и äанноãо иссëеäования

закëþ÷аþтся в выявëении основных типов и харак-
теристик сëожных проектов, иìеþщих ìесто в про-
ãраììах развития орãанизаöионно-техни÷еских и
соöиаëüно-эконоìи÷еских систеì, а также в раз-
работке практи÷еских рекоìенäаöий в обëасти их
иìитаöионноãо ìоäеëирования.
В ка÷естве иëëþстраöии возìожностей практи-

÷ескоãо приìенения ìоäеëей рассìатривается их
реаëизаöия в среäе инфорìаöионной систеìы Arena
(разработка коìпании Rockwell Automation), функ-
öионаëüностü которой äостато÷но поäробно опи-
сана как в зарубежной [2—4], так и в оте÷ествен-
ной [5, 6] ëитературе. Оäной из основных обëастей
практи÷ескоãо приìенения систеìы явëяþтся раз-
ëи÷ные систеìы ìассовоãо обсëуживания, в тоì
÷исëе вхоäящие в состав произвоäственных систеì
и вы÷исëитеëüных коìпëексов. Систеìу Arena также

Рассмотрены вопросы имитационного моделирования сложных проектов, к числу которых относятся проекты с не-
однозначным исходом, возможностью повторного выполнения и несколькими возможными вариантами реализации.
Предложенные модели и рекомендации могут быть использованы для оценки сроков реализации и последствий программ
развития, в состав которых входят сложные проекты. Практическое применение моделей проиллюстрировано на при-
мере системы дискретно-событийного моделирования Arena.
Ключевые слова: программа развития, сложный проект, имитационное моделирование, дискретно-событийное мо-

делирование, система Arena


