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Введение

Мноãообpазие совpеìенных явëений и систеì в
pазëи÷ных äисöипëинах актуаëизиpует пpобëеìы
их автоìати÷еской коëи÷ественной систеìатиза-
öии (без вìеøатеëüства ÷еëовека и отсутствии обу-
÷аþщих выбоpок) ìноãоìеpных объектов. Такая
ситуаöия обусëовëена ãиãантскиì pостоì объеìов
pазноpоäной эìпиpи÷еской инфоpìаöии. Дëя их
соãëасования и уãëубëенной обpаботки тpебуþтся
зна÷итеëüные вы÷исëитеëüные pесуpсы. Так, в неко-
тоpых заäа÷ах астpофизики ÷исëо объектов (пëанет,
ìетеоpитов и äpуãих небесных теë) ìожет пpевы-
øатü 1010 соответствуþщих еäиниö [1]. Зна÷иìостü
pезуëüтатов кëассификаöии зäесü обусëовëена еще
и теì, ÷то ассоöиаöии звезä в наøей Гаëактике
обы÷но незаìетны на фотоãpафиях. Они выäеëя-
þтся из фона ëиøü как сãущения/кëастеpы звезä
опpеäеëенноãо типа [2]. В этой ситуаöии поä кëа-
стеpоì/кëассоì объектов обы÷но пониìаþт изоëи-
pованнуþ в исхоäноì пpизнаковоì пpостpанстве
коìпактнуþ совокупностü объектов выбоpки [3, 4].
Эффективный инстpуìентаpий анаëиза выбоpо÷-

ноãо ìатеpиаëа основан на пpиìенении соответст-
вуþщих так называеìых кpивых Пеано, поä кото-
pыìи пониìается ëþбое непpеpывное отобpажение
÷исëовоãо отpезка на пëоский кваäpат [4] (в связи
с ее äpуãиì опpеäеëениеì как непpеpывноãо обpаза
отpезка, поëностüþ запоëняþщеãо кваäpат, в pа-
боте [5] соответствуþщая кpивая иìенуется "запоë-
няþщая пpостpанство кpивая" иëи ЗПК). Такая кpи-
вая быëа впеpвые постpоена Дж. Пеано [6], а суще-
ственно боëее пpостой ее ваpиант — Дж. Гиëбеp-
тоì [7]. P. Г. Стpонãин pазpаботаë оpиãинаëüный
аëãоpитì ее постpоения [8], а В. В. Аëексанäpов и
Н. Д. Гоpский выпоëниëи автоpскуþ коìпüþтеp-
нуþ pеаëизаöиþ постpоения [9]. Кpивые Пеано
иìеþт øиpокуþ обëастü пpакти÷ескоãо пpиìене-
ния: pаспознавание обpазов [6, 10]; поиск ãëобаëü-

ноãо оптиìуìа ìноãоэкстpеìаëüных функöий [11];
pабота с базаìи äанных [12] и т. ä. Интеpесно за-
ìетитü, отìе÷енный в pаботе [13], такой факт: со-
ãëасно совpеìенныì иссëеäованияì, ДНК запоë-
няет кажäуþ кëетку такиì обpазоì, ÷то ее пpо-
стpанственная констpукöия пpибëижается к стpук-
туpе кpивой Пеано.
Шиpокие возìожности кpивых Пеано äëя pе-

øения ìноãообpазных пpакти÷еских заäа÷ в ìенü-
øей степени аäаптиpованы äëя pеøения заäа÷ авто-
ìати÷еской кëассификаöии. Цеëüþ pаботы явëя-
ется pазpаботка аëãоpитìа pеøения этой заäа÷и на
основании pекуpсивных ìетоäов постpоения кpи-
вых Пеано. На пpиìеpе общеäоступной выбоpки
P. Фиøеpа [14—16] pазpаботан аëãоpитì автоìати-
÷ескоãо выäеëения в пpизнаковоì пpостpанстве
ìноãоìеpной выбоpки сpавнитеëüно таких кëасте-
pов ее объектов. Сущностü пpеäëаãаеìоãо аëãоpит-
ìа состоит в соãëасовании ìежäу собой pезуëüта-
тов неëинейных отобpажений выбоpо÷ных то÷ек
пpизнаковоãо пpостpанства (объектов выбоpки) на
отpезок вещественной оси с поìощüþ pекуpсивно-
ãо постpоения кpивых Пеано.

Выбоpка данных

Поскоëüку выбоpка P. Фиøеpа уже стаëа тpаäи-
öионныì поëиãоноì äëя pазpаботок и тестиpова-
ния pазëи÷ных ìетоäов анаëиза äанных (в систеìе
MATLAB эта выбоpка пpеäставëена набоpоì
iris.dat, а äеìопpоãpаììа их анаëиза — ìоäуëеì
irisfcm.m [16]), то пpеäставëяется поëезныì äетаëü-
ное описание ее стpуктуpы.
В pаботе [14] пpивеäены pезуëüтаты ëинейноãо

äискpиìинантноãо анаëиза выбоpки, объектаìи
котоpой выступаþт 150 ÷етыpехìеpных набëþäе-
ний тpех pазновиäностей öветков иpиса (Setosa,
Versicolor и Virginica), ãäе кажäый из них пpеäстав-
ëен 50 набëþäенияìи. Отäеëüное набëþäение ха-

На основании pекуpсивных методов постpоения кpивых Пеано pазpаботан алгоpитм автоматической классифика-
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pактеpизуется ÷етыpüìя коëи÷ественныìи пpи-
знакаìи: äëиной X1 и øиpиной X2 ÷аøеëистиков,
äëиной X3 и øиpиной X4 ëепестков. Дескpиптив-
ные статистики, ìатpиöа коppеëяöии пpизнаков,
коэффиöиенты коppеëяöии пеpеìенных и ãëавных
коìпонент (ГК) на пеpеìенные и их зна÷иìостü
(ãpафа %) пpивеäены в табë. 1 (вы÷исëения ГК в
MATLAB выпоëняет пpоãpаììа princomp.m).
Наиìенüøая ваpиабеëüностü X2 отpажается в ее

низкоì вëиянии на кëастеpнуþ стpуктуpу выбоpки.
Дëя X3 иìеет ìесто обpатная ситуаöия, иëëþстpа-
öией ÷еìу явëяþтся pаспpеäеëения на pис. 1 (сì.
тpетüþ стоpону обëожки).

Pаспpеäеëение выбоpо÷ных то÷ек на pис. 1, а
показывает, ÷то в пpостpанстве {X1, X2, X4} иìеет
ìесто зна÷итеëüное пеpекpытие выбоpо÷ных объ-
ектов 2-ãо и 3-ãо виäов иpиса. На pис. 1, б оно
пpакти÷ески отсутствует. В обоих сëу÷аях объекты
1-ãо виäа обpазуþт их коìпактное изоëиpованное
сãущение.
Всëеäствие высокой ваpиаöии X3 она вносит наи-

боëüøий вкëаä в неpавноìеpностü pаспpеäеëения

объектов выбоpки. В табë. 2 пpеäставëены äиапа-
зоны изìенения пеpеìенных в фоpìате <Xik> ± tασik,
ãäе пеpвый ÷ëен сpеäнее зна÷ение i-й пеpеìенной
k-ãо виäа, tα—t-статистика Стüþäента уpовня зна-
÷иìости α (сëеäуя [17], пpи такоì объеìе выбоpки
и α = 0,005 она пpиниìается pавной 1,96) и σik —
соответствуþщее сpеäнее кваäpати÷ное откëонение.
Сопоставëение эëеìентов стоëбöов показывает

пеpекpытие äиапазона изìенения X1 äëя всех pазно-
виäностей. Такая же ситуаöия отìе÷ается и äëя X2.
Всëеäствие ÷еãо в pаìках этих пеpеìенных öветки
не pазäеëяþтся по их pазновиäностяì. В пеpеìен-
ных X3 и X4 зна÷иìо выäеëяþтся öветки 1-ãо виäа
иpисов, ÷то обусëовëено зна÷иìыìи отëи÷ияìи
äиапазонов их изìенений.
Пеpеìенная X2 иìеет наиìенüøие коppеëяöи-

онные связи с остаëüныìи пеpеìенныìи, а пеpе-
ìенная X3 — наибоëüøие. Пpи этоì тоëüко она
коppеëиpует со втоpой ГК (коэффиöиент коppеëя-
öии 0,883). Такая ситуаöия отpажается в их коppе-
ëяöионных связях с ГК. В ÷астности, сpеäи всех
пеpеìенных тоëüко X2 коppеëиpует со втоpой ГК:
коэффиöиент коppеëяöии r(X2, C2) = 0,833,
а (X2, C1) = –0,399. Коэффиöиенты коppеëяöии C2
с остаëüныìи пеpеìенныìи не пpевыøаþт 0,410.
Высокие зна÷ения r(X1, C1) = 0,889, r(X3, C1) = 0,998
и r(X4, C1) = 0,963 указываþт на хаpактеp изìене-
ния этой ГК: ее pост обусëовëен pостоì этих пе-
pеìенных. На pис. 2 (сì. тpетüþ стоpону обëожки)
пpеäставëена конфиãуpаöия пpоекöий объектов
выбоpки на пëоскостü пеpвых äвух ГК.

Pаспpеäеëение ìаpкеpов объектов выбоpки на
пëоскости пеpвых äвух ГК указывает существенное
pазëи÷ие в pассìатpиваеìоì пpизнаковоì пpо-
стpанстве иpисов 1-ãо виäа (Setosa). Иpисы äpуãих
виäов (Versicolor и Virginica) сосpеäото÷ены в от-
äеëüноì эëëипсоиäаëüноì вытянутоì äостато÷но
пëотноì обëаке. Конфиãуpаöия такоãо pаспpеäеëе-
ния указывает, ÷то исхоäная выбоpка опpеäеëяется
äвуìя кëастераìи: пеpвый кëастеp составëяþт
иpисы Setosa, а втоpой кëастеp — иpисы совокуп-
ности Versicolor и Virginica.

Автоматическая классификация
методами кpивых Пеано

Автоìати÷еская кëассификаöия объектов вы-
боpки естü пpоöеäуpа pазбиения выбоpки на от-
äеëüные äостато÷но оäноpоäные (в сìысëе заpанее
заäанноãо кpитеpия) кëастеpы/кëассы (ãpуппы),
выявëении ее стpуктуpы пpи отсутствии обу÷аþ-
щих выбоpок [3]. Пpеäставëяется, ÷то эффективный
инстpуìентаpий pеøения этой пpобëеìы ìожно
постpоитü на основании посëеäоватеëüности по-
стpоений кpивых Пеано. С их поìощüþ выпоëня-
ется отобpажение исхоäных выбоpо÷ных то÷ек n-
ìеpноãо ãипеpкуба на отpезок вещественной оси.
Сутü постpоений кpивых состоит в pавноìеpноì
pеãуëяpноì pазбиении ãипеpкуба выбоpо÷ных то÷ек

Табëиöа 1
Дескриптивные статистики выборки

X1 X2 X3 X4 %

5,833 3,061 3,752 1,197 —
σX 0,825 0,437 1,761 0,759 —

vX 0,681 0,191 3,099 0,577 —

X1 1 –0,108 0,861 0,803 —

X2 –0,108 1 –0,429 –0,364 —

X3 0,861 –0,429 1 0,958 —

X4 0,803 –0,364 0,958 1 —

C1 0,887 –0,399 0,997 0,963 92,1

C2 0,410 0,813 –0,051 –0,055 5,5

C3 –0,196 0,405 0,011 0,209 2

C4 0,063 –0,126 –0,045 0,163 0,4

Примечание: первые три строки характеризуþт среäние
зна÷ения (изìерения в сì) X, станäартные откëонения σX и
коэффиöиенты вариаöии vX; посëеäуþщие ÷етыре строки —
ìатриöа корреëяöии; посëеäние ÷етыре строки — коэффиöи-
енты корреëяöии r(Xi, Ck) переìенной Xi и ãëавной коìпо-
ненты Ck, посëеäний стоëбеö — зна÷иìостü ГК (отноøение
собственноãо зна÷ения соответствуþщей ìатриöы аëãоритìа
нахожäения ГК к их суììе).

X

Табëиöа 2
Диапазоны изменения переменных, см

1 2 3

X1 5,006 ± 0,598 5,936  ±  0,876 6,558 ± 1,118

X2 3,428 ± 0,643 2,770 ± 0,533 2,982 ± 0,557

X3 1,460 ± 0,301 4,260 ± 0,797 5,536 ± 0,930

X4 0,246 ± 0,179 1,326 ± 0,336 2,018 ± 0,467

Примечание: в стоëбöах характеристики отäеëüных ви-
äов öветков.
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на составëяþщие (эëеìенты pазбиения иëи ãипеp-
кванты в теpìиноëоãии pаботы [5]) и пpовеäение
опpеäеëенныì обpазоì ÷еpез их öентpы кусо÷но-
ëоìаной без саìопеpесе÷ений кpивой. Выбоpо÷ные
то÷ки эëеìента pазбиения пpеäписываþтся еãо
öентpу. Поскоëüку ÷исëо pазбиений явëяется вхоä-
ныì паpаìетpоì такой пpоöеäуpы, то с поìощüþ
кpивых Пеано устанавëивается иеpаpхия pаспpеäе-
ëения объектов выбоpки. Дëя сëу÷ая n = 2 пpибëи-
жения к так называеìыì pазвеpткаì Пеано (кpи-
выì Пеано) пpеäставëены на pис. 3.
Пpи такоì отобpажении бëизкие на отpезке ве-

щественной оси обpазы выбоpо÷ных то÷ек бëизки
и в исхоäноì пpостpанстве. Оäнако бëизкиì в ис-
хоäноì пpостpанстве то÷каì ìоãут соответствоватü

äостато÷но äаëекие их обpазы. Действитеëüно, то÷ки
отpезка иìеþт ëевоãо и пpавоãо сосеäей, а то÷ки
пpостpанства Rn иìеþт сосеäей по 2n напpавëенияì.
Поэтоìу äëя выявëения кëастеpной стpуктуpы ìно-
ãоìеpной выбоpки сëеäует выявитü в этоì пpост-
pанстве сìежные эëеìенты pазбиения с выбоpо÷-
ныìи то÷каìи (поä сìежностüþ пониìается наëи-
÷ие ìежäу эëеìентаìи pазбиения общей ãpани).
Дëя выявëения сìежных эëеìентов pазбиения в

в pаботе [9] выпоëняþтся отобpажения ãипеpку-
бов, котоpые поëу÷ены из исхоäноãо ãипеpкуба не-
котоpыì сäвиãоì позиöий выбоpо÷ных то÷ек. Не-
äостаток такоãо поäхоäа состоит в тpуäности фоpìа-
ëизаöии напpавëения и ÷исëенноãо зна÷ения такоãо
сäвиãа, а также коëи÷ества тpебуеìых отобpажений.
Зäесü pеøение этой пpобëеìы сëеäует оpтоãонаëü-
ныì вpащенияì исхоäноãо ãипеpкуба вокpуã на÷а-
ëа кооpäинат. Суììаpное ÷исëо повоpотов pаз-
веpтки пpи отобpажении n-ìеpноãо ãипеpкуба на
оäноìеpный отpезок pавно 2n [18]. Матpиöа вpа-
щения опpеäеëяется выpажениеì

A = , 

ãäе θ — уãоë повоpота. Пpи äвуìеpноì пpизнако-
воì пpостpанстве ÷исëо таких вpащений pавно ÷е-
тыpеì (сì. pис. 3). Поэтоìу зäесü θ = 0, π/2, π, 3π/2.

Pаспpеäеëения ìаpкеpов объектов на pис. 4 (сì.
тpетüþ стоpону обëожки) показывает, ÷то они за-
поëняþт 12 эëеìентов pазбиения. Пpи этоì кон-
фиãуpаöия обpазов выбоpо÷ных то÷ек относитеëüно
äpуã äpуãа не зависит от вpащения (тут уìестна
анаëоãия с pаспpеäеëенияìи то÷ек абсоëþтно твеp-
äоãо теëа пpи еãо äвижении [19]). Анаëиз сëу÷аев
поäтвеpжäает äостовеpностü наëи÷ия в иссëеäуе-
ìой выбоpке äвух кëастеpов. Оäин из них состав-
ëяþт иpисы Setosa, а втоpой — иpисы совокупно-
сти Versicolor и Virginica.
Зäесü äëя автоìати÷еской кëассификаöии объ-

ектов пpеäëаãается такой аëãоpитì. Пpи еãо по-
стpоении у÷итывается тот факт, ÷то пpи pазëи÷ных
отобpажениях узоp конфиãуpаöии и pаспpеäеëение
выбоpо÷ных то÷ек не изìеняþтся. Дëя кажäоãо pе-
зуëüтата вpащения выпоëняется отобpажение вы-
боpо÷ных то÷ек на отpезок вещественной оси.
Даëее обpазы эëеìентов pазбиения упоpяäо÷и-

ваþтся соãëасно ноìеpаì эëеìентов pазбиения
пеpвоãо отобpажения. Напpиìеp, есëи пpи пеpвоì
отобpажении интеpваë отpезка соответствует i-ìу
ноìеpу исхоäноãо ãипеpкуба, то обpазы выбоpо÷-
ных то÷ек этоãо ãипеpкуба пpи äpуãих отображениях
также поëу÷ат этот ноìеp. Свеäенные в еäинуþ таб-
ëиöу (табë. 3) эти ноìеpа позвоëяþт опpеäеëитü
сìежностü ãипеpкубов. К оäноìу кëастеpу пpипи-
сываþт те выбоpо÷ные то÷ки, котоpые пpинаäëе-
жат тоëüко сìежныì ãипеpкубаì. На äиаãонаëи
табëиöы указываþтся ноìеpа кëастеpов.

Pис. 3. Пpиближения к кpивым Пеано (чеpными кpужками от-
мечены узлы сетки, цифpами — ваpианты вpащений)

Табëиöа 3
Распределение общего числа случаев смежности гиперквантов

\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 6 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0
2 6 1 6 0 0 0 0 0 0 0 0 4
3 0 6 1 6 0 0 0 0 0 0 2 0
4 6 0 6 2 4 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 4 2 6 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 6 2 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 1 0 6 0 2 0
8 0 0 0 0 0 0 0 1 6 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 6 6 1 4 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 4 1 6 0
11 0 0 2 0 0 0 2 0 0 6 1 6
12 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 6 1

Примечание: эëеìенты табëиöы nij — суììарное ÷исëо
общих ãраней (сìежностü) i-ãо и j-ãо эëеìентов разбиения
при отображениях их выборо÷ных то÷ек; эëеìенты äиаãо-
наëи — ноìера кëастеров.

cosθ sinθ+−

sinθ± cosθ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Заключение

В pаботе pазpаботан аëãоpитì автоìати÷еской
кëассификаöии выбоpо÷ноãо ìатеpиаëа на основа-
нии pекуpсивноãо ìетоäа постpоений кpивой Пеано.
Pаботоспособностü аëãоpитìа иëëþстpиpуется pе-
зуëüтатоì pеøения этой пpобëеìы на пpиìеpе об-
щеäоступной выбоpки P. Фиøеpа 150 ÷етыpехìеp-
ных набëþäений.
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Based on the recursive method of constructing curves of Peano developed an algorithm of automatic classification of objects
of multidimensional sampling. The essence of development is to agree among themselves the respective distributions of images of
objects on the segment of the real axis. To evaluate the performance of the algorithm used publicly available for use by the sample
of 150 observations of four-three species of iris flowers (Fisher’s iris data). The results of the algorithm and performed their analysis.
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