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Эффективный подход на основе машинного обучения
к pешению задачи о максимальной клике

Введение

Заäа÷а о ìаксиìаëüной кëике в пpостоì неоpи-
ентиpованноì ãpафе G = (V, Е) явëяется кëасси÷е-
ской заäа÷ей теоpии ãpафов. Кликой (иëи полным
подгpафом) ãpафа G называется такое поäìножест-
во еãо веpøин, в котоpоì ëþбые äве веpøины со-
еäинены pебpоì. Кëика, котоpая не соäеpжится в
кëике боëüøеãо pазìеpа, называется максимальной
по включению. Заäа÷а о ìаксиìаëüной кëике (ЗМК)
состоит в тоì, ÷тобы äëя заäанноãо ãpафа G найти
кëику ìаксиìаëüноãо pазìеpа.
ЗМК явëяется NP-тpуäной заäа÷ей [4]. Данная

заäа÷а иìеет боëüøое ÷исëо пpиëожений. В ÷астно-
сти, эта заäа÷а возникает в теоpии коäиpования [8],
биоинфоpìатике [2], анаëизе соöиаëüных сетей,
анаëизе сетей фонäовых pынков [1].
Дëя pеøения ЗМК в ëитеpатуpе пpеäëожено

боëüøое ÷исëо как то÷ных аëãоpитìов, так и пpи-
бëиженных (эвpистик). Поäpобный обзоp то÷ных
и пpибëиженных аëãоpитìов äëя ЗМК ìожет бытü
найäен в pаботе [10]. В соответствии с pезуëüтата-
ìи, опубëикованныìи в этоì обзоpе, аëãоpитìы
MaxCLQ [5] и MCS [9] явëяþтся наибоëее эффек-
тивныìи совpеìенныìи аëãоpитìаìи äëя то÷ноãо
pеøения ЗМК.
Так как ЗМК относится к кëассу NP-тpуäных

заäа÷, то теоpети÷еский анаëиз то÷ных аëãоpитìов

äëя pеøения ЗМК затpуäнитеëен. Вìесто этоãо пpо-
воäят эìпиpи÷еские иссëеäования их хаpактеpистик
на тестовых ãpафах. Напpиìеp, äëя тестиpования
аëãоpитìов, pеøаþщих ЗМК, испоëüзуþт ãpафы
бибëиотеки DIMACS [12]. Пpи этоì во ìноãих pа-
ботах, посвященных äанной заäа÷е, äеëается вывоä
о тоì, ÷то новый аëãоpитì "ëу÷øе" äpуãих, есëи он
затpа÷ивает на pеøение всех тестовых ãpафов
ìенüøе вpеìени, ÷еì äpуãие аëãоpитìы. Хотя тот
факт, ÷то оäни аëãоpитìы оказываþтся ëу÷øе äpу-
ãих аëãоpитìов на конкpетных ãpафах, за÷астуþ
никак не у÷итывается.
Иäеаëüныì pеøениеì äанной пpобëеìы явëя-

ется обpащение к некоеìу "оpакуëу", котоpый зна-
ет, скоëüко вpеìени тpатит кажäый из известных
аëãоpитìов на pеøение äанноãо пpиìеpа. Посëе
÷еãо оpакуë выбиpает аëãоpитì, котоpый pеøает
pассìатpиваеìуþ заäа÷у за ìиниìаëüное вpеìя.
К сожаëениþ, совеpøенноãо оpакуëа, котоpый за
коpоткое вpеìя выбиpает наибоëее быстpый аëãо-
pитì, äëя таких заäа÷ не существует, так как заäа÷а
опpеäеëения аëãоpитìа явëяется еще боëее сëож-
ной с вы÷исëитеëüной то÷ки зpения. Поэтоìу на
пpактике ìы ìожеì pассìатpиватü тоëüко эвpи-
сти÷еские аëãоpитìы äëя пpеäсказания наибоëее
быстpоãо аëãоpитìа из пpеäëоженноãо ìножества
аëãоpитìов.

Пpедставлен новый подход к pешению задачи о максимальной клике. Пpедложенный подход состоит в том, что для
данного гpафа с помощью машинного обучения выбиpается наиболее быстpый алгоpитм из нескольких алгоpитмов, pе-
шающих задачу о максимальной клике. После чего выбpанный алгоpитм пpименяется для pешения задачи о максимальной
клике в этом гpафе. Вычислительные экспеpименты на гpафах библиотеки DIMACS показывают, что пpедставленный
подход позволяет с высокой точностью выбрать наиболее быстpый алгоpитм из нескольких pассматpиваемых.
Ключевые слова: задача о максимальной клике, точные алгоpитмы, деpевья классификации
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В настоящей pаботе пpеäставëен поäхоä, кото-
pый испоëüзует ìаøинное обу÷ение äëя выбоpа
наибоëее быстpоãо аëãоpитìа из нескоëüких то÷-
ных аëãоpитìов äëя ЗМК, а иìенно аëãоpитìа
MaxCLQ [5], аëãоpитìа MCS [9] и нескоëüких ва-
pиантов аëãоpитìа RPC [7]. С этой öеëüþ äëя ЗМК
быëи выäеëены пpизнаки, котоpые испоëüзуþт пpи
pаботе ìетоäа ìаøинноãо обу÷ения. Дëя пpеäëо-
женноãо поäхоäа пpовеäены вы÷исëитеëüные экс-
пеpиìенты, показываþщие еãо эффективностü.

1. Задача о максимальной клике

Заäа÷а о ìаксиìаëüной кëике в ãpафе G = (V, E),
ãäе |V | = n, ìожет бытü сфоpìуëиpована как заäа÷а
буëева ëинейноãо пpоãpаììиpования (БЛП):

max xi; (1)

xi + xj m 1, ∀(i, j) ∈  =
= {(i, j)|i, j ∈ V, i ≠ j ∧ (i, j) ∉ E}; (2)

xi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, ..., n. (3)

В äанной ìоäеëи есëи веpøина i вхоäит в ìак-
сиìаëüнуþ кëику, то пеpеìенная xi pавна 1, в пpо-
тивноì сëу÷ае xi pавна 0. Неpавенство (2) ãаpанти-
pует, ÷то тоëüко сìежные веpøины ìоãут вхоäитü
в искоìое pеøение.
Так как ЗМК ìожет бытü сфоpìуëиpована как

заäа÷а БЛП, то ее ìожно pеøитü с поìощüþ общих
ìетоäов pеøения заäа÷ БЛП. Оäнако на пpактике
оказывается, ÷то аëãоpитìы, спеöиаëüно pазpабо-
танные äëя pеøения ЗМК, тpебуþт ãоpазäо ìенüøе
вpеìени на поиск то÷ноãо pеøения. Поэтоìу äаëее
буäут pассìотpены тpи совpеìенных аëãоpитìа,
pазpаботанных äëя pеøения ЗМК.
Алгоpитм МСS. Аëãоpитì MCS быë пpеäëожен

в pаботе [9]. Этот аëãоpитì pеаëизует ìетоä ветвей и
ãpаниö. В ка÷естве веpхней ãpаниöы испоëüзуется
веpшинная pаскpаска pассìатpиваеìоãо ãpафа. Веp-
øинной pаскpаской ãpафа G = (V, E) называется
такое отобpажение c : V → N, ÷то c(v) ≠ c(w) äëя ëþ-
бых äвух сìежных веpøин v, w ∈ V. Множество веp-
øин, покpаøенных в i-й öвет, буäеì обозна÷атü Ci.
Сëеäуþщее утвеpжäение связывает ÷исëо веpøин в
ìаксиìаëüной кëике ãpафа G, котоpое называется
кликовым числом ω(G), с ÷исëоì öветов в веpøин-
ной pаскpаске ãpафа G.
Утвеpждение 1. Есëи ãpаф G = (V, E) ìожет бытü

pаскpаøен в k öветов, то ω(G) m k, пpи÷еì в ìак-
сиìаëüнуþ кëику вхоäит не боëее оäной веpøины
из кажäоãо öвета.
Отìетиì, ÷то заäа÷а нахожäения pаскpаски с

ìиниìаëüныì ÷исëоì öветов явëяется NP-тpуäной
заäа÷ей. Поэтоìу на пpактике äëя нахожäения веp-
øинной pаскpаски ãpафа ÷асто испоëüзуþт пpи-

бëиженные аëãоpитìы, в ÷астности, "жаäный" аë-
ãоpитì. "Жаäный" аëãоpитì pаскpаски pаботает сëе-
äуþщиì обpазоì: аëãоpитì посëеäоватеëüно кpасит
кажäуþ из веpøин, у÷итывая выбpанный поpяäок
веpøин, в äопустиìый öвет с ìиниìаëüныì ноìе-
pоì. Дëя повыøения ка÷ества "жаäной" pаскpаски в
аëãоpитìе MCS испоëüзуется "пеpекpаøивание" [9].
Алгоpитм RPC. Аëãоpитì RPC (Reusing Parent Co-

loring) быë пpеäëожен в pаботе [7]. Аëãоpитì RPC
явëяется паpаìетpи÷ескиì аëãоpитìоì с öеëыì
неотpиöатеëüныì паpаìетpоì δ. Аëãоpитì RPC
основан на аëãоpитìе MCS [9], и в неì также äëя
вы÷исëения веpхней ãpаниöы испоëüзуется "жаäная"
pаскpаска с пеpекpаøиваниеì. Основная иäея аë-
ãоpитìа RPC закëþ÷ается в повтоpноì испоëüзова-
нии "pоäитеëüской" pаскpаски äëя некотоpых поä-
заäа÷ в äеpеве поиска вìесто тpуäоеìкоãо вы÷ис-
ëения "жаäной" pаскpаски с пеpекpаøиваниеì äëя
кажäой поäзаäа÷и. Чеì боëüøе зна÷ение паpаìет-
pа δ, теì ÷аще повтоpно испоëüзуется pаскpаска,
поëу÷енная в pоäитеëüскоì узëе äеpева поиска [7].
Отìетиì, ÷то пpи δ = 0 аëãоpитì RPC совпаäает с
аëãоpитìоì MCS, так как äëя всех поäзаäа÷ äëя
вы÷исëения веpхней ãpаниöы испоëüзуется "жаäная"
pаскpаска с пеpекpаøиваниеì.
Алгоpитм MaxCLQ. Аëãоpитì MaxCLQ впеpвые

быë описан в pаботе [5]. Данный аëãоpитì своäит
ЗМК к заäа÷е ìаксиìаëüной выпоëниìости буëевой
фоpìуëы в конъþнктивной ноpìаëüной фоpìе.
Пустü x1, x2, ..., xn — буëевы пеpеìенные, пpиниìаþ-

щие зна÷ения 0 (ëожü) и 1 (истина). Заäа÷а ìакси-
ìаëüной выпоëниìости буëевой фоpìуëы состоит
в тоì, ÷то äëя äанной фоpìуëы F = S1 ∧ S2 ∧ ... ∧ Sk

(ãäе Sj =  xi, Rj ⊆ {1, 2, ..., m}, ∀j = ), пpеä-

ставëенной в конъþнктивной ноpìаëüной фоpìе,
необхоäиìо опpеäеëитü зна÷ения буëевых пеpе-

ìенных xi (i = ), пpи котоpых ìаксиìаëüное

÷исëо äизъþнктов Sj буäет выпоëнятüся (пpини-

ìатü зна÷ение 1).
Дëя свеäения ЗМК к заäа÷е ìаксиìаëüной выпоë-

ниìости аëãоpитì MaxCLQ кажäой веpøине i ãpа-
фа G ставит в соответствие буëеву пеpеìеннуþ xi.
Кажäой паpе несìежных веpøин i, j аëãоpитì ста-
вит в соответствие äизъþнкт Hr =  ∨ . Веpøин-
ная pаскpаска {C1, C2, ..., Ck}, поëу÷енная с поìощüþ
"жаäной" pаскpаски всеãо ãpафа G, пpеобpазуется в
ìножество äизъþнктов {S1, S2, ..., Sk} так, ÷то пе-
pеìенная xi вхоäит в j-й äизъþнкт Sj ( j = ) тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа i ∈ Cj. Заäа÷а о ìаксиìаëüной
кëике в ãpафе эквиваëента заäа÷е ìаксиìаëüной
выпоëниìости буëевой фоpìуëы F = S1 ∧ S2 ∧ ... ∧ Sk
с äопоëнитеëüныì оãpани÷ениеì, ÷то все äизъ-
þнкты Hr äоëжны выпоëнятüся [6]. В такой поста-
новке зна÷ение xi = 1 озна÷ает, ÷то веpøина i вхо-
äит в ìаксиìаëüнуþ кëику.

i 1=

n

∑

E

#
i ∈ Rj

1 k,

1 m,

xi xj

1 k,
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2. Новый подход к pешению задачи 
о максимальной клике

2.1 Описание подхода

Пpеäëоженный поäхоä к pеøениþ заäа÷и о ìак-
сиìаëüной кëике выпоëняется сëеäуþщиì обpазоì.
Сна÷аëа äëя заäанноãо ãpафа G выбиpаþт оäин из
аëãоpитìов MCS, MaxCLQ и нескоëüких ваpиантов
аëãоpитìа RPC, опpеäеëяеìых зна÷ениеì паpаìет-
pа δ. Необхоäиìо выбpатü тот аëãоpитì, котоpый с
наибоëüøей веpоятностüþ буäет саìыì быстpыì
äëя äанноãо ãpафа. Посëе этоãо выбpанный аëãо-
pитì пpиìеняþт äëя pеøения ЗМК äëя ãpафа G.
Заäа÷а выбоpа (пpеäсказания) наибоëее быст-

pоãо аëãоpитìа из нескоëüких быëа pассìотpена
как кëасси÷еская заäа÷а ìаøинноãо обу÷ения —
заäа÷а кëассификаöии. Дëя этоãо быëи выäеëены
пpизнаки, котоpые испоëüзуþтся пpи pаботе ìетоäа
ìаøинноãо обу÷ения, сãенеpиpована обу÷аþщая
выбоpка и выбpан опpеäеëенный ìетоä кëасси-
фикаöии.

2.2 Выделенные пpизнаки для входных данных

В соответствии с pезуëüтатаìи, опубëикован-
ныìи в pаботах по то÷ныì аëãоpитìаì äëя pеøе-
ния ЗМК [5, 7—10], ìожно сäеëатü вывоä о тоì,
÷то наибоëее важныìи хаpактеpистикаìи ãpафов,
вëияþщиìи на быстpоäействие аëãоpитìов ветвей
и ãpаниö, явëяþтся такие паpаìетpы, как pазìеpы
и пëотностü ãpафа, степени веpøин и их сосеäей,
нижняя и веpхняя ãpаниöы на pазìеp ìаксиìаëüной
кëики, øиpина äеpева поиска. Поэтоìу äëя выбо-
pа наибоëее быстpоãо то÷ноãо аëãоpитìа äëя ЗМК
из ìножества аëãоpитìов быëи выäеëены сëеäуþ-
щие пpизнаки.

1. Чисëо веpøин.
2. Чисëо pебеp.
3. Пëотностü ãpафа.
4. Миниìаëüная степенü веpøин.
5. Максиìаëüная степенü веpøин.
6. Сpеäнее зна÷ение степени веpøины.
7. Сpеäнее кваäpати÷ное откëонение степени

веpøины.
8. Миниìаëüная суììа степеней сìежных веpøин.
9. Максиìаëüная суììа степеней сìежных веpøин.
10. Сpеäнее зна÷ение суììы степеней сìежных

веpøин.
11. Сpеäнее кваäpати÷ное откëонение суììы

степеней сìежных веpøин.
12. Pазìеp кëики, найäенной "жаäной" эвpисти-

кой (нижняя ãpаниöа).
13. Чисëо öветов в "жаäной" pаскpаске ãpафа

(веpхняя ãpаниöа).
14. Чисëо веpøин, котоpые нужно pассìотpетü на

пеpвоì уpовне äеpева поиска (øиpина äеpева поиска).
15. Доëя веpøин в ãpафе, котоpые нужно pас-

сìотpетü на пеpвоì уpовне äеpева поиска (относи-
теëüная øиpина äеpева поиска).

Пpизнаки 1—3 явëяþтся кëасси÷ескиìи пpизна-
каìи äëя pазëи÷ных заäа÷ на ãpафах. Пpизнаки 4—7
описываþт хаpактеpистики степеней веpøин ãpафа,
а пpизнаки 8—11 описываþт хаpактеpистики суììы
степеней сìежных веpøин. Пpизнак 12 äает ниж-
нþþ ãpаниöу на pазìеp ìаксиìаëüной кëики в
ãpафе. Дëя нахожäения нижней ãpаниöы испоëü-
зуþт äва "жаäных" аëãоpитìа. Пеpвый "жаäный"
аëãоpитì сна÷аëа äобавëяет веpøину v1 с ìакси-
ìаëüной степенüþ в текущуþ кëику Q. Посëе этоãо
из веpøин, сìежных веpøине v1, выбиpается веp-
øина v2 с ìаксиìаëüной степенüþ в поäãpафе, об-
pазованноì этиìи веpøинаìи, и äобавëяется в Q.
Затеì в Q äобавëяется веpøина v3 с ìаксиìаëüной
степенüþ сpеäи сосеäей веpøин v1, v2 и так äаëее.
Аëãоpитì закан÷ивает своþ pаботу, коãäа кëика Q
явëяется ìаксиìаëüной по вкëþ÷ениþ.
Втоpой "жаäный" аëãоpитì из всеãо ãpафа G

уäаëяет веpøину с наиìенüøей степенüþ и пеpе-
с÷итывает степени всех веpøин в новоì ãpафе G ′.
Даëее уäаëяется веpøина с наиìенüøей степенüþ
в ãpафе G ′ и так äаëее. Веpøины в ãpафе уäаëяþтся
äо тех поp, пока новый ãpаф не станет кëикой. Зна-
÷ение пpизнака 12 pавно ìаксиìуìу из pазìеpов
кëик, поëу÷енных äвуìя эвpистикаìи. Пpизнак 13
äает веpхнþþ ãpаниöу на ìаксиìаëüнуþ кëику,
опиpаясü на утвеpжäение 1. Вы÷исëение этой веpх-
ней ãpаниöы выпоëняется с поìощüþ той же "жаä-
ной" эвpистики äëя pаскpаски ãpафа, котоpая ис-
поëüзуется в аëãоpитìах MCS и RPC. Пpизнак 14
показывает ÷исëо веpøин, котоpые нужно pассìот-
pетü на пеpвоì уpовне äеpева поиска в аëãоpитìах
MCS и RPC пpи pазìеpе текущей ìаксиìаëüной
кëики |Q|, pавноì зна÷ениþ пpизнака 12. Это все
веpøины, котоpые иìеþт ноìеp öвета в на÷аëüной
"жаäной" pаскpаске боëüøе |Q|, а зна÷ит, потенöи-
аëüно ìоãут вхоäитü в кëику, котоpая боëüøе, ÷еì Q.
Пpизнак 15 показывает äоëþ таких веpøин в ãpафе.

2.3 Обучающая выбоpка

В ка÷естве обу÷аþщей выбоpки испоëüзоваëи
ãpафы, сãенеpиpованные в соответствии с ìоäеëüþ
Эpäеøа—Pенüи [3]. Дëя ãенеpаöии ãpафов необхо-
äиìо заäатü äва паpаìетpа n и p, ãäе n — ÷исëо веp-
øин в ãенеpиpуеìоì ãpафе, а p — веpоятностü тоãо,
÷то ëþбые äве веpøины i и j буäут соеäинены pеб-
pоì независиìо от всех остаëüных паp веpøин.
В табë. 1 пpеäставëены зна÷ения паpаìетpов сãе-
неpиpованных ãpафов. Веpоятности p заäаваëисü с
øаãоì 0,05. Дëя кажäой паpы зна÷ений п и p быëо
сãенеpиpовано 10 ãpафов.
Аëãоpитìы MCS, RPC и MaxCLQ быëи pеаëи-

зованы на языке C++ и запущены на 950 сãенеpи-
pованных ãpафах. Pеаëизаöия аëãоpитìа MaxCLQ
быëа ëþбезно пpеäоставëена еãо автоpаìи. Все вы-
÷исëения пpовоäиëи на пеpсонаëüноì коìпüþтеpе
со сëеäуþщиìи хаpактеpистикаìи: пpоöессоp Intel
Core i5 2,3 ГГö, pазìеp опеpативной паìяти 8 Гбайт.
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Вpеìя pаботы кажäоãо аëãоpитìа быëо оãpани÷ено
600 с. Как pезуëüтат, тоëüко 947 ãpафов быëи pе-
øены за отвеäенное вpеìя. Стоит отìетитü, ÷то аë-
ãоpитì RPC запускаëся с pазëи÷ныìи паpаìетpа-
ìи δ на÷иная с δ = 1. Посëе тоãо как аëãоpитì RPC
закон÷иë своþ pаботу с паpаìетpоì δ = 1, запус-
каëся аëãоpитì RPC с паpаìетpоì δ = 2 и так äа-
ëее. В сëу÷ае есëи аëãоpитì RPC с новыì зна÷е-
ниеì паpаìетpа δ = k тpатиë боëüøе вpеìени, ÷еì
аëãоpитì RPC с паpаìетpоì δ = k – 1, то аëãоpитì
останавëиваëся и увеëи÷ение паpаìетpа δ пpекpа-
щаëосü. Такиì обpазоì, в pезуëüтате pеøения
ЗМК äëя всех сãенеpиpованных ãpафов быëо по-
ëу÷ено, ÷то 1 m δ m 3.

2.4. Метод классификации

Наибоëее быстpый аëãоpитì выбиpаëи из сëе-
äуþщих аëãоpитìов: MaxCLQ, MCS и RPC со зна-
÷енияìи паpаìетpа δ = 1, 2, 3. На pисунке (сì. тpе-
тüþ стоpону обëожки) пpеäставëено pаспpеäеëение
ãpафов из обу÷аþщей выбоpки на кëассы. Зäесü 1 —
это аëãоpитì MaxCLQ, котоpый оказаëся наибо-
ëее быстpыì äëя 83 ãpафов; 2 — аëãоpитì MCS
(наибоëее быстpый äëя 320 ãpафов); 3 — аëãоpитì
RPC с паpаìетpоì δ = 1 (348 ãpафов); 4 — RPC
с δ = 2 (188 ãpафов); 5 — RPC с δ = 3 (8 ãpафов).
В сëу÷ае пpоизвоëüноãо ãpафа (посëе вы÷исëения
всех еãо пpизнаков) заäа÷у опpеäеëения наибоëее
быстpоãо аëãоpитìа pеøения ЗМК äëя этоãо ãpафа
ìожно pассìатpиватü как заäа÷у кëассификаöии,
ãäе ноìеp кëасса совпаäает с ноìеpоì наибоëее бы-
стpоãо аëãоpитìа.
Заäа÷а кëассификаöии явëяется известной и øи-

pоко изу÷аеìой заäа÷ей ìаøинноãо обу÷ения. Дëя
ее pеøения существует боëüøое ÷исëо ìетоäов, на-
пpиìеp, ìетоä опоpных вектоpов, байесовский кëас-
сификатоp, нейpонная сетü и äp. В äанной pаботе
быë испоëüзован ìетоä "äеpевüя кëассификаöии" [6],
так как этот ìетоä быстpо pаботает и возвpащает
pезуëüтаты, котоpые ëеãко интеpпpетиpоватü и ана-
ëизиpоватü. Также несоìненныì äостоинствоì
этоãо ìетоäа явëяется отбоp инфоpìативных пpи-
знаков пpи обу÷ении кëассификатоpа. Стоит отìе-
титü, ÷то äеpевüя кëассификаöии испоëüзуþтся
äëя бинаpной кëассификаöии, но ìоãут бытü пpи-
ìенены äëя ìноãокëассовой кëассификаöии. Так,

в äанной pаботе испоëüзована стpатеãия "оäин
пpотив всех" äëя ìноãокëассовой кëассификаöии.
Стpатеãия "оäин пpотив всех" состоит в тоì, ÷то
вìесто оäноãо кëассификатоpа обу÷ается М кëас-
сификатоpов, ãäе М — общее ÷исëо кëассов. Кëас-
сификатоp i (в наøеì сëу÷ае i-е äеpево кëассифи-
каöии) отäеëяет объекты i-ãо кëасса от объектов
остаëüных кëассов. Pезуëüтатоì pаботы äеpева кëас-
сификаöии явëяется веpоятностü P(i | x) тоãо, ÷то
объект х относится к i-ìу кëассу. Затеì äëя объекта
х выбиpается кëасс j* с ìаксиìаëüной веpоятно-
стüþ: j* = P( j | x).

В наøеì сëу÷ае М pавно 5, поэтоìу с поìощüþ
пpоãpаììноãо обеспе÷ения RapidMiner [13] быëо
обу÷ено пятü кëассификатоpов. Стоит отìетитü, ÷то
поëу÷енные в pезуëüтате обу÷ения äеpевüя кëасси-
фикаöии испоëüзоваëи не все пpизнаки, а тоëüко
сëеäуþщие: 2, 3, 6, 8, 10, 12, 13, 14. Это озна÷ает,
÷то остаëüные пpизнаки ëибо оказаëисü несущест-
венныìи, ëибо зависиìыìи от выбpанных пpизна-
ков. Такиì обpазоì, вы÷исëение этих пpизнаков
не тpебуется.

3. Вычислительные pезультаты

Пpеäëоженный аëãоpитì быë обу÷ен на сëу÷ай-
ных ãpафах, описанных в поäpазä. 2.2, и пpотести-
pован на ãpафах бибëиотеки DIMACS.
Из бибëиотеки DIMACS быëо pассìотpено

25 ãpафов (сì. стоëбеö 1 в табë. 3), äëя котоpых
pассìатpиваеìые аëãоpитìы pеøаþт ЗМК за вpеìя,
пpевыøаþщее 1 с (÷тобы искëþ÷итü поãpеøности
коìпüþтеpных вы÷исëений) и не пpевыøаþщее 2 ÷
(÷тобы сокpатитü общее вpеìя вы÷исëений). Стоит
отìетитü, ÷то äëя вы÷исëения пpизнаков, описан-
ных в поäpазä. 2.1, äëя ëþбоãо из ãpафов DIMACS
быëо потpа÷ено не боëее 20 ìс. Pезуëüтаты pаботы
ìетоäа пpеäсказания наибоëее быстpоãо аëãоpитìа
äëя ãpафов бибëиотеки DIMACS пpеäставëены в
табë. 2. Дëя 13 ãpафов наибоëее быстpый — аëãо-
pитì 4, пpеäсказанный веpно äëя всех 13 ãpафов.
Дëя восüìи ãpафов наибоëее быстpыì явëяется аë-
ãоpитì 5, но быë пpеäсказан аëãоpитì 4, котоpый,
теì не ìенее, äает бëизкие pезуëüтаты и äëя всех
восüìи ãpафов явëяется втоpыì по скоpости вы-

Табëиöа 1
Параметры сгенерированных графов

n p

150 0,05—0,95
200 0,05—0,95
300 0,05—0,85
400 0,05—0,6
500 0,05—0,6

1000 0,05—0,4
1500 0,05—0,4

arg max
j = 1,M

Табëиöа 2
Таблица сопряженности классификатора для графов DIMACS

Реаëüный кëасс То÷ностü,
%1 3 4 5 2

П
ре

äс
ка
за
н
н
ы
й

кë
ас
с

1 2 1 0 0 0 66,67
3 0 1 0 0 0 100,00
4 0 0 13 8 0 61,90
5 0 0 0 0 0 0,00
2 0 0 0 0 0 0,00

Поëнота, % 100,00 50,00 100,00 0,00 0,00
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÷исëений (табë. 3). Дëя äвух ãpафов наиëу÷øий аë-
ãоpитì — аëãоpитì 1, и он быë пpеäсказан веpно в
обоих сëу÷аях. И еще äëя äвух ãpафов наиëу÷øиì
явëяется аëãоpитì 3, вìесто котоpоãо в оäноì сëу-
÷ае быë пpеäсказан аëãоpитì 1, äаþщий втоpой
по скоpости вы÷исëений pезуëüтат, бëизкий к пеp-
воìу. Общая то÷ностü пpеäсказания аëãоpитìа
pавна 64 % (16 из 25).
В табë. 4 показано сpеäнее сокpащение вpеìени

вы÷исëений с поìощüþ пpеäëоженноãо поäхоäа
(поäс÷ет пpизнаков, выбоp оäноãо из пяти аëãоpит-
ìов на основе äеpевüев кëассификаöии, pеøение
ЗМК с поìощüþ выбpанноãо аëãоpитìа) по сpав-
нениþ с кажäыì из pассìатpиваеìых аëãоpитìов в
отäеëüности. Сpеäнее сокpащение вpеìени вы÷ис-
ëений относитеëüно кажäоãо отäеëüноãо аëãоpитìа
поäс÷итывается сëеäуþщиì обpазоì: äëя кажäоãо

ãpафа вы÷исëяется, наскоëüко вpеìя pаботы пpеä-
ëоженноãо поäхоäа ìенüøе вpеìени pаботы от-
äеëüноãо аëãоpитìа, а затеì вы÷исëяется сpеäнее
аpифìети÷еское по всеì поëу÷енныì зна÷енияì.
Сокpащение вpеìени вы÷исëений пpеäëоженноãо

поäхоäа опpеäеëяется по фоpìуëе •100 %, ãäе

t — вpеìя pаботы пpеäëоженноãо поäхоäа, a t ′ —
вpеìя pаботы отäеëüноãо аëãоpитìа. Опиpаясü на
табë. 3 и 4, ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то пpеä-
ëоженный поäхоä в сpеäнеì быстpее аëãоpитìа
MaxCLQ и аëãоpитìа MCS на 35 и 28 % соответ-
ственно. Есëи же сpавниватü пpеäëоженный поä-
хоä с заpанее неизвестныì наибоëее быстpыì äëя
кажäоãо конкpетноãо ãpафа аëãоpитìоì, то наибо-
ëее быстpый аëãоpитì (pазный äëя кажäоãо ãpафа)
тpатит на pеøение ЗМК ëиøü на 4,97 % вpеìени
ìенüøе, ÷еì пpеäëоженный поäхоä.

Заключение

В äанной pаботе пpеäставëен новый поäхоä к
pеøениþ заäа÷и о ìаксиìаëüной кëике. Пpеäëожен-
ный поäхоä испоëüзует äеpевüя кëассификаöии
äëя выбоpа из нескоëüких pассìатpиваеìых аëãо-
pитìов наибоëее быстpоãо аëãоpитìа äëя заäанно-
ãо ãpафа. Посëе этоãо выбpанный аëãоpитì пpиìе-
няется äëя pеøения заäа÷и о ìаксиìаëüной кëике

Табëиöа 3
Время решения ЗМК для графов библиотеки DIMACS, мс

Граф DIMACS MaxCLQ MCS RPC, δ = 1 RPC, δ = 2 RPC, δ = 3 Наибоëее быстрый 
аëãоритì

Преäëоженный 
поäхоä

C250.9 344516 1361335 1041168 987836 971229 344516 344517
MANN_a45 34148 43230 31159 34574 85558 31159 34154
brock400_1 259708 284586 244209 234715 235103 234715 234716
brock400_2 118908 125398 107746 103844 103952 103844 103845
brock400_3 204222 193386 164518 158995 159121 158995 158996
brock400_4 130754 92893 79692 76856 77071 76856 76858
brock800_1 5606592 3914626 3430660 3294158 3300223 3294158 3294165
brock800_2 4889039 3395345 2971610 2845765 2842208 2842208 2845772
brock800_3 3222601 3461488 3020965 2899545 2898460 2898460 2899552
brock800_4 2438408 1602096 1405760 1341436 1333342 1333342 1341442
dsjc500.5 3532 1555 1412 1426 1487 1412 1415
dsjc1000.5 317877 140509 127070 123663 127732 123663 123675
frb30-15-1 655244 721617 440375 339713 289979 289979 339715
frb30-15-2 951654 533285 296789 208696 160926 160926 208698
frb30-15-3 580959 473354 278528 210579 176525 176525 210581
frb30-15-4 1155555 1327562 765939 574914 481628 481628 574915
frb30-15-5 873662 489109 266500 187442 147959 147959 187443
p_hat300-3 1387 1245 1051 1044 1089 1044 1045
p_hat500-3 49829 60698 51642 49310 49779 49310 49313
p_hat700-2 3586 2726 2319 2250 2371 2250 2255
p_hat700-3 1082242 1063763 894519 841329 854369 841329 841333
p_hat1000-2 117828 106392 87986 82428 83927 82428 82439
p_hat1500-1 11408 2257 1993 1916 1922 1916 1936
sanr200_0.9 5604 13855 10712 10107 10122 5604 5604
sanr400_0.7 97663 79299 68261 66440 68368 66440 66442

Общее вреìя 23156926 19491609 15792583 14678981 14464450 13750666 14030826

Табëиöа 4
Среднее сокращение времени вычислений (%) предложенного 
подхода относительно каждого из рассматриваемых алгоритмов 

в отдельности для графов библиотеки DIMACS

MaxCLQ MCS RPC, 
δ = 1

RPC, 
δ = 2

RPC, 
δ = 3

Наи-
боëее

быстрый
аëãоритì

Преä-
ëожен-
ный 
поäхоä

35,74 28,97 11,83 4,41 3,21 -4,97 0,00

t′ t–
t′

--------
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в äанноì ãpафе. С этой öеëüþ äëя ЗМК выäеëены
пpизнаки, котоpые испоëüзуþт пpи пpеäсказании
наибоëее быстpоãо аëãоpитìа. Вы÷исëитеëüные pе-
зуëüтаты показываþт эффективностü пpеäëожен-
ноãо поäхоäа. Так, äëя ãpафов бибëиотеки DIMACS
то÷ностü выбоpа наибоëее быстpоãо аëãоpитìа со-
ставëяет 64 %, а в тех сëу÷аях, коãäа выбpанный аë-
ãоpитì не явëяется наибоëее быстpыì, он явëяется
втоpыì по скоpости вы÷исëений. Пpи этоì наибо-
ëее быстpый аëãоpитì (pазный äëя кажäоãо ãpафа)
тpатит на pеøение ЗМК ëиøü на 5 % ìенüøе, ÷еì
пpеäëоженный поäхоä. 

Pабота поддеpжана гpантом PНФ 14-41-00039.
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In this paper a new approach for solving the maximum clique problem is presented. For a given graph the suggested approach
uses machine learning technique to predict the fastest algorithm from several algorithms for the maximum clique problem. Then
the chosen algorithm is applied for solving the maximum clique problem in this graph. The computational results show the efficiency
of the proposed approach.
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