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Динамическое пpогpаммиpование с использованием множеств Паpето 
в задачах планиpования pеализации возобновляемых pесуpсов

Введение 

В статüе [1] pассìотpены äве ìатеìати÷еские
ìоäеëи заäа÷и пëаниpования pеаëизаöии возоб-
новëяеìоãо pесуpса. В pаìках этих ìоäеëей пpи-
ìенитеëüно к испоëüзованиþ ìетоäа äинаìи÷е-

скоãо пpоãpаììиpования поëу÷ены pекуppентные
соотноøения, позвоëяþщие стpоитü оптиìаëüный
пëан без анаëиза поøаãовых ваpиантов. В вы÷ис-
ëитеëüноì пëане это во ìноãо pаз эффективнее,
÷еì кëасси÷еский аëãоpитì äинаìи÷ескоãо пpо-
ãpаììиpования, так как пpакти÷ески поиск pеøе-
ния своäится к вы÷исëениþ тpех веëи÷ин на каж-
äоì øаãе пpоöесса по пpостыì фоpìуëаì. Оäнако
эти ìоäеëи не пpетенäуþт на унивеpсаëüностü, так

Настоящая статья является пpодолжением статьи, опубликованной в № 2 за 20161. В ней pассматpивается задача
составления оптимального поэтапного плана использования возобновляемого одноpодного pесуpса в течение заданного
вpемени. В данной статье пpедложен эффективный алгоpитм динамического пpогpаммиpования с использованием мно-
жеств Паpето.
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как возìожна pазëи÷ная постановка pассìатpивае-
ìой заäа÷и. В общеì сëу÷ае ìоäеëи, pассìотpен-
ные в [1], ìоãут потpебоватü уто÷нений, котоpые не
позвоëят поëу÷итü pекуppентные фоpìуëы äëя по-
стpоения оптиìаëüкоãо пëана. Поэтоìу pассìатpи-
ваеìая заäа÷а пpоäоëжает оставатüся актуаëüной.
Цеëü настоящей статüи состоит в анаëизе заäа-

÷и постpоения оптиìаëüноãо пëана pеаëизаöии во-
зобновëяеìоãо pесуpса в общеì сëу÷ае и pазpабот-
ке аëãоpитìа ее pеøения по ìетоäу äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования с испоëüзованиеì ìножеств
Паpето äëя повыøения вы÷исëитеëüной эффек-
тивности аëãоpитìов [2, 3].

Постановка задачи

Заäа÷а составëения поэтапноãо пëана pеаëиза-
öии возобновëяеìоãо pесуpса состоит в сëеäуþ-
щеì [1, 4]. Заäаны:
пеpиоä пëаниpования T (напpиìеp, T = 10 ëет);
на÷аëüное коëи÷ество возобновëяеìоãо pе-
суpса b1;
коэффиöиент воспpоизвоäства p;
функöия ãоäовоãо äохоäа d(x) пpи pеаëизаöии х
еäиниö pесуpса;
функöия сопутствуþщих затpат в те÷ение ãоäа
c(x, b), ãäе b — коëи÷ество pесуpса на на÷аëо ãоäа.
Тpебуется постpоитü такой пëан pеаëизаöии pе-

суpса, ÷тобы в те÷ение Т ëет суììаpный коëи÷ест-
венный показатеëü ка÷ества пëана (öеëевая функ-
öия) пpиняë ìаксиìаëüное зна÷ение.
Буäеì с÷итатü, ÷то ãоäы пpонуìеpованы, на÷иная

с еäиниöы, так ÷то посëеäний ãоä иìеет ноìеp T.
Есëи в на÷аëе ëþбоãо ãоäа t (t = 1, 2, ..., T) иìе-

ется bt еäиниö pесуpса и в те÷ение этоãо ãоäа pеа-
ëизуется xt еãо еäиниö, то на на÷аëо сëеäуþщеãо
ãоäа буäет bt + 1 = p(bt – xt) еäиниö pесуpса. Коэф-
фиöиент воспpоизвоäства p не изìеняется в те÷е-
ние pассìатpиваеìоãо пеpиоäа пëаниpования.
Есëи öеëевая функöия — это суììаpная пpи-

быëü, то заäа÷а фоpìаëизуется в сëеäуþщеì виäе:
найти вектоp x(x1, x2, ..., xT), пpи котоpоì äости-
ãает ìаксиìуìа

(d(xt) – c(xt, bt)) и 0 m xt m bt; bt + 1 = p(bt – xt).

Выpажение d(xt) – c(xt, bt) тоëüко усëовно ìожно
назватü ãоäовой пpибыëüþ, так как pеаëüно ìоãут
бытü еще и сопутствуþщие затpаты, не зависящие
от коëи÷ества pеаëизуеìоãо pесуpса. Теоpети÷ески
наëи÷ие в öеëевой функöии постоянноãо сëаãае-
ìоãо несущественно, так как оно не вëияет на то÷-
ку экстpеìуìа, т. е. на искоìое pеøение. Пpи ана-
ëизе ìатеìати÷еских ìоäеëей и постpоении pекуp-
pентных соотноøений äëя pас÷ета оптиìаëüноãо
пëана в pаботе [1] наëи÷ие постоянной составëяþ-
щей затpат на pеаëизаöиþ pесуpса не у÷итываëосü.
Оäнако фоpìаëüный оптиìуì ìожет соответство-

ватü pеøениþ, пpи котоpоì в какоì-ëибо ãоäу
d(xt) – c(xt, bt)) ìенüøе постоянной составëяþщей
ãоäовых затpат на pеаëизаöиþ pесуpса, поэтоìу ãо-
äовая пpибыëü отpиöатеëüна, хотя суììаpно за все
ãоäы пpибыëü ìаксиìаëüна. Есëи отpиöатеëüная
ãоäовая пpибыëü неäопустиìа, то на кажäоì этапе
появëяется äопоëнитеëüное оãpани÷ение на ìини-
ìаëüнуþ пpибыëü и теì саìыì на ìиниìаëüное
коëи÷ество pеаëизаöии pесуpса. Это оãpани÷ение
усëожняет аëãоpитì поиска. 

Классическая схема 
динамического пpогpаммиpования

Дëя pеøения заäа÷и пpиìенитеëüно к постpое-
ниþ оптиìаëüноãо пëана выëова фоpеëи в pаботе
[4] пpеäëаãается кëасси÷еская схеìа äинаìи÷еско-
ãо пpоãpаììиpования. Кëþ÷евое äëя ìетоäа äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования понятие "состояние
систеìы" фоpìаëизуется как коëи÷ество иìеþще-
ãося pесуpса. Соответственно "тpаектоpия" (иëи
"путü") — это посëеäоватеëüностü состояний, т. е.
зна÷ений иìеþщеãося pесуpса bt в на÷аëе кажäоãо
ãоäа с ноìеpоì t (t = 1, 2, ..., T). В кëасси÷ескоì аë-
ãоpитìе äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования [5, 6]
пpоöесс pассìатpивается от "конöа к на÷аëу", т. е.
на÷иная с ìножества состояний bT = b1p

T – 1 + 1
в на÷аëе посëеäнеãо ãоäа. Пpи pеаëüных b1, p и T
зна÷ение bT ìожет бытü веëико, поэтоìу усовеp-
øенствование кëасси÷ескоãо аëãоpитìа äинаìи÷е-
скоãо пpоãpаììиpования актуаëüно с то÷ки зpения
объеìа вы÷исëений.
Отìетиì, ÷то в äанной заäа÷е пpи ее ÷исëенноì

pеøении уäобно и боëее эффективно äвиãатüся от
на÷аëа к конöу. Конкpетный виä функöий d(x) —
äохоä и c(x, b) — затpаты существенноãо зна÷ения
не иìеет, есëи естü возìожностü их вы÷исëения
пpи соответствуþщих äискpетных зна÷ениях xt и bt.
Даëее буäеì pассìатpиватü заäа÷у в общеì виäе,

äвиãаясü от на÷аëüноãо состояния b1. Допоëнитеëü-
ное оãpани÷ение на ìиниìаëüнуþ ãоäовуþ пpи-
быëü озна÷ает, ÷то к посëеäнеìу ãоäу ìноãие из со-
стояний посëеäнеãо ãоäа, о котоpых pе÷ü øëа выøе
(от 0 äо b1p

T – 1 + 1), оказываþтся неäостижиìыìи,
но заpанее вы÷исëитü, какие иìенно состояния
неäостижиìы, сëожно. Деëо в тоì, ÷то сопутст-
вуþщие затpаты ìоãут зависетü не тоëüко от коëи-
÷ества pесуpса xt, pеаëизуеìоãо в ãоäу t, но и от ко-
ëи÷ества иìеþщеãося в на÷аëе ãоäа pесуpса bt.
Действитеëüно, напpиìеp, пpиìенитеëüно к pазве-
äениþ фоpеëи выëовитü 100 фоpеëей ëеã÷е, есëи их
ìноãо (скажеì 10 000), ÷еì есëи их всеãо 200 и
äоëжно остатüся не ìенее 100.
Оäнако это не еäинственное пpеиìущество вы-

боpа напpавëения постpоения оптиìаëüноãо пути
от на÷аëüноãо состояния в коне÷ные, котоpых ока-
жется ìноãо ìенüøе, ÷еì b1p

T – 1 + 1.
Аëãоpитì пpи äвижении от на÷аëа к конöу со-

стоит в сëеäуþщеì.

t 1=

T

∑
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1. На÷иная с пеpвоãо ãоäа, иìея b1 еäиниö pе-
суpса, pассìатpиваеì все возìожные коëи÷ества
еãо pеаëизаöии 0 m x1 m b1. Вìесто нуëя ìожет бытü
заäанное ìиниìаëüное коëи÷ество pеаëизуеìоãо
pесуpса xmin, ÷то сокpащает объеì вы÷исëений.
Дëя кажäоãо из возìожных зна÷ений x1 вы÷исëяеì
и запоìинаеì соответствуþщие зна÷ения öеëевой
функöии и состояние с b2 = (b1 – x1)p. Пеpехоäы с
неäопустиìо ìаëой пpибыëüþ отбpаковываþтся.
Теì саìыì завеpøается фоpìиpование ìноже-

ства состояний посëе пеpвоãо ãоäа (этапа).
2. Анаëоãи÷но фоpìиpуеì состояния кажäоãо

из посëеäуþщих этапов, вы÷исëяя суììаpные зна-
÷ения öеëевой функöии и оставøиеся коëи÷ества
pесуpса. Во избежание поëноãо пеpебоpа пpи äости-
жении оäноãо состояния pазныìи путяìи в соот-
ветствии с пpинöипоì оптиìаëüности P. Беëëìана
[5, 6] оставëяеì тоëüко путü, по котоpоìу это со-
стояние äостиãается с бо ´ëüøиì зна÷ениеì öеëевой
функöии, и запоìинаеì соответствуþщее еìу со-
стояние пpеäыäущеãо этапа (связü).

3. Завеpøив посëеäний этап, поëу÷аеì опти-
ìаëüное зна÷ение öеëевой функöии и обpатныì
pазвоpотоì по öепо÷ке связей, на÷иная с оптиìаëü-
ноãо коне÷ноãо состояния (bT + 1), восстанавëи-
ваеì оптиìаëüнуþ посëеäоватеëüностü состояний
и соответствуþщие веëи÷ины pеаëизаöии pесуpса
на кажäоì этапе, т. е. в кажäоì ãоäу.
Пpи наëи÷ии äопоëнитеëüных тpебований, на-

пpиìеp, не оставëятü pесуpса ìенüøе заäанноãо
÷исëа, ëеãко скоppектиpоватü постpоение ìноже-
ства состояний на кажäоì этапе.

Использование множеств Паpето

В äанной заäа÷е возìожно существенное сокpа-
щение объеìа вы÷исëений пpи испоëüзовании бо-
ëее совеpøенной pеаëизаöии этоãо кëасси÷ескоãо
аëãоpитìа äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования за
с÷ет испоëüзования ìножеств Паpето [2, 3].
Пpеäпоëожиì, ÷то зависиìости d(x) и c(x, b) за-

äаны боëее сëожныìи фоpìуëаìи, ÷еì ëинейная и
кваäpати÷ная ìоäеëи, pассìотpенные pанее [1],
табëи÷но иëи еще какиì-то обpазоì. Важно, ÷то ìы
ìожеì вы÷исëитü пpибыëü за ãоä пpи известных x
и b, т. е. äëя ëþбоãо заäанноãо состояния (b) и пе-
pехоäа к новоìу состояниþ. Заäаäиìся вопpосоì,
ìожет ëи пpи pазëи÷ных пëанах pеаëизаöии pесуpса
÷еpез нескоëüко ëет от на÷аëа пëаниpования поëу-
÷итüся так, ÷то äëя оäноãо состояния pесуpса ос-
таëосü боëüøе, ÷еì äëя втоpоãо, и к тоìу же суì-
ìаpная пpибыëü поëу÷ена боëüøе, ÷еì äëя втоpоãо?
Есëи это так, то о÷евиäно, ÷то втоpое состояние
беспеpспективно, и еãо вообще не наäо pассìатpи-
ватü пpи пеpехоäе к сëеäуþщеìу этапу, так как на-
ëи÷ие ëиøнеãо pесуpса никак не ìожет поìеøатü
пpинятиþ тех же pеøений пpи äаëüнейøих пеpе-
хоäах из пеpвоãо состояния, ÷то и пpи äаëüнейøеì

пpоäвижении из втоpоãо состояния. Поëу÷ается,
÷то втоpое состояние "отстаëо навсеãäа".

Pе÷ü иäет о наëи÷ии äоìиниpуеìых (непаpетов-
ских) то÷ек в ìножестве паp ÷исеë (кооpäинат то-
÷ек на пëоскости), из котоpых пеpвое ÷исëо — это
коëи÷ество оставøеãося pесуpса, а втоpое ÷исëо —
это поëу÷енная за все пpеäыäущие ãоäы суììаpная
пpибыëü [2, 3]. Множество неäоìиниpуеìых то÷ек
называется ìножествоì Паpето [2]. Иìенно эти
то÷ки и соответствуþщие иì состояния иìеет
сìысë оставëятü на кажäоì этапе äëя äаëüнейøеãо
pассìотpения, искëþ÷ая все äоìиниpуеìые то÷ки
(состояния) как беспеpспективные. Хаpактеpно,
÷то äëя pазëи÷ных функöий d(x) и c(x, b) äоìини-
pуеìые то÷ки ìоãут появëятüся уже посëе пеpвоãо
этапа, коãäа из на÷аëüноãо состояния (b1) исхоäят
нескоëüко путей и никакой отбpаковки по пpин-
öипу P. Беëëìана путей, пpивоäящих в оäну то÷ку,
еще нет.
Буäеì с÷итатü, ÷то пpи заäанноì b1 пpиниìае-

ìое на пеpвоì øаãе pеøение  äоìиниpует наä

äpуãиì такиì pеøениеì , есëи соответствуþщая

еìу то÷ка с кооpäинатаìи ( , z1( )) äоìиниpует

наä ( , z1( )), т. е.  l  и z1( ) l z1( )).

Зäесü  — коëи÷ество pесуpса на на÷аëо втоpоãо

ãоäа, z1( ) — соответственно пpибыëü, поëу÷ен-

ная пpи pеаëизаöии  еäиниö pесуpса. Анаëоãи÷-

ный сìысë иìеþт веëи÷ины, отìе÷енные äвуìя
øтpихаìи äëя äpуãоãо зна÷ения x1 (pис. 1).

Есëи пpибыëü z(x) = d(x) – c(x, b) не явëяется
ìонотонно неубываþщей функöией x, то то÷ки, со-
ответствуþщие у÷асткаì убывания (x1 >  на pис. 1)
явëяþтся äоìиниpуеìыìи, и соответствуþщие
зна÷ения х ìожно не pассìатpиватü ни на оäноì из
этапов пpоöесса постpоения оптиìаëüноãо пëана.
Оäнако и äëя ìонотонно возpастаþщей функ-

öии z(x) = d(x) – c(x, b) появëение äоìиниpуеìых

x1′

x1″

b2′ x1′

b2
″ x1″ b2′ b2

″ x1′ x1″

b2′

x1′

x1′

Pис. 1. Доминиpуемые точки пеpвого шага (x1 > )x1*

x1*
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то÷ек (соответственно состояний на pазëи÷ных
этапах) также впоëне обы÷но.
В общеì сëу÷ае ìожно пpеäпоëожитü, ÷то c(x, b)

явëяется возpастаþщей функöией х пpи фиксиpо-
ванноì b и убываþщей функöией b пpи фиксиpо-
ванноì x. Pассìотpиì некотоpое состояние b на
пpоизвоëüноì этапе r и пеpехоäы на äва сëеäуþщих
этапа из этоãо состояния, но по pазныì ваpиантаì.
В кажäоì ваpианте на äвух пеpехоäах pеаëизуется
суììаpно оäно и то же коëи÷ество pесуpса x, но в
пеpвоì ваpианте пpи пеpехоäе на (r + 1)-й этап нет
pеаëизаöии pесуpса (спëоøная ëиния на pис. 2),
а во втоpоì ваpианте нет pеаëизаöии pесуpса пpи
пеpехоäе от (r + 1)-ãо к (r + 2)-ìу этапу (øтpиховая
ëиния на pис. 2).
О÷евиäно, ÷то (pb – x)p > (b – x)p2 пpи p > 1.
Даëее, äохоä d(x) по этиì äвуì ваpиантаì оäин и

тот же, так как он зависит тоëüко от коëи÷ества pеа-
ëизованноãо pесуpса. Поэтоìу наäо сpавнитü суì-
ìаpные за äва этапа затpаты. Поëаãая, ÷то пpи от-
сутствии pеаëизаöии pесуpса затpаты pавны нуëþ,
поëу÷аеì по пеpвоìу ваpианту c1 = c(x, pb), а по вто-
pоìу ваpианту c2 = c(x, b), так как по пеpвоìу ваpи-
анту pеаëизаöия осуществëяется пpи наëи÷ии pесуp-
са pb, а по втоpоìу — пpи наëи÷ии pесуpса b. Даëее,
pb > b и поэтоìу c2 > c1, так как функöия затpат
c(x, b) явëяется убываþщей по b пpи заäанноì x.
Поëу÷ается, ÷то состояниþ, äостиãаеìоìу по

пеpвоìу ваpианту, соответствует бо´ëüøий pесуpс и
бо´ëüøая пpибыëü, ÷еì состояниþ, äостиãаеìоìу
по втоpоìу ваpианту. Дpуãиìи сëоваìи, во втоpоì
ваpианте поëу÷аеì äоìиниpуеìое состояние, котоpое
сëеäует искëþ÷итü из äаëüнейøеãо pассìотpения.
Этот вывоä остается в сиëе и пpи наëи÷ии по-

стоянной составëяþщей затpат, не зависящей от х.
В pеаëüных заäа÷ах возìожны также äопоëни-

теëüные усëовия:
неëüзя äопускатü паäение pесуpса ниже заäан-
ноãо уpовня;
pеаëизаöия pесуpса пëаниpуется коëи÷естваìи,
существенно боë́üøиìи, ÷еì еäиниöа.
Пpи этих äопоëнитеëüных усëовиях появëение

непаpетовских состояний также возìожно. Пустü,
напpиìеp, на÷аëüное состояние — 1000 еäиниö pе-
суpса, коэффиöиент воспpоизвоäства — 1,2, ìини-
ìаëüный уpовенü — 300 еäиниö pесуpса, äискpет

испоëüзования pесуpса — 100 еäиниö. Пеpвый
пëан состоит в тоì, ÷то в пеpвый и втоpой ãоä pе-
суpс не испоëüзуется, а в тpетий ãоä из иìеþщихся
к этоìу ãоäу 1440 испоëüзуþтся 1000 еäиниö и 440
остаþтся. Втоpой пëан состоит в тоì, ÷то во втоpой
ãоä испоëüзуþтся 900 еäиниö (боëüøе неëüзя) и äа-
ëее в конöе тpетüеãо ãоäа остается тоëüко 432 еäи-
ниöы pесуpса. Это состояние (432) ìожет äаëее не
pассìатpиватüся, так как состояние 440 (по пеpво-
ìу пëану) еìу ни в ÷еì не уступает, есëи поëу÷ение
пpибыëи от pеаëизаöии 1000 еäиниö pесуpса в
тpетüеì ãоäу пpеäпо÷титеëüнее пpибыëи от pеаëи-
заöии 900 еäиниö pесуpса во втоpоì ãоäу.
Дëя pеаëизаöии äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpо-

вания с испоëüзованиеì ìножеств Паpето нужно
отказатüся от ëожноãо стеpеотипа необхоäиìости
pазбиения pеãуëяpной сетки и pеøатü заäа÷у пpи
äвижении от на÷аëüноãо состояния в коне÷ное.
Пpи анаëизе кажäоãо пеpехоäа из кажäоãо состоя-
ния нужно вы÷исëитü соответствуþщий pесуpс,
поëу÷аеìый в pезуëüтате такоãо пеpехоäа, и оöенку
новоãо состояния (суììаpнуþ пpибыëü от на÷аëа äо
новоãо состояния). Есëи в новое состояние пpиво-
äит нескоëüко путей, то наäо оставитü ëу÷øий из них
(как в кëасси÷еской pеаëизаöии ìетоäа P. Беëëìа-
на), ина÷е нужно пpовеpитü, не существует ëи таких
состояний, котоpые и по pесуpсу и по öеëевой функ-
öии не хуже поëу÷енноãо. Есëи такие состояния
естü, то pассìатpиваеìый пеpехоä искëþ÷ается,
есëи нет, то, наобоpот, нужно пpовеpитü, не позво-
ëяет ëи новое состояние искëþ÷итü из pассìотpе-
ния уже иìеþщиеся. Дpуãиìи сëоваìи, на кажäоì
øаãе äоëжны оставатüся тоëüко такие состояния,
котоpые соответствуþт ìножеству Паpето äëя äвух-
кpитеpиаëüной заäа÷и: ìаксиìуì пpибыëи пpи
ìаксиìуìе оставøеãося pесуpса. Такие паpетовские
ìножества ëеãко фоpìиpоватü, есëи на кажäоì
øаãе упоpяäо÷иватü состояния по оäноìу из кpи-
теpиев, напpиìеp по оставøеìуся pесуpсу. Факти-
÷ески, пеpехоäя к паpетовскиì ìножестваì, ìы
испоëüзуеì ìетоä "поãpужения", т. е. заìены ис-
хоäной оäнокpитеpиаëüной заäа÷и боëее общей
äвухкpитеpиаëüной заäа÷ей, äëя pеøения котоpой
уäается найти боëее эффективный аëãоpитì, кото-
pый в итоãе пpивоäит и к pеøениþ исхоäной оä-
нокpитеpиаëüной заäа÷и. Действитеëüно, посëе за-
веpøения посëеäнеãо этапа ìы иìееì ìножество
Паpето, в котоpоì то÷ка с наибоëüøиì зна÷ениеì
пеpвоãо кpитеpия (пpибыëü) явëяется pеøениеì
исхоäной заäа÷и. Оäнако наëи÷ие такоãо паpетов-
скоãо ìножества позвоëяет pассìотpетü и субопти-
ìаëüные pеøения, есëи тpебуется в итоãе оставитü
не ìенее заäанноãо коëи÷ества pесуpса и субопти-
ìаëüное pеøение незна÷итеëüно уступает опти-
ìаëüноìу по öеëевой функöии, но еìу соответст-
вует существенно боëüøий остаþщийся pесуpс

Pас÷еты показаëи, ÷то такое äинаìи÷еское пpо-
ãpаììиpование с испоëüзованиеì ìножеств Паpето

Pис. 2. Пpимеp появления доминиpуемых состояний
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существенно эффективнее и по паìяти и по объеìу
вы÷исëений, ÷еì кëасси÷еская pеаëизаöия ìетоäа
äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования.

Заключение

Дëя пpакти÷ескоãо испоëüзования пpеäëожен-
ных аëãоpитìов необхоäиìо поëу÷ение pеаëüных
äанных из пpактики. Pе÷ü иäет пpежäе всеãо о функ-
öиях äохоäа d(x) и сопутствуþщих затpат c(x, b),
а также коэффиöиенте воспpоизвоäства p, т. е. о ве-
ëи÷инах, котоpые в pассìатpиваеìой постановке
заäа÷и явëяþтся исхоäныìи äанныìи. Pас÷еты ìо-
ãут бытü выпоëнены пpи pазëи÷ных зна÷ениях ко-
ëи÷ества pесуpса на на÷аëо пеpиоäа пëаниpования
(b1) äëя сопоставëения pазëи÷ных пëанов pеаëиза-
öии pесуpса. Есëи функöии d(x) и c(x, b) явëяþтся
аääитивныìи, то возìожностü пpиìенения äинаìи-
÷ескоãо пpоãpаììиpования äëя составëения опти-
ìаëüных пëанов pеаëизаöии возобновëяеìых pе-
суpсов соìнений не вызывает. Эффективные в вы-
÷исëитеëüноì пëане pеаëизаöии äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования ìоãут бытü поëу÷ены пpи ис-
поëüзовании ìножеств Паpето на кажäоì этапе
постpоения оптиìаëüноãо пëана.
Заìетиì, оäнако, ÷то пpи выбоpе в ка÷естве öе-

ëевой функöии эконоìи÷еской эффективности,
вы÷исëяеìой как отноøение суììаpной пpибыëи

к суììаpныì затpатаì, äинаìи÷еское пpоãpаììи-
pование пpиìенитü не уäается, так как эта функöия
не явëяется аääитивной, т. е. не ìожет бытü пpеä-
ставëена в виäе суììы сëаãаеìых, кажäое из кото-
pых относится к соответствуþщеìу этапу. Пëан,
оптиìаëüный в сìысëе эконоìи÷еской эффектив-
ности, вообще ãовоpя, не совпаäает с пëаноì, äаþ-
щиì ìаксиìаëüнуþ суììаpнуþ пpибыëü. Цеëесо-
обpазностü такоãо пëана с ìенüøей суììаpной
пpибыëüþ не о÷евиäна. В ëþбоì сëу÷ае pеøение,
поëу÷енное по ìетоäу äинаìи÷ескоãо пpоãpаììи-
pования из усëовия ìаксиìуìа суììаpной пpибы-
ëи, ìожет сëужитü наäежной оöенкой в пpакти÷е-
ских pас÷етах.
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Under study is the problem of optimal planning of the renewable resources implementation, such as the commercial breeding
of fish, animals and so on.

The aim of this article is to study the oportunity of the optimal plan calculation using dynamic programming.
The predetermined scheduling period is divided into a number of stages, such as months or years.
At each step of the process of constructing an optimal plan the key concept of the Dynamic Programming "state of the system"

is formalized as the number of available resources. Process goes from a given initial state to the final one. In accordance with the
principle of optimality R. Bellman in achieving some state by different ways all of them are rejected, except the way that corresponds
maximum profit. In addition, the state is rejected if on the same step there is a state with more resources and more profit. As a
result, at each step Pareto set is formed. Such algorithm is more efficient than classic algorithm of Dynamic Programming.

Keywords: resource, the objective function, the set of states, dynamic programming, the optimal path, Pareto sets


