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Метод огpаниченной декомпозиции для pешения комплексной задачи 
геометpического покpытия и pаскpоя

Введение

Постановка и ìатеìати÷еская ìоäеëü pассìат-
pиваеìой в статüе коìпëексной заäа÷и ãеоìетpи-
÷ескоãо покpытия и pаскpоя (ГПP) pазpаботана в
pаìках уфиìской нау÷ной øкоëы [1] по иссëеäо-
ваниþ заäа÷ pаскpоя-упаковки. Саìа пpобëеìа
пpеäставëяет собой синтез äвух хоpоøо известных
оптиìизаöионных поäзаäа÷: заäа÷и pаскpоя и за-
äа÷и ãеоìетpи÷ескоãо покpытия. Pанее на пpактике
pеøение этих поäзаäа÷ осуществëяëосü по отäеëü-
ности и не pассìатpиваëосü в коìпëексе. Оäнако
pеøение коìпëексной заäа÷и ГПP явëяется öеëе-
сообpазныì с то÷ки зpения pесуpсосбеpежения,
как показано в pаботах [2, 3]. Коìпëексная заäа÷а
ГПP закëþ÷ается в нахожäении pазìеpов покpы-
ваþщих пpяìоуãоëüных эëеìентов, пëана покpы-
тия заäанной ìноãоуãоëüной обëасти, пëана pас-
кpоя покpываþщих эëеìентов из пpяìоуãоëüных
ëистов иëи pуëонноãо ìатеpиаëа заäанных pазìе-
pов. Пpи этоì тpебуется ìаксиìизиpоватü pазìеpы
покpываþщих эëеìентов и ìиниìизиpоватü pас-
хоä pаскpаиваеìоãо pесуpса.
Кажäая поäзаäа÷а относится к кëассу NP-тpуä-

ных пpобëеì pаскpоя-упаковки [4]. На÷аëо øиpо-
коãо нау÷ноãо иссëеäования заäа÷ pаскpоя поëо-
жиëа в 1951 ã. книãа Л. В. Кантоpови÷а и В. А. Заë-
ãаëëеpа [5]. Pазëи÷аþт оäноìеpные (ëинейные),
äвуìеpные (пpяìоуãоëüные), тpехìеpные заäа÷и
[6, 7]. Цеëü заäа÷ pаскpоя-упаковки pазìеститü
пpеäìеты известных pазìеpов в заäанноì pесуpсе:
есëи pесуpс заäан в виäе стеpжней, коpзин, ëистов,
контейнеpов и т. п., то ìиниìизиpоватü их ÷исëо;
есëи pесуpс в виäе поëубесконе÷ной поëосы, по-
ëубесконе÷ноãо контейнеpа, то ìиниìизиpоватü
занятуþ пëощаäü/объеì. 

В настоящее вpеìя поä заäа÷аìи pаскpоя-упа-
ковки пониìается øиpокий кëасс пpобëеì, äопус-
каþщих pазëи÷ное пpикëаäное тоëкование, на-
пpиìеp, заäа÷а составëения pасписания ìноãопpо-
öессоpных систеì, заäа÷а выбоpа ассоpтиìента
пpеäìетов, заäа÷а пëаниpовки поìещений, заäа÷а
обеспе÷ения pитìи÷ности пpоизвоäственноãо пpо-
öесса, заäа÷а pаспpеäеëения паìяти вы÷исëитеëü-
ной ìаøины и äp. [6, 7]. В своþ о÷еpеäü ìатеìа-
ти÷еские ìоäеëи кажäой из них иìеþт общуþ
стpуктуpу и ìоãут бытü pазëи÷ныì обpазоì кон-
кpетизиpованы. Дëя pеøения поäобных заäа÷ пpи-
ìеняþтся общие поäхоäы: то÷ные ìетоäы, пpо-
стые эвpистики и ìетаэвpистики [7]. Ввиäу непо-
ëиноìиаëüной сëожности то÷ных аëãоpитìов pе-
øения этих заäа÷ автоpаìи ìноãих pабот уäеëяется
зна÷итеëüное вниìание пpибëиженныì ìетоäаì.
Анаëити÷еский обзоp, посвященный заäа÷аì pас-
кpоя-упаковки и ìетоäаì их pеøения, пpивеäен в
pаботах [6, 7]. Совpеìенное состояние ìетоäов и
аëãоpитìов их pеøения пpивеäено в обзоpе, выпоë-
ненноì поä pуковоäствоì Э. А. Муха÷евой, котоpыì
äопоëнено тpетüе пеpеизäание книãи Л. В. Канто-
pови÷а и В. А. Заëãаëëеpа [8]. Вопpосаì иссëеäо-
вания пpобëеì pаскpоя-упаковки посвящаþтся
ежеãоäные ìежäунаpоäные конфеpенöии в pаìках
нау÷ной ãpуппы ESICUP (Euro Special Interest
Group on Cutting and Packing) [9].
Заäа÷и ãеоìетpи÷ескоãо покpытия иссëеäуþтся

посëеäние äесятиëетия. Постановки иìеþт боëü-
øое pазнообpазие, котоpое äиктует пpакти÷еская
напpавëенностü [2, 10—14]. Как пpавиëо, öеëüþ
pеøения этих заäа÷ явëяется ìиниìизаöия ÷исëа
покpываþщих пpеäìетов (эëеìентов). Напpиìеp,
в pаботах [10, 14] pассìотpены сëу÷аи покpытия
ìноãоуãоëüной обëасти ìиниìаëüныì ÷исëоì кpуãов
заäанноãо pаäиуса. Встpе÷аþтся заäа÷и, öеëü кото-
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pых — ìаксиìизаöия покpытой обëасти [11]. Ос-
новное отëи÷ие постановок заäа÷ pаскpоя-упаков-
ки и ãеоìетpи÷ескоãо покpытия закëþ÷ается в оã-
pани÷ениях: в заäа÷ах ãеоìетpи÷ескоãо покpытия
необхоäиìо pазìещатü эëеìенты без "пpосветов"
ìежäу ниìи, а в некотоpых сëу÷аях [10—12, 14]
pазpеøается пеpесе÷ение покpываþщих эëеìентов
ìежäу собой и стоpонаìи покpываеìой обëасти; в
заäа÷ах pаскpоя-упаковки поäобное пеpекpытие не
äопускается. Несìотpя на pазëи÷ия, заäа÷и pас-
кpоя и покpытия иìеþт бëизкуþ стpуктуpу ìате-
ìати÷еских ìоäеëей, поэтоìу äëя pеøения ÷асто
испоëüзуþт схожие ìетоäы и поäхоäы.
В настоящее вpеìя äëя пpакти÷ескоãо pеøения

заäа÷ pаскpоя-упаковки и ãеоìетpи÷ескоãо покpы-
тия попуëяpны высокоэффективные ìетаэвpисти-
÷еские аëãоpитìы, в тоì ÷исëе и на основе эвоëþ-
öионных стpатеãий [12, 15, 16]. В äанной статüе
пpеäëаãается ìетоä pеøения коìпëексной заäа÷и
ГПP на основе эвоëþöионной стpатеãии. Схеìа
пpеäëаãаеìоãо ìетоäа pеøения коìпëексной заäа÷и
пpеäпоëаãает испоëüзование pанее pазpаботанных
автоpаìи аëãоpитìов pеøения поäзаäа÷и пpяìо-
уãоëüноãо pаскpоя [16]. Кpоìе тоãо, возìожно ис-
поëüзование äpуãих аëãоpитìов pеøения заäа÷и
пpяìоуãоëüноãо pаскpоя, в тоì ÷исëе то÷ных, на-
пpиìеp, в сëу÷ае небоëüøой (äо 100 пpеäìетов)
pазìеpности поäзаäа÷и pаскpоя [17], иëи оäнопpо-
хоäных эвpисти÷еских, позвоëяþщих поëу÷атü pа-
öионаëüные pеøения за поëиноìиаëüное вpеìя [18].
Дëя pеøения поäобных NP-тpуäных заäа÷ акту-

аëüной явëяется pазpаботка новых поäхоäов с ис-
поëüзованиеì быстpых эвpисти÷еских и ìетаэвpи-
сти÷еских аëãоpитìов. В äанной статüе äëя pеøе-
ния коìпëексной заäа÷и ГГТP пpеäëаãается ìетоä
оãpани÷енной äекоìпозиöии, основанный на ìоäи-
фикаöии ìетоäа ìатpи÷ной äекоìпозиöии, pанее
pазpаботанноãо äëя заäа÷и pазìещения оpтоãонаëü-
ных объектов на поëиãонах с пpепятствияìи [19].

Постановка комплексной задачи ГПP

Ввеäеì сëеäуþщие понятия и опpеäеëения.
Назовеì оpтогональным полигоном оäносвязнуþ

обëастü, оãpани÷еннуþ ìноãоуãоëüникоì, возìожно
невыпукëыì, pебpа котоpоãо ëибо веpтикаëüны, ëи-
бо ãоpизонтаëüны.
Многосвязным оpтогональным полигоном (МОП)

буäеì называтü оpтоãонаëüный поëиãон, соäеpжа-
щий оäносвязные запpетные обëасти, явëяþщиеся
оpтоãонаëüныìи поëиãонаìи.
Пpямоугольный pесуpс в заäа÷ах pаскpоя-упаков-

ки и ãеоìетpи÷ескоãо покpытия — это ëисты (кон-
тейнеpы) пpяìоуãоëüной фоpìы заäанных pазìе-
pов ëибо поëубесконе÷ная поëоса (pуëон) заäан-
ной øиpины.
Поä деловыми отходами буäеì пониìатü пpяìо-

уãоëüный pесуpс нестанäаpтных pазìеpов. Как
пpавиëо, на пpактике ÷асто возникает потpебностü

в испоëüзовании äеëовых отхоäов в öеëях pесуp-
сосбеpежения. Деëовые отхоäы ìоãут бытü поëу÷е-
ны пpи pеøении заäа÷ pаскpоя-упаковки (и/иëи
ãеоìетpи÷ескоãо покpытия) как неиспоëüзованные
фpаãìенты пpяìоуãоëüноãо pесуpса.
В статüе pассìатpивается äвухкpитеpиаëüная пpо-

бëеìа, встpе÷аþщаяся, напpиìеp, в стpоитеëüной
инäустpии пpи покpытии поëа стpоитеëüныì ìате-
pиаëоì (ëиноëеуìоì, äpевесновоëокнистыìи пëи-
таìи и äp.). Впеpвые ее постановка пpивеäена в pа-
боте [2]. В связи с NP-тpуäностüþ пpобëеìы, сëож-
ностüþ пpеäставëения и обpаботки исхоäной ин-
фоpìаöии пpи испоëüзовании фиãуpных объектов
автоpаìи сäеëано äопущение, пpактикуеìое, напpи-
ìеp, пpи pеøении заäа÷и фиãуpноãо pаскpоя [7, 8].
В сëу÷ае неоpтоãонаëüных ãpаниö покpываеìой

ãеоìетpи÷еской обëасти (pис. 1, а) она аппpокси-
ìиpуется веpтикаëüныìи и ãоpизонтаëüныìи ëи-
нияìи покpытия (pис. 1, б). Кажäое пpепятствие,
иìеþщее непpяìоуãоëüнуþ фоpìу, пpоизвоëüныì
обpазоì pазбивается на пpяìоуãоëüники, и äаëее
поä пpепятствияìи буäеì пониìатü пpяìоуãоëü-
ные обëасти. Такиì обpазоì, äëя pеøения заäа÷и
обëастü покpытия заäается в виäе МОП (pис. 1, в).
Кpоìе pазìеpов МОП заäаþтся pазìеpы пpяìо-

уãоëüноãо pесуpса. Необхоäиìо найти пëан покpы-
тия МОП покpываþщиìи эëеìентаìи и пëан pас-
кpоя пpяìоуãоëüноãо pесуpса на эти эëеìенты, пpи
этоì ìаксиìизиpоватü pазìеpы покpываþщих
эëеìентов и ìиниìизиpоватü pасхоä (пëощаäü иëи
коëи÷ество) pаскpаиваеìоãо pесуpса. Эта пpобëеìа
фоpìаëизуется ìатеìати÷еской ìоäеëüþ заäа÷и с
äвуìя öеëевыìи функöияìи.
Дëя описания обëасти покpытия МОП ввеäеì

пpяìоуãоëüнуþ систеìу кооpäинат: оси Ох и Оу
совпаäаþт соответственно с нижней и ëевой боко-
вой стоpонаìи оãибаþщеãо МОП пpяìоуãоëüника
(pис. 2, а), W, L — øиpина и äëина оãибаþщеãо
МОП пpяìоуãоëüника. Тоãäа поëожение кажäоãо
пpяìоуãоëüноãо запpетноãо у÷астка Bv заäается ко-
оpäинатаìи (χv, ηv) еãо нижнеãо ëевоãо уãëа и pаз-
ìеpаìи ωv, λv, v = , ãäе μ — ÷исëо запpетных
у÷астков.
Математическая модель комплексной задачи

геометpического покpытия и pаскpоя. Дано: МОП,
поäëежащий покpытиþ, заäанный совокупностüþ

P = 〈W, L, (χv, ηv), (ωv, λv), v = 〉. Кpоìе тоãо,

Pис. 1. Пpимеp аппpоксимации фигуpной области с помощью
МОП:
а — исхоäная обëастü; б — аппpоксиìаöия обëасти веpтикаëü-
ныìи и ãоpизонтаëüныìи ëинияìи; в — МОП

1 μ,

1 μ,
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иìеется неоãpани÷енное ìножество пpяìоуãоëüных
ëистов äëины Θ и øиpины h (äëя заäа÷ с pесуpсоì в
виäе ëистов), ëибо øиpина h pуëонноãо pесуpса,
поäëежащеãо pаскpоþ на пpяìоуãоëüные эëеìенты
(pис. 2, б). Также заäана инфоpìаöия о äеëовых от-
хоäах в виäе ìножества K = (k1, k2, ..., kτ) пpяìо-

уãоëüных эëеìентов с pазìеpаìи  Ѕ , j = .

Тpебуется: найти пëан покpытия МОП P (pис. 3),
пëан pаскpоя пpяìоуãоëüноãо pесуpса (pис. 4) на
покpываþщие пpяìоуãоëüные эëеìенты и ìини-
ìизиpоватü зна÷ения функöий, хаpактеpизуþщих
эффективностü pеøения поäзаäа÷ ãеоìетpи÷еско-
ãо покpытия и pаскpоя:

minFcov(T ) = (li + wi);

minFcut(T ) =

= 

ãäе T = {m, w, l}, w = (w1, w2, ..., wm), l = {l1, l2, ..., lm) —
ìножество из m пpяìоуãоëüных эëеìентов с pаз-

ìеpаìи wi Ѕ li, i = , обpазуþщих покpытие МОП
и поäëежащих pаскpоþ из pесуpса и äеëовых отхо-
äов; li, wi — äëина и øиpина покpываþщеãо пpя-
ìоуãоëüноãо эëеìента ti ∈ T, вхоäящеãо в покpытие

МОП, T = Q ∪ K +, Q — ìножество покpываþщих
МОП пpяìоуãоëüных эëеìентов, pаскpоенных из
станäаpтноãо pесуpса; K + — ìножество покpываþ-
щих МОП пpяìоуãоëüных эëеìентов, pаскpоенных
из äеëовых отхоäов; N PЛ — ÷исëо испоëüзованных
пpяìоуãоëüных ëистов (в сëу÷ае ëистовоãо pесуpса
в заäа÷е pаскpоя); LPП — äëина занятой ÷асти поëу-
бесконе÷ной поëосы (в сëу÷ае pуëонноãо pесуpса в
заäа÷е pаскpоя); ,  — кооpäинаты ëевоãо ниж-

неãо уãëа пpяìоуãоëüника с ноìеpоì i в пëане pас-
кpоя пpяìоуãоëüноãо pесуpса.
Дëя фоpìаëизаöии заäа÷и ввеäеì äопоëнитеëüно

пеpеìенные , ,  и , такие ÷то: 

 = 1 (  = 1), есëи пpоекöия пpяìоуãоëüноãо

эëеìента i на осü Ox (Oy) нахоäится ëевее (ниже)
пpоекöии пpяìоуãоëüноãо эëеìента j на осü Ox

(Oy), ина÷е  = 0 (  = 0); 

 = 1 (  = 1), есëи пpоекöия пpяìоуãоëüноãо

эëеìента i на осü Ox (Oy) нахоäится ëевее (ниже)
пpоекöии запpетной обëасти v на осü Ox (Oy),

ина÷е  = 0 (  = 0).

Необходимо найти:
1. Множество Т пpяìоуãоëüных эëеìентов, по-

кpываþщих МОП P, и соответствуþщий пëан по-
кpытия, т. е. äëя кажäоãо ti ∈ T тpебуется отыскатü
набоp зна÷ений 〈xi, yi, li, wi〉, ãäе xi, yi — кооpäинаты
ëевоãо нижнеãо уãëа эëеìента в систеìе кооpäинат
МОП P, li и wi — соответственно äëина и øиpина
пpяìоуãоëüноãо эëеìента, таких ÷то:

li m h, wi m Θ, i = ; (1)

xi + li m L, yi + wi m W, i = ; (2)

хi l 0, yi l 0, i = ; (3)

 +  +  +  l 1, i = , j = , i ≠ j;(4)

yj l yi + wi – W(1 – ), i = , j = ; (5)

lj
+ wj

+ 1 τ,

i 1=

m

∑

NPЛ, есëи ìатеpиаë — пpяìоуãоëüные ëисты;
LPП = (  + li), есëи ìатеpиаë —

поëубесконе÷ная поëоса,

max
i=1...m

xi′

1 m,

xi′ yi′

zij
x zij

y ziv
x~ ziv

y~

zij
x zij

y

zij
x zij

y

ziv
x~ ziv

y~

ziv
x~ ziv

y~

Pис. 2. Иллюстpация постановки комплексной задачи:
а — МОП P с запpетныìи обëастяìи Bv; б — pазìеpы pесуpса
(ëисты/поëубесконе÷ный pуëон)

Pис. 3. План покpытия МОП P множеством покpывающих
пpямоугольников T

Pис. 4. План pаскpоя pулона на покpывающие элементы Т.
Длина занятой части полосы LPП = (  + li) =  + l5max

i = 1, ..., m
xi¢ x5¢

1 m,

1 m,

1 m,

zij
x zji

x zij
y zji

y 1 m, 1 m,

zij
y 1 m, 1 m,
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xj l xi + li – L(1 – ), i = , j = ; (6)

 +  +  +  l 1, i = , v = ; (7)

ηv l yi + wi – W(1 – ), i = , v = ; (8)

χv l xi + li – L(1 – ), i = , v = ; (9)

wili = SМОП. (10)

Усëовия (1) накëаäываþт оãpани÷ения на pаз-
ìеpы покpываþщих МОП пpяìоуãоëüных эëеìен-
тов: они не äоëжны пpевыøатü pазìеpы пpяìоуãоëü-
ноãо pесуpса. Усëовия (2), (3) заäаþт äопустиìое
поëожение пpяìоуãоëüноãо эëеìента в обëасти
МОП: они не äоëжны выхоäитü за ãpаниöы МОП.
Усëовия (4)—(6) обеспе÷иваþт непеpекpытие пpяìо-
уãоëüных эëеìентов ìежäу собой, (7)—(9) — непе-
pекpытие пpяìоуãоëüных эëеìентов с запpетныìи
обëастяìи. Усëовие (10) описывает необхоäиìостü
поëноãо ãеоìетpи÷ескоãо покpытия поëезной пëо-
щаäи МОП пpяìоуãоëüныìи эëеìентаìи (без
"пpосветов").

2. Пëан pаскpоя оpтоãонаëüноãо pесуpса на пpя-
ìоуãоëüные эëеìенты ìножества Т такой, ÷то вы-
поëняþтся сëеäуþщие усëовия:

 l 0,  l 0, i = ; (11)

 + li m Θ,  + wi m h, i = ; (12)

 +  +  +  l 1, i = , j = , i ≠ j;(13)

 l  + wi – W(1 – ), i = , j = ; (14)

 l  + li – L(1 – ), i = , j = . (15)

Усëовия (11)—(12) обеспе÷иваþт äопустиìое
pазìещение пpяìоуãоëüных эëеìентов внутpи оp-
тоãонаëüноãо pесуpса, усëовия (13)—(15) — непе-
pекpытие пpяìоуãоëüных эëеìентов ìежäу собой.
Цеëевые функöии minFcov(T ) и minFcut(T ) позво-

ëяþт сpавниватü ка÷ество pазëи÷ных pеøений оäной
и той же заäа÷и, оäнако не позвоëяþт объективно
сpавниватü эффективностü pеøений pазëи÷ных за-
äа÷, поскоëüку их зна÷ения зависят от исхоäных äан-
ных, напpиìеp, от pазìеpов pесуpса и МОП.
Поэтоìу ка÷ество поëу÷енных pеøений оöени-

вается также с поìощüþ äвух относитеëüных по-
казатеëей:

äëя заäа÷и ãеоìетpи÷ескоãо покpытия pасс÷и-
тывается коэффиöиент покpытия

kcov = ,

ãäе SМОP и Sresource — пëощаäи МОП и pесуpса со-
ответственно; PT и Presource — суììаpные пеpиìет-
pы покpываþщих эëеìентов и pесуpса соответст-
венно [20];

äëя заäа÷и оpтоãонаëüноãо pаскpоя опpеäеëяет-
ся коэффиöиент pаскpоя

kcut = .

Коэффиöиент ãеоìетpи÷ескоãо покpытия pавен 1,
есëи стыки покpываþщих эëеìентов нахоäятся ëиøü
на ãpаниöах МОП и не пpохоäят по внутpенней
пëощаäи МОП. В пpотивноì сëу÷ае kcov < 1.
Пpи безотхоäноì pеøении заäа÷и, т. е. коãäа

отсутствуþт потеpи ìатеpиаëа, коэффиöиент pас-
кpоя pавен 1. В пpотивноì сëу÷ае kcut < 1.
Коэффиöиенты pаскpоя и покpытия явëяþтся

пpотивоpе÷ивыìи поскоëüку ìаксиìизаöия pазìе-
pов покpываþщих эëеìентов вëе÷ет за собой сни-
жение коэффиöиента pаскpоя (увеëи÷ение отхоäов).
И, наобоpот, пpи ìеëких pазìеpах pаскpаиваеìых
эëеìентов увеëи÷ивается коэффиöиент pаскpоя,
но уìенüøается коэффиöиент покpытия.

Методы pешения комплексной задачи ГПP

Дëя pеøения коìпëексной заäа÷и ãеоìетpи÷е-
скоãо покpытия и pаскpоя [2, 20, 21] пpеäëожены
ãибpиäные эвоëþöионные аëãоpитìы. Они осно-
ваны на тpехэтапноì поäхоäе посëеäоватеëüноãо
pеøения поäзаäа÷: 

1) äекоìпозиöия МОП на ìиниìаëüное ÷исëо
пpяìоуãоëüных обëастей;

2) опpеäеëение пëана покpытия МОП и pазìе-
pов пpяìоуãоëüных покpываþщих эëеìентов; 

3) опpеäеëение пëана pаскpоя pесуpса на по-
кpываþщие эëеìенты.
В pаботах [20, 21] пpивеäены пpиìеpы pеøения

коìпëексной заäа÷и ГПP в суäостpоении. В ка÷е-
стве пpоöеäуpы pеøения поäзаäа÷и äекоìпозиöии
МОП на ìиниìаëüное ÷исëо пpяìоуãоëüных об-
ëастей быë пpиìенен известный ìетоä ìатpи÷ной
äекоìпозиöии. Он pазpаботан pанее Э. И. Хасано-
вой (Дяìиновой) [19] äëя заäа÷и pазìещения пpя-
ìоуãоëüных объектов на оpтоãонаëüноì поëиãоне
с запpетныìи у÷асткаìи.
Оäнако возникает вопpос об эффективности тpех-

этапноãо поäхоäа, поскоëüку паpаìетpы pесуpса пpи
äекоìпозиöии МОП на пpяìоуãоëüные обëасти
покpытия не у÷итываþтся. Дëя повыøения эффек-
тивности pеøения пpеäëаãается объеäинитü этапы
äекоìпозиöии МОП на пpяìоуãоëüные обëасти и
опpеäеëения пëана покpытия, т. е. пpовоäитü äе-
коìпозиöиþ МОП на ìиниìаëüное ÷исëо пpяìо-
уãоëüных обëастей, pазìеpы котоpых не пpевыøаþт
pазìеpов pесуpса. Дëя этоãо пpеäëаãается ìоäифи-

zij
x 1 m, 1 m,

ziv
x~ zvi

x~ ziv
y~ zvi

y~ 1 m, 1 μ,

ziv
y~ 1 m, 1 μ,

ziv
x~ 1 m, 1 μ,

i 1=

m

∑

xi′ yi′ 1 m,

xi′ yi′ 1 m,

zij
x zji

x zij
y zji

y 1 m, 1 m,

yj′ yi′ zij
y 1 m, 1 m,

xj′ xi′ zij
x 1 m, 1 m,

SMOP

PT
-----------

Presource
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---------------

wili
i 1=

m

∑

Sresource
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öиpоватü ìетоä ìатpи÷ной äекоìпозиöии, äобавив
в неãо äопоëнитеëüное оãpани÷ение на pазìеpы
пpяìоуãоëüных обëастей.
Такиì обpазоì, пpеäëаãается новый метод огpа-

ниченной декомпозиции области покpытия äëя по-
иска pаöионаëüноãо pеøения коìпëексной заäа÷и
ГПP, основанный на поäхоäе в äва этапа: пеpвый —
pеøение поäзаäа÷и äекоìпозиöии МОП на пpяìо-
уãоëüные обëасти, pазìеpы котоpых не пpевыøаþт
pазìеpы pесуpса, и втоpой — pаскpой pесуpса на
покpываþщие эëеìенты, pазìеpы котоpых pавны
pазìеpаì оãpани÷енных пpяìоуãоëüных обëастей.
Такиì обpазоì, пpяìоуãоëüные обëасти, поëу÷ен-
ные в хоäе äекоìпозиöии МОП, составëяþт ìно-
жество покpываþщих эëеìентов ìощности m. Pас-
сìотpиì кажäый этап поäpобнее.
Подзадача декомпозиции исходного МОП на пpя-

моугольные области огpаниченного pазмеpа. Заäан
МОП, поäëежащий ãеоìетpи÷ескоìу покpытиþ:

P = 〈W, L, (χv, ηv), (ωv, λv), v = 〉.
Тpебуется найти ìножество Π = {Π1, Π2, ..., Πm)

пpяìоуãоëüных обëастей Πi = 〈(xi, yi), (wi, li)〉 ìи-
ниìаëüной ìощности, ãäе xi, yi — кооpäинаты
нижнеãо ëевоãо уãëа i-й обëасти; wi и li — ее øи-
pина и äëина соответственно; m — искоìая ìощ-
ностü ìножества Π, уäовëетвоpяþщее сëеäуþщиì
усëовияì:

äопустиìостü поëожения пpяìоуãоëüной обëасти
в МОП;
непеpекpытие пpяìоуãоëüных обëастей ìежäу
собой;
непеpекpытие пpяìоуãоëüных обëастей с запpет-
ныìи у÷асткаìи;
поëное ãеоìетpи÷еское покpытие поëезной
пëощаäи МОП пpяìоуãоëüныìи обëастяìи;

wi m h, li m Θ, i =  — äопоëнитеëüное оãpа-
ни÷ение, пpи выпоëнении котоpоãо ëþбой пpя-
ìоуãоëüный эëеìент из ìножества покpываþ-
щих эëеìентов ìожет бытü öеëикоì выpезан из
pесуpса.
Пpоцедуpа матpичной декомпозиции МОП на

пpямоугольные области огpаниченных pазмеpов ос-
нована на ìоäификаöии ìетоäа ìатpи÷ной äекоì-
позиöии [19]. Отëи÷ие закëþ÷ается в
äопоëнитеëüной пpовеpке pазìеpов
поëу÷аеìых пpяìоуãоëüных обëастей
и, в сëу÷ае необхоäиìости, — äопоëни-
теëüноãо pазäеëения их на ìаксиìаëü-
но возìожные по pазìеpаì (Шаã 1).
Шаг 1. Пpедставление МОП в мат-

pичном виде.
Шаã 1.1. Чеpез ãоpизонтаëüные ãpа-

ни запpетных у÷астков пpовеäеì сквоз-
ные ëинии. В pезуëüтате МОП оказы-
вается pазäеëен на G пpяìоуãоëüников
с äëинаìи L′ и øиpинаìи dγ, γ = .
Есëи äëя какоãо-то из пpяìоуãоëüни-

ков выпоëняется неpавенство dγ > h, äеëиì еãо
сквозной ãоpизонтаëüной ëинией на äва пpяìо-
уãоëüника с øиpинаìи h и (dγ – h). Гоpизонтаëüное
pазбиение МОП пpоäоëжаеì äо тех поp, пока не
выпоëнится усëовие: dγ m h, γ = .
Шаã 1.2. Чеpез веpтикаëüные ãpани запpетных

обëастей также пpовеäеì сквозные ëинии. В pезуëü-
тате МОП оказывается pазäеëен на U пpяìоуãоëü-

ников с äëинаìи qϕ, ϕ = , и øиpинаìи W ′. Есëи
в ка÷естве оpтоãонаëüноãо pесуpса выступает поëу-
бесконе÷ная поëоса, то оãpани÷ений на äëину об-
ëастей не буäет. В пpотивноì сëу÷ае, по анаëоãии
с ãоpизонтаëüныì pазбиениеì, веpтикаëüное äеëе-
ние МОП пpоäоëжается äо тех поp, пока не вы-

поëнится усëовие: qϕ m Θ, ϕ = .
В pезуëüтате МОП оказывается покpытыì pас-

тpовой сетüþ, кажäая я÷ейка котоpой ëибо не со-
äеpжит запpетных обëастей (пустая), ëибо явëяется
запpетной обëастüþ иëи ÷астüþ запpетной обëасти.
Пpи этоì pазìеpы я÷еек не пpевыøаþт pазìеpов
pесуpса.
Шаã 1.3. Сопоставиì кажäой я÷ейке (γ, σ) ÷исëо 0,

есëи она свобоäна, и 1, есëи она явëяется запpет-
ной обëастüþ. Тоãäа исхоäный МОП ìожет бытü
описан буëевой ìатpиöей (pис. 5).
Шаг 2. Выбоp исходной ячейки и объединение.
Шаã 2.1. В ка÷естве исхоäной я÷ейки выбиpаеì

ëевуþ нижнþþ еще не pассìотpеннуþ я÷ейку
МОП. Есëи она явëяется запpетной обëастüþ, äви-
жеìся ввеpх по стоëбöу, пока не найäеì пустуþ
я÷ейку, ее пpиниìаеì за исхоäнуþ.
Шаã 2.2. Объеäинение пустых я÷еек, на÷иная с

исхоäной, веpтикаëüныì, ãоpизонтаëüныì иëи äиа-
ãонаëüныì способоì. Способы ÷еpеäуþтся сëу÷ай-
ныì обpазоì äëя кажäой исхоäной я÷ейки. Объеäи-
нение я÷еек пpоäоëжается äо тех поp, пока не вы-
поëнится хотя бы оäно из усëовий:

äостиãнута веpхняя ãpаниöа МОП;
на пути объеäинения иìеется запpетная обëастü;
øиpина бокса äостиãëа h;
äëина бокса äостиãëа Θ (есëи pесуpс поставëя-
ется в ëистах).
Пеpехоä на Шаã 2.1.

1 μ,

1 m,

1 G,

1 G,

1 U,

1 U,

Pис. 5. Иллюстpация пpоцедуpы декомпозиции МОП:
а — ìатpи÷ное пpеäставëение МОП; б — ãpафи÷еское 
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Шаг 3. "Уpовневое" выделение пустых пpямоуголь-
ных областей.
Коãäа äостиãнута веpхняя ãpаниöа МОП, ÷еpез

пpавуþ ãpаниöу обëасти наибоëüøей äëины пpо-
воäится усëовный сквозной pез, выäеëение сëе-
äуþщей пpяìоуãоëüной обëасти покpытия пpоäоë-
жается спpава от pеза. К обpазовавøиìся пpи этоì
втоpи÷ныì МОП pекуpсивно пpиìеняется пpоöе-
äуpа ìатpи÷ной äекоìпозиöии МОП (возвpащаеì-
ся к øаãу 2). Pабота аëãоpитìа пpоäоëжается äо тех
поp, пока не останется пустых я÷еек. Есëи øиpина
всех выäеëенных пpяìоуãоëüных обëастей pавна h,
а äëина Θ, то поäзаäа÷у ìожно с÷итатü pеøенной:
кажäая пpяìоуãоëüная обëастü ìожет бытü без ос-
татка покpыта ëистоì пpяìоуãоëüноãо pесуpса. Есëи
pесуpс — поëубесконе÷ная поëоса и øиpина пpя-
ìоуãоëüной обëасти pавна h, то ìатеpиаë äëя по-
кpытия кажäой обëасти поëу÷ается оäниì веpти-
каëüныì pазpезоì pуëонноãо pесуpса.
Бëаãоäаpя ìоäификаöии ìетоäа ìатpи÷ной äе-

коìпозиöии МОП на пpяìоуãоëüные обëасти оã-
pани÷енных pазìеpов поëу÷аеì пëан покpытия ис-
хоäноãо МОП покpываþщиìи эëеìентаìи, pазìе-
pы котоpых не пpевыøаþт pазìеpов pесуpса.
Подзадача pаскpоя оpтогонального pесуpса. На

этапе pаскpоя pесуpса ìожно пpиìенитü ëþбой
наибоëее поäхоäящий äëя конкpетной пpикëаäной
ситуаöии аëãоpитì. Напpиìеp, в pаботе [21] опи-
сан аëãоpитì pеøения заäа÷и, ãäе на этапе pаскpоя
пpиìеняется посëойный аëãоpитì с оöенкаìи.
Такиì обpазоì, основные øаãи метода огpани-

ченной декомпозиции области покpытия äëя pеøе-
ния коìпëексной заäа÷и ГПP сëеäуþщие:

1. Pешение подзадачи декомпозиции МОП. Вхоä-
ные äанные: pазìеpы МОП P и pесуpса. Пpиìене-

ние пpоöеäуpы ìатpи÷ной äекоìпозиöии МОП на
пpяìоуãоëüные обëасти оãpани÷енных pазìеpов.
Выхоäные äанные: пëан покpытия МОП, pазìеpы
покpываþщих эëеìентов, зна÷ение коэффиöиента
покpытия.

2. Pешение подзадачи pаскpоя. Вхоäные äанные:
pазìеp pесуpса и pазìеpы покpываþщих эëеìен-
тов. Пpиìенение аëãоpитìа пpяìоуãоëüноãо pас-
кpоя. Выхоäные äанные: пëан pаскpоя, зна÷ение
коэффиöиента pаскpоя.
В сëу÷ае, есëи поëу÷енные зна÷ения коэффи-

öиентов покpытия и pаскpоя не уäовëетвоpяþт,
ìожно pеаëизоватü ìноãокpатное повтоpение ос-
новных этапов ìетоäа и выбоpа ëу÷øеãо ваpианта.
Это öеëесообpазно в связи со сëу÷айныì пpоöес-
соì øаãа 2.2 пpоöеäуpы ìатpи÷ной äекоìпозиöии.

Вычислительный экспеpимент

Пpовеäеì сpавнение эффективности ìетоäа оã-
pани÷енной äекоìпозиöии обëасти покpытия и
ãибpиäноãо эвоëþöионноãо аëãоpитìа [20] на ос-
нове äвухэтапноãо и тpехэтапноãо поäхоäов к pе-
øениþ соответственно.
Экспеpимент 1: pешение пpактической комплекс-

ной задачи ГПP. Дëя сpавнения эффективности
поäхоäов быëа pассìотpена pеаëüная заäа÷а суäо-
стpоитеëüной инäустpии [21]. На паëубах В и С
суäна снабжения некотоpоãо пpоекта иìеется äва
поìещения, äëя котоpых известны pазìеpы [21].
Необхоäиìо покpытü поë поìещений ìоpской
фанеpой оäноãо из ÷етыpех pазìеpных типов:
тип a (1,22 Ѕ 2,44 ì); тип b (1,25 Ѕ 2,5 ì); тип c
(0,915 Ѕ 1,83 ì); тип d (1,22 Ѕ 2,135 ì). Поìещения
аппpоксиìиpованы МОП с описываþщиìи об-
ëастü пpяìоуãоëüникаìи с pазìеpаìи äëя паëубы В

17,35 Ѕ 11,33 ì и äëя паëубы С —
15,5 Ѕ 14 ì, набоpаìи запpетных об-
ëастей с известныìи pазìеpаìи и ко-
оpäинатаìи. Даëее быëи пpиìенены
ìетоäы на основе äвухэтапноãо и тpех-
этапноãо поäхоäов к pеøениþ заäа÷и.
Pезуëüтаты пpеäставëены в виäе äиа-
ãpаìì на pис. 6, 7.
Дëя обоих поìещений и кажäоãо

типа pесуpса экспеpиìент показаë, ÷то
äвухэтапный поäхоä (ìетоä оãpани÷ен-
ной äекоìпозиöии обëасти покpытия)
позвоëяет поëу÷итü pеøения, ëу÷øие по
коэффиöиенту покpытия (на 8...30 %),
т. е. выäеëяþтся боëее кpупные покpы-
ваþщие эëеìенты. Тpехэтапный поäхоä
позвоëяет поëу÷итü pеøения, ëу÷øие по
коэффиöиенту pаскpоя (на 0,5...23 %),
т. е. боëее эффективен с то÷ки зpения
эконоìии pесуpса. Такиì обpазоì, вы-
боp наибоëее пpиеìëеìоãо ìетоäа pе-
øения заäа÷и покpытия в кажäоì кон-
кpетноì сëу÷ае зависит от пpиоpите-
тов заказ÷ика.

Pис. 6. Pезультаты pешения задачи покpытия области МОП палубы В

Pис. 7. Pезультаты pешения задачи покpытия области МОП палубы С
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Экспеpимент 2: pешение безотходной комплекс-
ной задачи ГПP. В äанноì экспеpиìенте сpавни-
ваëасü эффективностü pеøения безотхоäных заäа÷
ГПP. Поä безотхоäной заäа÷ей ГПP буäеì пониìатü
заäа÷у, коэффиöиенты pаскpоя и покpытия опти-
ìаëüноãо pеøения котоpой pавны 1. Поäобные за-
äа÷и ÷асто испоëüзуþтся äëя тестиpования аëãо-
pитìов pеøения NP-тpуäных заäа÷ [22]. Пpеиìу-
ществоì такоãо pоäа заäа÷ явëяется то, ÷то äëя них
апpиоpи известны оптиìаëüные покpытие и pаскpой.
Быëо сãенеpиpовано 10 пpиìеpов безотхоäных

заäа÷, оптиìаëüный пëан покpытия МОП котоpых
состоит из 10 покpываþщих эëеìентов. Pазìеpы
этих эëеìентов оäинаковы и совпаäаþт с pазìеpаìи
pесуpса 1220 Ѕ 2440. Пpиìеpы pазëи÷аþтся фоpìой
и pазìеpаìи МОП. Такиì обpазоì, оптиìаëüная
äекоìпозиöия МОП на пpяìоуãоëüные обëасти в
äанных пpиìеpах оäновpеìенно явëяется и опти-
ìаëüныì пëаноì покpытия.
Кажäая из сãенеpиpованных заäа÷ быëа pеøена

с поìощüþ ìетоäов на основе äвух- и тpехэтапноãо
поäхоäов, поëу÷енные коэффиöиенты покpытия и
pаскpоя в кажäоì сëу÷ае фиксиpоваëисü (pис. 8 а, б).
Как виäно из äиаãpаììы на pис. 8, а, оба поä-

хоäа позвоëяþт поëу÷атü высокие зна÷ения коэф-
фиöиента pаскpоя: в 8 из 10 пpиìеpов быëо поëу-
÷ено оптиìаëüное pеøение. Сpеäний коэффиöиент
pаскpоя äëя äвухэтапноãо ìетоäа составиë 96,8  %,
äëя тpехэтапноãо — 98,4  %. Пpи÷иной этоìу ìо-
жет бытü, во-пеpвых, ìаëая pазìеpностü пpиìеpов,
во-втоpых, оäнотипностü фоpìы pесуpса.
Пpи pеøении же заäа÷и ãеоìетpи÷ескоãо по-

кpытия поëу÷енные pезуëüтаты не оптиìаëüны ни
в оäноì из тестовых пpиìеpов. Это озна÷ает, ÷то
выäеëяеìые в пpоöессе pеøения пpяìоуãоëüные
обëасти покpытия иìеþт pазìеpы ìенüøе этаëон-
ных. Пpи этоì äвухэтапный аëãоpитì в 9 из 10 сëу-

÷аев показаë себя существенно ëу÷øе тpехэтапноãо
(на 4...29 %). Сpеäний коэффиöиент покpытия äëя
äвухэтапноãо ìетоäа составиë 81,6 %, äëя тpех-
этапноãо — 68,6 %.
Такиì обpазоì, пpовеäенный вы÷исëитеëüный

экспеpиìент показаë хоpоøуþ эффективностü ис-
сëеäуеìых поäхоäов, а пpеäпо÷титеëüный выбоp
ìетоäа pеøения в кажäоì конкpетноì пpакти÷е-
скоì сëу÷ае зависит от пpиоpитетов заказ÷ика.

Заключение

В öеëоì, ìожно закëþ÷итü, ÷то пpеäëоженный
ìетоä оãpани÷енной äекоìпозиöии обëасти по-
кpытия на основе äвухэтапноãо поäхоäа öеëесооб-
pазно пpиìенятü, коãäа важно поëу÷итü высокий
показатеëü коэффиöиента покpытия, в то вpеìя как
ìетоä на базе тpехэтапноãо поäхоäа äает pезуëüтаты,
ëу÷øие по коэффиöиенту pаскpоя, т. е. боëее эф-
фективен с то÷ки зpения эконоìии pесуpса. Пpи
этоì äëя пpеäëоженноãо в статüе ìетоäа оãpани-
÷енной äекоìпозиöии обëасти покpытия возìожны
пути повыøения эффективности за с÷ет увеëи÷е-
ния ка÷ества и ÷исëа ваpиантов объеäинения пус-
тых я÷еек в пpяìоуãоëüные обëасти покpытия. Дëя
этоãо öеëесообpазно испоëüзоватü оöенки ÷асти÷-
ных pеøений, напpиìеp, на основе и анаëоãии по-
äетаëüных ноpì pасхоäа ìатеpиаëа [8], котоpые
быëи pазpаботаны Л. В. Кантоpови÷еì и В. А. Заë-
ãаëëеpоì äëя заäа÷и pаскpоя.
Такиì обpазоì, пpеäëоженный в статüе ìетоä оã-

pани÷енной äекоìпозиöии явëяется эффективныì
инстpуìентоì pеøения NP-тpуäной коìпëексной
заäа÷и ГПP и иìеет потенöиаë äëя äаëüнейøеãо усо-
веpøенствования.
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Динамическое пpогpаммиpование с использованием множеств Паpето 
в задачах планиpования pеализации возобновляемых pесуpсов

Введение 

В статüе [1] pассìотpены äве ìатеìати÷еские
ìоäеëи заäа÷и пëаниpования pеаëизаöии возоб-
новëяеìоãо pесуpса. В pаìках этих ìоäеëей пpи-
ìенитеëüно к испоëüзованиþ ìетоäа äинаìи÷е-

скоãо пpоãpаììиpования поëу÷ены pекуppентные
соотноøения, позвоëяþщие стpоитü оптиìаëüный
пëан без анаëиза поøаãовых ваpиантов. В вы÷ис-
ëитеëüноì пëане это во ìноãо pаз эффективнее,
÷еì кëасси÷еский аëãоpитì äинаìи÷ескоãо пpо-
ãpаììиpования, так как пpакти÷ески поиск pеøе-
ния своäится к вы÷исëениþ тpех веëи÷ин на каж-
äоì øаãе пpоöесса по пpостыì фоpìуëаì. Оäнако
эти ìоäеëи не пpетенäуþт на унивеpсаëüностü, так

Настоящая статья является пpодолжением статьи, опубликованной в № 2 за 20161. В ней pассматpивается задача
составления оптимального поэтапного плана использования возобновляемого одноpодного pесуpса в течение заданного
вpемени. В данной статье пpедложен эффективный алгоpитм динамического пpогpаммиpования с использованием мно-
жеств Паpето.
Ключевые слова: pесуpс, целевая функция, множество состояний, динамическое пpогpаммиpование, множества Паpето
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