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Динамическое пpогpаммиpование в задачах планиpования pеализации 
частично возобновляемых pесуpсов

Введение

Дëя кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо pаспpе-
äеëения заäанноãо коëи÷ества некотоpоãо оäно-
pоäноãо pесуpса [1] известны ìетоä äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования [2] и еãо новые pеаëизаöии,
усовеpøенствованные за с÷ет испоëüзования ìно-
жеств Паpето [3] и коìбинаöии äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования с ìетоäоì ветвей и ãpаниö [4].
Пpи этоì заäанное на÷аëüное коëи÷ество pесуpса
на кажäоì этапе ìоãëо тоëüко уìенüøатüся.
Оäнако äинаìи÷еское пpоãpаììиpование ìожно

пpиìенитü и в заäа÷ах pаспpеäеëения ÷асти÷но во-
зобновëяеìых pесуpсов. Напpиìеp, пpоìысëовая
pыба, ìоpские животные и вообще "насеëение"
ëесов, ìоpей, озеp и pек явëяþтся ÷асти÷но возоб-
новëяеìыìи пpиpоäныìи pесуpсаìи. Возникает за-
äа÷а оптиìаëüноãо испоëüзования таких pесуpсов,
т. е. пëаниpования их äобы÷и на pяä ëет впеpеä,
с теì ÷тобы обеспе÷итü ìаксиìаëüнуþ пpибыëü за
все вpеìя пëаниpования и сохpанитü ìиниìаëüно
необхоäиìый объеì pесуpса. Есëи в на÷аëе пëани-
pуеìоãо пеpиоäа объеì pесуpса несущественно
пpевыøает заäанный ìиниìуì, то pеøение заäа÷и
ìожет показатüся тpивиаëüныì: ежеãоäно бpатü у

пpиpоäы тоëüко пpиpост pесуpса и не боëее тоãо.
Оäнако это pеøение не о÷евиäно, есëи у÷естü, ÷то
пpи сохpанении непpикосновенности pесуpса ÷еpез
нескоëüко ëет ìожно взятü боëüøе, ÷еì пpи ежеãоä-
ноì изъятии пpиpоста.
Кpоìе возобновëяеìых пpиpоäных pесуpсов воз-

ìожны и äpуãие пpоöессы, в котоpых pесуpс не
тоëüко pасхоäуется, но и ÷асти÷но возобновëяется.
Цеëü настоящей статüи состоит в анаëизе некото-

pых ìоäеëей поäобной заäа÷и и аëãоpитìов ее pеøе-
ния по ìетоäу äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования.

Постановка задачи

Заäа÷а состоит в сëеäуþщеì: в на÷аëüный ìоìент
вpеìени иìеется заäанное коëи÷ество ÷асти÷но
возобновëяеìоãо pесуpса b1.
Заäанный пеpиоä пëаниpования Т (напpиìеp,

T = 10 ëет) pазбивается на этапы, напpиìеp ãоäы иëи
ìесяöы. Дëя опpеäеëенности пpиìеì ãоäы и буäеì
с÷итатü, ÷то пëаниpование на÷инается с ãоäа ноìеp
оäин. Тоãäа пеpиоä пëаниpования, ноìеp посëеäнеãо
ãоäа и ÷исëо ëет — это оäно и то же ÷исëо Т.
Пpи pеаëизаöии х еäиниö pесуpса в те÷ение ãоäа

äохоä pавен d(x), а сопутствуþщие затpаты в те÷е-

Pассматpивается задача составления оптимального поэтапного плана использования частично возобновляемого од-
ноpодного pесуpса в течение заданного вpемени. Анализиpуются pазличные модели целевой функции как pазности дохода
от использования pесуpса или его части и сопутствующих затpат. Для пpостых моделей на основе анализа pешения за-
дачи с помощью метода динамического пpогpаммиpования получены pасчетные фоpмулы, что позволяет избежать пе-
pебоpа ваpиантов пошаговых pешений.
Ключевые слова: pесуpс, целевая функция, множество состояний, динамическое пpогpаммиpование, оптимальный путь
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ние ãоäа естü функöия с(х, b) от коëи÷ества pеаëи-
зуеìоãо pесуpса х и коëи÷ества pесуpса на на÷аëо
ãоäа b. Pесуpс ÷асти÷но возобновëяеìый, и пpи на-
ëи÷ии на на÷аëо пpоизвоëüноãо ãоäа t (t = 1, 2, ..., T)
bt еäиниö pесуpса и pеаëизаöии в те÷ение этоãо ãо-
äа xt еãо еäиниö на на÷аëо сëеäуþщеãо ãоäа буäет
bt + 1 = p(bt – xt) еäиниö pесуpса. Коэффиöиент p
с÷итается известныì. В на÷аëе посëеäнеãо ãоäа Т
пpи pассìотpении ваpиантов pеаëизаöии pесуpса в
этот ãоä с÷итается, ÷то оставøееся на (T + 1)-й ãоä
коëи÷ество pесуpса уже не иìеет зна÷ения. Поэтоìу
в на÷аëе посëеäнеãо ãоäа Т заäа÷а пpинятия pеøе-
ния существенно упpощается.
Тpебуется постpоитü такой пëан pеаëизаöии pе-

суpса, ÷тобы в те÷ение T ëет суììаpный коëи÷ест-
венный показатеëü ка÷ества пëана (öеëевая функöия)
пpиняë ìаксиìаëüное зна÷ение. Пpи этоì ìоãут
испоëüзоватüся pазëи÷ные öеëевые функöии, напpи-
ìеp, суììаpная пpибыëü, эконоìи÷еская эффек-
тивностü и äp.
Есëи öеëевая функöия — это суììаpная пpи-

быëü, то заäа÷а своäится к сëеäуþщеìу фоpìаëü-
ноìу пpеäставëениþ.
Найти вектоp x(х1, х2, ..., хT), пpи котоpоì äости-

ãает ìаксиìуìа

(d(xt) – c(xt, bt)) и 0 m xt m bt; bt + 1 = p(bt – xt).

Дëя pеøения конкpетной заäа÷и пpиìенитеëüно
к постpоениþ оптиìаëüноãо пëана выëова фоpеëи
в [5] пpеäëаãается кëасси÷еская схеìа äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования. Кëþ÷евое äëя ìетоäа äинаìи÷е-
скоãо пpоãpаììиpования понятие "состояние систе-
ìы" фоpìаëизуется как коëи÷ество иìеþщеãося pе-
суpса. Соответственно "тpаектоpия" (иëи "путü") —
это посëеäоватеëüностü состоянии, т. е. зна÷ений
иìеþщеãося pесуpса в на÷аëе кажäоãо ãоäа. В на-
÷аëе ãоäа t ìножество состояний — это ìножество
возìожных зна÷ений pесуpса bt. Пpоöесс pассìатpи-
вается от "конöа к на÷аëу", т. е. на÷иная с ìножества
состояний bT в на÷аëе посëеäнеãо ãоäа. Заìетиì, ÷то
÷исëо состояний bT в на÷аëе посëеäнеãо ãоäа Т, т. е.
bT = b1p

T – 1 + 1, ìожет бытü веëико пpи pеаëüных
b1, p и Т, поэтоìу усовеpøенствования кëасси÷е-
ской схеìы äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования ак-
туаëüны с то÷ки зpения объеìа вы÷исëений.
Даëее, для каждого состояния bT, т. е. äëя всех

возìожных зна÷ений bT (от 0 äо b1p
T – 1), опpеäе-

ëяется "оптиìаëüный путü äо конöа", т. е. оптиìаëü-
ное коëи÷ество pесуpса, pеаëизуеìоãо в посëеäний
ãоä ( ), и вы÷исëяется соответствуþщее еìу зна-
÷ение öеëевой функöии fT (bT):

fT (bT) = {d(xT) – с(хT, bT)},

ãäе 0 m xT m bT .

Даëее pассìатpиваþтся äва посëеäних ãоäа и
для каждого состояния bT – 1 пеpебоpоì всех воз-
ìожных пеpехоäов в состояния bT в на÷аëе посëеä-

неãо ãоäа опpеäеëяется  и соответствуþщее
еìу зна÷ение öеëевой функöии fT  – 1(bT – 1):

fT  – 1(bT – 1) =

= {d(xT – 1) – с(xT – 1, bT – 1) + fT (bT))},

ãäе 0 m xT – 1 m bT – 1.

И так äо тех поp, пока не буäет найäен  пpи
заäанноì b1. Зна÷ения , пpи котоpых äостиãается
ìаксиìуì, запоìинаþтся. Дpуãиìи сëоваìи, pеко-
ìенäуется äвиãатüся по сетке состояний в обpат-
ноì напpавëении в пpеäпоëожении, ÷то в на÷аëе
о÷еpеäноãо ãоäа возìожно ëþбое коëи÷ество pе-
суpса от нуëя äо ìаксиìаëüноãо, поëу÷аеìоãо пpи
поëноì отсутствии pеаëизаöии pесуpса.
Даëее, зная , вы÷исëяеì соответствуþщее еìу
 = p(b1 – ). Еìу соответствует  и т. ä. äо вос-

становëения оптиìаëüной тpаектоpии, т. е. постpое-
ния пëана pеаëизаöии pесуpса. Заìетиì, ÷то в äан-
ной заäа÷е пpоìежуто÷ные зна÷ения bt + 1 = p(bt – xt)
пpи öеëых зна÷ениях исхоäноãо коëи÷ества pесуp-
са b1 и посëеäуþщих назна÷аеìых xt не обязаны бытü
öеëыìи пpи не öеëоì p.
По повоäу выбоpа поpяäка pассìотpения этапов

в [5] утвеpжäается: "В боëüøинстве пpиëожений
äинаìи÷еское пpоãpаììиpование поëу÷ает опти-
ìаëüное pеøение путеì äвижения в обpатноì на-
пpавëении — от конöа заäа÷и к на÷аëу". Не pаспоëа-
ãая äанныìи обо всех пpиëожениях äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования, ìы не буäеì опpовеpãатü это
утвеpжäение, оäнако отìетиì, ÷то иìенно в äанной
заäа÷е пpи ее ÷исëенноì pеøении уäобно и боëее
эффективно äвиãатüся от на÷аëа к конöу, а анаëи-
ти÷еские выкëаäки, наобоpот, уäобнее выпоëнятü
пpи pассìотpении заäа÷и в обpатноì напpавëении,
т. е. от посëеäнеãо этапа к пеpвоìу.
Конкpетный виä функöий d(x) — äохоä и с(х, b) —

затpаты в [5] не пpивоäится. Пpивоäятся тоëüко
b1 = 10 000, p = 1,2 и Т = 10.
Даëее буäеì pассìатpиватü заäа÷у в общеì виäе.
Дëя на÷аëа отìетиì, ÷то äëя пpостых ìоäеëей

ìожно, испоëüзуя пpинöип оптиìаëüности P. Беëë-
ìана [1, 2], поëу÷атü посëеäоватеëüно, на÷иная с
t = T анаëити÷еские выpажения оптиìаëüноãо коëи-
÷ества pеаëизуеìоãо pесуpса  как функöии bt, не
пpибеãая к ÷исëенныì ìетоäаì и не pазбивая сетку
ваpüиpования вообще. Pассìотpиì äве такие ìоäеëи,
pазëи÷аþщиеся функöияìи äохоäа d(x) и затpат с(х, b).
Пеpвая модель: d(x) = ax, ãäе а — äохоä от pеаëи-

заöии еäиниöы pесуpса. Виä функöии äохоäа впоëне
естественен. Дëя затpат с(х, b) ìожно пpеäпоëо-
житü, ÷то они возpастаþт с pостоì х и убываþт пpи
заäанноì х с pостоì b — коëи÷ества иìеþщеãося
pесуpса. Действитеëüно, напpиìеp, пpиìенитеëüно
к pазвеäениþ фоpеëи выëовитü 100 фоpеëей ëеã÷е,
есëи их ìноãо, скажеì 10 000, ÷еì, есëи их всеãо 100.
Дëя пеpвой ìоäеëи пpиìеì c(x, b) = (k/b)x, ãäе

k — заäанное ÷исëо. Пpибыëü пpи pеаëизаöии х
еäиниö pесуpса из иìеþщихся b еäиниö составит

t 1=

T

∑

xT*

max
xT

xT 1–*

max
xT–1

xi*
xt*

x1*
b2* x1* x2*

xt*
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ах – (k/b)х. Зäесü k/b — затpаты пpи pеаëизаöии
еäиниöы pесуpса из иìеþщихся b еäиниö. Соответ-
ственно k — затpаты пpи поëной pеаëизаöии pе-
суpса. Выpажение ах – (k/b)х тоëüко усëовно ìожно
назватü пpибыëüþ пpи наëи÷ии затpат, не зависящих
от коëи÷ества pеаëизуеìоãо pесуpса. Теоpети÷ески
наëи÷ие в öеëевой функöии постоянноãо сëаãае-
ìоãо несущественно, так как оно не вëияет на то÷ку
экстpеìуìа, т. е. на искоìое pеøение. Мы не буäеì
у÷итыватü наëи÷ие постоянной составëяþщей затpат
на pеаëизаöиþ pесуpса. Оäнако фоpìаëüный опти-
ìуì ìожет соответствоватü pеøениþ, пpи котоpоì
в какоì-нибуäü ãоäу ах – (k/b)х ìенüøе постоян-
ной составëяþщей ãоäовых затpат на pеаëизаöиþ
pесуpса, поэтоìу ãоäовая пpибыëü отpиöатеëüна,
хотя суììаpно за все ãоäы пpибыëü ìаксиìаëüна.
Есëи отpиöатеëüная ãоäовая пpибыëü неäопустиìа,
то на кажäоì этапе появëяется оãpани÷ение на ìи-
ниìаëüное коëи÷ество pеаëизаöии pесуpса. Это оã-
pани÷ение нескоëüко усëожняет аëãоpитì поиска.
Дëя пpостоты изëожения вна÷аëе äопустиì воз-
ìожностü pеаëизаöии ëþбоãо коëи÷ества иìеþще-
ãося pесуpса, т. е. буäеì pассìатpиватü тоëüко пе-
pеìеннуþ ÷астü öеëевой функöии. В äаëüнейøеì
внесеì необхоäиìые уто÷нения.

Pассìотpиì посëеäний ãоä Т и pеøиì вопpос,
скоëüко нужно pеаëизоватü pесуpса из иìеþщихся
bT еäиниö, ÷тобы поëу÷итü ìаксиìаëüнуþ пpибыëü.
Ответ о÷евиäен: есëи а > k/bT, нужно pеаëизоватü
pесуpс поëностüþ (  = bT), ина÷е — не испоëü-
зоватü еãо вообще (  = 0). Мы наøëи  — ко-
ëи÷ество pеаëизуеìоãо pесуpса в ãоä T как функ-
öиþ bT (  = 0 иëи  = bT).
Пеpехоäиì к пpеäпосëеäнеìу øаãу T – 1. Суì-

ìаpная пpибыëü за äва посëеäних ãоäа ëинейно за-
висит от xT – 1, так как bT = p(bT – 1 – xT – 1). Линей-
ная функöия äостиãает экстpеìаëüных зна÷ений на
конöах pассìатpиваеìоãо интеpваëа 0 m xT – 1 m
m bT – 1. Нужно взятü xT – 1 = 0, так как в этоì сëу÷ае
bT > bT – 1 и суììаpная пpибыëü за äва ãоäа боëüøе,
есëи вообще иìеет сìысë pеаëизаöия pесуpса. Pас-
сужäая анаëоãи÷но пpиìенитеëüно ко всеì ãоäаì,
äëя ëинейной ìоäеëи пpихоäиì к вывоäу: оптиìаëü-
ный пëан состоит в тоì, ÷тобы вообще не pасхоäо-
ватü pесуpс äо посëеäнеãо ãоäа и тоëüко в посëеäний
ãоä pеаëизоватü еãо поëностüþ, есëи a > k/(b1p

T – 1),
иëи не заниìатüся pеаëизаöией pесуpса вообще в
пpотивноì сëу÷ае, котоpый не pеаëен.
Есëи потpебностü в pеаëизаöии pесуpса не по-

звоëяет накапëиватü еãо äо посëеäнеãо ãоäа, то сëе-
äует оãpани÷итüся ìиниìаëüно необхоäиìой еãо
pеаëизаöией.
Может показатüся, ÷то этот же вывоä о сохpа-

нении pесуpса äо посëеäнеãо ãоäа спpавеäëив не
тоëüко äëя ëинейной, но и äëя ëþбой ìонотонно
возpастаþщей öеëевой функöии. Оäнако это не
так, как буäет ясно из äаëüнейøеãо изëожения.
Втоpая модель. В пеpвой ìоäеëи затpаты на

поëнуþ pеаëизаöиþ pесуpса (k) не зависят от еãо

коëи÷ества. Есëи оставитü ту же функöиþ äохоäа
d(x) и pассìотpетü новуþ функöиþ затpат виäа
с(х, b) = (q/b)x2, то äëя пеpеìенной ÷асти пpибыëи z
поëу÷ается функöия z(x, b) = ax – (q/b)x2 (сì. pису-
нок), ãäе а и q > 0 заäаны. В этоì сëу÷ае а — это
по-пpежнеìу äохоä пpи pеаëизаöии еäиниöы pе-
суpса, a q — затpаты на pеаëизаöиþ еäиниöы pе-
суpса в сëу÷ае еãо поëной pеаëизаöии. Дpуãиìи
сëоваìи, a/q — отноøение äохоäа к затpатаì пpи
поëной pеаëизаöии pесуpса. О÷евиäно неpавенство
a > q. Есëи в с(х, b) естü ëинейный ÷ëен, то еãо
ìожно объеäинитü с d(x).
Гpафик зависиìости z(x) показывает, ÷то пpи

a/(2q) < 1 то÷ка ìаксиìуìа xmax = ab/(2q) < b и нет
сìысëа pассìатpиватü все х > хmах, так как пpи
х = хmах боëüøе пpибыëи и остается боëüøе pесуpса,
÷еì пpи х > хmах. Есëи же a/(2q) l 1, то нужно пpи-
нятü хmах = b, так как 0 m х m b.

Pассìотpиì посëеäний ãоä Т и pеøиì вопpос,
скоëüко ( ) нужно pеаëизоватü pесуpса из иìеþ-
щихся bT еäиниö, ÷тобы поëу÷итü ìаксиìаëüнуþ
пpибыëü? Максиìуì пpибыëи axT – (q/bT)
äостиãается в то÷ке  = abT/(2q).
Поскоëüку äоëжно выпоëнятüся усëовие 0 m х m b,

то пpи a/(2q) > 1 сëеäует пpинятü  = bT . Такиì
обpазоì,  = γTbT, ãäе γT = min (1, a/(2q)).
Это озна÷ает, ÷то есëи пpи поëной pеаëизаöии pе-

суpса äохоä вäвое и боëее пpевыøает затpаты, то нуж-
но pеаëизоватü весü pесуpс, ина÷е — еãо a/(2q) ÷астü.
Неöеëесообpазностü поëной pеаëизаöии pесуpса

в посëеäнеì ãоäу, т. е. неpавенство a/(2q) < 1, пpеä-
ставëяется неpеаëüной. Оäнако ìы буäеì pассìат-
pиватü общий сëу÷ай.
Поëу÷иëи pезуëüтат: за последний год оптималь-

ный pазмеp pеализации pесуpса линейно зависит от его
количества в начале года. Коэффиöиент пpопоp-
öионаëüности γT = a/(2q) пpи a/(2q) < 1 и γT = 1
в пpотивноì сëу÷ае. Пpибыëü zt за ëþбой один ãоä t
пpи  = γt bt pавна

 = aγt bt – q/bt(γt bt)
2 = γt(a – γt q)bt = λt bt, (1)

ãäе λt = γt(a – γt q).
Дpуãиìи сëоваìи, годовая пpибыëü ëинейно за-

висит от иìеþщеãося pесуpса bt пpи ëинейной за-
висиìости коëи÷ества pеаëизаöии от bt. На этоì
основаны все äаëüнейøие постpоения.

xT*
xT* xT*

xT* xT*

Зависимость пpибыли z(x) от количества pеализуемого pесуpса х

xT*

xT
2

xT*

xT*
xT*

xt*

zt*
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Дëя посëеäнеãо ãоäа все опpеäеëено: пpи ëþбоì
bT наäо pеаëизоватü γTbT еäиниö pесуpса и поëу-
÷итü пpибыëü λTbT.
За ãоä Т пpибыëü zT = a2bT/(4q) пpи γT = a/(2q)

и zT = (a – q)bT  пpи γT = 1.
Буäеì обозна÷атü ãоäовуþ пpибыëü за ãоä с но-

ìеpоì r ÷еpез zr, а суììаpнуþ пpибыëü за все ос-
тавøиеся ãоäы, на÷иная с r-ãо, ÷еpез Zr.
Пеpехоäиì к пpеäпосëеäнеìу ãоäу Т – 1. Найäеì

, äëя котоpоãо ìаксиìаëüна суììаpная пpи-
быëü за äва посëеäних ãоäа. В теpìинах äинаìи÷е-
скоãо пpоãpаììиpования это озна÷ает: из состояния
bT – 1 найäеì такой пеpехоä в новое состояние bT,
÷тобы суììаpная пpибыëü ZT – 1 за посëеäние äва
ãоäа (этапа) быëа ìаксиìаëüна. Испоëüзуя фоpìу-
ëу (1) пpиìенитеëüно к ãоäу T, поëу÷аеì äëя пpи-
быëи за äва посëеäних ãоäа фоpìуëу

ZT – 1 = axT – 1 – (q/bT – 1)  +

+ γT (a – γTq)(bT – 1 – xT – 1)p,

так как bT = (bT – 1 – xT – 1)p. ZT – 1, как функöия

xT – 1, ìаксиìаëüна пpи = (a(1 – pγT) + qp ) Ѕ

Ѕ bT – 1/(2q). В сиëу xT – 1 m bT – 1 иìееì

 = γT – 1bT – 1,

ãäе γT–1 = min(1, (a(1 – pγT) + qp )/(2q)).
Пpи γT = а/(2q) m 1 иìееì

(а(1 – pγT) + qp )/(2q) = а/(2q) – а2p/(8q2) < γT m 1. 

Пpи a/(2q) > 1

γT = 1,  = (a(1 – p) + qp)/(2q)bT – 1;

γT – 1 = a(1 – p)/(2q) + p/2. 

Так как p > 1, то и в этоì сëу÷ае γT–1 < γT = 1.
Действитеëüно, пpеäпоëожиì пpотивное, т. е.
a(1  – p)/(2q) + p/2 > 1. Это неpавенство pавно-
сиëüно неpавенству (p – 1)a/q < (p – 2), котоpое не
ìожет выпоëнятüся пpи p > 1 и a/(2q) > 1.
Поэтоìу ìожно записатü γT – 1 = (a(1 – pγT) +

+ qp )/(2q), опуская опеpаöиþ взятия ìиниìуìа.
Поëу÷енное неpавенство γT – 1 < 1 озна÷ает неöеëе-
сообpазностü поëной pеаëизаöии pесуpса в пpеä-
посëеäнеì ãоäу, ÷то впоëне естественно. Отсþäа
сëеäует и неöеëесообpазностü поëной pеаëизаöии
pесуpса и в ëþбой пpеäøествуþщий ãоä, так как,
äопуская поëнуþ pеаëизаöиþ в сëеäуþщеì за ниì
ãоäу, поëу÷аеì ëу÷øее pеøение.
Интеpесно отìетитü, ÷то γT–1 ìожет оказатüся

отpиöатеëüныì. Это озна÷ает, ÷то  = 0 и pеа-
ëизаöия pесуpса в (T – 1)-ì ãоäу неöеëесообpазна
вообще.
Пpи a/(2q) < 1 γT – 1 = a/(2q)(1 – a/(2q)p/2).

И γT–1 < 0 пpи 2/p < a/(2q) < 1.
Есëи это неpавенство не выпоëнено, то 0<γT – 1<1

и öеëесообpазна pеаëизаöия pесуpса пpи ëþбоì еãо

коëи÷естве. Напpиìеp, пpи p = 2 и а/(2q) = 0,8 по-
ëу÷аеì γT–1 = 0,16.
Пpи a/(2q) l l γT = 1 и γT – 1 = a(1 – p)/(2q) + p/2.

Усëовие γT – 1 < 0 выпоëнено пpи a/(2q) l p/(2p – 2).
Это усëовие ìожет бытü выпоëнено как пpи
p/(2p – 2) > 1, так и пpи p/(2p – 2) < 1. Так, пpи
p = 1,2 äоëжно бытü a/(2q) l 3, a пpи p = 2,2 по-
ëу÷аеì а/(2q) l 11/12, т. е. ëþбое a/(2q) l 1. Пpи
а/(2q) l 1 пpибыëü за оäин ãоä — это ìонотонно
возpастаþщая функöия испоëüзованноãо pесуpса и
äаже в этоì сëу÷ае пpи соответствуþщих зна÷ениях
a/(2q) и p в пpеäпосëеäний ãоä öеëесообpазна pеаëи-
заöия зна÷итеëüной ÷асти pесуpса независиìо от еãо
коëи÷ества. Напpиìеp, пpи p = 1,2 и a/(2q) = 1,5
эта ÷астü, т. е. γT–1, составëяет 30 %.
Даëее, пpибыëü за оäин (T – 1)-й ãоä pавна

λT – 1bT – 1, ãäе λT – 1 = γT – 1(a – γT – 1q), ÷то сëе-
äует из фоpìуëы (1) äëя пpоизвоëüноãо ãоäа пpи
поäстановке γT – 1bT – 1 вìесто γt bt.
Итак, ìы поëу÷иëи, ÷то и оптиìаëüное ãоäовое

коëи÷ество pеаëизаöии pесуpса и пpибыëü за кажäый
ãоä пpи оптиìаëüноì пëане pеаëизаöии в pас÷ете на
ìаксиìуì пpибыëи за äва оставøихся ãоäа ëинейно
зависят от коëи÷ества pесуpса в на÷аëе кажäоãо ãоäа.
Испоëüзуя пpинöип ìатеìати÷еской инäукöии,

äокажеì, ÷то эта линейная зависиìостü оптиìаëü-
ноãо ãоäовоãо коëи÷ества pеаëизаöии и ãоäовой
пpибыëи от коëи÷ества pесуpса в на÷аëе ãоäа со-
хpаняется äëя ëþбоãо ÷исëа ëет пpи ìаксиìизаöии
суììаpной пpибыëи за все оставøиеся ãоäы.
Итак, пустü это утвеpжäение веpно äëя ëет с но-

ìеpаìи s, s + 1, s + 2, ..., T. Наì нужно äоказатü,
÷то это утвеpжäение веpно и äëя всех оставøихся
ëет, есëи на÷инатü pассìотpение с (s – 1)-ãо ãоäа.
Тоãäа буäет äоказано, ÷то это утвеpжäение веpно
äëя ëþбоãо ãоäа, так как äëя посëеäнеãо (äа и пpеä-
посëеäнеãо ãоäа) это утвеpжäение уже äоказано.
Наøе пpеäпоëожение озна÷ает сëеäуþщее:

Zs = λsbs + λs+1bs+1 + ... + λTbT

и  = γrbr äëя всех s m r m T.

Тоãäа суììаpная пpибыëü за все оставøиеся ãоäы,
на÷иная с (s – 1)-ãо, составит:

Zs–1 = axs–1 – (q/bs–1)  +
+ λsbs + λs+1bs+1 + ... + λTbT.

Поскоëüку äëя ëþбоãо br пpи r > s – 1 br + 1 =
= p(br – хr) = p(1 – γr)br, то

Zs–1 = axs–1 – (q/bs–1)  + bs{λs + λs+1p(1 – γs) +

+ λs + 2p
2(1 – γs)(1 – γs+1) + ...

... + λTpT – s(1 – γs)(1 – γs+1)...(1 – γT–1)}.

Обозна÷ив выpажение в фиãуpных скобках ÷еpез D:

Ds – 1 = λs + λs+1p(1 – γs) +

+ λs+2p2(1 – γs)(1 – γs+1) + ... +

+ λT pT – s(1 – γs)(1 – γs+1)...(1 – γT–1), (2)
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поëу÷иì 

Zs–1 = axs–1 – (q/bs–1)  + p(bs–1 – xs–1)Ds – 1.

Максиìуì Zs –1 äостиãается пpи  = (a –
– pDs – 1)bs–1/(2q). Иëи  = γs–1bs–1, ãäе

γs–1 = (a – pDs – 1)/(2q). (3)

Как установëено выøе, γs – 1 < 1, так как γs–1 = 1
озна÷ает поëнуþ pеаëизаöиþ pесуpса, ÷то не явëя-
ется оптиìаëüныì pеøениеì во все ãоäы, кpоìе
посëеäнеãо. 
В соответствии с фоpìуëой (1) zs–1 = λs–1bs–1 =

= γs–1(a – γs–1q)bs–1.
Поëу÷иëи, ÷то и  и zs–1 также ëинейно за-

висят от bs–1, ÷то и тpебоваëосü äоказатü.
Из фоpìуëы (2) сëеäует pекуppентное соотноøение 

Ds – 1 = λs + Dsp(1 – γs); s = T, T – 1, ..., 2. (4)

В итоãе поëу÷аеì сëеäуþщий аëãоpитì äëя по-
стpоения оптиìаëüноãо пëана pеаëизаöии pесуpса.

1. Вы÷исëяеì γT = min(1, a/(2q)) и λT = γT(а – γTq).
Поëаãаеì DT = 0.

2. Посëеäоватеëüно пpиìеняя фоpìуëы (4), (3),
(1), вы÷исëяеì DT – 1, γT–1, λT–1.

3. Анаëоãи÷но вы÷исëяеì все Dr, γr и λr äëя всех
1 m r < T – 1, на÷иная с r = Т – 2. На кажäоì øаãе
запоìинаеì γr, λr  и посëеäнее из вы÷исëенных Dr.

4. Обpатныì pазвоpотоì, испоëüзуя заäанное b1
и вы÷исëенные γr и λr, посëеäоватеëüно нахоäиì
все ,  и  (i = 1, 2, ..., T ). 
Естественно, пpи поëу÷ении неöеëых зна÷ений

äëя  их сëеäует окpуãëятü äо öеëых зна÷ений.
Суììаpнуþ пpибыëü поëу÷иì, суììиpуя .
Опpеäеëяеìая по фоpìуëе (3) веëи÷ина γs–1 на

некотоpоì øаãе ìожет статü ìенüøе нуëя. Есëи это
пpоизойäет, она заìеняется нуëеì. Это озна÷ает,
÷то в соответствуþщий и все пpеäøествуþщие ãоäы
нет pеаëизаöии pесуpса.
Возвpащаясü к вопpосу о вëиянии постоянной

составëяþщей ежеãоäных затpат, отìетиì сëеäуþ-
щуþ коppектиpовку аëãоpитìа.

1. Пpи обpатноì pазвоpоте посëе вы÷исëения на
о÷еpеäноì этапе с ноìеpоì r веëи÷ин br и zr = λrbr,
соответствуþщих оптиìаëüноìу пëану, вы÷итаеì
из zr постояннуþ составëяþщуþ ãоäовых затpат.

2. Есëи поëу÷енная pазностü (ãоäовая пpибыëü)
поëожитеëüна, пеpехоäиì к сëеäуþщеìу этапу.
В пpотивноì сëу÷ае ìожно увеëи÷итü pеаëизаöиþ,
т. е. увеëи÷итü γr – 1 и соответственно пpибыëü äо
тpебуеìоãо pазìеpа. Оäнако пpи такой коppекти-
pовке оптиìаëüной тpаектоpии возìожно äосpо÷-
ное ис÷еpпание pесуpса, ÷то, как уже отìе÷аëосü,
не соответствует оптиìуìу. Поэтоìу пpеäставëяется
пpеäпо÷титеëüныì пpи возникновении поäобной
ситуаöии с неäопустиìо ìаëой пpибыëüþ уìенü-
øитü pеаëизаöиþ pесуpса в пpеäøествуþщие ãоäы,
pассìатpивая их посëеäоватеëüно, иëи вообще от-
казатüся от pеаëизаöии pесуpса в r-ì ãоäу, т. е. пpи-
нятü γr – 1 = 0 и теì саìыì пеpейти в состояние
сëеäуþщеãо этапа с pесуpсоì  (  > br).

3. Посëе коppектиpовки состояния br пpоöесс в
обpатноì напpавëении пpоäоëжается с вы÷исëен-
ныìи pанее веëи÷инаìи γi и λi (i = t, t + 1, ..., T ).
Эти веëи÷ины äëя оптиìаëüной тpаектоpии не за-
висят от коëи÷ества pесуpса на äанноì øаãе, они
зависят тоëüко от ноìеpа øаãа.
В äанной ìоäеëи ëеãко у÷естü pост öен (веëи-

÷ины а, q ãоä от ãоäа уìножаþтся на соответствуþ-
щие коэффиöиенты) и жеëание поëу÷итü пpибыëü
поскоpее, так как пpибыëü сеãоäня не эквиваëент-
на такой же пpибыëи ÷еpез нескоëüко ëет.
В итоãе pассìотpения пpостых ìоäеëей öеëевой

функöии ìожно констатиpоватü, ÷то в äанной заäа÷е
ìетоä äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования ìожно ис-
поëüзоватü не как ìетоä поøаãовоãо поиска опти-
ìаëüной тpаектоpии с анаëизоì всех пpоìежуто÷ных
состояний, но как ìетоä анаëиза заäа÷и и постpое-
ния аëãоpитìа, котоpый своäится к посëеäоватеëü-
ноìу вы÷исëениþ оптиìаëüных поøаãовых pеøе-
ний по ãотовыì фоpìуëаì.
Дëя боëее сëожных ìоäеëей тpуäно pасс÷итыватü

на поëу÷ение pас÷етных фоpìуë по анаëоãии с пpи-
веäенныìи выøе. Пpихоäится испоëüзоватü äpуãуþ
pеаëизаöиþ ìетоäа äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpо-
вания. Напpиìеp:

1. На÷иная с пеpвоãо ãоäа, иìея b1 еäиниö pе-
суpса, pассìатpиваеì все возìожные коëи÷ества еãо
pеаëизаöии 0 m х1 m b1. Дëя кажäоãо из них вы÷ис-
ëяеì и запоìинаеì ответствуþщие зна÷ения öеëевой
функöии и ìножество состояний с b2 = (b1 – х1)p.
Пеpехоäы с неäопустиìо ìаëой пpибыëüþ отбpа-
ковываþтся.
Теì саìыì завеpøается фоpìиpование ìноже-

ства состояний посëе пеpвоãо ãоäа (этапа).
2. Анаëоãи÷но фоpìиpуеì состояния кажäоãо

из посëеäуþщих этапов, вы÷исëяя суììаpные зна-
÷ения öеëевой функöии и оставøиеся коëи÷ества
pесуpса. Во избежание поëноãо пеpебоpа пpи äости-
жении оäноãо состояния pазныìи путяìи в соот-
ветствии с пpинöипоì оптиìаëüности P. Беëëìана
[1, 2] оставëяеì тоëüко путü, по котоpоìу это со-
стояние äостиãается с боë́üøиì зна÷ениеì öеëевой
функöии, и запоìинаеì соответствуþщее еìу со-
стояние пpеäыäущеãо этапа (связü).

3. Завеpøив посëеäний этап, иìееì оптиìаëü-
ное зна÷ение öеëевой функöии и обpатныì pазво-
pотоì по öепо÷ке связей, на÷иная с оптиìаëüноãо
коне÷ноãо состояния (bT + 1), восстанавëиваеì опти-
ìаëüнуþ посëеäоватеëüностü состояний и соответ-
ствуþщие веëи÷ины pеаëизаöии pесуpса на каж-
äоì этапе, т. е. в кажäоì ãоäу.
Непpиятная особенностü такоãо аëãоpитìа со-

стоит в необхоäиìости окpуãëений поëу÷аеìых ко-
ëи÷еств оставøеãося pесуpса äо öеëых зна÷ений.
Пpи наëи÷ии äопоëнитеëüных тpебований, на-

пpиìеp, не оставëятü pесуpса ìенüøе заäанноãо
÷исëа иëи не pассìатpиватü pеаëизаöиþ pесуpса
ìенüøе заäанной веëи÷ины ëеãко скоppектиpоватü
постpоение ìножества состояний на кажäоì этапе.

xs 1–
2

xs 1–*
xs 1–*

xs 1–*

xi* bi 1+
* zi*

xi*
zi*

br′ br′
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Заключение

Дëя пpакти÷ескоãо испоëüзования pассìотpен-
ных ìоäеëей и аëãоpитìов необхоäиìо иссëеäова-
ние pеаëüных пpоöессов и поëу÷ение соответст-
вуþщих pеаëüных äанных из пpактики. Оäнако
возìожностü пpиìенения äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-
ìиpования äëя составëения оптиìаëüных пëанов
pеаëизаöии ÷асти÷но возобновëяеìых pесуpсов со-
ìнений не вызывает.
В äанной заäа÷е возìожно существенное сокpа-

щение объеìа вы÷исëений пpи испоëüзовании бо-
ëее совеpøенной pеаëизаöии кëасси÷ескоãо аëãо-

pитìа äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования за с÷ет
испоëüзования ìножеств Паpето [3, 4].
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Математическая модель поиска влиятельных объектов
социальной сети на основе апpиоpной инфоpмации

Under study is the problem of optimal planning of the partially renewable resources implementation, such as the commercial
breeding of fish, animals and so on.

The aim of this article is to study the opportunity of the optimal plan calculation using dynamic programming.
The predetermined scheduling period is divided into a number of stages, such as months or years. At each stage, the key concept

of dynamic programming "system status" is formalized as the amount of available resources.
Two models of the objective function are considered. The first model is linear, and the second model is quadratic. On the basis

of the dynamic programming method built computational algorithms that do not require busting options step by step. Instead of these
classical algorithms of dynamical programming the recurrence formulas for optimal plan calculation are received.

Keywords: resource, the objective function, the set of states, dynamic programming, the optimal path

Для опpеделенного подмножества объектов социальной сети (на пpимеpе Vkontakte) некотоpые объекты обладают по-
вышенным влиянием на дpугие объекты. Pассматpивается задача поиска остальных влиятельных объектов на основе данной
инфоpмации. Пpедложен алгоpитм pешения, пpиведены иллюстpации pаботы pазpаботанного пpогpаммного обеспечения.
Ключевые слова: виpтуальные социальные сети, интеллектуальный анализ данных, нечеткие гpафы, методы оптимизации


