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Моделиpование центpоидов для пучков многомеpных тpаектоpий

Введение

Pассìатpиваþтся поäхоäы к ìоäеëиpованиþ
öентpоиäов (оптиìаëüных тpаектоpий) äëя схоäя-
щихся пу÷ков ìноãоìеpных тpаектоpий. Пpиìеpоì
таких пу÷ков явëяþтся набоpы тpехìеpных пpо-
стpанственных тpаектоpий посаäки саìоëетов пpи
захоäе на заäаннуþ поëосу аэpоäpоìа. Фоpìаëüно,
äëя вектоpов {x[i] ∈ 3ЅL, i ∈ k} (L . 1 — ìакси-
ìаëüная äëина тpаектоpии), пpеäставëяþщих пу÷ок
тpаектоpий k, k =  (K0 — эìпиpи÷еский па-
pаìетp), выпоëняется усëовие (асиìптоти÷ескоãо)
схожäения пу÷ка

∀(i, j) ∈ k, ||x[Li; i] – x[Lj; j]||2 < ε, (1)

ãäе (∀i ∈ k, х[Li; i] — кооpäинаты то÷ек тpаекто-
pий, котоpые по÷ти совпаäаþт, т. е. паpаìетpы Li,
i ∈ k, поäëежат опpеäеëениþ; ||..||2 — Евкëиäова
ìеpа pасстояния в тpехìеpноì пpостpанстве 3;
ε — поpоã (поpяäка øиpины поëосы в сëу÷ае по-
саäки саìоëетов). Пу÷ки тpаектоpий похожи на пу÷-
ки функöий и пу÷ки pеøений äиффеpенöиаëüных
уpавнений (сì. [1—3]). Тpаектоpии в анаëизиpуеìых
схоäящихся пу÷ках иìеþт типи÷ный пpофиëü и ãео-
ìетpи÷ескуþ асиìптоту — ëиниþ в 3, уäовëетво-
pяþщуþ усëовиþ (1) и касатеëüнуþ в окpестности
коне÷ных то÷ек ∀i ∈ k, x[Li; i] всех тpаектоpий
пу÷ка (в pассìатpиваеìоì сëу÷ае с поpоãоì ε (1)) [4].
Тоãäа öентpоиäы пу÷ков {m[k] ∈ 3Ѕd, k = }
также уäовëетвоpяþт усëовиþ типа (1) в виäе

∀k = , ∀i ∈ k, ||m[Lk; k] – x[Li; i]|2 < ε, (2)

ãäе паpаìетpы Li, i ∈ k и Lk, k =  поäëежат оп-
pеäеëениþ. Есëи с÷итатü, ÷то пу÷ки k, k = 
опpеäеëяþтся кëастеpаìи k, k = , поëу÷енны-
ìи в pезуëüтате ãеоìетpи÷ескоãо pазбиения пpо-
стpанства вектоpов {х[n] ∈ 3Ѕd, n = }, d . 1 на
я÷ейки в стиëе äиаãpаìì Воpонова (Voronoi diagram
[5]), то öентpоиäы пу÷ков опpеäеëяþтся аëãоpит-
ìоì pазбиения на заäанное ÷исëо кëастеpов (K-
means algorithm) [6]. Оãpани÷ение этоãо поäхоäа свя-
зано с теì, ÷то: 1) выäеëяеìые обëасти пpостpан-
ства состояния 3Ѕd иìеþт pазëи÷ное ÷исëо ãpаней;
2) Евкëиäова ìеpа pасстояния ìежäу тpаектоpияìи
(в öеëоì) в пpостpанстве состояний 3Ѕd пëохо
отобpажает поäобие (и pазëи÷ие) пpофиëей тpаек-
тоpий в тpехìеpноì пpостpанстве 3; 3) на пpак-
тике в 3 пу÷ки тpаектоpий пеpесекаþтся.

1. Методы моделиpования центpоидов
для пучков многомеpных тpаектоpий

1.1. Опpеделение центpоидов и пучков тpаектоpий 
посpедством алгоpитма K-сpедних

Дëя ìноãоìеpных вектоpов {x[i] ∈ 3ЅL, i = },
L . 1 с Евкëиäовой ìеpой pасстояния аëãоpитì
K-сpеäних pеøает заäа÷у иäентификаöии öентpои-

äов {m[k] ∈ 3Ѕd, k = }, ассоöииpуеìых с кëа-

стеpаìи k, k = . Дëя набоpа öентpоиäов суììа
кваäpатов Евкëиäовых pасстояний äо вектоpов в

соответствуþщих кëастеpах k, k = , явëяется

Оптимизация целевой функции алгоpитма k-сpедних с условием асимптотического схождения пучка позволяет оп-
pеделить центpоиды для пучков пpостpанственных тpаектоpий. Для полного опpеделения сходящихся пучков исполь-
зуются оценки их геометpических асимптот, как наиболее пpавдоподобные оpтогональные линейные pегpессии pассе-
янных данных тpаектоpий. Пучки тpаектоpий выделяются на основе меpы косинуса до соответствующих асимптот,
с последующим опpеделением их центpоидов. В качестве пpимеpа опpеделены центpоиды пучков тpаектоpий посадки са-
молетов на полосы аэpодpома.
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ìиниìаëüной. Ввеäеì назна÷ения вектоpов кëа-
стеpаì посpеäствоì набоpа бинаpных инäикатоp-

ных пеpеìенных {r[i; k] ∈ {0, 1}, k = }, i = 
(то естü, есëи вектоp x[i] назна÷ен кëастеpу k, то
r[i; k] = 1, а в пpотивноì сëу÷ае — r[i; k] = 0 (т. е.

k = {х[i]|r[i; k] = 1}, k = ). Цеëевая функöия

аëãоpитìа K-сpеäних иìеет виä

J = r[i; k]((x[i] – m[k])•(x[i] – m[k])), (3)

ãäе "•" обозна÷ает скаëяpное пpоизвеäение вектоpов

в пpостpанстве состояний 3ЅL. Дëя опpеäеëения
кëастеpов, пpеäставëяþщих пу÷ки тpаектоpий, ìи-
ниìизаöиþ öеëевой функöии (3) необхоäиìо пpо-
воäитü с у÷етоì усëовия типа (2) в виäе

(4)

ãäе ||..||2 — Евкëиäова ìеpа pасстояния в тpехìеp-
ноì пpостpанстве 3. В аëãоpитìе K-сpеäних äëя
иниöиаëизаöии {m[k], k = } испоëüзуþтся {x[i],
i = }. Миниìизаöия J (3) осуществëяется по-
сëеäоватеëüныìи итеpаöияìи, состоящиìи из äвух
øаãов: оöенки {r[n; k], n = , k = } пpи фик-
сиpованных {m[k], k = } в заìкнутой фоpìе 

〈r[n; k]〉 =

= (5)

и оöенки {m[k], k = } пpи фиксиpованных

{r[n; k], n = , k = }

{〈m[k]〉, k = } =

= r[n; k]((x[n] – m[j])•(x[n] – m[j]))

в заìкнутой фоpìе

〈m[k]〉 = (6)

äо äостижения схоäиìости. Поскоëüку кажäый øаã
уìенüøает öеëевуþ функöиþ J (3), схоäиìостü аë-
ãоpитìа K-сpеäних ãаpантиpуется. Оäнако всëеäст-
вие неуäа÷ной иниöиаëизаöии {m[k], k = } он
ìожет схоäитüся к ëокаëüноìу, а не ãëобаëüноìу
ìиниìуìу J пpи усëовии (4), ãаpантиpуþщеì, ÷то

кëастеpы k, k = , пpеäставëяþт пу÷ки тpаек-
тоpий k, k = .
Непосpеäственная pеаëизаöия аëãоpитìа K-сpеä-

них относитеëüно ìеäëенная, поскоëüку на каж-
äоì øаãе опpеäеëения r[i; k], i = , k =  (5)
вы÷исëяется Евкëиäово pасстояние ìежäу кажäыì
вектоpоì m[k], k =  и кажäыì вектоpоì х[i],
i = . Ускоpение аëãоpитìа K-сpеäних обеспе-
÷ивается пpеäваpитеëüныì постpоениеì äеpева, в
котоpоì бëижайøие вектоpа {x[i], i = } нахо-
äятся в оäноì поääеpеве [7, 8]. Испоëüзуя неpавен-
ство тpеуãоëüников äëя pасстояний, также сокpа-
щаþт ÷исëо вы÷исëений pасстояний [9, 10]. Ис-
поëüзование в исхоäноì пpостpанстве состояний

3ЅL Евкëиäовой ìеpы pасстояния и пpеäставëение
о ãеоìетpи÷ескоì pазбиении пpостpанства векто-
pов {x[i] ∈ 3ЅL, i = }, L . 1, нa я÷ейки в стиëе
äиаãpаìì Воpонова не отpажает хаpактеp пу÷ков
тpаектоpий (посаäки саìоëетов). Кpоìе тоãо, оп-
pеäеëение öентpоиäов оказывается неустой÷ивыì
к сëу÷айныì откëоненияì (outliers).
Пеpвый способ аäаптаöии усëовной заäа÷и оп-

тиìизаöии (3)—(4) к анаëизу пу÷ков пpостpанст-
венных тpаектоpий состоит в испоëüзовании äëя
öентpоиäов {m[k], k = } ìоäеëи поëиноìиаëüной
pеãpессии, котоpая pеøает заäа÷у выpавнивания
∀i ∈ k, x[Li; i] — кооpäинаты то÷ек тpаектоpий
пу÷ка, котоpые по÷ти совпаäаþт [11, 12]. 
Втоpой способ состоит в испоëüзовании пpеäстав-

ëений вектоpов {х[i] ∈ 3ЅL, i = }, L . 1 в пpо-
стpанствах абстpактных хаpактеpистик {y[i] ∈ M,
i = } c Евкëиäовой ìеpой pасстояния [13—15].
Вектоpа, пpеäставëяþщие пу÷ки тpаектоpий, кото-
pые ãеоìетpи÷ески неpазäеëиìы в исхоäноì пpо-
стpанстве состояний 3ЅL, в пpостpанствах абст-
pактных хаpактеpистик становятся pазäеëиìыìи,
поэтоìу в этих пpостpанствах испоëüзуется Евкëи-
äова ìеpа pасстояния [16, 17]. Пpи отобpажении в
исхоäное пpостpанство состояний эта ìетpика ста-
новится неевкëиäовой. Существуþт пpиìеpы не-
евкëиäовой ìеpы pасстояния äëя вектоpов тpаек-
тоpий в пpостpанстве состояний. Напpиìеp, ìеpа
косинуса

rcosin(x, x¢) = (x•x¢)/( ) (7)

наибоëее аäекватно отpажает бëизостü вектоpов
{x[i] ∈ 3ЅL, i = }, L . 1 в пpостpанстве состоя-
ний, пpеäставëяþщих пу÷ки тpаектоpий опpеäе-
ëенноãо пpофиëя [17]. Поэтоìу ìожно ìоäифиöи-
pоватü заäа÷у оптиìизаöии (3)—(4), заìенив в вы-
pажении (3) скаëяpное пpоизвеäение на общуþ
ìеpу pасстояния.

1.2. Использование неевклидовой меpы pасстояния

Цеëевая функöия (3) аëãоpитìа K-сpеäних обоб-
щается ввеäениеì общей ìеpы pасстояния r(х, х¢)
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ìежäу äвуìя вектоpаìи x, x¢ ∈ 3ЅL и ìиниìиза-
öией öеëевой функöии

J = r[i; k]ρ2(x[i], m[k]) (8)

(K-medoids algorithm) [6]. Пpи заäанных öентpоиäах

{m[k], k = } øаã оöенки {r[i; k], i = , k =

} (как в станäаpтноì аëãоpитìе K-сpеäних)

вкëþ÷ает назна÷ение кажäоãо вектоpа x[i], i = 

кëастеpу k, k = , äëя котоpоãо pасстояние
ρ(х[i], m[k]) с соответствуþщиì öентpоиäоì ìини-
ìаëüно:

〈r[i; k]〉 = (9)

с оöенкой вы÷исëитеëüной сëожности O(K•N).

Оäнако øаã оöенки {m[k], k = } явëяется по-
тенöиаëüно боëее сëожныì. Пpи станäаpтноì оãpа-
ни÷ении, ÷то кажäый öентpоиä явëяется оäниì из
вектоpов, назна÷енных соответствуþщеìу кëастеpу,
усëовие (4) выпоëняется автоìати÷ески. Это по-
звоëяет pеаëизоватü аëãоpитì äëя ëþбоãо выбоpа
ìеpы pасстояния ρ(х[i], m[k]), котоpая непосpеäст-

венно вы÷исëяется. Шаã опpеäеëения {m[k], k = }
вкëþ÷ает äискpетный поиск по всеì Nk вектоpаì,

назна÷енныì этоìу кëастеpу k, k = , и тpебует

O( ) оöенок ìеpы pасстояния ρ(x[i], m[k]).
Отìетиì, ÷то взаиìосвязü öентpоиäов и кëастеpов

m[k] ⇔ k, k = ,

навязана ëоãикой аëãоpитìа K-сpеäних и еãо обоб-
щенияìи и, в пpинöипе, öентpоиäы {m[k], k = }
и кëастеpы k, k = , пpеäставëяþщие пу÷ки
тpаектоpий k, k = , ìожно опpеäеëятü неза-
висиìо.

1.3. Оценки центpоидов
и опpеделение пучков тpаектоpий

В ка÷естве независиìых ìетоäов оöенки öентpои-
äов {m[k], k = } испоëüзуþтся скpытые коìпо-
ненты ëинейных и неëинейных äинаìи÷еских ìо-
äеëей (сì. [18, 19]), и скpытые посëеäоватеëüности
ìаpковских ìоäеëей (сì. [20, 21]) пpи усëовии (4).
Посëе этоãо пу÷ки тpаектоpий опpеäеëяþтся по
схеìе m[k] ⇒ k, k = , на основе оäнокpатноãо
пpиìенения фоpìуëы (9) с ìеpой косинуса (7).

1.4. Оценка пучков тpаектоpий
и опpеделение центpоидов

Дëя оöенки пу÷ков тpаектоpий ìожно испоëüзо-
ватü ãеоìетpи÷еские ìетоäы тpианãуëяöии [5, 22].
Посëе этоãо öентpоиäы {m[k], k = } опpеäеëя-

þтся по схеìе k ⇒ m[k], k =  на основе оäно-
кpатноãо пpиìенения фоpìуëы

{〈m[k]〉, k = } =

= r[i; k] (x[i], m[k]) (10)

пpи усëовии (4) с испоëüзованиеì кваäpата ìеpы
косинуса (7). Оöенка (10) эффективна пpи пpеä-

ставëении вектоpов {x[i], i = } и {m[k], k = }
в исхоäноì пpостpанстве состояний.

2. Линейная pегpессия pассеянных данных 
алгоpитмом RANSAC для оценки
асимптот пучков тpаектоpий

Как отìе÷ается во ввеäении, особенностüþ pас-
сìатpиваеìых пу÷ков тpаектоpий явëяется то, ÷то все
они иìеþт хаpактеpнуþ ãеоìетpи÷ескуþ асиìптоту
в обëасти схоäиìости тpаектоpий (1) [4]. Поскоëüку
äискpетные то÷ки тpаектоpий пу÷ка пëотно ëежат
в окpестности асиìптоты, основа пpеäëаãаеìоãо
ìетоäа äëя оöенки асиìптот пу÷ков тpаектоpий со-
стоит в тоì, ÷то набоp вектоpов кëастеpа ìноãо-
ìеpных тpаектоpий {x[i] ∈ 3ЅL, i = } pассеи-
вается во ìножество то÷ек этих тpаектоpий

{x[i] ∈ 3ЅL, i = } ⇒

⇒ {(x[j, i], y[j, i], z[j, i]) ∈ 3, j = , i = }.(11)

Множество то÷ек (11) äоëжно бытü упоpяäо÷ено
по зна÷енияì оäной из кооpäинат (в напpавëении
возpастания — ascend иëи убывания — descend). Пpи
этоì пpоисхоäит упоpяäо÷ение по остаëüныì ко-
оpäинатаì всех то÷ек, пpеäставëяþщих схоäящий-
ся пу÷ок тpаектоpий äвижения по опpеäеëенноìу
пpофиëþ. Посëе этоãо äëя pассеянных тpехìеpных
äанных {zi = (xi, yi, zi), i = } (11) с поìощüþ
аëãоpитìа RANSAC (Random Sample and Consensus —
сëу÷айная выбоpка и консенсус) анаëизиpуþтся
ìоäеëи оpтоãонаëüной ëинейной pеãpессии

M(q) = {(x, y, z) ∈ 3|(a1x + b1y + c1z = d1) ∧
∧ (а2х + b2y + c2z = d2)}, (12)

ãäе ∧ — конъþнкöия; q = {a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2} —
вектоp паpаìетpов этих ìоäеëей пpи заäанноì по-
pоãе Евкëиäовоãо pасстояния ρ⊥(z, M(q)), вы÷исëяе-
ìоãо по оpтоãонаëüной пpоекöии то÷ки z = (x, y, z)
из ìножества (11) на ëиниþ M(q). Такиì обpазоì,
ìоäеëü (12) сиììетpи÷на относитеëüно кооpäинат
x, y, z. Дëя выäвижения ãипотезы относитеëüно ìо-
äеëи оpтоãонаëüной ëинейной pеãpессии (12) äоста-
то÷но ëþбой паpы то÷ек из ìножества (11). Окон-
÷атеëüная ìоäеëü (12) поäтвеpжäается наибоëüøиì
относитеëüныì коëи÷ествоì (пpоöентоì) pассеянных

äанных {zi = (xi, yi, zi), i = } ìножества (11).

k 1=

K

∑
i 1=

N

∑

1 K, 1 N,

1 K,

1 N,

1 K,

1, есëи k =arg ρ(x[i], m[k])

0, в пpотивноì сëу÷ае

min
j

1 K,

1 K,

1 K,

Nk
2

1 K,

1 K,
1 K,
1 K,

1 K,

1 K,

1 K,

1 K,

1 K,

arg min
{m[k], k=1,K} k 1=

K

∑
i 1=

N

∑ ρcosin
2

1 N, 1 K,

1 N,

1 N,

1 L, 1 N,

1 L•N,

1 L•N,
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В настоящей pаботе испоëüзуется аëãоpитì MLESAC
(Maximum Likelihood Estimation Sample Consensus —
консенсус выбоpок с оöенкой по ìаксиìуìу пpав-
äопоäобия) — веpоятностная веpсия аëãоpитìа
RANSAC [23, 24]. Этот аëãоpитì оöенивает пpав-
äопоäобие ìоäеëи (12), пpеäставëяя pаспpеäеëе-
ние pасстояния pассеянных äанных {zi = (xi, yi, zi),

i = } от ìоäеëи M(q) (12), как сìесü pаспpе-
äеëения äанных, поäтвеpжäаþщих ìоäеëü (12)
(inliers), и pаспpеäеëения äанных, откëоняþщих
эту ìоäеëü (outliers). С÷итая, ÷то pассеянные äан-
ные  ìножества (11) независиìые, поëу÷аеì вы-
pажение äëя ëоãаpифìа пpавäопоäобия в виäе

L(ρ⊥( , M(q))|q) = log(γp(ρ⊥(zi, M(q))|zi is inlier) +

+ (1 – γ)p(ρ⊥(zi, M(q))|zi is outlier)), (13)

ãäе γ — паpаìетp сìеøивания. Pаспpеäеëение pас-
стояний äо äанных, поäтвеpжäаþщих ìоäеëü (12),
пpеäставëяется ãауссовыì pаспpеäеëениеì

p(ρ⊥(zi, M(q))|zi is inlier) ∝ exp ,(14)

ãäе σ — станäаpтное откëонение. Pаспpеäеëения
pасстояний äо äанных, откëоняþщих ìоäеëü (12),
описываþтся pавноìеpныì pаспpеäеëениеì

p(ρ⊥(zi, M(q))|zi is outlier) =

= (15)

ãäе ρmax — наибоëüøее pасстояние äо äанных (оп-
pеäеëяется контекстоì). Миниìизаöия ëоãаpифìа
пpавäопоäобия (13) позвоëяет оöенитü вектоp па-
pаìетpов q и паpаìетp сìеøивания γ. Это обеспе-
÷ивается итеpаöияìи аëãоpитìа ожиäания-ìакси-
ìизаöии пpавäопоäобия [25].
Наибоëее пpавäопоäобная ëинейная pеãpессия

pассеянных äанных кëастеpа тpаектоpий опpеäеëяет
ãеоìетpи÷ескуþ асиìптоту M(q)[k], k = , ìо-
äеëи (12) оäноãо из пу÷ков кëастеpа пpи усëовии
(1). А эта асиìптота иãpает ту же pоëü, ÷то и öен-
тpоиä m[k], k = , пpи усëовии (2), äëя оöенки
касатеëüноãо ей пу÷ка ìноãоìеpных тpаектоpий на
основе оäнокpатноãо пpиìенения фоpìуëы (9) с ìе-
pой косинуса (7) (поäpазäеë 1.3). Посëе уäаëения
из pассеянных äанных (11) тех то÷ек, котоpые
пpеäставëяþт тpаектоpии выäеëенноãо пу÷ка, по-
втоpяется пpоöеäуpа опpеäеëения ãеоìетpи÷еской
асиìптоты и выäеëяется сëеäуþщий пу÷ок тpаек-
тоpий. Поскоëüку опpеäеëение ìоäеëи (12) äоëжно
бытü сиììетpи÷ныì относитеëüно кооpäинат x, y,
z, пpи фоpìиpовании pассеянных äанных остав-
øихся тpаектоpий в (11) пpовоäится соpтиpовка по
о÷еpеäной пpостpанственной кооpäинате по сpав-

нениþ с испоëüзованной в (11) пpи опpеäеëении
пpеäыäущей асиìптоты ìоäеëи (12). Возìожная
зависиìостü pезуëüтата (12) от напpавëения кооp-
äинат устpаняется изìенениеì напpавëения соp-
тиpовки в (11) с возpастания на убывание иëи на-
обоpот. Анаëиз тpаектоpий кëастеpа завеpøается
опpеäеëениеì всех пу÷ков в кëастеpе.

3. Численный экспеpимент

Испоëüзуþтся тpаектоpии 117 саìоëетов, иäущих
на посаäку в ìежäунаpоäноì аэpопоpту и заpеãи-
стpиpованных pаäаpоì TRACON 1 янваpя 2006 ã.
(äанные в откpытоì äоступе на сайте https://
c3.nasa.gov/dashlink/resources/132/). На÷аëо кооpäи-
нат совпаäает с поëожениеì pаäаpа, интеpваë вpе-
ìени ìежäу то÷каìи pеãистpаöии составëяет окоëо
5 с. В pаботе у÷итываþтся тоëüко 160 посëеäних
то÷ек кажäой тpаектоpии, ÷то искëþ÷ает сëу÷ай-
ные ìаневpы саìоëетов пеpеä захоäоì на посаäку.
Эти тpаектоpии в тpехìеpноì пpостpанстве пpеä-
ставëены в pаботе [12]. Пятü кëастеpов тpаектоpий
саìоëетов (на pис. 1 в пpоекöиях на оси x, у и z, сì.
втоpуþ сторону обëожки) выäеëяþтся в pезуëüтате
пpиìенения ìетоäа поëиноìиаëüных pеãpессий
[11, 12]. Pаспpеäеëение тpаектоpий по кëастеpаì
сëеäуþщее: 16 тpаектоpий — в pозовоì кëастеpе;
13 — в зеëеноì; 3, 37 и 38 — в синеì, ÷еpноì и
кpасноì кëастеpах соответственно.
Кëастеpы на pис. 1 (сì. втоpуþ стоpону обëожки)

состоят из нескоëüких пу÷ков тpаектоpий, соответ-
ствуþщих опpеäеëенныì пpофиëяì посаäки.
Опpеäеëиì пу÷ки тpаектоpий, составëяþщих

кpасный кëастеp (сì. pис. 1). Дëя стpуктуpы trajs
pазìеpности size(trajs, 1) x size(trajs, 2) x
size(trajs, 3), пpеäставëяþщей 38 тpехìеpных
тpаектоpий кpасноãо кëастеpа (сì. pис. 1), pассе-
янные äанные Data (11) явëяþтся pезуëüтатоì коäа
на MATLAB (pис. 2).

Ha pис. 3, а (сì. втоpуþ стоpону обëожки) по-
казаны pассеянные äанные Data (:, 1:2) (11)
äвуìеpных пpоекöий trajs(:, :, 1:2) тpаекто-
pий кpасноãо кëастеpа (сì. pис. 1) и pезуëüтат их
ëинейной pеãpессии с испоëüзованиеì аëãоpитìа
MLESAC, опpеäеëяþщий асиìптоту пеpвоãо пу÷-
ка (ãоëубая ëиния).
Тpаектоpии пеpвоãо (ãоëубоãо) пу÷ка уäаëяþтся

из кpасноãо кëастеpа (сì. pис. 1) на основе бëизо-

1 L•N,

 
i 1=

L•N

∑

ρ⊥ zi M q( ),( )( )2

2σ2
------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

(2ρmax)
–1, ρ⊥(zi, M(q)) < ρmax

0, ρ⊥(zi, M(q)) l ρmax,

1 K,

1 K,
Pис. 2. Код на MATLAB для получения pассеянных данных
тpаектоpий
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сти тpаектоpий к ãоëубой асиìптоте (pис. 3, а, сì.
втоpуþ стоpону обëожки) по ìеpе косинуса (7). На
pис. 3, б (сì. втоpуþ стоpону обëожки) показаны
pассеянные äанные Data(:, 1:2) äвуìеpных пpо-
екöий trajs(:, :, 1:2) тpаектоpий кpасноãо кëа-
стеpа (сì. pис. 1) за вы÷етоì тpаектоpий пеpвоãо
(ãоëубоãо) пу÷ка и pезуëüтат их ëинейной pеãpес-
сии (зеëеная ëиния) с испоëüзованиеì аëãоpитìа
MLESAC, опpеäеëяþщий асиìптоту втоpоãо (зеëе-
ноãо) пу÷ка. Тpаектоpии втоpоãо (зеëеноãо) пу÷ка
уäаëяþтся из кpасноãо кëастеpа (сì. pис. 1) на ос-
нове бëизости тpаектоpий к зеëеной асиìптоте
(сì. pис. 3, б) по ìеpе косинуса (7). В pезуëüтате оп-
pеäеëяется тpетий (синий) пу÷ок тpаектоpий (сì.
pис. 3, в). Дëя тpех выäеëенных пу÷ков на pис. 3, в:
ãоëубоãо, зеëеноãо и синеãо, их öентpоиäы {m[k],
k = } (10) показаны тpеìя тоëстыìи кpасныìи
ëинияìи. Pезуëüтат опpеäеëения пу÷ков в кpасноì
кëастеpе тот же, ÷то и в pаботе [17]. Потенöиаëüно
постоpонние тpаектоpии äвижения саìоëетов в зо-
не pиска (выбpосы) спеöиаëüно не опpеäеëяëи, по-
тоìу ÷то испоëüзуется ìеpа косинуса, а это зна÷ит,
÷то выбpосы уже опpеäеëены в pаботе [17].
Пу÷ки тpаектоpий pозовоãо кëастеpа (сì. pис. 1)

существенно пеpесекаþтся. Дpуãой особенностüþ
этих тpаектоpий явëяется пpисутствие пpакти÷ески
ëинейных у÷астков в их хвостах вäаëи от фокуса.
Это пpепятствует непосpеäственноìу опpеäеëениþ
асиìптот схоäящихся пу÷ков по ìетоäу pазäеëа 2.
Поскоëüку все тpаектоpии в кëастеpе иìеþт оäи-
наковое напpавëение вpеìени, пpи анаëизе тpаек-
тоpий pозовоãо кëастеpа испоëüзуþтся pассеянные
äанные сокpащенных тpаектоpий с ÷астüþ то÷ек
quotum ≈ 0,4, с÷итая от фокусов пу÷ков. На
pис. 3, а (сì. втоpуþ стоpону обëожки) показаны
pассеянные äанные Data (:, 1:2) (11) äвуìеpных
пpоекöий trajs (:, :, 1:2) поëных тpаектоpий
pозовоãо кëастеpа (сì. pис. 1) и pезуëüтат их ëи-
нейной pеãpессии с испоëüзованиеì аëãоpитìа
MLESAC, опpеäеëяþщий асиìптоту пеpвоãо пу÷ка
(ãоëубая ëиния), поскоëüку в этоì сëу÷ае pезуëüтаты
оpтоãонаëüной ëинейной pеãpессии pассеянных äан-
ных сокpащенных и поëных тpаектоpий совпаäаþт. 
Тpаектоpии пеpвоãо (ãоëубоãо) пу÷ка уäаëяþтся

из pозовоãо кëастеpа (сì. pис. 1) на основе бëизо-
сти тpаектоpий к ãоëубой асиìптоте (pис. 4, а, сì.
втоpуþ стоpону обëожки), по ìеpе косинуса (7). На
pис. 4, б (сì. втоpуþ стоpону обëожки) äëя наãëяä-
ности показаны pассеянные äанные Data (:, 1:2)
äвуìеpных пpоекöий trajs(:, :, 1:2) поëных
тpаектоpий pозовоãо кëастеpа (сì. pис. 1) за вы÷е-
тоì тpаектоpий пеpвоãо (ãоëубоãо) пу÷ка, но pе-
зуëüтат ëинейной pеãpессии (зеëеная ëиния), оп-
pеäеëяþщий асиìптоту втоpоãо (зеëеноãо) пу÷ка,
поëу÷ен с испоëüзованиеì аëãоpитìа MLESAC äëя
pассеянных äанных сокpащенных тpаектоpий. Тpа-
ектоpии втоpоãо (зеëеноãо) пу÷ка уäаëяþтся из pо-
зовоãо кëастеpа (сì. pис. 1) на основе бëизости тpа-

ектоpий к зеëеной асиìптоте (pис. 4, б) по ìеpе ко-
синуса (7). В pезуëüтате опpеäеëяется тpетий (синий)
пу÷ок тpаектоpий (pис. 4, в, сì. втоpуþ стоpону об-
ëожки). Дëя тpех существенно пеpесекаþщихся пу÷-
ков закpу÷енных тpаектоpий на pис. 4, в: ãоëубоãо,
зеëеноãо и синеãо, их öентpоиäы {m[k], k = }
(10) показаны тpеìя тоëстыìи кpасныìи ëинияìи.
Сpавнение öентpоиäов (pис. 4, в, сì. вторуþ сторону
обëожки) с поëиноìиаëüной pеãpессией тpаектоpий
pозовоãо кëастеpа (сì. pис. 1) показывает, ÷то pе-
зуëüтат аëãоpитìа MLESAC на pис. 4, в явëяется
нетpивиаëüныì.

Заключение

Pассìотpены поäхоäы к ìоäеëиpованиþ öентpои-
äов äëя схоäящихся пу÷ков ìноãоìеpных тpаекто-
pий. Жесткая взаиìозависиìостü пpи опpеäеëении
öентpоиäов и соответствуþщих иì пу÷ков тpаекто-
pий явëяется сëеäствиеì иäиоìы аëãоpитìа K-сpеä-
них. Поэтоìу существуþт äвухøаãовые ìетоäы: сна-
÷аëа независиìое опpеäеëение схоäящихся пу÷ков
и затеì ìоäеëиpование öентpоиäов äëя уже опpеäе-
ëенных пу÷ков тpаектоpий. Напpиìеp, схоäящиеся
пу÷ки тpаектоpий ìоãут бытü иäентифиöиpованы
посpеäствоì опpеäеëения касатеëüных иì ãеоìет-
pи÷еских асиìптот в то÷ках их фокусов. Показано,
как äëя посëеäоватеëüноãо опpеäеëения асиìптот,
касатеëüных к схоäящиìся пу÷каì тpаектоpий, ис-
поëüзуþтся наибоëее пpавäопоäобные оpтоãонаëü-
ные ëинейные pеãpессии pассеянных äанных тpа-
ектоpий, поëу÷енные с испоëüзованиеì аëãоpитìа
MLESAC. Посëе опpеäеëения ãеоìетpи÷еских
асиìптот соответствуþщие иì пу÷ки тpаектоpии
отäеëяþтся на основе ìеpы косинуса от тpаекто-
pий äо касатеëüных иì асиìптот, и äëя этих пу÷-
ков вы÷исëяþтся öентpоиäы. В ка÷естве пpиìеpа
опpеäеëены öентpоиäы пу÷ков тpаектоpий посаä-
ки саìоëетов пpи захоäе на поëосы аэpоäpоìа.
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Комбиниpованная пpогностическая модель 
нестационаpного многомеpного вpеменного pяда для постpоения 

пpостpанственного пpофиля атмосфеpной темпеpатуpы

Пpедлагается обоснование, постpоение и анализ комбиниpованной пpогностической модели нестационаpного мно-
гомеpного вpеменного pяда в целях постpоения пpостpанственного пpофиля атмосфеpной темпеpатуpы. Pезультаты
моделиpования показывают, что использование комбиниpованной модели с выделением кластеpов одноpодной стати-
стики для постpоения пpогноза пpофиля атмосфеpной темпеpатуpы может обеспечить пpиемлемые хаpактеpистики
пpогноза, а также может служить для постpоения веpтикальных темпеpатуpных пpофилей и, в конечном итоге, для
составления pекомендаций пpи выполнении полетов авиации.
Ключевые слова: нестационаpный многомеpный вpеменной pяд, пpогностическая модель, метеоpология, вектоpная

автоpегpессия, пpофиль атмосфеpной темпеpатуpы, моделиpование, классы одноpодной статистики


