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Автоматизация расчета характеристик систем массового обслуживания 
для широкого диапазона изменения их параметров

Введение

В статüе преäставëено описание проãраììы
рас÷ета заäержки в систеìах ìассовоãо обсëужива-
ния (СМО) äëя øирокоãо äиапазона изìенения
параìетров трафика. Дëя этоãо рассìотрены СМО
H2/H2/1, H2/M/1 и M/M/1 c запазäываниеì во
вреìени. Зäесü испоëüзованы сëеäуþщие обозна-
÷ения: H2 — ãиперэкспоненöиаëüный закон рас-
преäеëения 2-ãо поряäка, M — экспоненöиаëüный
закон распреäеëения. Гиперэкспоненöиаëüный за-
кон распреäеëения H2 ìожет бытü испоëüзован äëя
аппроксиìаöии произвоëüных распреäеëений в сëу-
÷ае коэффиöиента вариаöии, боëüøеãо 1. В связи
с теì ÷то распреäеëение Н2 явëяется трехпараìет-
ри÷ескиì, в проãраììе реаëизован ìеханизì ап-
проксиìаöии произвоëüных законов распреäеëе-
ний ãиперэкспоненöиаëüныì распреäеëениеì как
на уровне äвух первых ìоìентов, так и на уровне
трех первых ìоìентов.
В тоì сëу÷ае, коãäа коэффиöиент вариаöии сëу-

÷айной веëи÷ины ìенüøе 1, äëя аппроксиìаöии
закона распреäеëения ìожно испоëüзоватü экспо-
ненöиаëüный закон c запазäываниеì во вреìени.
Резуëüтаты авторов, поëу÷енные äëя систеìы M/M/1
с запазäываниеì во вреìени, впервые опубëикова-
ны в работе [1]. Также сëеäует отìетитü тот факт,
÷то ориãинаëüные резуëüтаты авторов по СМО
H2/H2/1 и H2/M/1 с у÷етоì выявëенных возìож-
ностей аппроксиìаöии законов распреäеëений как
на уровне äвух, так и на уровне трех первых ìо-
ìентов сëу÷айных веëи÷ин ãиперэкспоненöиаëü-

ныì распреäеëениеì позвоëяþт их приìенятü äëя
иссëеäования совреìенноãо теëетрафика, ÷увстви-
теëüноãо к заäержкаì. Это возìожно, есëи у÷итыватü
опреäеëение вариаöии заäержки (äжиттера) в теëе-
коììуникаöиях как разброс вреìени ожиäания от
еãо среäнеãо зна÷ения, теì саìыì поëу÷иì возìож-
ностü опреäеëения äжиттера ÷ерез äисперсиþ [2].
В этоì и закëþ÷ается актуаëüностü провоäиìых
иссëеäований в теории ìассовоãо обсëуживания.
Краткий обзор оте÷ественных и зарубежных ис-

то÷ников в обëасти теëетрафика позвоëяет сäеëатü
сëеäуþщие вывоäы. В работах [3, 4] испоëüзуþтся
известные кëасси÷еские ìоäеëи ìассовоãо обсëу-
живания M/M/1, M/G/1 и верхние ãраниöы äëя
вреìени ожиäания требований äëя систеìы G/G/1,
иëи же в отсутствие теорети÷еских резуëüтатов
приìеняется иìитаöионное ìоäеëирование. В за-
рубежной ëитературе, наприìер [5], уже äавно из-
вестны эвристи÷еские форìуëы äëя систеì G/M/1
и G/G/1. В ÷астноì сëу÷ае äëя систеìы Н2/M/1 в
работе [5] привеäено выражение äëя среäнеãо вре-
ìени ожиäания:

 = ,(1)

ãäе μ — интенсивностü обсëуживания; проìежуто÷-

ные параìетры: θ = , q = ,
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r = , а , ,  — на÷аëüные ìоìенты äо

3-ãо поряäка интерваëов ìежäу поступëенияìи
требований в систеìу; ρ — заãрузка систеìы. Ре-
зуëüтаты, поëу÷енные из выражения (1) äëя этой
систеìы, поëностüþ совпаäаþт с авторскиìи [7].
В преäëаãаеìой проãраììной систеìе испоëü-

зованы поëу÷енные автораìи теорети÷еские ре-
зуëüтаты на основе реøения интеãраëüноãо урав-
нения Линäëи относитеëüно функöии распреäеëе-
ния вреìени ожиäания известныì ìетоäоì спект-
раëüноãо разëожения [6].

Постановка задачи

Как известно из теории ìассовоãо обсëужива-
ния (ТМО) [6], среäнее вреìя ожиäания требова-
ний в о÷ереäи явëяется составной ÷астüþ заäержки
в сетях пакетной переäа÷и äанных. В кëасси÷еской
СМО M/M/1 оно выражается равенствоì (зäесü и
äаëее испоëüзуется кëасси÷еское трехпозиöионное
обозна÷ение Кенäаëëа):

 = , (2)

äëя систеìы M/G/1 —

 = . (3)

Дëя систеìы G/G/1 это вреìя равно

 =  – . (4)

В преäставëенных форìуëах испоëüзованы сëе-
äуþщие обозна÷ения: ρ — коэффиöиент заãрузки
систеìы (0 < ρ = λ/μ < 1); λ — интенсивностü вхоä-
ноãо потока; μ — интенсивностü обсëуживания;

— второй на÷аëüный ìоìент вреìени обсëужи-
вания; Dλ, Dμ — соответственно äисперсии интерва-

ëов поступëения и вреìени обсëуживания,  и  —
среäнее зна÷ение и второй на÷аëüный ìоìент пе-
риоäа простоя соответственно. Второе сëаãаеìое в
правой ÷асти выражения (4) остается неизвестныì,
и впоëне возìожно, ÷то оно ìожет соäержатü ìоìен-
ты интерваëов поступëения и вреìени обсëуживания
боëее высокоãо поряäка, ÷еì первые äва. Поэтоìу
при анаëизе СМО G/G/1 (с произвоëüныìи зако-
наìи поступëения и обсëуживания требований в сис-
теìе) необхоäиìо у÷итыватü не тоëüко первые äва
ìоìента сëу÷айных интерваëов вреìен поступëения
и обсëуживания, но и ìоìенты боëее высокоãо по-
ряäка. И наконеö, выражения (2)—(4) убеäитеëüно
äеìонстрируþт зависиìостü основной характерис-
тики СМО — среäнеãо вреìени ожиäания требова-
ний в о÷ереäи от виäа вхоäных распреäеëений. Ра-

венства (2)—(4) также ìожно интерпретироватü
как эвоëþöиþ СМО.

Методы расчета характеристик 
рассматриваемых систем массового обслуживания

Рассìотриì сна÷аëа СМО Н2/Н2/1. В связи с
теì, ÷то систеìа Н2/Н2/1 принаäëежит кëассу сис-
теì G/G/1, ее то÷ный анаëиз преäставëяет собой
актуаëüнуþ заäа÷у. При этоì СМО с ãиперэкспонен-
öиаëüныìи вхоäныìи распреäеëенияìи, в отëи÷ие
от систеì с äруãиìи распреäеëенияìи, позвоëяет
поëу÷итü реøение заäа÷и в анаëити÷ескоì виäе.
В СМО Н2/Н2/1 интерваëы ìежäу сосеäниìи тре-

бованияìи вхоäноãо потока распреäеëены по закону

a(t) = pλ1  + (1 – p)λ2 , (5)

а вреìя обсëуживания — по закону

b(t) = qμ1  + (1 – q)μ2 . (6)

Воспоëüзуеìся свойствоì преобразования Лапëа-
са воспроизвеäения ìоìентов и запиøеì на÷аëüные
ìоìенты äо 3-ãо поряäка äëя распреäеëения (5):

 =  + ;

 =  + ;  =  + . (7)

Выражения äëя на÷аëüных ìоìентов позвоëяþт
опреäеëитü неизвестные параìетры λ1, λ2, p рас-
преäеëения (5) ìетоäоì ìоìентов при аппрокси-
ìаöии произвоëüных распреäеëений ãиперэкспо-
ненöиаëüныì распреäеëениеì. Анаëоãи÷но опре-
äеëяþтся неизвестные параìетры μ1, μ2, q распре-
äеëения (6).
Дëя систеìы Н2/Н2/1 в работе [8] привеäено

преобразование Лапëаса äëя функöии пëотности
вреìени ожиäания:

W *(s) = , (8)

ãäе –s1 и –s2 — отриöатеëüные вещественные ÷асти
корней куби÷ескоãо уравнения

s3 – c2s
2 – c1s – c0 = 0. (9)

Коэффиöиенты этоãо уравнения: c0 = a0b1 –
– a1b0 – a0(μ1 + μ2) + b0(λ1 + λ2), c1 = –a1b1 – a0 –
– b0 + (λ1 + λ2)(μ1 + μ2), c2 = λ1 + λ2 – μ1 – μ2,
а параìетры: a0 = λ1λ2, a1 = pλ1 + (1 – p)λ2,
b0 = μ1μ2, b1 = qμ1 + (1 – q)μ2. Сëеäоватеëüно, все
они оäнозна÷но выражаþтся ÷ерез параìетры рас-
преäеëений (5) и (6), которые, в своþ о÷ереäü, оп-
реäеëяþтся ìетоäоì ìоìентов реøениеì систеì
уравнений типа (7).
Среäнее вреìя ожиäания в о÷ереäи равно зна-

÷ениþ произвоäной от функöии преобразования
Лапëаса (8) со знакоì ìинус в то÷ке s = 0. Окон-
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÷атеëüно среäнее вреìя ожиäания в о÷ереäи äëя
СМО Н2/Н2/1:

 =  +  –  – . (10)

Выражение (8) на основе свойств преобразова-
ния Лапëаса позвоëяет также опреäеëитü ìоìенты
высøих поряäков äëя вреìени ожиäания. Наприìер,
на÷аëüный ìоìент 2-ãо поряäка вреìени ожиäа-
ния равен зна÷ениþ второй произвоäной от пре-
образования (8) в то÷ке s = 0. Он буäет иìетü виä

 =  =  –  –

– [s1s2(μ1 + μ2) – μ1μ2(s1 + s2)]. (11)

В своþ о÷ереäü, на÷аëüный ìоìент 2-ãо поряä-
ка позвоëяет опреäеëитü äисперсиþ вреìени ожи-
äания. У÷итывая опреäеëение äжиттера в теëекоì-
ìуникаöиях как разброс вреìени ожиäания от еãо
среäнеãо зна÷ения, теì саìыì поëу÷иì возìож-
ностü еãо опреäеëения ÷ерез äисперсиþ. Этот факт
явëяется резуëüтатоì, важныì äëя анаëиза трафика,
÷увствитеëüноãо к заäержкаì.
Основной объеì вы÷исëений в проãраììе и аë-

ãоритìе äëя СМО Н2/Н2/1 прихоäится на реøение
систеì уравнений виäа (7) ìетоäоì Нüþтона и на
нахожäение отриöатеëüных вещественных ÷астей
корней куби÷ескоãо уравнения (9) ìетоäоì Ви-
ета—Карäано.
Рассìотриì теперü систеìу типа Н2/M/1. В этоì

сëу÷ае функöия пëотности a(t) иìеет виä (5),
а b(t) = μe–μt. Неизвестные параìетры λ1, λ2, p рас-
преäеëения a(t) опреäеëяþтся то÷но так же, как и
в сëу÷ае СМО Н2/Н2/1.
Ниже привеäены поëу÷енные в работах [7, 9] ре-

зуëüтаты äëя вреìени ожиäания в систеìе Н2/M/1.
В этоì сëу÷ае преобразование Лапëаса äëя функ-
öии пëотности вреìени ожиäания äëя систеìы,
поëу÷енное реøениеì интеãраëüноãо уравнения
Линäëи ìетоäоì спектраëüноãо разëожения [6],
иìеет сëеäуþщий виä:

W *(s) = , (12)

ãäе –s1 = –(  – c2/2) — отриöатеëüный

коренü кваäратноãо уравнения

s2 – c2s – c1 = 0 (13)

с коэффиöиентаìи: c1 = μ[λ1(1 – p) + λ2p] – λ1λ2,

c2 = λ1 + λ2 – μ. Веëи÷ины p, λ1, λ2 явëяþтся па-

раìетраìи ãиперэкспоненöиаëüноãо закона рас-

преäеëения с функöией пëотности a(t) = pλ1  +

+ (1 – p)λ2  äëя систеìы Н2/M/1.

Среäнее вреìя ожиäания в о÷ереäи равно зна-
÷ениþ произвоäной от функöии преобразования
Лапëаса (12)

 = 

со знакоì ìинус в то÷ке s = 0:

 = –  =  =  – .

Окон÷атеëüно среäнее вреìя ожиäания в о÷ере-
äи äëя СМО Н2/M/1:

 = 1/s1 – 1/μ. (14)

Выражение (12) на основе свойств преобразова-
ния Лапëаса позвоëяет также опреäеëитü ìоìенты
высøих поряäков äëя вреìени ожиäания. Наприìер,
на÷аëüный ìоìент 2-ãо поряäка вреìени ожиäа-
ния равен зна÷ениþ второй произвоäной от пре-
образования (12) в то÷ке s = 0, и он буäет иìетü виä

= = = . (15)

В своþ о÷ереäü, на÷аëüный ìоìент 2-ãо поряä-
ка позвоëяет опреäеëитü äисперсиþ вреìени ожи-

äания: DW =  – .

Основной объеì вы÷исëений в проãраììе äëя
СМО Н2/M/1 прихоäится на реøение систеìы урав-
нений типа (7) и на нахожäение отриöатеëüной ве-
щественной ÷асти корня кваäратноãо уравнения (13).
Перейäеì теперü к анаëизу характеристик сис-

теìы М/М/1 с запазäываниеì во вреìени. Рассìот-
риì СМО, на вхоä которой поступаþт требования,
сëу÷айные интерваëы ìежäу которыìи распреäе-
ëены по закону

a(t) = (16)

Анаëоãи÷но распреäеëено и вреìя обсëуживания:

b(t) = (17)

Функöии пëотности (16) и (17) явëяþтся сäви-
нутыìи вправо от нуëевой то÷ки на веëи÷ину t0
экспоненöиаëüныìи распреäеëенияìи с äвуìя пара-
ìетраìи (λ, t0) и (μ, t0), при÷еì λ < μ. Такиì образоì,
иìееì СМО с запазäываниеì во вреìени на веëи-
÷ину t0 > 0, которая впервые описана в работе [1].
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В этой работе показано, ÷то коэффиöиент вари-
аöии сëу÷айной веëи÷ины, распреäеëенной по за-
кону (16) иëи (17), ìенüøе 1. Заìетиì, ÷то в отëи-
÷ие от кëасси÷ескоãо экспоненöиаëüноãо закона
распреäеëения с оäниì параìетроì λ такой закон
позвоëяет аппроксиìироватü произвоëüные рас-
преäеëения в сëу÷ае коэффиöиента вариаöии,
ìенüøеãо 1, на уровне äвух первых ìоìентов. В ра-
боте [1] поëу÷ено преобразование Лапëаса äëя
функöии пëотности вреìени ожиäания, который
иìеет виä

W *(s) = sΦ+(s) = . (18)

Найäеì первуþ произвоäнуþ от функöии (18):

 =

= = .

Тоãäа зна÷ение первой произвоäной со знакоì
ìинус при s = 0 буäет равно

–  =  = .

Отсþäа среäнее вреìя ожиäания в о÷ереäи бу-
äет иìетü виä

 = . (19)

Неизвестные параìетры λ, μ, t0 распреäеëений
(16) и (17) опреäеëяþтся из систеìы уравнений по
ìетоäу ìоìентов:

ãäе ÷исëовые характеристики в правых ÷астях сис-
теìы буäут вхоäныìи параìетраìи äëя опреäеëе-
ния неизвестных параìетров λ, μ, t0. Зäесü приняты

сëеäуþщие обозна÷ения:  — среäнее зна÷ение

интерваëов ìежäу сосеäниìи требованияìи вхоä-
ноãо потока;  — среäнее вреìя обсëуживания

требований в систеìе; cλ и cμ — коэффиöиенты ва-
риаöий интерваëа ìежäу сосеäниìи требованияìи
вхоäноãо потока и вреìени обсëуживания соответ-
ственно.
Аëãоритìизаöия выøепривеäенных ìетоäов рас-

÷ета характеристик трех систеì позвоëяет поëу-
÷итü эти характеристики äëя øирокоãо äиапазона
изìенения их параìетров. На рис. 1 привеäена
укрупненная схеìа аëãоритìа проãраììы рас÷ета.

Примеры автоматизированного расчета 
характеристик рассмотренных систем

Экранная форìа рас÷ета характеристик äëя сис-
теìы Н2/Н2/1 как на уровне äвух первых ìоìен-
тов, так и на уровне трех первых ìоìентов, преä-
ставëена на рис. 2.
Зäесü приняты сëеäуþщие обозна÷ения вхоä-

ных параìетров:  — среäнее зна÷ение интерваëа
ìежäу сосеäниìи требованияìи вхоäноãо потока;

 — среäнее вреìя обсëуживания требований в
систеìе; cλ и cμ — коэффиöиенты вариаöий интер-
ваëа ìежäу сосеäниìи требованияìи вхоäноãо по-
тока и вреìени обсëуживания соответственно; 
и  — коэффиöиенты асиììетрии интерваëа
ìежäу сосеäниìи требованияìи вхоäноãо потока и
вреìени обсëуживания.

1 λ/μ–( ) μ s+( )
s μ λ–+( )

------------------------------

dW* s( )
ds

---------------

1 λ/μ–( ) s μ λ–+( ) 1 λ/μ–( ) μ s+( )–

s μ λ–+( )2
------------------------------------------------------------------------- λ 1 λ/μ–( )–

s μ λ–+( )2
-----------------------

dW* s( )
ds

---------------
s 0=

λ 1 λ/μ–( )

μ λ–( )2
-------------------- λ/μ

μ λ–( )
-------------

W λ/μ
μ λ–
---------

λ–1 + t0 = ;

(1 + λt0)
–1 = cλ;

μ–1 + t0 = ;

(1 + μt0)
–1 = cμ,

τλ

τμ

τλ

τμ

Рис. 2. Расчет характеристик для СМО Н2/Н2/1

Рис. 1. Укрупненная схема алгоритма

τλ

τμ

AsλAsμ
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Разëи÷ие ìежäу зна÷енияìи äëя среäнеãо вре-
ìени ожиäания  при аппроксиìаöии ãиперэкс-
поненöиаëüноãо закона распреäеëения на уровне
äвух и трех ìоìентов в äанноì сëу÷ае несущест-
венно, но относитеëüная поãреøностü при äруãих
вхоäных äанных, как показываþт ìноãо÷исëенные
рас÷еты, ìожет äостиãатü 10 % [8].
На рис. 3 привеäена экранная форìа äëя рас÷е-

та характеристик систеìы Н2/M/1. Зäесü приняты
анаëоãи÷ные обозна÷ения äëя вхоäных параìет-
ров, ÷то и на рис. 2.
Разëи÷ие ìежäу зна÷енияìи среäнеãо вреìени

ожиäания  äëя систеìы Н2/M/1 при аппрокси-
ìаöии ãиперэкспоненöиаëüноãо закона распреäе-
ëения на уровне äвух и трех ìоìентов в этоì при-
ìере также несущественно, но относитеëüная по-
ãреøностü при äруãих вхоäных äанных ìожет пре-
выøатü 10 %, ÷то уже неìаëоважно [7].
На рис. 4 привеäена экранная форìа äëя рас÷е-

та характеристик систеìы М/М/1 с запазäываниеì
во вреìени.

Заключение

В закëþ÷ение ìожеì сäеëатü сëеäуþщие вывоäы.
В тоì сëу÷ае, коãäа коэффиöиенты вариаöии
интерваëов поступëения требований cλ и вреìе-
ни обсëуживания cμ боëüøе 1, ìожно испоëüзо-
ватü систеìу Н2/Н2/1. Закон распреäеëения Н2
позвоëяет в сиëу своей спеöифики аппроксиìи-
роватü распреäеëения как на уровне äвух, так и
на уровне трех первых ìоìентов. В этоì сëу÷ае
разниöа в резуëüтатах аппроксиìаöии ãипер-
экспоненöиаëüноãо распреäеëения на уровне
äвух и трех ìоìентов ìожет поëу÷итüся суще-
ственной. С то÷ки зрения теории вероятностей,
резуëüтат аппроксиìаöии на уровне трех ìо-
ìентов то÷нее, так как три первых ìоìента поë-
нее характеризуþт сëу÷айнуþ веëи÷ину — ин-
терваë ìежäу поступëенияìи иëи же интерваë
обсëуживания.
В сëу÷ае коэффиöиента вариаöии интерваëов
поступëения требований cλ боëüøе 1 и неопреäе-
ëенноãо зна÷ения коэффиöиента вариаöии вре-
ìени обсëуживания ìожно испоëüзоватü систе-
ìу Н2/M/1.
Есëи коэффиöиенты вариаöии интерваëов пос-
тупëения требований cλ и вреìени обсëужива-
ния cμ ìенüøе 1, ìожно испоëüзоватü систеìу
M/M/1 с запазäываниеì во вреìени. Как сëеä-
ствие, иìееì неìарковскуþ ìоäеëü ìассовоãо
обсëуживания. Среäнее вреìя ожиäания требо-
вания в о÷ереäи в такой систеìе ìенüøе, ÷еì в
кëасси÷еской систеìе M/M/1 при оäинаковоì
коэффиöиенте заãрузки. Испоëüзование функ-
öий пëотности (16) и (17) позвоëяет аппрокси-
ìироватü исхоäные вхоäные распреäеëения на
уровне äвух первых ìоìентов, в отëи÷ие от
кëасси÷еской систеìы, ÷то с то÷ки зрения те-
ории вероятностей то÷нее.
Такиì образоì, приìенение трех преäëожен-
ных систеì позвоëяет иссëеäоватü совреìен-
ный теëетрафик в сëу÷ае øирокоãо äиапазона
изìенения еãо параìетров. Провеäенные рас÷е-
ты по разработанной проãраììе на уровне äвух
ìоìентов распреäеëений сëу÷айных веëи÷ин
хороøо соãëасуþтся с äанныìи рас÷етов [10],
а äанные рас÷етов на уровне трех ìоìентов не-
скоëüко превосхоäят äанные [10].
Исхоäный коä проãраììы, написанной на язы-
ке C# в среäе разработки Microsoft Visual Studio,
привеäен в работе [11]. В проãраììе реаëизова-
ны ÷исëенные ìетоäы реøения систеì неëи-
нейных уравнений Нüþтона и куби÷еских урав-
нений Виета—Карäано. При поëноì тестирова-
нии проãраììы испоëüзованы параëëеëüные
вы÷исëения в Mathcad. Испоëняеìый файë за-
ниìает 61 кбайт.

W

Рис. 3. Расчет характеристик для СМО Н2/M/1

Рис. 4. Расчет характеристик для СМО М/М/1 с запаздыва-
нием во времени

W
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The article describes the characteristics of the queuing design software systems (QS) G/G/1, which correspond to the input dis-
tribution with a coefficient of variation of the interval between the receipt of the request and service Times lowest and highest 1,
that is, cover the entire range (0, ∞). To do this, we consider the QS M/M/1 with delay, H2/M/1 and H2/H2/1 with Hyperex-
ponential input distributions 2nd order. As the output characteristics used by the average waiting time in the queue and its variance.
Other characteristics of the systems in question are derived from the average waiting time.

With the definition of a delay variation (jitter) in a telecommunications time-variation of its mean value, thus having the op-
portunity to determine the jitter through dispersion. This result is important for the analysis and description of traffic that is sensitive
to delays. For receiving output characteristics the method of spectral expansion of the solution of an integral equation of Lindley
is used. For the practical application of the results used the traditional method of moments.

It is known that distributed according to the law Hyperexponential H2 random variable has a coefficient of variation greater
than 1. In [1] it is shown that the coefficient of variation of a random variable distributed according to an exponential law with
a time lag of less than 1.

Given the fact that the distribution of H2 is a three-parameter in the software system has a mechanism of approximation, ar-
bitrary laws Hyperexponential distributions at the level of the first two moments, and at the level of the first three moments.

Keywords: queuing systems, the average waiting time in the queue, the method of spectral decomposition, the integral equation
Lindley, Laplace transform


