
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 22, ¹ 12, 2016 925

УДК 004.023 + 519.163

Э. Ю. Орехов, канä. физ.-ìат. наук, äоö., e-mail: emil.orekhov@bk.ru,
Ю. В. Орехов, канä. техн. наук, äоö.,

Уфиìский ãосуäарственный авиаöионный техни÷еский университет

Сравнение и оценка качества эвристических алгоритмов
на конечной массовой задаче

в условиях неравновероятной генерации тестовых примеров

Введение

Множественностü эвристи÷еских аëãоритìов,
разрабатываеìых äëя реøения сëожных заäа÷ оп-
реäеëенноãо кëасса, обусëовëивает актуаëüностü
их сравнения и оöенки с то÷ки зрения испоëüзуе-
ìых критериев эффективности. Основные приìе-
няеìые äëя этой öеëи способы описаны в обзоре [1].
Оäнако реаëизаöия этих способов натаëкивается
на ряä труäностей, которые позвоëяет преоäоëетü
преäëоженный в [2] поäхоä к оöенке ка÷ества эврис-
ти÷еских аëãоритìов, основанный на понятиях ìас-
совой заäа÷и, инäивиäуаëüной заäа÷и, параìетри-
заöии ìассовой заäа÷и, критерия ка÷ества эврис-
ти÷ескоãо аëãоритìа на инäивиäуаëüной заäа÷е и,
наконеö, характеристики ка÷ества äанноãо эврис-
ти÷ескоãо аëãоритìа на äанной ìассовой заäа÷е.
Интерпретаöия характеристики ка÷ества äанно-

ãо эвристи÷ескоãо аëãоритìа на äанной ìассовой за-
äа÷е как функöии распреäеëения сëу÷айной веëи-
÷ины — сëу÷айной реаëизаöии критерия ка÷ества
äанноãо аëãоритìа на инäивиäуаëüных заäа÷ах
äанной ìассовой заäа÷и — позвоëяет сфорìуëиро-
ватü заäа÷у ее статисти÷ескоãо оöенивания и ре-
øитü эту заäа÷у на основе равновероятной (äëя ко-
не÷ной ìассовой заäа÷и) ëибо равноìерной (äëя
непрерывной и сìеøанной ìассовых заäа÷) ãене-
раöии то÷ек обëасти параìетри÷ескоãо простран-
ства äанной ìассовой заäа÷и, взаиìно оäнозна÷но
соответствуþщих инäивиäуаëüныì заäа÷аì этой
ìассовой заäа÷и. Отìетиì, ÷то наряäу с "функöио-
наëüной" характеристикой ка÷ества эвристи÷ескоãо
аëãоритìа на äанной ìассовой заäа÷е ìожно ввести
в рассìотрение и боëее простые ÷исëовые харак-

теристики ка÷ества, наприìер ìатеìати÷еское
ожиäание упоìянутой сëу÷айной веëи÷ины.
Иìеþщийся опыт показывает, ÷то построение

равновероятных ëибо равноìерных ãенераторов ин-
äивиäуаëüных заäа÷ äанной ìассовой заäа÷и явëя-
ется, вообще ãоворя, техни÷ески непростой заäа÷ей.
Есëи построение требуеìоãо ãенератора на осно-

ве приìенения способа интеãраëüной вероятности
не преäставëяется возìожныì, то обы÷но испоëüзу-
ется некоторый вариант ìетоäа отбора-отказа [3, 4].
Неäостаток такоãо поäхоäа закëþ÷ается в потен-
öиаëüно низкой эффективности такоãо ãенератора,
опреäеëяеìой как обратная веëи÷ина ìатеìати÷е-
скоãо ожиäания ÷исëа отказов на оäну успеøнуþ
ãенераöиþ.
Друãой возìожный поäхоä к построениþ требуе-

ìоãо ãенератора закëþ÷ается в у÷ете особенностей
äанной ìассовой заäа÷и, в ÷астности, возìожности
ввеäения некоторой известныì образоì связанной с
äанной ìассовой заäа÷ей вспоìоãатеëüной равнове-
роятно распреäеëенной сëу÷айной веëи÷ины [5].

Постановка задачи и получение 
статистической оценки характеристики качества

В настоящей работе изëожен поäхоä к сравнениþ
и оöенке ка÷ества эвристи÷еских аëãоритìов ре-
øения коне÷ной ìассовой заäа÷и без построения
равновероятноãо ãенератора вхоäящих в нее инäи-
виäуаëüных заäа÷, коãäа ка÷ество äанноãо эвристи-
÷ескоãо аëãоритìа на äанной коне÷ной ìассовой
заäа÷е характеризуется ìатеìати÷ескиì ожиäани-
еì заäанноãо критерия ка÷ества äанноãо аëãорит-
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ìа, опреäеëенноãо на ìножестве инäивиäуаëüных
заäа÷ äанной ìассовой заäа÷и.
Пустü U — коне÷ная ìассовая заäа÷а, |U | = K,

K — натураëüное и пустü Ai, i = 1, ..., K, — событие,
закëþ÷аþщееся в извëе÷ении из U i-й инäивиäу-
аëüной заäа÷и. При равновероятной ãенераöии ин-
äивиäуаëüных заäа÷ из U вероятностü события Ai

естü P(Ai) = , i = 1, ..., K.

Пустü H — эвристи÷еский аëãоритì, преäназна-
÷енный äëя реøения ìассовой заäа÷и U, пустü за-
äан некоторый критерий ка÷ества аëãоритìа H,
пустü ai — зна÷ение äанноãо критерия на i-й ин-
äивиäуаëüной заäа÷е из U и пустü иìеется всеãо
L m K разëи÷ных зна÷ений этоãо критерия äëя ин-
äивиäуаëüных заäа÷ из U. Ввеäеì в рассìотрение
сëу÷айнуþ веëи÷ину X — буäущее зна÷ение äанно-
ãо критерия ка÷ества äëя инäивиäуаëüной заäа÷и
из U, выбираеìой путеì ее равновероятной ãене-
раöии из U.
Так как событие {X = xj} эквиваëентно событиþ

, ãäе xj = , 1 m ik m K, 1 m k m lj, lj = K,

то закон распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины X
ìожно записатü в виäе

P(X = xj) = , j = 1, ..., L.

Матеìати÷еское ожиäание этой сëу÷айной ве-

ëи÷ины M[X] = xjP(X = xj) = xj  = xjlj

ìожет бытü преäставëено как

M[X] = ai, (1)

÷то совпаäает со среäниì зна÷ениеì выбранноãо
критерия, вы÷исëенныì по всеì инäивиäуаëüныì
заäа÷аì, вхоäящиì в U, и ìожет рассìатриватüся
как характеристика ка÷ества аëãоритìа H äëя ìас-
совой заäа÷и U.
Пустü V — коне÷ное ìножество, |V| = N l K, N —

натураëüное, такое ÷то:
кажäоìу эëеìенту из V соответствует еäинст-
венная заäа÷а из U;
кажäой инäивиäуаëüной заäа÷е из U соответст-
вует хотя бы оäин эëеìент из V.
Пустü Br, r = 1, ..., N, — событие, закëþ÷аþщееся

в извëе÷ении r-ãо эëеìента из V, тоãäа при равно-
вероятной ãенераöии эëеìентов из V 

P(Br) = , r = 1, ..., N.

В сиëу свойств ìножества V äëя i = 1, ..., K иìееì

Ai = , 1 m rs m N, 1 m s m mi,

mi = N, P(Ai) = . (2)

В усëовиях равновероятной ãенераöии эëеìен-
тов из V поставиì в соответствие событиþ Ai веëи-

÷ину , i = 1, ..., K, т.е. опреäеëиì некоторуþ сëу-

÷айнуþ веëи÷ину Y, и пустü всеãо иìеется M m K
разëи÷ных зна÷ений этой сëу÷айной веëи÷ины.
Так как событие {Y = yj} эквиваëентно событиþ

, ãäе yj = , 1 m ik m K, 1 m k m qj, qj = K,

то закон распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины Y
ìожно записатü в виäе

P(Y = yj) = , j = 1, ..., M.

Матеìати÷еское ожиäание сëу÷айной веëи÷ины Y

M[Y] = yj p(Y = yj) =

=  = .

Так как yj =  äëя k = 1, ..., qj, то поëу÷иì

M[Y] =  =

=  = ai = ai.

Испоëüзуя (1), поëу÷иì M[Y] = M[X], откуäа

M[X] = M[Y]. (3)

Пустü y1, ..., yn — n независиìых реаëизаöий
сëу÷айной веëи÷ины Y. Резуëüтат l-й независиìой
реаëизаöии yl поëу÷ается сëеäуþщиì образоì:

1) равновероятно ãенерируется эëеìент v ∈ V,
т. е. реаëизуется некоторое событие Br;

2) опреäеëяется соответствуþщая v инäивиäу-
аëüная заäа÷а u ∈ U, т.е. опреäеëяется событие Ai
такое, ÷то Br ⊂ Ai;

3) опреäеëяется ÷исëо mi в соответствии с (2);
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4) путеì проãонки H на u опреäеëяется зна÷е-
ние заäанноãо критерия эффективности ai на u;

5) поëаãается yl = .

Даëее, по резуëüтатаì n независиìых реаëизаöий
сëу÷айной веëи÷ины Y ìожно вы÷исëитü оöенку ее
ìатеìати÷ескоãо ожиäания

 = yl

и, сëеäоватеëüно, в соответствии с (3), ìожно оп-
реäеëитü оöенку ìатеìати÷ескоãо ожиäания сëу-
÷айной веëи÷ины X как

 = . (4)

Отìетиì, ÷то поëу÷енная оöенка саìа по себе
приìениìа крайне реäко, так как веëи÷ины K и N
в реаëüных заäа÷ах обы÷но неизвестны. Оäнако эта
оöенка ìожет бытü испоëüзована äëя сравнения
эвристи÷еских аëãоритìов.

Сравнение эвристических алгоритмов

Рассìотриì теперü заäа÷у сравнения äвух эв-
ристи÷еских аëãоритìов по выбранноìу критериþ
ка÷ества.
Пустü H ′ — äруãой эвристи÷еский аëãоритì äëя

реøения ìассовой заäа÷и U. Опреäеëив äëя неãо
анаëоãи÷но преäыäущеìу сëу÷айные веëи÷ины X ′,
Y ′, поëу÷иì

M[X ′] = M[Y ′] (5)

 = . (6)

Поскоëüку в соответствии с (3) и (5)

 = ,

 и  явëяþтся состоятеëüныìи и несìе-
щенныìи оöенкаìи соответственно äëя M[Y] и M[Y ′],

то из (4) и (6) сëеäует, ÷то веëи÷ина  = 

при äостато÷но боëüøих объеìах выборок äает аäек-
ватное преäставëение о сравнитеëüной эффектив-
ности аëãоритìов H и H ′ äëя ìассовой заäа÷и U,

а оöенки  и  ìоãут бытü испоëüзованы
äëя построения статисти÷еских правиë вынесения
реøения о сравнитеëüной эффективности этих аë-
ãоритìов äëя ìассовой заäа÷и U.
Отìетиì, ÷то поëу÷енный резуëüтат позвоëяет

установитü не абсоëþтнуþ эффективностü эврис-

ти÷ескоãо аëãоритìа в сìысëе заäанноãо критерия
ка÷ества, а тоëüко эффективностü оäноãо аëãорит-
ìа относитеëüно äруãоãо.

Оценка качества эвристического алгоритма

В усëовиях равновероятной ãенераöии эëеìен-
тов из V поставиì в соответствие событиþ Ai веëи-

÷ину , i = , т.е. опреäеëиì некоторуþ сëу-

÷айнуþ веëи÷ину Z, и пустü всеãо иìеется T m K
разëи÷ных зна÷ений этой сëу÷айной веëи÷ины.
Так как событие {Z = zj} эквиваëентно событиþ

, ãäе zj = , 1 m ik m K, 1 m k m sj, sj = K,

то закон распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины Z
ìожно записатü в виäе

P(Z = zj) = , j = 1, ..., T.

Матеìати÷еское ожиäание сëу÷айной веëи÷ины Z

M[Z] = zjP(Z = zj) =

=  = zj .

Так как sj = K, zj =  äëя k = 1, ..., sj, то по-

ëу÷иì

M[Z] =  = 1 = sj = ,

откуäа

 = . (7)

Испоëüзуя форìуëы (3), (7), поëу÷иì

M[X] = . (8)

Пустü y1, ...,  — n1 независиìых реаëизаöий

сëу÷айной веëи÷ины Y, а z1, ...,  — n2 независи-
ìых реаëизаöий сëу÷айной веëи÷ины Z.
Резуëüтат l-й независиìой реаëизаöии yl поëу-

÷ается сëеäуþщиì образоì:
1) равновероятно ãенерируется эëеìент v ∈ V,

т. е. реаëизуется некоторое событие Br;
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2) опреäеëяется соответствуþщая v инäивиäу-
аëüная заäа÷а u ∈ U, т.е. опреäеëяется событие Ai,
такое ÷то Br ⊂ Ai;

3) опреäеëяется ÷исëо mi в соответствии с (2);
4) путеì проãонки H на u опреäеëяется зна÷е-

ние заäанноãо критерия эффективности ai на u;

5) поëаãается yl = .

Резуëüтат l-й независиìой реаëизаöии zl поëу-
÷ается сëеäуþщиì образоì:

1) равновероятно ãенерируется эëеìент v ∈ V,
т. е. реаëизуется некоторое событие Br;

2) опреäеëяется соответствуþщая v инäивиäу-
аëüная заäа÷а u ∈ U, т.е. опреäеëяется событие Ai,
такое, ÷то Br ⊂ Ai;

3) опреäеëяется ÷исëо mi в соответствии с (2);

4) поëаãается yl = .

Даëее, по резуëüтатаì n1 независиìых реаëиза-
öий сëу÷айной веëи÷ины Y ìожно вы÷исëитü
оöенку ее ìатеìати÷ескоãо ожиäания

 = yl,

а по резуëüтатаì n2 независиìых реаëизаöий сëу-
÷айной веëи÷ины Z ìожно вы÷исëитü оöенку ее
ìатеìати÷ескоãо ожиäания

 = zl,

и, сëеäоватеëüно, в соответствии с (8), ìожно оп-
реäеëитü оöенку ìатеìати÷ескоãо ожиäания сëу-
÷айной веëи÷ины X как

 = . (9)

Пример оценки качества эвристического алгоритма

В ка÷естве приìера испоëüзования преäëожен-
ноãо поäхоäа рассìотриì заäа÷у распреäеëения ра-
бот по независиìыì испоëнитеëяì в сëеäуþщей
постановке.
Иìеется m испоëнитеëей и n работ, кажäая из

которых ìожет бытü выпоëнена ëþбыì испоëните-
ëеì за опреäеëенное вреìя; буäеì с÷итатü, ÷то j-я
работа выпоëняется i-ì испоëнитеëеì за вреìя tij,
i = 1, ..., m, j = 1, ..., n, поëаãая tij натураëüныìи ÷ис-
ëаìи из отрезка [1, T]. Все испоëнитеëи на÷инаþт
работатü оäновреìенно и выпоëняþт назна÷енные
иì работы посëеäоватеëüно. Пустü распреäеëение
w — вектор äëины n, опреäеëяþщий äëя кажäой
работы испоëнитеëя, которыì эта работа буäет вы-
поëнена (т.е. wj — ноìер испоëнитеëя, выпоëняþ-
щеãо работу j), и пустü f(w) — некоторый заäанный на

ìножестве распреäеëений критерий ка÷ества. Фик-
сировав параìетры n, m, T и критерий f, поëу÷иì
коне÷нуþ ìассовуþ заäа÷у U, кажäая инäивиäуаëü-
ная заäа÷а которой ìожет бытü заäана m Ѕ n-ìат-
риöей (tij), tij ∈ [1, T], i = 1, ..., m, j = 1, ..., n.
Отìетиì, ÷то при этоì оäной и той же инäиви-

äуаëüной заäа÷е из U ìожет соответствоватü не-
скоëüко таких ìатриö, при÷еì ÷исëо этих ìатриö
äëя разëи÷ных инäивиäуаëüных заäа÷ также, вооб-
ще ãоворя, разëи÷но. Пустü, наприìер, m = n = 2,
T = 4 при фиксированноì критерии f. Тоãäа

ìатриöы ,  опреäеëяþт кажäая

"своþ" инäивиäуаëüнуþ заäа÷у и кажäой из этих
инäивиäуаëüных заäа÷ соответствует еäинст-
венная ìатриöа;

ìатриöы ,  соответствуþт оäной и

той же инäивиäуаëüной заäа÷е, опреäеëяеìой
ëþбой из этих и тоëüко этих ìатриö;

ìатриöы , , ,  соответству-

þт оäной и той же инäивиäуаëüной заäа÷е, опре-
äеëяеìой ëþбой из этих и тоëüко этих ìатриö;

ìатриöы , , ,  соответст-

вуþт оäной и той же инäивиäуаëüной заäа÷е, оп-
реäеëяеìой ëþбой из этих и тоëüко этих ìатриö,

а ìатриöы , , ,  соответ-

ствуþт äруãой инäивиäуаëüной заäа÷е, опреäе-
ëяеìой ëþбой из этих и тоëüко этих ìатриö.
Дëя äанной ìассовой заäа÷и U (с фиксирован-

ныìи n, m, T, f) опреäеëиì ìножество V всех воз-
ìожных объектов, кажäый из которых явëяется
m Ѕ n-ìатриöей с эëеìентаìи, преäставëяþщиìи
собой пары виäа (i, ti), i = 1, ..., m•n, ti ∈ [1, T],
t1 m t2 m ... m tm•n, ti — натураëüные, среäи этих ÷и-
сеë ìоãут бытü оäинаковые. Отìетиì сëеäуþщее.

1. Кажäый объект v ìножества V порожäает ìат-
риöу (tij), поëу÷аþщуþся из v уäаëениеì первых эëе-
ìентов пар (i, ti), при÷еì разëи÷ные объекты ìноже-
ства V ìоãут порожäатü оäинаковые ìатриöы (tij).
Наприìер, при n = m = 2, T = 4 и фиксированноì f

объекты  и  порожäаþт

оäну и ту же ìатриöу . Вообще, есëи среäи mn

÷исеë ti иìеется оäинаковых l1, ..., lL, li = mn, то

ai
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оäна и та же ìатриöа (tij) порожäается m′ = li!

разëи÷ныìи объектаìи ìножества V.
2. Лþбая из порожäенных такиì образоì ìат-

риö (tij) заäает инäивиäуаëüнуþ заäа÷у u ∈ U, при-
÷еì äанной инäивиäуаëüной заäа÷е u соответствует
m′′ разëи÷ных ìатриö, поëу÷аеìых из ìатриöы (tij)
всевозìожныìи перестановкаìи строк и стоëбöов.
Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа все эëеìенты ìатри-
öы (tij) разëи÷ны, m′′ = m!•n!; в общеì сëу÷ае ÷исëо
m′′ ìожно опреäеëитü, наприìер, с поìощüþ ëþ-
боãо поäхоäящеãо переборноãо аëãоритìа.

3. Разëи÷ные наборы ÷исеë t1 m ... m tmn, ti ∈ [1, T],
i = 1, ..., mn, опреäеëяþт непересекаþщиеся ìно-
жества инäивиäуаëüных заäа÷ ìассовой заäа÷и U.

4. По опреäеëениþ ìножества V с у÷етоì пп. 1—3
закëþ÷аеì, ÷то кажäой i-й инäивиäуаëüной заäа÷е
u ∈ U соответствует

m(u) = m′•m′′ (10)

эëеìентов ìножества V, при÷еì способ опреäеëе-
ния m(u) заäан.
Опреäеëиì сëеäуþщуþ проöеäуру ãенераöии

объектов из ìножества V.
1. В соответствии с [5] ãенерируеì равновероят-

но набор ÷исеë t1 m ... m tmn, ti ∈ [1, T], i = 1, ..., mn.
Событие C, закëþ÷аþщееся в поëу÷ении ëþбоãо
такоãо набора, иìеет вероятностü [6]

P(C) = .

2. Поëу÷енноìу набору ÷исеë t1 m ... m tmn поста-
виì в соответствие посëеäоватеëüностü пар (1, t1), ...,
(mn, tmn).

3. Из ìножества натураëüных ÷исеë {1, ..., mn}
образуеì равновероятно упоряäо÷еннуþ выборку
без возвращения (g1, ..., gmn) объеìа mn, поставив
кажäый эëеìент gk этой выборки в соответствие
паре (gk, ). 

4. Паре (gk, ) поставиì в соответствие пару
инäексов

i = ,

j = k – in,

ãäе ⎡x⎤ =  ⎡x⎤ — öеëая

÷астü x.
В резуëüтате поëу÷иì m Ѕ n-ìатриöу, эëеìент

которой, стоящий на пересе÷ении i-й строки и j-ãо
стоëбöа, естü пара (gk, tg), т.е. поëу÷енный в резуëü-
тате испоëнения проöеäуры объект естü объект из
ìножества V. Событие D, закëþ÷аþщееся в поëу-
÷ении ëþбоãо äанноãо объекта из V при ëþбоì

äанноì наборе ÷исеë t1 m ... m tmn, поëу÷енных на
øаãе 1 описанной проöеäуры, иìеет вероятностü

P(D) = .

Так как событие Br, закëþ÷аþщееся в поëу÷е-
нии ëþбоãо r-ãо объекта ìножества V, преäставиìо
в виäе Br = C ∩ D, то при независиìости событий
C, D (äостиãаеìой при независиìой ãенераöии
объектов на øаãах 1 и 3 проöеäуры) поëу÷иì

P(Br) = P(C)P(D) = ,

т.е. опреäеëенная выøе проöеäура обеспе÷ивает
равновероятнуþ ãенераöиþ объектов v ∈ V.
Опреäеëив äаëее, в соответствии с выøеизëо-

женныì, сëу÷айные веëи÷ины X, Y, Z и приìенив
описаннуþ выøе проöеäуру поëу÷ения независи-
ìых реаëизаöий Y, Z, ãäе веëи÷ины mi вы÷исëяþтся
в соответствии с форìуëой (10), поëу÷иì оöенку (9)
рассìатриваеìой характеристики ка÷ества тести-
руеìоãо эвристи÷ескоãо аëãоритìа H реøения
äанной ìассовой заäа÷и распреäеëения работ по
независиìыì испоëнитеëяì.

Заключение

Преäëоженный способ позвоëяет провоäитü срав-
нение и оöенку эвристи÷еских аëãоритìов реøе-
ния äанной коне÷ной ìассовой заäа÷и U по заäан-
ноìу критериþ ка÷ества в сëеäуþщих усëовиях:
эффективный способ равновероятной ãенера-
öии инäивиäуаëüных заäа÷ из U отсутствует;
иìеется эффективный способ равновероятной
ãенераöии эëеìентов äëя некотороãо вспоìоãа-
теëüноãо коне÷ноãо ìножества V;
äëя ëþбоãо эëеìента v ∈ V ìожно опреäеëитü
соответствуþщуþ заäа÷у u ∈ U и опреäеëитü
÷исëо m эëеìентов из V, которыì заäа÷а u со-
ответствует.
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Efficiency of heuristic algorithms can be estimated by introducing a "functional" quality characteristic for a given heuristic al-
gorithm on a given finite problem. This characteristic is a distribution function of a random variable that takes on a set of possible
values of the algorithm’s quality criterion on problem instances. This fact allows statistical estimation of the quality characteristic
by a certain random generation of points within a region of parametric space for the given problem. These points correspond one-
to-one to the problem instances. However, numerical quality characteristics are more common in practice, such as the expectation
of a random variable. Equiprobable generation of problem instances ensures the appropriate statistical estimate for the quality char-
acteristic, but the task of developing equiprobable generators arises here. In this paper we suggest an approach to comparing and
estimating quality of heuristic algorithms based on the expectation of the random variable mentioned above, in cases when
equiprobable generation of problem instances is difficult or impossible. This approach involves a secondary set of objects associated
to the set of problem instances, while equiprobable generation of elements of the secondary set is quite easy. We give an example
of applying our approach to statistical estimation of quality for heuristic algorithms that solve a problem of scheduling jobs between
unrelated parallel machines. We also define the conditions of application for the suggested approach.

Keywords: heuristic algorithm, finite problem, problem instance, quality characteristic of a heuristic algorithm, quality criterion
of a heuristic algorithm, statistical estimate for the expectation of quality criterion, equiprobable generation, scheduling jobs between
unrelated parallel machines
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