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Задача маршрутизации с учетом зависимости 
стоимости транспортировки от погодных условий

Введение

Рассìатривается сëеäуþщая заäа÷а. Транспорт-
ное среäство (ТС) äоëжно äоставитü оäнороäный

ãруз из пункта произвоäства потребитеëяì. Про-
öесс поãрузки и разãрузки явëяется труäоеìкиì,
поэтоìу в кажäоì пункте потребëения ТС разãру-

In the paper an analytical review of methods for turbulence modeling on personal computers is carried out. Turbulent flow can
be represented as a multiple rotating in different directions and in different planes of vortices. The computational features of the
methods that can be used in mathematical software subsystems for the simulation of turbulence in the relevant CAD are provided.
The results that computational fluid dynamics can take a dominant place, surpassing the prevalence of experimental and analytical
methods are shown. These differences in the three main methods of description of turbulence are discissed. It was provided that,
the development of computer technology and numerical methods of computational physics, allows to work not only with increasingly
complex models, but also to apply different ways of visualizing the obtained result. The obtained results can be helpful when se-
lecting a turbulence model for a specific task in the simulation subsystems.

Keywords: turbulence, modeling, software, CAD, computational physics, equation, vortex, integral engineering application, liquid,
method

Рассмотрена задача построения маршрута, по которому можно доставить однородный груз от пункта производ-
ства множеству потребителей транспортным средством ограниченной вместимости с минимальными затратами.
Стоимость транспортировки груза между пунктами зависит от времени. Построены квадратичная и линейная це-
лочисленные модели. Проведены вычислительный эксперимент решения задач различной размерности в среде IBM ILOG
CPLEX Optimization studio 12.6.1 и сравнительный анализ эффективности моделей.
Ключевые слова: маршрутизация, нестационарность, линейное целочисленное программирование, метод ветвей и

отсечений
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жается оäин раз. Состояние äороã изìеняется каж-
äый äенü, поэтоìу стоиìостü проезäа ìежäу пунк-
таìи зависит от вреìени. Заäана соответствуþщая
веëи÷ина расхоäа бензина äëя кажäоãо äня. ТС
äоëжно ежеäневно возвращатüся на базу по окон-
÷ании перевозок, есëи они в этот äенü выпоëня-
ëисü. Ввоäится оãрани÷ение на расстояние, которое
ìожет проехатü ТС в те÷ение оäноãо äня. Требуется
сфорìироватü ãрафик перевозок с ìиниìаëüной
суììарной стоиìостüþ.
Впервые оптиìизаöионная заäа÷а транспорт-

ной ëоãистики (VRP — Vehicle Routing Problem)
быëа сфорìуëирована в работе [1]. За вреìя боëее
÷еì поëвека сфорìуëировано ìножество поäоб-
ных заäа÷, в постановке которых у÷итываþтся раз-
ëи÷ные оãрани÷ения, возникаþщие на практике.
Кëассификаöия таких заäа÷ привеäена, наприìер,
в [2]. На сайте [3] аккуìуëируется инфорìаöия об
этой обëасти иссëеäований. Приìеняется ìноже-
ство ìетоäов реøения, как то÷ных, так и эвристи-
÷еских.
Заäа÷а, сфорìуëированная в äанной статüе, опи-

рается на ряä заäа÷ транспортной ëоãистики, ранее
описанных в работах [4—9]. Нестаöионарностü в äан-
ной работе пониìается так же, как при постановке
нестаöионарной заäа÷и коììивояжера [10, 11].
В [12] рассìатриваëасü заäа÷а, в которой ТС

äоëжно быëо осуществитü выезä (и, соответст-
венно, въезä) с базы тоëüко оäин раз, при этоì оãра-
ни÷иваëосü ÷исëо переезäов.
При реаëизаöии некоторых из аëãоритìов в тех

иëи иных пакетах прикëаäных проãраìì ìожет по-
наäобитüся перехоä от ëоãи÷еских переìенных b к
их ÷исëовыì зна÷енияì [b]. Опиøеì поäобное
привеäение с испоëüзованиеì ëинейных нера-
венств. Заìетиì, ÷то äëя пакета CPLEX, который
ìы испоëüзоваëи, поäобноãо преобразования не
требуется.
Пустü X ⊂ [–a, a] — переìенная, приниìаþщая

коне÷ное ìножество зна÷ений.
Ввеäеì буëевы переìенные (x)+, (x)–, (x)0: X →

→ {0, 1} — инäикаторы неотриöатеëüности, непо-
ëожитеëüности и нуëевоãо зна÷ения (есëи X такие
зна÷ения приниìает).
Предложение 1. Булеву переменную (x) + можно за-

дать системой линейных неравенств (x)+ m 1 + x/a,
(x)+ l (x + 0,5m)/(a + 0,5m), где m = min{|x|: x ∈ X,
x ≠ 0}.
Действитеëüно, при x l 0 неравенства приниìа-

þт виä (x)+ m 1 + p, (x)+ l r, ãäе p > 0, r ∈ (0, 1], т.е.
(x)+ = 1. При x < 0 неравенства приниìаþт виä
(x)+ < 1, (x)+ l r, ãäе r < 0, т.е. (x)+ = 0.
Дëя (x)– анаëоãи÷ное преäставëение ìожно по-

ëу÷итü из тоãо, ÷то (x)– = (–x)+. Наконеö, (x)0 =
= (x)+ + (x)– – 1•.
В ÷астности, есëи переìенная X öеëо÷исëенная,

то ìожно принятü m = 1. Даëее ìы не буäеì явно
выписыватü поäобные преобразования.

Математические модели

Матеìати÷еские ìоäеëи, построенные в äанной
работе, ориентированы на приìенение спеöиаëи-
зированных пакетов прикëаäных проãраìì, в ÷а-
стности, испоëüзован оптиìизаöионный пакет
CPLEX. В связи с этиì важно, ÷тобы ÷исëо оãра-
ни÷ений заäа÷и росëо поëиноìинаëüно с ростоì
разìерности. В [13] такие ìоäеëи названы коì-
пактныìи.
Обозначения:
N — ÷исëо пунктов потребëения, пронуìеро-

ванных ÷исëаìи 1, ..., N (база иìеет ноìер 0);
ai, i = 1, ..., N, — потребностü в ãрузе в i-ì пунк-

те потребëения;
S — вìестиìостü ТС;
P — ÷исëо äней äоставки (преäусìотрено, ÷то в

некоторые äни äоставка ìожет не провоäитüся);
bp l 1, p = 1, ..., P, — коэффиöиент расхоäа бен-

зина в p-й äенü в зависиìости от поãоäных усëо-
вий, норìаëüныì поãоäныì усëовияì соответству-
ет bp = 1;

, i, j = 0, ..., N, p = 1, ..., P, — расстояние (кì)
ìежäу i-ì и j-ì пунктаìи в p-й äенü, оно ìожет из-
ìенятüся в связи с реìонтныìи работаìи и т.ä.;

G — ìаксиìаëüное расстояние, которое ТС ìо-
жет проехатü при норìаëüных поãоäных усëовиях
за оäин äенü (кì); поëаãаеì, ÷то в зависиìости от
поãоäных усëовий äопустиìое расстояние уìенü-
øается в bp раз.
Квадратичная модель. В ка÷естве неизвестных

приìеì буëевы переìенные:
xij (i, j = 0, ..., N), равные 1 тоãäа и тоëüко тоãäа,

коãäа ТС переезжает из i-ãо пункта в j-й;
 (i = 0, ..., N, p = 1, ..., P), равные 1 тоãäа и тоëü-

ко тоãäа, коãäа ТС посещает i-й пункт в p-й äенü;
с÷итаеì, ÷то  = 1 при всех p (есëи в p-й äенü ãруз
не äоставëяется, то  = 1 тоëüко при i = 0).
Ограничения:

 = 1 (i = 1, ..., N); (1)

xij = 1 (i = 1, ..., N); (2)

xij = 1 (j = 1, ..., N); (3)

xjj = 0 (j = 1, ..., N). (4)

Усëовие (1) озна÷ает, ÷то кажäый пункт потреб-
ëения посещается в некоторый äенü (еäинствен-
ный), усëовие (2) — ÷то в кажäый пункт потребëе-
ния ТС въезжает, усëовие (3) — ÷то из кажäоãо

rij
p

yi
p

y0
p

yi
p

p 1=

P

∑ yi
p

j 0=

N

∑

i 0=

N

∑



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 22, ¹ 12, 2016 915

пункта потребëения ТС выезжает. Сìысë усëовия
(4) о÷евиäен.

xij m 2 – [  ≠ ] i, j = 1, ..., N. (5)

Усëовие (5) озна÷ает, ÷то есëи естü переезä из
i-ãо пункта в j-й, то эти пункты посещаþтся в оäин
äенü. Действитеëüно, в сиëу (1) кажäоìу пункту
соответствует еäинственное зна÷ение p — ноìер
äня. Теì саìыì, есëи эти пункты посещаþтся в

оäин äенü, то [  ≠ ] = 0; есëи в разные, то

[  ≠ ] = 2. Отсþäа, есëи пункты посещаþтся

в разные äни, то xij = 0, и наоборот.

По усëовиþ (1) все пункты потребëения разби-
ваþтся на непересекаþщиеся поäìножества, соот-
ветствуþщие отäеëüныì äняì.
Рассìотриì ãраф, который порожäается переез-

äаìи в какой-ëибо äенü. Из усëовий (2), (3) сëеäу-
ет, ÷то кажäая связная коìпонента ãрафа явëяется
ëибо простой öепüþ, ëибо простыì öикëоì, за
искëþ÷ениеì 0-ãо пункта, который ìожет вхоäитü
в нескоëüко öепей иëи öикëов.
По усëовияì (2), (3), (5) простой öепüþ связная

коìпонента бытü не ìожет. Действитеëüно, в этоì
сëу÷ае на÷аëüный иëи коне÷ный пункт öепи (пустü
на÷аëüный) ненуëевой, äëя опреäеëенности j-й.
По усëовиþ (2) xij = 1 äëя некотороãо i = 0, ..., N.
Противоре÷ие.
Такиì образоì, связные коìпоненты явëяþтся

ëибо простыìи öикëаìи, не соäержащиìи 0-й
пункт, ëибо объеäинениеì простых öикëов, соäер-
жащих 0-й пункт.
Пустü öеëые ÷исëа lj уäовëетворяþт усëовияì

1 m lj m N (j = 0, ..., N); (6)

l0 = 0; (7)

lj m li + xij + (1 – xij)N (i = 0, ..., N, j = 1, ..., N); (8)

lj l li + xij – (1 – xij)N (i = 0, ..., N, j = 1, ..., N). (9)

Из усëовий (8), (9) при xij = 1 поëу÷аеì lj = li + 1,
при xij = 0 какое-ëибо äопоëнитеëüное оãрани÷е-
ние на lj не возникает.
Предложение 2. В построенном графе нет циклов,

не содержащих 0.
Доказательство. Пустü связная коìпонента рас-

сìатриваеìоãо ãрафа естü öикë, не соäержащий 0,
äëя опреäеëенности, xi, xj, xk.
Тоãäа поëу÷аеì:
lj = li + 1,
lk = lj + 1 = li + 2,
li = lk + 1 = li + 3 — противоре÷ие •.
Теì саìыì ãраф иìеет еäинственнуþ связнуþ

коìпоненту, которая явëяется объеäинениеì не-

скоëüких öикëов с общиì нуëевыì пунктоì. От-
сþäа с у÷етоì (7) зна÷ения lj опреäеëяþтся оäно-
зна÷но, при÷еì эти зна÷ения — ноìера пунктов от
нуëевоãо в поряäке прохожäения öикëа.
Дëя обеспе÷ения еäинственности öикëа ис-

поëüзуеì усëовие

x0i + x0j +  +  m 3

(i, j = 1, ..., N, p = 1, ..., P, i ≠ j). (10)

При выпоëнении усëовия (10), есëи ТС выезжа-
ет в какие-нибуäü разëи÷ные пункты из нуëевоãо,
то это происхоäит в разные äни.
Оãрани÷ение на вìестиìостü

ai m S, p = 1, ..., P; (11)

оãрани÷ение на пройäенный путü в те÷ение äня

x0j + xij  m G/bp, p = 1, ..., P.(12)

Целевая функция кваäрати÷ной ìоäеëи иìеет виä

xij bp  → min. (13)

Линейная модель. В ка÷естве неизвестных при-
ìеì буëевы переìенные  (i, j = 0, ..., N, p = 1, ..., P),
равные 1 тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа ТС переезжает
из i-ãо пункта в j-й в p-й äенü.
Ограничения:

 = 1, i = 1, ..., N; (14)

 = 1, j = 1, ..., N (15)

(кажäый пункт, кроìе 0, посещается оäнократно);

 = , j = 0, ..., N, p = 1, ..., P (16)

(выезä из пункта и въезä в неãо осуществëяþтся в
оäин и тот же äенü);

ai m S, p = 1, ..., P (17)

(неäопустиìостü перепоëнения ТС кажäый äенü);

 m G/bp, p = 1, ..., P (18)

(оãрани÷ение на расстояние, проезжаеìое за оäин
äенü);

1 m lj m N (j = 0, ..., N); (19)

l0 = 0; (20)
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lj m li +  + 1 – N,

i = 0, ..., N, j = 1, ..., N; (21)

lj l li +  – 1 – N,

i = 0, ..., N, j = 1, ..., N; (22)

lj m  + (1 – )N,

j = 1, ..., N, p = 1, ..., P; (23)

lj l  – (1 – )N,

j = 1, ..., N, p = 1, ..., P. (24)

Усëовия (21), (22) анаëоãи÷ны усëовияì (8), (9),
а усëовия (23), (24) не äопускаþт наëи÷ия боëее
÷еì оäноãо öикëа, вкëþ÷аþщеãо в себя базу (ну-
ëевой пункт), в те÷ение оäноãо äня.
Целевая функция ëинейной ìоäеëи иìеет виä

bp  → min. (25)

Вычислительный эксперимент

Вы÷исëения провоäиëисü в пакете IBM ILOG
CPLEX Optimization studio 12.6.1, установëенноì
на коìпüþтере с проöессороì Intel Core (тактовая
÷астота 2,4 ГГö, ОЗУ 4 Гбайт).
Заäа÷а реøаëасü äвуìя ìетоäаìи, реаëизован-

ныìи в пакете:
— äинаìи÷ескоãо поиска,
— ветвей и отсе÷ений.
Первый ìетоä — это "ноу-хау" фирìы IBM, ни-

какие поäробности не разãëаøаþтся. Приìеняе-
ìый в пакете ìетоä ветвей и отсе÷ений основан на
непрерывных реëаксаöиях.
В проöессе вы÷исëений искëþ÷аëисü завеäоìо

нуëевые веëи÷ины  (i = 1, ..., N, p = 1, ..., P);
xii (i = 0, ..., N);  (i = 1, ..., N, p = 1, ..., P).
Веса ai (i = 2, ..., N) ãенерироваëисü сëу÷айныì

образоì (в проãраììе Pascal ABC с поìощüþ функ-
öии random) öеëыìи из отрезка [1; 20], отражаþщие
состояние поãоäы, коэффиöиенты, b

p (p = 1, ..., P) —
из отрезка [1; 2].
Генераöия расстояний происхоäиëа сëеäуþщиì

образоì: 
1) сëу÷айно ãенерироваëисü коорäинаты то÷ек

пëоскости такиì образоì, ÷тобы расстояние ìежäу
ниìи не превыøаëо 100 кì; 

2) расстояние ìежäу поëу÷енныìи то÷каìи уве-
ëи÷иваëосü на 100 кì, такиì образоì расстояние
варüироваëосü в преäеëах [100, 200] кì; 

3) ãенерироваëисü изìенения поëу÷енноãо рас-
стояния в какие-ëибо äни: есëи äëя заäанных äня,

пунктов въезäа и выезäа функöия random(6) воз-
вращаëа ÷исëо 5, на этот и все посëеäуþщие äни
äëя текущеãо переезäа заäаваëосü изìенение рас-
стояния не боëее ÷еì на 50 кì (также с поìощüþ
функöии random) и в итоãе окон÷атеëüный äиапа-
зон расстояний составëяë [50, 250] кì. Наприìер,
есëи расстояние ìежäу пунктаìи i и j с 1-ãо по
(s – 1)-й äенü 150 кì, а с s-ãо äня на÷аëисü ре-
ìонтные работы, то с s-ãо по P-й äенü расстояние
составит 200 кì (приäется ехатü в обхоä).
Вìестиìостü S анаëоãи÷но [14] приниìаëасü

равной 2max{|ai|}. Чисëо äней приниìаëосü равныì
÷исëу пунктов, т.е. P = N + 1.
Дëя кажäоãо ÷исëа пунктов (N) ãенерироваëосü

10 приìеров. Резуëüтаты экспериìента отражены в
табë. 1 (кваäрати÷ная ìоäеëü) и табë. 2 (ëинейная
ìоäеëü), в я÷ейках привеäены посëеäоватеëüно
среäнее ÷исëо итераöий, среäнее ÷исëо ветвей в
äереве реøений и среäнее вреìя выпоëнения
(в секунäах).
Дëя реøения заäа÷и при боëüøеì ÷исëе пунк-

тов ресурсов ПК не хватиëо. Кваäрати÷ная ìоäеëü
оказаëасü о÷енü ресурсно-затратной.
Линейная ìоäеëü оказаëасü эффективнее кваä-

рати÷ной. Из табëиöы виäно, ÷то по вреìени ре-
øения при N < 9 существенной разниöы ìежäу
äвуìя ìетоäаìи не набëþäается, а при N = 9, 10
боëее эффективен äинаìи÷еский ìетоä. Дëя заäа÷
разìерностей 4, 5 зна÷ения öеëевых функöий, по-
ëу÷енные при испоëüзовании обеих ìоäеëей, есте-
ственно, совпаëи.

Заключение

При сравнении кваäрати÷ной и ëинейной ìо-
äеëей эффективнее по вреìени реøения и разìер-
ности реøаеìых заäа÷ оказаëасü ëинейная ìоäеëü.
При этоì по ÷исëу переìенных кваäрати÷ная ìо-
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Табëиöа 1
Квадратичная модель

N Динаìи÷еский ìетоä Метоä ветвей и отсе÷ений

4 4,4•104/1,6•103/27,34 4,5•104/1,6•103/27,61
5 6,2•105/2,4•104/741,61 6,2•105/2,4•104/724,41

Табëиöа 2
Линейная модель

N Динаìи÷еский ìетоä Метоä ветвей и отсе÷ений

4 2,7•102/11/0,28 3,8•102/29/0,37
5 2,8•103/461/0,57 4,2•103/826/0,70
6 9,4•103/1,3•103/1,12 1,3•104/2,2•103/1,33
7 7,7•104/8,7•103/5,09 1,0•105/1,4•104/4,46
8 3,0•105/3,4•104/23,29 4,5•105/6,4•104/20,95
9 1,5•106/1,5•105/115,11 2,8•106/3,6•105/137,63
10 5,2•106/4,5•105/550,89 9,0•106/1,0•106/627,75
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äеëü (÷исëо переìенных поряäка N 2 + NP, оãра-
ни÷ений поряäка N 2P) существенно эконоìнее
ëинейной ìоäеëи (÷исëо переìенных поряäка
N 2P, оãрани÷ений поряäка Nmax{N, P}). Динаìи-
÷еский ìетоä оказаëся боëее эффективныì, неже-
ëи ìетоä ветвей и ãраниö. Даëüнейøий проãресс
связан с соверøенствованиеì как ìоäеëей, так и
проãраììных среäств. В ÷астности, как отìетиëа
K. Archetti (Бреøиа, Итаëия) в äокëаäе на 3-ì со-
вещании Европейской рабо÷ей ãруппы VeRoLog
(Осëо, 2014 ã) [15], CPLEX 11 (2007) работает по-
÷ти в 30 000 раз быстрее, ÷еì CPLEX 1 (1991).
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