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Особенности методов вычислительной гидродинамики 
для моделирования турбулентности

Введение 

В настоящее вреìя проäоëжает развиватüся ин-
теãраöия САПР (computer-aided design, CAD) с
систеìаìи ìоäеëирования (Computer-aided engi-
neering, CAE), позвоëяþщиìи провоäитü тестиро-
вание созäаваеìоãо объекта непосреäственно во
вреìя проектирования. Кроìе тоãо, среäства, ко-
торые äаþт возìожностü ставитü вы÷исëитеëüные
экспериìенты, äостато÷но äавно испоëüзуþтся в
науке, коãäа натурные экспериìенты сëиøкоì äо-
роãи, невозìожны иëи их необхоäиìо повторитü
боëüøое ÷исëо раз в оäинаковых усëовиях.
Несìотря на то ÷то боëüøинство техни÷еских

проöессов описывается известныìи физи÷ескиìи
законаìи, ÷асто практи÷ески невозìожно заранее
преäставитü, как повеäет себя некий объект в тех
иëи иных усëовиях. Данное обстоятеëüство обус-
ëовëено ëиøü ÷резвы÷айной сëожностüþ совре-
ìенных систеì. Вы÷исëитеëüная физика преäстав-
ëяет собой третий способ провеäения нау÷ных и
техни÷еских иссëеäований в äопоëнение к экспе-
риìенту и теории. При этоì коìпüþтер иãрает
роëü прибора, который äает новые возìожности
äëя изу÷ения свойств разëи÷ных физи÷еских ìо-
äеëей. Развитие коìпüþтерной техники и ÷исëен-
ных ìетоäов вы÷исëитеëüной физики позвоëяет не
тоëüко работатü с все боëее сëожныìи ìоäеëяìи,
но и приìенятü разëи÷ные способы визуаëизаöии
поëу÷енноãо резуëüтата.

Цеëüþ работы явëяется провеäение обзора ìе-
тоäов, испоëüзуеìых äëя ìоäеëирования турбу-
ëентности на персонаëüных коìпüþтерах. При
разработке САПР поäсистеìа ìоäеëирования тур-
буëентности ìожет äинаìи÷ески поäкëþ÷атüся в
виäе отäеëüноãо ìоäуëя.
Боëüøинство физи÷еских явëений описываþт-

ся äифференöиаëüныìи уравненияìи в ÷астных
произвоäных (Partial Differential Equations, PDE).
Как известно, анаëити÷еские реøения äëя PDE
ìоãут бытü поëу÷ены ëиøü в простейøих ìоäеëü-
ных сëу÷аях, которые на äанный ìоìент преäстав-
ëяþт боëüøе нау÷ный интерес, ÷еì техни÷еский.
В практи÷еских заäа÷ах приìеняþтся ÷исëенные и
прибëиженные ìетоäы реøения. Вы÷исëитеëüные
экспериìенты ìожно усëовно разäеëитü на три
катеãории. К первой относятся экспериìенты, преä-
назна÷енные äëя ìоäеëирования сëожных уст-
ройств, с теì ÷тобы оöенитü боëüøое ÷исëо вари-
антов, прежäе ÷еì созäаватü оптиìаëüнуþ ìоäеëü
с приìенениеì äороãостоящей техноëоãии. Вторая
ãруппа вы÷исëитеëüных экспериìентов направëена
на поëу÷ение инфорìаöии в тех ситуаöиях, коãäа
иìеется боëüøой разрыв ìежäу возìожностяìи
теории и экспериìента. Лабораторные экспери-
ìенты стаëкиваþтся со всей сëожностüþ прироäы:
усëовия ìоãут с труäоì поääаватüся контроëþ, из-
ìерения не всеãäа ìожно ëеãко осуществитü, и,
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как сëеäствие, резуëüтаты за÷астуþ труäно интер-
претироватü оäнозна÷но.
К третüей ãруппе относятся теорети÷еские экс-

периìенты, которые äаþт öенные рекоìенäаöии
äëя развития теории.

Вычислительная гидродинамика

Оäниì из саìых крупных разäеëов вы÷исëи-
теëüной физики явëяется вы÷исëитеëüная ãиäро-
äинаìика (Computational Fluid Dynamics, CFD).
В нее вхоäят ìетоäы ÷исëенноãо ìоäеëирования
äëя описания äвижения жиäких среä, ÷то позвоëяет
существенно ускоритü разработку разëи÷ных тех-
ни÷еских устройств. Кроìе техни÷еских приëоже-
ний вы÷исëитеëüная ãиäроäинаìика øироко при-
ìенятся и в äруãих обëастях, таких как ìоäеëиро-
вание атìосферных усëовий, äинаìики оãня, био-
хиìи÷еских проöессов и т.ä.
Развитие ìетоäов ÷исëенноãо ìоäеëирования

те÷ений на÷аëосü в 50-x ãоäах проøëоãо стоëетия с
появëениеì вы÷исëитеëüной ãиäроаэроäинаìики.
С сереäины 70-х äо 80-х ãоäов из-за неäостатка
коìпüþтерных ìощностей вы÷исëитеëüная ãиäро-
äинаìика в боëüøей степени испоëüзоваëасü в на-
у÷ных öеëях äëя ìоäеëирования относитеëüно
простых и эëеìентарных сëу÷аев те÷ения. Иìенно
в это вреìя закëаäываëисü ее ìатеìати÷еский и
физи÷еский фунäаìенты.
С наступëениеì 90-х ãоäов и по настоящее вреìя

развитие вы÷исëитеëüной техники позвоëиëо øи-
роко приìенятü ìетоäы ÷исëенноãо ìоäеëирова-
ния. Вы÷исëитеëüная ãиäроäинаìика существенно
расøириëа свой ìатеìати÷еский и физи÷еский ап-
парат, усоверøенствоваëисü ìоäеëи турбуëентности,
ãорения, изëу÷ения, акустики, äвухфазных те÷е-
ний, ìетоäы äискретизаöии и ÷исëенноãо реøения
äифференöиаëüных уравнений и т.ä.
С развитиеì коìпüþтерной техники и соверøен-

ствованиеì ìетоäов вы÷исëения и анаëиза äанных
вы÷исëитеëüная ãиäроäинаìика ìожет занятü äо-
ìинируþщее ìесто, превзойäя по распространен-
ности экспериìентаëüные и анаëити÷еские ìетоäы.
К äостоинстваì ÷исëенноãо ìоäеëирования те÷ений
в инженерной практике ìожно отнести: сокраще-
ние вреìени разработки техни÷еских устройств,
ìоäеëирование проöессов и те÷ений, äëя которых
неäоступно провеäение экспериìента, äетаëüная
картина проöессов, снижение стоиìости разработки.
Вìесте с теì, вы÷исëитеëüная ãиäроäинаìика иìеет
такие неäостатки, как коне÷ная то÷ностü рас÷ета,
которая в некоторых сëу÷аях способна пере÷ерк-
нутü преиìущества ÷исëенноãо ìоäеëирования.
Особый интерес преäставëяет ìоäеëирование тур-

буëентных те÷ений, в первуþ о÷ереäü из-за тоãо,
÷то такие те÷ения наибоëее распространены. Кроìе
тоãо, äо сих пор не существует поëной теории, ко-
торая бы описываëа поäобные те÷ения. Иссëеäо-
вание экспериìентаëüныìи ìетоäаìи также за-

труäнено. Поэтоìу ìоäеëирование турбуëентных
те÷ений заниìает ãëавенствуþщуþ роëü в практи-
÷еских рас÷етах и теорети÷еских иссëеäованиях.

Турбулентность

Те÷ения жиäкостей и ãазов, набëþäаеìых в при-
роäных усëовиях и техни÷еских устройствах, äе-
ëятся на äва принöипиаëüно разëи÷аþщихся типа:
ëаìинарные (спокойные, пëавные, реãуëярные) и
турбуëентные (хаоти÷еские, неупоряäо÷енные во
вреìени и в пространстве).
Лаìинарные те÷ения явëяþтся скорее искëþ÷е-

ниеì, ÷еì правиëоì. Их отëи÷аþт ìаëые разìеры
и боëüøая вязкостü среäы. Типи÷ныìи приìераìи
ëаìинарных те÷ений сëужат обтекание сферы низ-
коскоростныì потокоì и те÷ение сìазо÷ноãо ìас-
ëа в поäøипнике.
Боëüøинство äвижений жиäкостей, ãазов и

пëазìы, встре÷аþщихся в технике, явëяþтся тур-
буëентныìи. Те÷ение воäы в реках и канаëах, те-
÷ение нефти и прироäноãо ãаза в трубопровоäах,
те÷ения в прото÷ных трубах турбоìаøин и ãазовых
трактах ракетных äвиãатеëей явëяþтся турбуëент-
ныìи. Турбуëентностü оказывает вëияние на про-
öессы ãорения, сìеøения и переноса ÷астиö äис-
персионной приìеси. Среäи те÷ений с ãеофизи÷е-
скиìи ìасøтабаìи сëеäует отìетитü те÷ение воз-
äуха в атìосферноì поãрани÷ноì сëое, струйные
те÷ения в верхней атìосфере, те÷ения воäы ниже
поверхности океана. Обëака в атìосфере, обëака
ìежзвезäноãо ãаза, ãазовые туìанности также на-
хоäятся в состоянии турбуëентноãо äвижения.
Состояние те÷ения ìожно охарактеризоватü не-

которыì ÷исëоì, называеìыì ÷исëоì Рейноëüäса,
опреäеëяеìыì по сëеäуþщей форìуëе:

Re = , (1)

ãäе l0 — характерная äëина; u0 — характерная ско-
ростü; ν0 — коэффиöиент кинеìати÷еской вязкости
среäы. Чисëо Рейноëüäса характеризует соотноøе-
ние ìежäу инерöионныìи и вязкостныìи сиëаìи.
Есëи это соотноøение ìаëо, т.е. инерöиаëüные си-
ëы сравниìы с вязкостныìи, те÷ение иìеет упо-
ряäо÷еннуþ структуру, преäставëяя собой ëаìи-
нарное те÷ение.
Есëи соотноøение веëико, т.е. инерöиаëüные

сиëы преваëируþт наä вязкостныìи, те÷ение явëяет-
ся нестабиëüныì и возìущения разруøаþт упоря-
äо÷еннуþ структуру, привоäя к турбуëентной
структуре те÷ения. Крити÷еское зна÷ение ÷исëа
Рейноëüäса зависит от конкретноãо виäа те÷ения.
Дëя потока воäы в трубе ÷исëа Рейноëüäса выøе
4000, скорее всеãо, соответствуþт турбуëентныì
потокаì, в то вреìя как ÷исëо Рейноëüäса ниже
2100 указывает на еãо ëаìинарностü. Обëастü
2100 < Re < 4000 называется переходной зоной. Про-
öесс образования турбуëентности в перехоäной

l0u0

ν0
--------
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зоне описывается фрактаëüной ãеоìетрией и тео-
рией перкоëяöии [1]. В ÷астности, теория перко-
ëяöии на основе ìетоäа статисти÷еских испытаний
ìоäеëирует распространение турбуëентноãо режиìа
по объеìу жиäкости и позвоëяет в среäнеì оöенитü
вреìя перехоäа в турбуëентный режиì, а также
структуру те÷ения в боëüøих ìасøтабах. Проöесс
возникновения турбуëентности в те÷ении, изна÷аëü-
но явëяþщеìся безвихревыì, обусëовëен вязкостüþ.
Из теореìы Кеëüвина сëеäует, ÷то нуëевая за-

вихренностü сохраняется в проöессе äвижения
иäеаëüной жиäкости. Присутствие тверäых ãраниö
порожäает завихренностü. Завихренностü увеëи÷и-
вается всëеäствие ìеханизìа растяжения вихревых
нитей, и в этой обëасти те÷ение, как правиëо, ста-
новится турбуëентныì.
С теорети÷еской то÷ки зрения турбуëентные

те÷ения преäставëяþт собой приìер неëинейной
открытой систеìы с боëüøиì ÷исëоì степеней
свобоäы. В реаëüных турбуëентных потоках спектр
изìенения воëновых ÷исеë (äиапазон изìенения
ìасøтабов турбуëентноãо äвижения) äостиãает не-
скоëüких поряäков.
Турбуëентное те÷ение ìожно преäставитü как

ìножество вращаþщихся в разные стороны и в
разных пëоскостях вихрей. Боëüøие вихри перехо-
äят в ìаëенüкие вихри, разìеры которых неìноãо
превыøаþт äëину ìоëекуëярноãо пробеãа, рассеи-
ваþт энерãиþ и тепëоту посреäствоì ìоëекуëярной
вязкости. Этот проöесс быë ìатеìати÷ески описан
Коëìоãоровыì и назван энергетическим каскадом.
Возìожен и обратный проöесс образования круп-
ных вихрей из ìаëых вихрей, поëу÷ивøий назва-
ние обратный распад. Опреäеëяя äëину воëны λ об-
ратно пропорöионаëüно разìеру вихря l как

λ = , (2)

ìожно преäставитü спектр кинети÷еской энерãии
как функöиþ от äëины воëны (сì. рисунок).

Спектр турбуëентности кинети÷еской энерãии
иìеет три характерные зоны:
обëастü ìаëых äëин воëн, соäержащих крупные
вихри, несущие боëüøуþ ÷астü кинети÷еской
энерãии;
инерöионная зона, ãäе поä возäействиеì инер-
öионных сиë крупные вихри распаäаþтся на бо-
ëее ìеëкие;
обëастü боëüøих воëн, образуþщих äиссипатив-
нуþ (вязкостнуþ) зону, ãäе ìеëü÷айøие вихри
äиссипируþт в тепëоту поä äействиеì сиë трения.
В итоãе турбуëентное те÷ение характеризуется

такиìи свойстваìи: сëу÷айные параìетры относи-
теëüно вреìени и пространства; нестаöионарные
параìетры; трехìерностü; äиссипативные пара-
ìетры; вихревые особенности.
Поэтоìу описатü турбуëентности ìожно с по-

ìощüþ вероятностных законов, испоëüзуя функöиþ
пëотности вероятности. Оäнако в раìках äанной ра-
боты рассìатриваþтся тоëüко осреäненные параìет-
ры (скоростü, äавëение, пëотностü и т.ä.) те÷ения.

Проблема описания турбулентности

Уравнения Навüе—Стокса, описываþщие äви-
жение ìножества турбуëентных те÷ений вязкой
нüþтоновской жиäкости с äостато÷но боëüøой
то÷ностüþ, иìеþт виä:

(3)

иëи кратко, в векторной форìе:

 + (V•∇)V = F – ∇p + vΔV;

∇•V = 0, (4)

ãäе t — вреìя; ρ — пëотностü; p — äавëение; V —
скоростü; ν — коэффиöиент кинеìати÷еской вяз-
кости; F — векторное поëе ìассовых сиë.
В анаëизе реøений äанных уравнений закëþ÷а-

ется сутü оäной из открытых пробëеì, за реøение
которых Матеìати÷еский институт Кëэя назна÷иë

Спектр турбулентной кинетической энергии Ew в зависимости
от волнового числа kw

2π
l

-----

 + V1  + V2  + V3  =

= F1 –  + v∇2V1;

 + V1  + V2  + V3  =

= F2 –  + v∇2V2;

 + V1  + V2  + V3  =

= F3 –  + v∇2V3;

 +  +  = 0

∂V1

∂t
-------

∂V1

∂x1
-------

∂V1

∂x2
-------

∂V1

∂x3
-------

1
ρ
-- p∂

x1∂
------

∂V2

∂t
-------

∂V2

∂x1
-------

∂V2

∂x2
-------

∂V2

∂x3
-------

1
ρ
-- p∂

x2∂
------

∂V3

∂t
-------

∂V3

∂x1
-------

∂V3

∂x2
-------

∂V3

∂x3
-------

1
ρ
-- p∂

x3∂
------

∂V1

∂x1
-------

∂V2

∂x2
-------

∂V3

∂x3
-------

V∂
t∂

----- 1
ρ
--
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преìиþ в 1 ìëн äоëëаров США. Необхоäиìо äо-
казатü иëи опроверãнутü существование ãëобаëü-
ноãо ãëаäкоãо реøения заäа÷и Коøи äëя трехìер-
ных уравнений Навüе—Стокса. Нахожäение общеãо
анаëити÷ескоãо реøения систеìы Навüе—Стокса
äëя пространственноãо иëи пëоскоãо потока ос-
ëожняется теì, ÷то оно неëинейное и в зна÷итеëü-
ной степени зависит от на÷аëüных и ãрани÷ных ус-
ëовий. Неëинейностü систеìы обусëовëена наëи-
÷иеì конвективной составëяþщей в ëевой ÷асти
уравнений (3) [2].
До сих пор реøения этих уравнений найäены

ëиøü äëя некоторых ÷астных сëу÷аев. В настоящее
вреìя существует нескоëüко ситуаöий (обусëов-
ëенных простой ãеоìетрией), которые реøены в
анаëити÷ескоì виäе. В остаëüных сëу÷аях испоëü-
зуется ÷исëенное ìоäеëирование.
При описании реаëüных те÷ений в разных тех-

ни÷еских устройствах приеìëеìуþ то÷ностü в ÷ис-
ëенноì реøении ìожно поëу÷итü ëиøü äëя такой
рас÷етной сетки, в которой я÷ейки буäут ìенüøе,
÷еì саìый ìеëкий вихрü. Это опреäеëяет о÷енü
боëüøие затраты по рас÷етноìу вреìени на совре-
ìенных коìпüþтерах. В связи с этиì созäаваëисü
разные ìоäеëи турбуëентности, которые упроща-
þт рас÷еты по реаëüныì потокаì.

Модели турбулентности

На настоящий ìоìент естü боëüøое ÷исëо ìо-
äеëей турбуëентности, но ни оäна среäи сущест-
вуþщих ìоäеëей не буäет универсаëüной по всеì
кëассаì инженерных заäа÷. Существуþт опреäе-
ëенные отëи÷ия трех основных ìетоäов описания
турбуëентности: DNS, LES и RANS, разреøенных
по вреìени [3].

DNS и LES позвоëяþт поëу÷итü инфорìаöиþ о
нестаöионарных эффектах турбуëентноãо те÷ения,
RANS оперирует осреäненныìи веëи÷инаìи. Дëя
ìоäеëирования нестаöионарных явëений в RANS
испоëüзуется ìетоäика URANS [4].
Проöесс выбора оптиìаëüных ìоäеëей турбу-

ëентности опреäеëяется типоì те÷ения, спеöифи-
÷ескиì кëассоì заäа÷и, необхоäиìой то÷ностüþ
реøения, äоступныìи вы÷исëитеëüныìи ресурса-
ìи и т.п. В табë. 1 привеäены основные неäостатки
и преиìущества ìоäеëей и поäхоäов äëя иссëеäо-
вания турбуëентных те÷ений.

Проведение прямого численного моделирования 
(DNS)

Пряìое ÷исëенное ìоäеëирование (DNS) исхо-
äит из реøения поëных нестаöионарных уравнений
Навüе—Стокса и уравнения неразрывности, при
этоì нет необхоäиìости в äопоëнитеëüноì ìоäеëи-
ровании и иäет у÷ет по всеì эффектаì, присущиì
те÷ениþ. В DNS все физи÷еские и хиìи÷еские
ìасøтабы äëины и вреìени äоëжны бытü разреøе-
ны на ÷исëенной сетке и во вреìенных øаãах.

Труäности DNS закëþ÷аþтся в оãрани÷енности
коìпüþтерных ресурсов. Чисëо требуеìых сето÷-
ных узëов и вреìенных øаãов существенно пре-
восхоäят совреìенные вы÷исëитеëüные ìощности.
Разìер я÷ейки ηk äоëжен уäовëетворятü коëìоãо-
ровскоìу ìасøтабу äëины

ηk = , (5)

а вреìенной øаã — коëìоãоровскоì ìасøтабу
вреìени:

τk = . (6)

В указанных форìуëах ε — скоростü äиссипаöии.

Табëиöа 1
Основные существующие модели турбулентности

и стратегии моделирования

Моäеëü
турбуëентности Особенности ìоäеëей

I. DNS У÷ет всех структур, присущих турбуëент-
ныì те÷енияì; сверхвысокие требования 
к коìпüþтерныì ресурсаì

II. LES У÷ет крупных структур, присущих турбу-
ëентныì те÷енияì, высокие требования 
к коìпüþтерныì ресурсаì

III. RANS

Первого порядка

Аëãебраи÷еские 
уравнения

Эìпири÷еская инфорìаöия, простота ка-
ëибрования; привязка к опреäеëенныì ви-
äаì те÷ений

С оäниì äиффе-
ренöиаëüныì 
уравнениеì

Поëуэìпири÷еская инфорìаöия; простота 
каëибрования; у÷ет ряäа эффектов, прису-
щих турбуëентныì те÷енияì

С äвуìя äиффе-
ренöиаëüныìи 
уравненияìи

Не требуþт эìпири÷еских оöенок äëя каж-
äоãо те÷ения; изотропная турбуëентная 
вязкостü/äиффузия

Неëинейные 
уравнения

Анизотропная турбуëентная вязкостü/äиф-
фузия; у÷ет ìноãих эффектов, строãая при-
вязка к каëиброво÷ныì коэффиöиентаì 
при неëинейных ÷ëенах

EARSM/EASFM Анизотропная турбуëентная вязкостü/äиф-
фузия; у÷ет ìноãих эффектов турбуëент-
ности; нахожäение коэффиöиентов при 
неëинейных ÷ëенах из упрощенноãо аëãеб-
раи÷ескоãо уравнения, поëу÷аеìоãо из ìо-
äеëей второãо поряäка

Второго порядка

RSM/RSFM У÷ет ìноãих эффектов; сëожны; требуþт 
реøения 7/3 äопоëнитеëüных неëинейных 
äифференöиаëüных уравнений äëя коìпо-
нент тензора рейноëüäсовых напряжений и 
скаëярноãо переноса

Примечание. Поряäкоì ìоäеëи в äанноì сëу÷ае называþт
поряäок соответствуþщеãо äифференöиаëüноãо уравнения

v3

ε
----⎝ ⎠

⎛ ⎞
1/4

v
ε
--⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1/2
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В табë. 2 преäставëена показываþщая зависи-
ìостü вреìени рас÷ета от ÷исëа Рейноëüäса äëя ка-
наëа [5].
О÷евиäно, ÷то DNS позвоëяет поëу÷атü резуëü-

таты при совреìенноì развитии вы÷исëитеëüной
техники тоëüко при ìаëых ÷исëах Рейноëüäса.
Кроìе этоãо, существует пробëеìа постановки ãра-
ни÷ных усëовий. Дëя описания сëу÷айноãо харак-
тера турбуëентноãо те÷ения необхоäиìо аäекват-
ное заäание нестаöионарных вхоäных и выхоäных
усëовий. С практи÷еской то÷ки зрения статистика,
поëу÷енная с DNS, ìожет бытü испоëüзована äëя
тестирования и каëибровки ìоäеëей, базируþщих-
ся на осреäненных уравнениях Навüе—Стокса.

Проведение моделирования крупных вихрей (LES)

Коãäа ìоäеëируþт крупные вихри, то они на-
пряìуþ разреøаþтся на ÷исëенной сетке и по вре-
ìени, а ìоäеëируþт ìеëü÷айøие вихри в поäсето÷-
ноì ìасøтабе. В наибоëüøих вихрях естü ìаксиìуì
рейноëüäсовых напряжений, и еãо необхоäиìо рас-
с÷итатü. В ìеëких же вихрях естü небоëüøие рей-
ноëüäсовые напряжения, также ìеëкоìасøтабные
турбуëентности бëизки к изотропныì и иìеþт ха-
рактеристики, бëизкие к универсаëüныì, они ëеã÷е
поääаþтся ìоäеëированиþ. Поäсето÷ные ìоäеëи,
испоëüзуеìые в LES, обы÷но иìеþт зна÷итеëüнуþ
äиффузиþ и äиссипаöиþ, ÷то äает возìожностü
преоäоëеватü вы÷исëитеëüные пробëеìы, которые
касаþтся преäставëения весüìа ìеëких вихрей на
выбранных сетках, и стабиëизироватü ÷исëенные
рас÷еты. Основное отëи÷ие LES от DNS закëþ÷а-
ется в конöепöии проöеäуры фиëüтрования äëя
LES, т.е. разäеëения ìеëкоìасøтабных и крупных
структур. Матеìати÷ески разäеëение веëи÷ины 
и ìеëких структур φ′ ÷ерез обобщенный фиëüтр [6]
записывается как

φ =  + φ′;

(x, t) = ∫∫∫φ(x – x*, t)G(x*)d3x*, (7)

зäесü x* — переìенная интеãрирования.
Фиëüтруþщая функöия G норìаëизуется как

∫∫∫G(x – ε, Δ)d3ε = 1, (8)

зäесü Δ = (ΔxΔyΔz)1/3 — øирина фиëüтра.
Выбор функöии äëя фиëüтра — оäин из öентраëü-

ных пунктов в ìоäеëировании крупных вихрей [6].

Ниже привеäены некоторые из øироко испоëüзуе-
ìых фиëüтров.
Осреäненный по объеìу коробо÷ный фиëüтр:

G(x – ε; Δ) = (9)

Фиëüтр Гаусса:

G(x – ε; Δ) = exp . (10)

Сокращенный фиëüтр Фурüе:

G(x – ε; Δ) = . (11)

Существует ìножество äруãих фиëüтров, оäна-
ко все фиëüтры ввоäят ìасøтаб Δ, который преä-
ставëяет наиìенüøий ìасøтаб турбуëентности,
äопустиìый фиëüтроì.
Отфиëüтрованные уравнения Навüе—Стокса и

уравнение неразрывности иìеþт сëеäуþщий виä:

(12)

ãäе поäсето÷ные напряжения  вы÷исëяþтся

по сëеäуþщей форìуëе:

 =  – . (13)

Зäесü  — среäний коэффиöиент вязкости среäы,
 — среäнее äавëение.
Чëен  явëяется новыì неизвестныì, кото-

рый показывает вëияние ìеëü÷айøих структур, ин-
äекс j показывает äопоëнитеëüное разбиение сетки.
Сокращение SGS (Sub Grid Stress — напряжения

поäсето÷ноãо ìасøтаба) поä÷еркивает, ÷то 

иãрает схожуþ роëü в отфиëüтрованных уравнениях,
как и тензор рейноëüäсовых напряжений в

RANS. Иноãäа  называþт тензороì напряже-

ний ìеëü÷айøих структур.

Модель Смагоринского

Боëüøинство ìоäеëей поäсето÷ноãо ìасøтаба
основываþтся на преäпоëожении о вихревой вяз-
кости. Вëияние ìеëü÷айøих структур на крупные
структуры у÷итывается прибавëениеì вязкости μt:

μeff = μ + μt. (14)

Табëиöа 2
Время расчета турбулентного течения в канале с DNS

при различных числах Рейнольдса

Re 5•103 5•104 5•105 5•106 5•108

200 Mflop/s 68 äней 444 äня 610 ëет ∞ ∞
1 Tflop/s 13 äней 88 äней 122 ãоäа ∞ ∞
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Дëя неизвестноãо поäсето÷ноãо тензора напря-
жений  испоëüзуется сëеäуþщее ìоäеëüное
уравнение:

 – δij ≈ δij = 2μt . (15)

Зäесü δij — оператор Кронекера,  — поäсе-
то÷ный тензор напряжений, испоëüзуеìый в äан-
ной ìоäеëи,  — тензор скоростей äефорìаöии.
Тензор скоростей äефорìаöии выражается ÷е-

рез крупные структуры как

 = . (16)

Существует ìножество ìоäеëей äëя опреäеëе-
ния турбуëентной вязкости μt. Первая ìоäеëü äëя
поäсето÷ных напряжений быëа преäëожена Сìа-
ãоринскиì. По анаëоãии с ìоäеëüþ Пранäтëя тур-
буëентная вязкостü ìоäеëируется как

μt = l 2| |, (17)

ãäе | | = , а l преäставëяет собой ìасøтаб

турбуëентности. Дëя опреäеëения ìасøтаба турбу-
ëентности испоëüзуþт øирину фиëüтра с коэффи-
öиентоì пропорöионаëüности CS: 

l = CSΔ. (18)

Коэффиöиент пропорöионаëüности CS носит
название константы Смагоринского. Так же, как и
в ìоäеëи Парнäтëя, коэффиöиент пропорöионаëü-
ности CS ìожно скаëиброватü. Диапазон выбора CS
äëя разëи÷ных те÷ений коëебëется от 0,1 äо 0,24.
Обы÷но выбирается CS = 0,1.
Моäеëü Сìаãоринскоãо отëи÷ается простотой и

хороøей схоäиìостüþ всëеäствие ее äиссипатив-
ности. Оäнако иìеþтся и зна÷итеëüные неäостатки,
наприìер сëожностü правиëüноãо выбора констан-
таны CS. Так как ìоäеëü базируется на статисти÷е-
скоì анаëизе, невозìожно набëþäатü нестаöио-
нарные эффекты ìежäу разреøенныìи крупныìи
структураìи и поäсето÷ныìи ìасøтабаìи, как,
наприìер, при кратковреìенных перехоäах турбу-
ëентной кинети÷еской энерãии от ìеëких структур
к крупныì (back-scattering). Друãой неäостаток за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то ìоäеëü Сìаãоринскоãо не äе-
ëает разëи÷ий ìежäу турбуëентныìи и ëаìинар-
ныìи ãраäиентаìи, поэтоìу в перехоäных зонах
незна÷итеëüные возìущения äеìпфируþтся и не
набëþäается перехоäа от ëаìинарноãо к турбу-
ëентноìу те÷ениþ. Обойти äанные неäостатки по-
звоëяет ìоäеëü, испоëüзуþщая äинаìи÷ескуþ про-
öеäуру, преäëоженнуþ Герìано.

Модель Германо

В ìоäеëи Герìано коэффиöиент пропорöио-
наëüности CS расс÷итывается с поìощüþ äинаìи-
÷еской проöеäуры. Иäея äинаìи÷еской проöеäуры
базируется на преäпоëожении о схожеì характере
ìаëых вихрей крупных структур и вихрей поäсе-
то÷ноãо ìасøтаба. Такиì образоì, появëяется воз-
ìожностü оöенитü коэффиöиент пропорöионаëü-
ности (по названиþ ìоäеëи — константа Германо)
из разреøенных крупных структур. Динаìи÷еская
проöеäура не зависит от испоëüзуеìой ìоäеëи äëя
поäсето÷ных структур. Дëя осуществëения äанной
проöеäуры испоëüзуþт äва фиëüтра: обы÷ный и
тестовый. При тестовой фиëüтраöии отäеëяется
÷астü крупных структур, которые рассìатриваþтся
как новые отфиëüтрованные ìеëü÷айøие структуры,
из которых ìожно найти зна÷ения обы÷ных от-
фиëüтрованных ìеëü÷айøих структур . Такиì
образоì, в обëасти ìежäу обы÷ныì фиëüтроì Δ и
тестовыì фиëüтроì  нахоäится необхоäиìая
инфорìаöия äëя явноãо нахожäения ìеëü÷айøих
структур и их сравнения с ìоäеëüныìи.
Уравнение иìпуëüсов при тестовоì фиëüтрова-

нии иìеет виä

 +  = –  + v  – , (19)

ãäе поäсето÷ные напряжения  вы÷исëяþтся

по сëеäуþщей форìуëе:

 =  – , (20)

ρ — пëотностü жиäкости.
Норìаëüные ìеëü÷айøие структуры из уравне-

ний (13) и (20) äëя тестовоãо фиëüтра ìожно запи-
сатü как

 =  – . (21)

Из äвух посëеäних соотноøений ìожно записатü:

Lij = Tij –  =  – . (22)

Дëя разреøения ìеëких структур äëя обоих
фиëüтров испоëüзуется ìоäеëü Сìаãоринскоãо:

 –  = –2CΔ2| | ; (23)

 –  = –2C | | . (24)

В обоих уравнениях (23) и (24) константа Сìа-
ãоринскоãо CS заìенена на константу Герìано С.
Поäставëяя (23) и (24) в (22), ìожно найти конс-
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танту Герìано, а ÷ерез веëи÷ины тестовоãо фиëüт-
ра поëу÷итü осереäненнуþ веëи÷ину:

Lij = –2C  = –2CMij.

Зäесü Mij — вспоìоãатеëüный тензор.
Отсþäа

C = .

Зна÷ение константы Герìано ìожет сиëüно ко-
ëебатüся в пространстве и во вреìени, ÷то ìожет
привести к отриöатеëüной вязкости. Это озна÷ает
перенос энерãии от поäсето÷ных ìасøтабов к
крупныì структураì. Такие проöессы происхоäят
в реаëüности, оäнако это веäет к вы÷исëитеëüной
нестабиëüности. Чтобы обойти этот неäостаток,
ìожно пренебре÷ü отриöатеëüныìи зна÷енияìи
константы Герìано и приìенятü осреäнение. Посëе
осреäнения äеìпфируþтся высоко÷астотные ãар-
ìоники, т.е. на (n + 1) - m вреìенноì øаãе

 = (1 – ε)C n + εC (n + 1),

ãäе ε — коэффиöиент нижней реëаксаöии.
Так как LES вкëþ÷ает ìоäеëирование ìеëü÷ай-

øих вихрей, характерные разìеры я÷еек ìоãут бытü
наìноãо боëüøе, ÷еì коëìоãоровский ìасøтаб
äëины, а вреìенные øаãи ìожно выбратü боëее
крупные, ÷еì они возìожны в DNS. С у÷етоì бур-
ноãо развития техники обëасти испоëüзования LES
зна÷итеëüно возросëи. Естü ìнение, ÷то LES по-
степенно вытеснит RANS. Указаннуþ то÷ку зре-
ния ìожно с÷итатü весüìа спорной. До настоящеãо
вреìени в LES не реøиëи пробëеìу пристено÷ных
те÷ений. Понятно, ÷то окоëо стенок вихри буäут
ìаëыìи и анизотропныìи, и сето÷ные вреìенные
øаãи, необхоäиìые äëя LES, паäаþт äëя веëи÷ин,
характерных äëя DNS. Существуþщие реøения,
такие как анизотропные фиëüтры и описанные вы-
øе äинаìи÷еские проöеäуры, пока не äаþт уäов-
ëетворитеëüных резуëüтатов. Оäниì из реøений
äанной пробëеìы явëяется коìбинирование LES и
RANS. Гëавная иäея таких ãибриäных ìоäеëей со-
стоит в тоì, ÷то в пристено÷ной зоне испоëüзуется
RANS, а во внеøней обëасти — LES, ÷то позвоëяет
зна÷итеëüно увеëи÷итü скоростü вы÷исëений. В на-
стоящее вреìя существуþт äве стратеãии соеäине-
ния LES и RANS: так называеìое изоëированное
(зонаëüное) LES и присоеäиненное DES. При зо-
наëüноì ìетоäе испоëüзуþтся äве отäеëüные ÷ис-
ëенные сетки — оäна äëя LES и вторая äëя RANS.
Такое ìоäеëирование носит название "äвухсëойное
ìоäеëирование TLM" (Two-Layer Model) и быëо
впервые преäëожено Баëëарасоì и Бено÷и [9]. В DES
испоëüзуется оäна сетка и осуществëяется тоëüко

перехоä от LES к RANS в пристено÷ной зоне. Боëее
поäробно о DES изëожено в работе Спаëарта [10].
Оäнако в ãибриäных ìоäеëях äо сих пор остаþтся
не поëностüþ реøенныìи пробëеìы, наприìер,
сìеøивание зон, т.е. переäа÷а инфорìаöии ìежäу
зонаìи. Несìотря на существуþщие пробëеìы,
ìоäеëирование крупных вихрей явëяется перспек-
тивныì направëениеì в иссëеäовании турбуëент-
ных те÷ений в настоящее вреìя.

Моделирование на базе
осредненных уравнений Стокса (RANS)

Этот ìетоä базируется на реøении осреäнен-
ных уравнений Навüе—Стокса иëи уравнений Рей-
ноëüäса.
При этоì ìãновенные зна÷ения ãиäроäинаìи-

÷еских параìетров преäставëяþт как суììу осреä-
ненной веëи÷ины  и ее пуëüсаöионной состав-
ëяþщей φ′:

φ(xi, t) = (xi, t) + φ′(xi, t). (25)

В интеãраëüной форìе осреäнение по вреìени
ìожно записатü как

φ(χ) = φ(xi, t)dt. (26)

Приìеняя äанное осреäнение, названное осред-
нением по Рейнольдсу, ìожно поëу÷итü опреäеëен-
ные уравнения по сохранениþ ìасс, иìпуëüсов и
скаëяров (энерãия, теìпература, ìассовая äоëя) [11].
Дëя несжиìаеìой жиäкости это записывается в
сëеäуþщеì виäе:

 = 0; (27)

 +  = –  –  + gi; (28)

ρ  + ρ  =  + , (29)

ãäе  — коìпоненты тензора рейноëüäсовых на-

пряжений;  — составëяþщие потока скаëяра.

Составëяþщие тензорных рейноëüäсовых на-
пряжений явëяþтся äопоëнитеëüныìи øестüþ
неизвестныìи в уравнении äëя скаëяра. В резуëü-
тате указанная выøе систеìа уравнений буäет не-
заìкнутой.
При рас÷ете äвухфазных те÷ений ìетоäоì

Эйëера—Лаãранжа äопоëнитеëüно к уравненияì
(27)—(29) реøаþтся анаëоãи÷ные уравнения äëя
÷астиö. Поëу÷енные реøения суììируþтся. При
ìетоäе Эйëера—Лаãранжа у÷ет ÷астиö происхоäит
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äобавëениеì исто÷никовых ÷ëенов в уравнения
(28)—(29), и реøение происхоäит итераöияìи ìежäу
äвуìя фазаìи.

Предположение Буссинеска

Моäеëи турбуëентности, испоëüзуþщиеся в ин-
женерных приëожениях в настоящее вреìя, осно-
ваны на конöепöии вязкости и турбуëентности
äиффузии. В 1877 ã. Буссинеск [12] выäвинуë преä-
поëожение, ÷то рейноëüäсовы напряжения ìоãëи
бытü связаны со скоростüþ среäней äефорìаöии
÷ерез турбуëентнуþ вязкостü. Дëя тензора рей-
ноëüäсовых напряжений это äает:

–  = vt  – kδi, (30)

ãäе k — уäеëüная кинети÷еская энерãия турбу-
ëентности.
Данное уравнение не опреäеëяет ìоäеëü турбу-

ëентности, а ëиøü характеризует, какая структура
поäобной ìоäеëи. При этоì основной заäа÷ей яв-
ëяется заäание функöии турбуëентной вязкости vt.
В отëи÷ие от коэффиöиента ìоëекуëярной вязкос-
ти v, коэффиöиент vt опреäеëяется состояниеì тур-
буëентноãо те÷ения и не связан со свойстваìи жиä-
кости. Зна÷ение vt ìожет зна÷итеëüно изìенятüся
от то÷ки к то÷ке в пространстве в зависиìости от
характера те÷ения. Преäпоëожение Буссинеска от-
носят к ìоäеëяì первоãо уровня.
Данное преäпоëожение не выпоëняется äаже во

ìноãих простых те÷ениях, наприìер в те÷ении в
трубе, вращаþщейся вокруã своей оси, не ãоворя
уже о боëее сëожных те÷ениях. Вìесте с теì, во ìно-
ãих сëу÷аях, особенно при анаëизе те÷ений, в ко-
торых основное вëияние оказывает ëиøü оäна из
коìпонент тензора рейноëüсовых напряжений τxy,
неäостаток ãипотезы Буссинеска не привоäит к за-
ìетныì поãреøностяì.

Алгебраические модели

В аëãебраи÷еских ìоäеëях турбуëентности (ìо-
äеëи нуëевоãо поряäка) связü ìежäу тензораìи рей-
ноëüäсовых напряжений и характеристикаìи среä-
неãо äвижения заäается аëãебраи÷ескиìи соотно-
øенияìи. В теории Пранäтëя приниìается, ÷то
ìестное изìенение среäней скорости потока опре-
äеëяется первой произвоäной от среäней скорости
по попере÷ной коорäинате:

τxy = ρl 2 , (31)

ãäе x — коорäината, совпаäаþщая с направëениеì
потока, y — попере÷ная коорäината. Соображения
разìерности привоäят к ввеäениþ ëинейноãо
ìасøтаба l (ìасøтаба турбуëентности иëи пути пе-
реìеøивания), который опреäеëяется с поìощüþ
äопоëнитеëüных ãипотез иëи äанных изìерений.

Форìуëа Парнäатëя оставëяет некоторые возìож-
ности äëя у÷ета интеãраëüных свойств потока и еãо
преäыстории бëаãоäаря неопреäеëенности пути
сìещения. В ìоäеëи Пранäатëя äвижение ÷астиö
жиäкости в турбуëентноì потоке поëаãается по-
äобныì äвижениþ ìоëекуë (ìасøтаб турбуëент-
ности соответствует äëине свобоäноãо пробеãа ìо-
ëекуë, а пуëüсаöионная скоростü — их тепëовой
скорости). Турбуëентная вязкостü связывается со
среäней скоростüþ посреäствоì ìасøтаба äëины
(пути сìещения), на котороì жиäкие ÷астиöы со-
храняþт среäние зна÷ения коëи÷ества äвижения.
Несìотря на то ÷то конöепöия вихря иãрает суще-
ственнуþ роëü в построении поëуэìири÷еских ìо-
äеëей турбуëентности и, в ÷астности, в ìоäеëи
Пранäатëя, она явëяется абстрактной, поскоëüку
пресëеäует оäну öеëü — схеìати÷но изобразитü
турбуëентное те÷ение.

Заключение

В настоящий ìоìент сфорìировано боëüøое
÷исëо разных ìоäеëей äëя провеäения рас÷етов тур-
буëентных те÷ений. Они разëи÷аþтся сëожностüþ
реøения и то÷ностüþ описания те÷ения.
Быë провеäен обзор основных ìоäеëей турбу-

ëентности и выявëены их сëабые и сиëüные стороны.
Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны при
выборе ìоäеëи турбуëентности äëя конкретной за-
äа÷и в поäсистеìах ìоäеëирования.
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Задача маршрутизации с учетом зависимости 
стоимости транспортировки от погодных условий

Введение

Рассìатривается сëеäуþщая заäа÷а. Транспорт-
ное среäство (ТС) äоëжно äоставитü оäнороäный

ãруз из пункта произвоäства потребитеëяì. Про-
öесс поãрузки и разãрузки явëяется труäоеìкиì,
поэтоìу в кажäоì пункте потребëения ТС разãру-

In the paper an analytical review of methods for turbulence modeling on personal computers is carried out. Turbulent flow can
be represented as a multiple rotating in different directions and in different planes of vortices. The computational features of the
methods that can be used in mathematical software subsystems for the simulation of turbulence in the relevant CAD are provided.
The results that computational fluid dynamics can take a dominant place, surpassing the prevalence of experimental and analytical
methods are shown. These differences in the three main methods of description of turbulence are discissed. It was provided that,
the development of computer technology and numerical methods of computational physics, allows to work not only with increasingly
complex models, but also to apply different ways of visualizing the obtained result. The obtained results can be helpful when se-
lecting a turbulence model for a specific task in the simulation subsystems.

Keywords: turbulence, modeling, software, CAD, computational physics, equation, vortex, integral engineering application, liquid,
method

Рассмотрена задача построения маршрута, по которому можно доставить однородный груз от пункта производ-
ства множеству потребителей транспортным средством ограниченной вместимости с минимальными затратами.
Стоимость транспортировки груза между пунктами зависит от времени. Построены квадратичная и линейная це-
лочисленные модели. Проведены вычислительный эксперимент решения задач различной размерности в среде IBM ILOG
CPLEX Optimization studio 12.6.1 и сравнительный анализ эффективности моделей.
Ключевые слова: маршрутизация, нестационарность, линейное целочисленное программирование, метод ветвей и

отсечений


