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Синтез рационального упорядочения учебных модулей методом Бержа

Введение

В наøе вреìя происхоäит бурное развитие эëек-
тронных обу÷аþщих техноëоãий и их экспансия в
разëи÷ные образоватеëüные отрасëи и у÷режäения.
Эëектронное образование — совокупностü ìетоäов
и техни÷еских среäств, преäназна÷енных äëя äис-
танöионноãо синтеза и приобретения знаний. Оно
базируется на возìожностях совреìенной вы÷исëи-
теëüной техники и инфорìаöионно-коììуникаöи-
онных техноëоãиях и обëаäает ìножествоì преиìу-
ществ по сравнениþ с траäиöионныìи образоватеëü-
ныìи ìетоäикаìи — это, прежäе всеãо, интерак-
тивностü, äоступностü, оперативностü, ãибкостü,
ìобиëüностü, эконоìи÷ностü, ìассовостü, возìож-
ностü созäания еäиных образоватеëüных среä, äос-
туп к боëüøиì эëектронныì бибëиотекаì и базаì
äанных и äр. [1, 2].
Массовое внеäрение эëектронных образова-

теëüных техноëоãий в у÷ебный проöесс требует ре-
øения ìножества ìетоäи÷еских, пеäаãоãи÷еских,
инженерных и нау÷ных заäа÷. Основной ìассив
пубëикаöий по этой теìатике посвящен обсужäе-
ниþ пеäаãоãи÷еских пробëеì и реаëизаöии ìето-
äи÷еских приеìов и прикëаäных äисöипëин в
конкретных проãраììных среäах, наприìер Moo-
dle иëи Sakai [1, 3]. В пубëикаöиях на русскоì язы-
ке äостато÷но поëно освещена заäа÷а ãенераöии
ìоäуëüноãо состава эëектронных образоватеëüных
äисöипëин [4]. Важнейøая пробëеìа синтеза ра-
öионаëüной ìоäуëüной структуры у÷ебных курсов
нахоäится на периферии иссëеäоватеëей. Работы
[2, 5, 6] составëяþт неìноãо÷исëенные искëþ÷е-
ния из этоãо правиëа.
В статüе рассìатривается пробëеìа построения

ëинейной посëеäоватеëüности заäанноãо ìножест-
ва эëектронных у÷ебных ìоäуëей. Преäëаãается

ìетоä реøения этой заäа÷и, общий äëя трех раз-
ëи÷ных исто÷ников исхоäной инфорìаöии о пар-
ных преäпо÷тениях отäеëüных ìоäуëей.

Электронные учебные модули

Совреìенные систеìы эëектронноãо образова-
ния основаны на ìоäуëüной параäиãìе орãаниза-
öии у÷ебных курсов. У÷ебный ìатериаë äеëится на
относитеëüно заìкнутые фраãìенты, которые ìо-
ãут вкëþ÷атü в себя текстовые, ãрафи÷еские, ìуëü-
тиìеäийные бëоки и соäержатü ссыëки на äруãие
внеøние и внутренние фраãìенты. Среäи спеöи-
аëистов в обëасти пеäаãоãики и эëектронноãо обу-
÷ения существуþт некоторые разноãëасия по по-
воäу то÷ноãо опреäеëения у÷ебноãо ìоäуëя. Чаще
всеãо ìоäуëеì с÷итается относитеëüно заìкнутый
фраãìент у÷ебноãо контента, äаþщий äостато÷но
поëное тоëкование некотороãо вопроса иëи теìы и
иìеþщий ìиниìаëüное ÷исëо внеøних сìысëо-
вых отсыëок.
В совреìенных систеìах эëектронноãо обу÷ения

ìоäуëи хранятся в общеì репозитории и сëужат
эëеìентарныìи разäеëяеìыìи еäиниöаìи контен-
та äëя разëи÷ных у÷ебных ìатериаëов, которые со-
бираþтся из этих эëеìентарных бëоков. Станäарт
SCORM (Sharable Content Object Reference Model),
который явëяется станäартоì äе-факто äëя совре-
ìенных систеì в обëасти эëектронноãо образования,
ориентирован на ãëубокуþ структуризаöиþ у÷ебных
ìатериаëов и поääерживает их ìоäуëüнуþ структуру.
Моäуëüная орãанизаöия образоватеëüноãо кон-

тента иìеет нескоëüко бесспорных преиìуществ,
ãëавныìи из которых явëяþтся:

ãибкостü и высокая совìестиìостü;
реентерабеëüностü ìоäуëей;
возìожностü орãанизаöии ãипертекстовых у÷еб-
ных курсов.

Рассматривается задача построения рационального упорядочения учебных модулей электронного курса. Исследова-
ны особенности этой задачи и сделан вывод о невозможности ее решения классическим методами математического
программирования и математической статистики. Исходную информацию для синтеза рационального порядка учебных
модулей дает экспертный опрос или данные, заключенные в гипертекстовой структуре ссылок. Рассматриваются два
типа экспертной информации: четкое и нечеткое бинарные отношения предпочтения на множестве учебных модулей.
Предлагается способ сведения всех трех структур к нормализованному виду — матрице парных сравнений с простой
калибровкой. Решать задачу упорядочения предлагается с помощью метода Бержа, который прошел широкую апро-
бацию в различных прикладных областях.
Ключевые слова: электронный курс, упорядочение, теория принятия решений, бинарные отношения, нечеткое би-
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Все совреìенные эëектронные курсы снабжены
ãипертекстовой ссыëо÷ной разìеткой, которая äо-
пускает неëинейнуþ посëеäоватеëüностü изу÷ения
с возìожныìи возвратаìи и ревизией ранее прой-
äенноãо ìатериаëа. Оäнако ëинейная упоряäо÷ен-
ностü, коãäа порöии у÷ебноãо ìатериаëа сëеäуþт
посëеäоватеëüно оäна за äруãой, иìеет боëüøое
÷исëо ìетоäи÷еских и орãанизаöионных преиìу-
ществ по сравнениþ с äруãиìи "ìарøрутаìи обу-
÷ения". Так, в форìе ëинейноãо упоряäо÷ения ìо-
äуëей у÷ебные курсы преäставëяþтся в ìетоäи÷еских
äокуìентах, у÷ебных проãраììах, рекëаìных ìате-
риаëах, инäивиäуаëüных пëанах и äр. Эта форìа ис-
поëüзуется в оперативноì управëении у÷ебныì про-
öессоì, при выборе инäивиäуаëüной стратеãии обу-
÷ения, äëя реøения ëоãисти÷еских и орãанизаöион-
ных заäа÷, обеспе÷иваþщих у÷ебный проöесс [6].
Особенности рационального упорядочения учебных

модулей. Раöионаëüное упоряäо÷ение эëеìентов
äискретноãо ìножества — это хороøо изу÷енная
заäа÷а ìатеìати÷ескоãо проãраììирования и теории
расписаний [7—9]. Оäнако попытка приìенения
кëасси÷ескоãо аппарата äëя упоряäо÷ения эëектрон-
ных у÷ебных ìоäуëей стаëкивается с принöипиаëü-
ныìи затруäненияìи, при÷инаìи которых явëя-
þтся особенности этой заäа÷и. Пере÷исëиì ãëавные.
Сложность. В общеì сëу÷ае эëектронные у÷еб-
ные курсы иìеþт сëожнуþ ìноãосвязнуþ струк-
туру, состоящуþ из нескоëüких äесятков ìоäуëей
и отëи÷аþщуþся высокой пëотностüþ связей.
Структурная динамичность. Структура у÷ебно-
ãо курса ìожет äинаìи÷ески перестраиватüся.
Это ìожет вызыватüся разëи÷ныìи при÷инаìи:
новыìи нау÷ныìи äанныìи, пубëикаöией но-
ваторских у÷ебных ìатериаëов, ìоäификаöией
ìетоäи÷еских установок и приеìов и äр.
Структурная неопределенность. Свеäения о раз-
биении курсов на ìоäуëи и связях ìежäу ниìи
форìируþтся на основании экспертных опро-
сов. Лþбые, äаже саìые искусные, проöеäуры
экспертноãо опроса не ìоãут преоäоëетü субъ-
ективностü экспертноãо знания, которая прояв-
ëяется в принöипиаëüно неустраниìой неопре-
äеëенности форìируеìых структур.
Высокая цикломатика. Множество связей, за-
äаþщих парное упоряäо÷ение ìоäуëей, порож-
äает в исхоäной структуре боëüøое ÷исëо ори-
ентированных öикëов, äëя эëеìентов которых
не ìожет бытü построена непротиворе÷ивая
ранжировка.
Структурная неоднородность. Структура ìоäу-
ëей у÷ебноãо курса отëи÷ается принöипиаëüной
неоäнороäностüþ. В общеì сëу÷ае эта структу-
ра ìожет состоятü из нескоëüких коìпонентов
связности и вкëþ÷атü в себя обøирные ëиней-
ные и ìноãосвязные фраãìенты.
"Мяãкие" ìоäеëи, основанные на параäиãìе те-

ории принятия реøений и теории не÷етких ìно-

жеств, поëнее у÷итываþт своеобразие заäа÷и упо-
ряäо÷ения у÷ебных ìоäуëей и ëу÷øе поäхоäят äëя
ее реøения.

Постановка задачи

Дëя синтеза раöионаëüноãо упоряäо÷ения у÷еб-
ных ìоäуëей ìожно испоëüзоватü разëи÷нуþ ис-
хоäнуþ инфорìаöиþ. Таковой ìожет бытü ìнение
эксперта (сообщества экспертов), который на ос-
нове анаëиза ìножества ìоäуëей у÷ебной про-
ãраììы форìирует систеìу парных преäпо÷тений
преäøествования. Эти преäпо÷тения ìоãут бытü
преäставëены на языке ÷етких бинарных иëи не÷ет-
ких бинарных отноøений и записаны в виäе ìат-
риöы парных сравнений иëи ãрафа преäпо÷тений.
Пустü нужно реøитü заäа÷у форìирования со-

става ìоäуëей некотороãо эëектронноãо у÷ебноãо
курса иëи проãраììы. Обозна÷иì ÷ерез X = {xi
ìножество ìоäуëей курса. Буäеì с÷итатü, ÷то про-
веäен опрос эксперта и поëу÷ены экспертные äан-
ные о парных преäпо÷тениях на ìножестве X.
Преäставиì эти äанные в виäе ìатриöы парных
сравнений A = ||aij||, ãäе

aij = 

Леãко виäетü, ÷то ìатриöу А ìожно рассìатри-
ватü как ìатриöу сìежности некотороãо ãрафа
G = (X, D), у котороãо X = {xi , D = {dj} — ìно-
жества верøин и äуã соответственно. Дуãа d = (xi, xj)
соеäиняет верøину xi с верøиной xj тоãäа и тоëüко
тоãäа, коãäа aij = 1. Граф G буäеì называтü графом
предпочтений. Требуется найти такуþ ранжировку
ìножества ìоäуëей (верøин ãрафа) X, которая на-
иëу÷øиì образоì соãëасуется со структурой преä-
по÷тений эксперта, заäанной в виäе ìатриöы A
иëи ãрафа G.
Во ìноãих ситуаöиях экспертная инфорìаöия

о парных преäøествованиях ìоäуëей заäается в
виäе не÷еткоãо бинарноãо отноøения преäпо÷те-
ния с функöией принаäëежности μ: X Ѕ X → [0, 1].
Тоãäа эëеìенты aij ìатриöы парных сравнений A по-
ëу÷аþт зна÷ения функöии принаäëежности не÷ет-
коãо отноøения преäпо÷тения μij = μ(xi, xj) ∈ [0, 1],
а ãраф преäпо÷тений G = (X, D) форìируется по
сëеäуþщиì правиëаì: äуãа d = (xi, xj) соеäиняет
верøину xi с верøиной xj тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
μij > 0. Дуãи d ∈ D взвеøиваþтся зна÷енияìи функ-
öии принаäëежности.
Иной тип исхоäных äанных äаþт ãипертексто-

вые иëи ãиперссыëо÷ные структуры на ìножестве
у÷ебных ìоäуëей, которые явëяþтся отражениеì
понятийной и терìиноëоãи÷еской орãанизаöии
преäìетной обëасти. Не буäет преувеëи÷ениеì ска-
затü, ÷то все совреìенные эëектронные у÷ебные
курсы разработ÷ики снабжаþт развитой систеìой
ãиперссыëо÷ных коìанä. Они реаëизуþт сìысëо-
вые связи ìежäу отäеëüныìи еäиниöаìи контента:

}i 1=
n

1, есëи xi преäøествует xj,
0 в противноì сëу÷ае.

}i 1=
n
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терìинаìи, опреäеëенияìи, текстовыìи фраãìен-
таìи, ãëоссариеì, аëфавитныì указатеëеì и äр.
Ссыëо÷ная систеìа строится на боëее объектив-
ных основаниях, нежеëи экспертные преäпо÷те-
ния, поскоëüку отражает понятийнуþ структуру
äанной преäìетной обëасти.
Не буäеì у÷итыватü ãиперссыëки техни÷ескоãо

характера (наприìер, на поäрисуно÷ные поäписи,
ноìера табëиö, форìуëы и äр.) и оãрани÷иìся рас-
сìотрениеì ссыëок текстовых фраãìентов, кото-
рые выражаþт интенöионаëüные поряäковые от-
ноøения ìежäу отäеëüныìи ìоäуëяìи. Иныìи
сëоваìи, есëи существует ссыëка из ìоäуëя y в ìо-
äуëü x, то это озна÷ает, ÷то äëя освоения y необхо-
äиìо знатü ìатериаë, изëоженный в x, т. е. x äоë-
жен преäøествоватü y в проöессе обу÷ения.
Пустü X = {xi  — ìножество ìоäуëей, а

структура эëектронноãо курса заäана в виäе ãрафа
G = (X, D), в котороì верøины преäставëяþт ìоäуëи,
а äуãа d = (x, y) ∈ D соеäиняет верøину x с верøи-
ной y тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа существует ãипер-
ссыëка из ìоäуëя y на ìоäуëü x. В боëüøих эëек-
тронных курсах, ãäе пëотностü связей высока, ìоãут
существоватü кратные взаиìные ãиперссыëки ìоäу-
ëей. В этоì сëу÷ае структура эëектронноãо курса за-
äается в виäе взвеøенноãо ориентированноãо ãрафа
G = (X, D), в котороì кажäой äуãе d = (x, y) ∈ D со-
поставëяется ÷исëо axy, равное ÷исëу ãиперссыëок,
связываþщих y с x.
Заäа÷а синтеза раöионаëüноãо упоряäо÷ения

ìоäуëей закëþ÷ается в поиске такоãо упоряäо÷ения
(÷асти÷ноãо иëи ëинейноãо) ìножества ìоäуëей
X = {xi , которое наиëу÷øиì образоì соãëасу-
ется с исхоäной структурой преäпо÷тений G = (X, D).
Структуры преäпо÷тений буäеì обозна÷атü äа-

ëее сëеäуþщиì образоì: G1 — ÷еткое отноøение
преäпо÷тения; G2 — не÷еткое отноøение преäпо÷-
тения; G3 — ãиперссыëо÷ная структура.
Постановка заäа÷и раöионаëüноãо упоряäо÷ения

у÷ебных ìоäуëей как заäа÷и поиска наиëу÷øей ап-
проксиìаöии структуры преäпо÷тений отëи÷ается
боëüøой ãибкостüþ, поскоëüку äопускает приìене-
ние боëüøоãо ÷исëа разëи÷ных способов реøения,
заиìствованных из разëи÷ных разäеëов äискрет-
ной ìатеìатики и инфорìаöионных техноëоãий.
Наприìер, ее ìожно свести к сëеäуþщиì заäа÷аì:
заäа÷а о наиëу÷øей прибëиженной трианãуëя-
öии ìатриöы [10]; 
заäа÷а поиска асиììетри÷ной ÷асти бинарноãо
отноøения преäпо÷тения иëи квазипоряäка [4];
заäа÷а äискретноãо ìатеìати÷ескоãо проãраì-
ìирования [6];
заäа÷а принятия реøений [9] и äр.

Синтез рационального упорядочения модулей

В преäыäущих пубëикаöиях авторов рассìатри-
ваëасü заäа÷а раöионаëüноãо упоряäо÷ения у÷еб-
ных ìоäуëей в разëи÷ных постановках. Так, поиск

наиëу÷øей ëинейной аппроксиìаöии äëя ÷еткой
структуры преäпо÷тений G1 обсужäаëся в работе [5].
Заäа÷а реøаëасü с поìощüþ аппарата бинарных
отноøений и äискретноãо ìатеìати÷ескоãо про-
ãраììирования. Исхоäная структура G1 рассìат-
риваëасü как бинарное отноøение преäпо÷тения,
из котороãо выäеëяëисü ассиìетри÷ная G1a и сиì-
ìетри÷ная G1с ÷асти: G1 = G1а + G1с. Транзитивное
заìыкание Т(G1а) асиììетри÷ной ÷асти отноøения
преäставëяет собой ÷асти÷ный поряäок на ìноже-
стве ìоäуëей, который ìожет бытü проäоëжен äо
ëинейноãо поряäка.
В [6] преäëожена ìоäеëü ëинейноãо упоряäо÷е-

ния äëя обработки ãипертекстовой структуры преä-
по÷тений G3. В этой статüе заäа÷а реøаëасü с по-
ìощüþ кëасси÷ескоãо ìетоäа ìаксиìаëüноãо со-
ãëасования. Исхоäная структура преäпо÷тений в
общеì сëу÷ае преäставëяется в виäе сиëüно связ-
ноãо ãрафа G = (X, D), который вкëþ÷ает в себя на-
бор контуров (ориентированных öикëов). В ìетоäе
ìаксиìаëüноãо соãëасования ãраф преäпо÷тений
привоäится к бесконтурноìу виäу. Дëя этоãо
ищется ìиниìаëüное ìножество äуã, которые при-
наäëежат всеì контураì ãрафа, и эти äуãи искëþ-
÷аþтся из G. В резуëüтате поëу÷ается бесконтур-
ный ãраф, который äопускает непротиворе÷ивое
упоряäо÷ение верøин ìноãиìи разныìи способа-
ìи, наприìер с поìощüþ аëãоритìов топоëоãи÷е-
ской сортировки Тарüяна иëи Кана [7].
Синтез раöионаëüноãо упоряäо÷ения ìоäуëей в

не÷еткой постановке (äëя структуры G2) рассìот-
рен в [6]. В этой статüе преäëожены нескоëüко спо-
собов синтеза раöионаëüных ранжировок, которые
у÷итываþт распëыв÷атый характер исхоäной инфор-
ìаöии: упоряäо÷ение на основе функöии äоìиниру-
еìости, синтез упоряäо÷ения разëожениеì не÷етко-
ãо ìножества на уровни и свеäение заäа÷и к заäа÷е
äискретноãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирования.
В äанной статüе äëя обработки всех трех исхоä-

ных структур преäпо÷тений G1 — G3 преäëаãается
испоëüзоватü оäин ìетоä.
В ëþбой заäа÷е принятия реøений эëеìенты

ìатриöы парных сравнений A = ||aij||n Ѕ n (ìатриöы
сìежности ãрафа G) не ìоãут приниìатü произ-
воëüные зна÷ения. Они äоëжны поä÷инятüся оãра-
ни÷енияì, которые в теории принятия реøений
называþтся каëиброво÷ныìи усëовияìи, иëи ка-
ëибровкаìи [10]. Каëиброво÷ное усëовие зависит
от способа извëе÷ения исхоäной инфорìаöии и
реøаþщиì образоì вëияет на выбор ìетоäа ра-
öионаëüноãо упоряäо÷ения.
Основныìи каëибровкаìи явëяþтся сëеäуþщие:
простая каëибровка (ПК):

∀i, j, i ≠ j, aij = 

турнирная каëибровка (Т):

∀i, j, aij l 0, aij + aji = const;

}i 1=
n

}i 1=
n

1, есëи xi > xj;
0, есëи xi < xj;
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степенная каëибровка (С):

∀i, j, aij > 0, aij Ѕ aji = 1;

кососиììетри÷еская каëибровка (К):

∀i, j, aij + aji = 0;

вероятностная каëибровка (В):

∀i, j, 0 m aij m 1, aij + aji = 1.

Есëи эëеìенты ìатриöы парных сравнений
приниìаþт произвоëüные öеëо÷исëенные зна÷ения,
то исхоäнуþ структуру преäпо÷тения называþт
взвешенной структурой.
Леãко виäетü, ÷то ÷еткое отноøение преäпо÷те-

ния G1 иìеет простуþ каëибровку (ПК), не÷еткое
отноøение преäпо÷тения G2 не поä÷иняется ни
оäной каëибровке, а ãиперссыëо÷ная структура G3
преäставëяет собой произвоëüный ãраф, взвеøен-
ный öеëыìи ÷исëаìи (взвеøенная структура).
Рассìотриì ìетоä построения раöионаëüноãо

поряäка, который способен обработатü ëþбуþ из
рассìотренных исхоäных структур G = (X, D). В пуб-
ëикаöиях по теории принятия реøений этот ìетоä
называется ìетоäоì Бержа иëи Брука—Буркова.
Метоä быë испытан на ìножестве разëи÷ных при-
кëаäных заäа÷ в эконоìике и показаë своþ аäекват-
ностü и высокуþ эффективностü. Он уäовëетворя-
ет боëüøей ÷асти аксиоì раöионаëüноãо упоряäо-
÷ения критериев, которые испоëüзуþтся в теории
принятия реøений äëя проверки ка÷ества ìетоäов
ранжировки. Обязатеëüное усëовие приìенения
ìетоäа — простая каëибровка ìатриöы парных
сравнений [10].
Структура G3, ребра которой взвеøены произ-

воëüныìи öеëыìи ÷исëаìи, своäится к простой
каëибровке сëеäуþщиì образоì:

bij = [sign(aij – aji) + 1], ∀i, j, i ≠ j. (1)

Структуру G2 ìожно привести к вероятностной
каëибровке с поìощüþ простоãо преобразования,
которое не вносит зна÷итеëüных искажений в исхоä-
ные преäпо÷тения. Пустü aij и aji — ëþбые äва эëе-
ìента ìатриöы парных сравнений A = ||aij||n Ѕ n, ко-
торая описывает G2. По опреäеëениþ 0 m aji, aij m 1.
Преобразуеì эëеìенты этой ìатриöы сëеäуþщиì

образоì: ∀i, j, i ≠ j bij = . Леãко виäетü, ÷то

bij + bji = 1, т. е. эëеìенты ìатриöы B = ||bij||n Ѕ n
уäовëетворяþт вероятностной каëибровке. Моäи-
фиöированная ìатриöа парных B сравнений при-
воäится к простой каëибровке посреäствоì преоб-
разования (1), ÷то äает возìожностü реøатü äан-
нуþ заäа÷у ìетоäоì Бержа.
Метоä Бержа состоит из äвух этапов: ãрубое ран-

жирование; тонкое ранжирование. Напоìниì ос-
новные поëожения грубого ранжирования. На этоì
этапе исхоäная структура преäпо÷тений G = (X, D)

разбивается на совокупностü бикоìпонент. Бикоì-
понентой называется ìаксиìаëüное по вкëþ÷ениþ
ìножество верøин ãрафа, ëþбая пара эëеìентов
котороãо состоит в отноøении взаиìной äостижи-
ìости. Деëение на бикоìпоненты явëяется разби-
ениеì ìножества верøин, т. е. заäает отноøение
эквиваëентности. Факторизаöия отноøения преä-
по÷тения G = (X, D) по äанной эквиваëентности
преäставëяет собой аöикëи÷еское отноøение
(аöикëи÷еский ãраф), которое äопускает непроти-
воре÷ивуþ топоëоãи÷ескуþ сортировку своих вер-
øин. Резуëüтатоì ãрубоãо ранжирования явëяется
÷асти÷ный поряäок, построенный на бикоìпонен-
тах ãрафа G = (X, D). 
На этапе тонкого ранжирования ищется упоря-

äо÷ение верøин кажäой бикоìпоненты. Есëи такое
упоряäо÷ение буäет построено, то "скëеивание"
äвух поряäков (ãрубоãо и тонкоãо) äаст резуëüти-
руþщуþ ранжировку. Все операöии ãрубоãо ран-
жирования хороøо изу÷ены и иìеþт эффективные
аëãоритìы реøения.
Рассìотриì этап тонкоãо ранжирования, который

по сравнениþ с ãрубыì ранжированиеì отëи÷ается
äостато÷но ãроìозäкиì обоснованиеì и вы÷исëи-
теëüной сëожностüþ. Пустü С — некоторая бикоì-
понента ãрафа G. Перенуìеруеì верøины ãрафа
такиì образоì, ÷тобы эëеìенты бикоìпоненты С
поëу÷иëи ноìера от 1 äо r. Обозна÷иì M = ||aij||r Ѕ r
÷астü ìатриöы парных сравнений, которая соот-
ветствует объектаì бикоìпоненты С. Буäеì испоëü-
зоватü спортивные анаëоãии и вìесто ãроìозäких
терìинов "äоìинирование" и "÷исëо äоìинирова-
ний" буäеì ãоворитü о побеäе и сиëе объекта. Си-
ëой первоãо поряäка объекта xi, i = 1, ..., r, назовеì

стро÷нуþ суììу aij в ìатриöе M. Буäеì ãово-

ритü, ÷то объект xi оäержаë побеäу второãо поряäка
наä xj, есëи существует объект xk такой, ÷то xi l xk
и xk l xj. Чисëоì побеä второãо поряäка, оäержан-
ных xi наä xj, называется суììа

aikakj. (2)

Сиëой второãо поряäка объекта xi назовеì об-
щее ÷исëо побеä второãо поряäка, оäержанных
этиì объектоì наä всеìи иныìи объектаìи, т. е.
веëи÷ину

aikakj. (3)

Леãко виäетü, ÷то выражение (2) естü ÷исëо,
стоящее на пересе÷ении i-й строки и j-ãо стоëбöа
ìатриöы M 2 = M Ѕ M, а выражение (3) — суììа
всех эëеìентов i-й строки в этой ìатриöе.

aij

aij aji+
--------------

i 1=

r

∑

k 1=

r

∑

j 1=

r

∑
k 1=

r

∑
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По анаëоãии ìожно опреäеëитü сиëу третüеãо,
÷етвертоãо и так äаëее поряäков объекта i как
стро÷ные суììы в ìатриöах M 3, M 4 .... Обозна÷иì

÷ерез  сиëу n-ãо поряäка объекта i. Поä относи-

теëüной сиëой n-ãо поряäка пониìается веëи÷ина

 = . Показано, ÷то существует преäеë

ti = , который называется относитеëüной

сиëой объекта xi, а вектор t = (t1, t2, ..., tr) — пре-
äеëüныì вектороì.
Тонкое ранжирование объектов, принаäëежа-

щих оäной бикоìпоненте, выпоëняется по зна÷е-
нияì преäеëüноãо вектора по сëеäуþщеìу простоìу
правиëу: xi l xj ⇔ ti l tj. Оказаëосü, ÷то преäеëüный
вектор явëяется собственныì вектороì ìатриöы
парных сравнений M = ||aij||r Ѕ r, ÷то позвоëяет ис-
катü этот вектор не как преäеë, а испоëüзоватü äëя
этоãо ãëубоко разработанные ìетоäы вы÷исëитеëü-
ной ìатеìатики [11, 12].
Описанный ìетоä тонкоãо ранжирования отëи-

÷ается высокой ÷увствитеëüностüþ к äетаëяì исхоä-
ной структуры преäпо÷тений. Так, он у÷итывает не
тоëüко пряìуþ сиëу, т. е. ÷исëо побеä, которые
оäержаë объект, но и опосреäованные побеäы раз-
ной äëины. При этоì побеäы наä сиëüныìи объ-
ектаìи öенятся выøе, и это разëи÷ное ка÷ество
поäс÷итывается автоìати÷ески, без испоëüзования
разëи÷ных весовых коэффиöиентов.

Пример

Рассìотриì приìенение этоãо ìетоäа äëя обра-
ботки структуры преäпо÷тений, показанной на
рис. 1. На этоì рисунке показаны отноøения преä-
øествования, которые, по ìнениþ эксперта, сущест-
вуþт ìежäу отäеëüныìи у÷ебныìи ìоäуëяìи, вхо-
äящиìи в äисöипëину "искусственный интеëëект".
Матриöа парных сравнений A = ||aij||11 Ѕ 11 этой

структуры показана в табë. 1.

Разбиение äанной структуры на сиëüносвязные
фраãìенты показаëо, ÷то она состоит из трех бикоì-
понент C1 = {5}, C2 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}
и C3 = {1}, ãрубое ранжирование которых преäстав-
ëяется сëеäуþщей схеìой: {5} → {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11} → {1}.
Рассìотриì тонкое ранжирование бикоìпонен-

ты C2 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}. Матриöа парных
сравнений M = ||aij||9 Ѕ 9 этоãо фраãìента привеäена
в табë. 2.
Нахожäение преäеëüноãо вектора — это весüìа

труäоеìкая вы÷исëитеëüная заäа÷а. Вìесто отно-
ситеëüных сиë объектов поäс÷итаеì их сиëы ко-
не÷ноãо поряäка как стро÷ные суììы в ìатриöах
M, M 2, M 3, ..., M 9. Свеäеì резуëüтаты в табë. 3.
В этой табëиöе ÷исëо, стоящее на пересе÷ении i-й
строки и j-ãо стоëбöа, естü сиëа j-ãо поряäка объ-

di
n

ti
n di

n

dk
n

k 1=

r

∑

-------------

lim
n → ∞

ti
n

Рис. 1. Структура предпочтений модулей дисциплины "искусст-
венный интеллект"

Табëиöа 1
Матрица парных сравнений исходной структуры предпочтений

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1
2 1 1 1
3 1
4 1 1
5 1 1
6 1 1
7 1 1 1 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1
10 1
11 1

Табëиöа 2
Матрица парных сравнений бикомпоненты C2

2 3 4 6 7 8 9 10 11

2 1 1
3 1
4 1 1
6 1 1
7 1 1 1 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1
10 1
11 1

Табëиöа 3
Силы конечного порядка модулей

2 2 2 3 8 15 30 61 135 278
3 1 2 2 3 8 15 30 61 135
4 2 2 7 18 34 68 154 341 672
6 2 2 7 18 34 68 151 322 665
7 6 12 22 46 105 217 448 946 2010
8 3 5 10 22 48 95 203 429 905
9 2 5 7 17 40 82 163 354 751

10 1 1 6 12 22 46 105 217 448
11 1 6 12 22 46 105 217 448 946

di
1 d i

2 di
3 d i

4 d i
5 di

6 d i
7 di

8 di
9
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екта с ноìероì i. Построиì упоряäо÷ение объек-
тов не по зна÷енияì преäеëüноãо вектора, а по си-
ëаì коне÷ноãо поряäка.
Как виäно из табë. 3, стоëбöы dk при k = 1, 2,

..., 6 иìеþт совпаäаþщие зна÷ения, ÷то не äает
возìожности синтезироватü строãое упоряäо÷ение
объектов. Все зна÷ения в стоëбöах d7, d8 и d9 разëи-
÷аþтся, ÷то позвоëяет построитü тонкое ранжиро-
вание, показанное на рис. 2, а.
Объеäинив резуëüтаты ãрубоãо и тонкоãо ран-

жирования, поëу÷иì ëинейное упоряäо÷ение, преä-
ставëенное на рис. 2, б.

Перспективы дальнейших исследований

Описанные резуëüтаты не ис÷ерпываþт, коне÷-
но, всей ãëубины реøаеìой пробëеìы. Преäстав-
ëяется перспективной попытка построения неко-
торой интеãраëüной структуры G = G1 ⊕ G2 ⊕ G3,
которая у÷итывает инфорìаöиþ о парных преä-
по÷тениях, хранящуþся в ÷еткой G1, не÷еткой G2 и
ãипертекстовой G3 структурах. В простейøеì сëу÷ае
интеãраëüная структура ìожет преäставëятü собой
простуþ взвеøеннуþ суììу ìатриö сìежности, за-
äаþщих G1, G2, G3 иëи тоëüко G2 и G3, есëи ÷еткое
исхоäное преäпо÷тение с÷итатü ÷астныì сëу÷аеì
не÷еткоãо.
Еще оäно направëение иссëеäований, которое

преäставëяется весüìа перспективныì äëя реøения
поставëенной заäа÷и, состоит в испоëüзовании ап-
парата принятия ãрупповых реøений. Обозна÷иì
÷ерез Mi некоторый ìетоä синтеза раöионаëüноãо
упоряäо÷ения, который ìожет бытü приìенен äëя
обработки исхоäной структуры преäпо÷тений G не-
посреäственно иëи посëе преäваритеëüной ìоäи-
фикаöии каëиброво÷ных усëовий, наприìер: M1 —
ìетоä Бержа; M2 — ìетоä ìаксиìаëüноãо соãëасо-
вания; M3 — ìетоä Жуковина и äр. [10]. Ранжи-
ровку Pi(Mi, G), порожäаеìуþ ìетоäоì i при обра-
ботке структуры G, ìожно рассìатриватü как ìне-
ние i-ãо эксперта. Набор ранжировок Pi, i = 1, 2, ...
ìожно рассìатриватü как ãрупповой профиëü —
ìножество ÷астных ìнений экспертов по повоäу
реøения оäной заäа÷и. Требуется найти такуþ ин-
теãраëüнуþ ранжировку P, которая в некотороì за-
äанноì сìысëе быëа наиëу÷øиì образоì соãëасо-
вана с äанныì ãрупповыì профиëеì.
В теории принятия реøения разработаны раз-

ëи÷ные способы ãрупповоãо соãëасования: правиëо

Куìбса, функöия Борäа, ìетоä Кеìени—Снеëëа и
äр. [8,14]. Авторы пëанируþт посвятитü сëеäуþщуþ
статüþ приìенениþ ìетоäов ãрупповоãо принятия
реøений äëя реøения заäа÷и синтеза раöионаëü-
ноãо упоряäо÷ения у÷ебных курсов.

Заключение

В работе обсужäается заäа÷а раöионаëüноãо упо-
ряäо÷ения ìоäуëей эëектронноãо курса. Показано,
÷то она обëаäает особенностяìи, которые не по-
звоëяþт найти реøение кëасси÷ескиìи ìетоäаìи
построения раöионаëüных ранжировок объектов,
основанныìи на приìенении аëãоритìов äискрет-
ноãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирования.
Заäа÷а синтеза раöионаëüноãо упоряäо÷ения

у÷ебных ìоäуëей ставится как заäа÷а поиска наи-
ëу÷øей аппроксиìаöии исхоäной структуры преä-
по÷тений, заäанной в виäе ÷еткоãо иëи не÷еткоãо
ãрафов, в кëассе всех ëинейных поряäков на ìно-
жестве верøин ãрафа. Инфорìаöия äëя форìиро-
вания ãрафа преäпо÷тений ìожет бытü поëу÷ена
опросоì эксперта (экспертов) иëи извëе÷ена из ãи-
пертекстовой структуры ссыëок.
Рассìатриваþтся äва типа экспертных äанных:

÷еткое и не÷еткое бинарные отноøения преäпо÷-
тения на ìножестве у÷ебных ìоäуëей. Кроìе тоãо,
обсужäается исхоäная структура преäпо÷тений, ос-
нованная на ãипертекстовой разìетке ìоäуëей
у÷ебноãо курса. Преäëаãается способ свеäения всех
типов исхоäных äанных к норìаëизованной струк-
туре, которая иìеет простуþ каëибровку. Преäëо-
женные преобразования вносят ìиниìаëüные ис-
кажения в исхоäные структуры и сохраняþт базо-
вые преäпо÷тения, заäанные ëиöоì, приниìаþ-
щиì реøение.
Структуры с простой каëибровкой ìоãут бытü

обработаны ìетоäоì Бержа, который проøеë ãëу-
бокуþ апробаöиþ на реøении эконоìи÷еских и
орãанизаöионных заäа÷ и уäовëетворяет боëüøин-
ству аксиоì раöионаëüноãо упоряäо÷ения.
Нау÷нуþ новизну работы составëяþт постановка

заäа÷и упоряäо÷ения у÷ебных ìоäуëей как заäа÷и
поиска наиëу÷øей аппроксиìаöии ãрафовой струк-
туры преäпо÷тений в кëассе всех ëинейных поряä-
ков, способ преобразования структур G1 — G3 к нор-
ìаëизованной структуре с простой каëибровкой и
новое приìенение кëасси÷ескоãо ìетоäы Бержа
äëя синтеза раöионаëüной ранжировки ìножества
эëектронных ìоäуëей.
Работа выполнена при поддержке Минобрнауки

России (проект 2014-14-579-0144).
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The work considers a problem of creating a rationally ordered electronic course modules. Features of this task are investigated
and the conclusion is drawn that it is impossible to solve it by classical methods of mathematical programming and mathematical
statistics. The expert poll or data included in hypertext structure of links provides initial information for the synthesis of a rational
order of the taught modules. The paper considers two types of expert information: clear and fuzzy binary relations of preference
based on a set of the taught modules. It offers to reduce all three structures to the normalized view, i.e. a matrix of paired com-
parisons with simple calibration. The proposal is to solve a problem of ordering by Berzha’s method, which has received wide prac-
tical approval in a diversity of applied fields.
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