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Непрерывно-логическая модель решения комбинаторных задач

Введение

Мноãие заäа÷и обработки äанных, пëанирова-
ния работ, проектирования систеì управëения
и т. ä. своäятся ìатеìати÷ески к реøениþ коìби-
наторной заäа÷и — опреäеëениþ взаиìораспоëо-
жения n посëеäоватеëüностей интерваëов (вреìен-
ных иëи пространственных) и нахожäениþ усëо-
вий, при которых это взаиìораспоëожение иìеет
тот иëи иной ка÷ественный характер. Привеäеì
нескоëüко приìеров таких заäа÷.

1. Пустü иìеþтся посëеäоватеëüностü A вреìен-
ных интерваëов, в которых некоторое основное
техни÷еское устройство работоспособно, и посëе-
äоватеëüностü B вреìенных интерваëов, в которых
работоспособно резервное устройство. Систеìа
"основное и резервное устройства" работоспособ-
на, есëи работоспособно хотя бы оäно из äвух ее
устройств — основное иëи резервное. Такиì обра-
зоì, äëя тоãо ÷тобы установитü посëеäоватеëüностü
интерваëов работоспособности всей систеìы, наäо
опреäеëитü взаиìораспоëожение посëеäоватеëü-
ностей интерваëов работоспособности основноãо
устройства (посëеäоватеëüностü A) и резервноãо
устройства (посëеäоватеëüностü B) и найти те про-
ìежутки вреìени, на которых äействуþт интер-
ваëы хотя бы оäной из посëеäоватеëüностей —
A иëи B; они и буäут интерваëаìи работоспособ-
ности систеìы. А äëя тоãо ÷тобы, наприìер, уста-
новитü, коãäа систеìа работоспособна на произвоëü-
ноì заäанноì отрезке вреìени T, наäо найти ус-
ëовия, при которых распоëожение посëеäоватеëü-
ностей интерваëов A и B таково, ÷то на отрезке T
интерваëы посëеäоватеëüности B накрываþт проìе-
жутки ìежäу интерваëаìи посëеäоватеëüности A.

2. Рассìотриì посëеäоватеëüностü A вреìенных
интерваëов, в которых некоторая орãанизаöия (ìа-

ãазин, банк, реìонтная ìастерская и т.ä.) выпоë-
няет обсëуживание кëиентов, и посëеäоватеëü-
ностü B вреìенных интерваëов, в которых некото-
рый кëиент ìожет посетитü обсëуживаþщуþ орãа-
низаöиþ. Чтобы установитü посëеäоватеëüностü
проìежутков вреìени возìожноãо обсëуживания
кëиента, наäо опреäеëитü взаиìораспоëожение
посëеäоватеëüностей интерваëов A и B и выявитü
те проìежутки вреìени, ãäе äействуþт интерваëы
обеих посëеäоватеëüностей — A и B; они и буäут
проìежуткаìи вреìени возìожноãо обсëуживания
кëиента. А äëя тоãо ÷тобы установитü, к приìеру,
коãäа орãанизаöия ìожет обсëужитü кëиента при
еãо обращении в ëþбой äоступный äëя неãо ìо-
ìент вреìени, наäо найти усëовия, при которых
распоëожение посëеäоватеëüностей интерваëов A,
B такое, ÷то интерваëы посëеäоватеëüности A на-
крываþт все интерваëы посëеäоватеëüности B.

3. Пустü заäаны посëеäоватеëüностü A вреìен-
ных интерваëов, в которых преäсеäатеëü совета
ìожет провести еãо засеäание, и посëеäоватеëüно-
сти B1, ..., B10 вреìенных интерваëов, в которых
÷ëены совета 1, ..., 10 ìоãут у÷аствоватü в этоì за-
сеäании. Засеäание совета возìожно тоëüко при
у÷астии в неì преäсеäатеëя и не ìенее 5 ëþбых
÷ëенов совета. Дëя тоãо ÷тобы установитü посëе-
äоватеëüностü проìежутков вреìени, в которых
возìожно провеäение засеäания совета, наäо оп-
реäеëитü взаиìораспоëожение посëеäоватеëüнос-
тей интерваëов A, B1, ..., B10 и найти те проìежутки
вреìени, на которых оäновреìенно äействуþт ин-
терваëы посëеäоватеëüности A и интерваëы ка-
ких-то 5 иëи боëее из 10 посëеäоватеëüностей
B1, ..., B10; они и буäут проìежуткаìи вреìени
возìожноãо провеäения засеäания совета. А äëя
тоãо ÷тобы установитü, наприìер, коãäа провеäе-
ние засеäания совета оказывается возìожныì на
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произвоëüноì заäанноì отрезке вреìени T, наäо
найти усëовия, при которых взаиìораспоëожение
посëеäоватеëüностей интерваëов A, B1, ..., B10 та-
кое, ÷то отрезок T накрывается какиì-ëибо интер-
ваëоì посëеäоватеëüности A и какиìи-ëибо 5 иëи
боëее интерваëаìи из 5 иëи боëее соответствуþ-
щих посëеäоватеëüностей B1, ..., B10.
Заäа÷а опреäеëения взаиìораспоëожения n по-

сëеäоватеëüностей интерваëов, приìеры которой
привеäены выøе, явëяется коìбинаторной заäа-
÷ей. При реøении коìбинаторных заäа÷ äанноãо
типа ìожно приìенятü разëи÷ные переборные ìе-
тоäы. Но боëüøие неäостатки этих ìетоäов (быст-
рый рост сëожности вы÷исëений при увеëи÷ении
разìеров заäа÷и; неанаëити÷еский (поисковый)
характер аëãоритìа реøения; невозìожностü обоз-
риìоãо преäставëения аëãоритìа реøения в сëу÷ае
высокой разìерности заäа÷и) заставëяþт искатü
äруãие пути реøения äанной заäа÷и. Возìожный
поäхоä состоит в тоì, ÷тобы найти äëя заäа÷и ãо-
товуþ аäекватнуþ ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü, кото-
рая ãëубоко и äетаëüно разработана на базе како-
ãо-нибуäü уäобноãо анаëити÷ескоãо аппарата.
В äанной статüе показано, ÷то такой ìоäеëüþ ìо-
жет сëужитü äинаìи÷еский коне÷ный автоìат
[1—4], а такиì аппаратоì — непрерывная (беско-
не÷нозна÷ная) ëоãика [1, 2, 5, 6].

1. Постановка задачи

Матеìати÷еская постановка реøаеìой заäа÷и
ìожет бытü описана сëеäуþщиì образоì. Заäано n
коне÷ных посëеäоватеëüностей непересекаþщихся
интерваëов

(1)

Требуется: 1) опреäеëитü взаиìораспоëожение
иìеþщейся систеìы посëеäоватеëüностей интер-
ваëов (1); 2) найти усëовия, при которых это взаи-
ìораспоëожение иìеет тот иëи иной ка÷ествен-
ный характер. Сфорìуëированные äве заäа÷и раз-
ëи÷аþтся теì, ÷то первая из них наöеëена на то,
÷тобы по заäанноìу поëожениþ всех интерваëов
всех посëеäоватеëüностей (1) опреäеëитü взаиìо-
распоëожение ëþбых коìбинаöий (по äве, по три
и т. ä.) ëþбых поäпосëеäоватеëüностей посëеäова-
теëüностей (1), в то вреìя как вторая иìеет öеëüþ
найти усëовия, накëаäываеìые на поëожение всех
интерваëов всех поäпосëеäоватеëüностей (1), при
которых указанное взаиìораспоëожение иìеет тот
иëи иной требуеìый виä. Такиì образоì, заäа÷а 1
явëяется заäа÷ей анаëиза иìеþщейся систеìы по-
сëеäоватеëüностей интерваëов (1), заäа÷а 2 — за-
äа÷ей синтеза такой систеìы. Заäа÷и анаëиза и
синтеза систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов

виäа (1) ìы буäеì реøатü, испоëüзуя аäекватнуþ
систеìе (1) ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü коне÷ноãо äи-
наìи÷ескоãо автоìата без паìяти и ìатеìати÷е-
ский аппарат непрерывной ëоãики, необхоäиìый
äëя аäекватноãо описания автоìата. Реøение преä-
ëаãается поëу÷атü в анаëити÷еской форìе суперпо-
зиöии непрерывно-ëоãи÷еских операöий, которая
оäновреìенно äает ëоãи÷еский аëãоритì по-
ëу÷ения ÷исëенноãо реøения.
Заìетиì, ÷то аппарат непрерывной ëоãики пе-

рекëикается с аппаратоì не÷еткой ëоãики, ввеäен-
ныì в свое вреìя äëя описания операöий наä не-
÷еткиìи ìножестваìи [7], коãäа кажäой теорети-
ко-ìножественной операöии устанавëивается во
взаиìно оäнозна÷ное соответствие некоторая ëо-
ãи÷еская операöия (объеäинениþ — äизъþнкöия,
пересе÷ениþ — конъþнкöия, äопоëнениþ — от-
риöание) наä ìераìи принаäëежности эëеìента
ìножестваì-операнäаì. Поскоëüку ìера прина-
äëежности эëеìента ìножеству всеãäа закëþ÷ена в
отрезке [0, 1], все операöии не÷еткой ëоãики оп-
реäеëяþтся также на этоì отрезке. Дëя непрерыв-
ной ëоãики такое оãрани÷ение не требуется, поэтоìу
непрерывно-ëоãи÷еские операöии опреäеëяþтся
на произвоëüноì отрезке [A, B], ãäе A и B — ëþбые
вещественные ÷исëа, уäовëетворяþщие усëовиþ
A < B. Это свобоäное опреäеëение носитеëя аëãеб-
ры непрерывной ëоãики иìеет реøаþщее прикëаä-
ное зна÷ение, в ÷астности, äëя теории äинаìи÷е-
ских автоìатов, ãäе äинаìи÷еские проöессы рас-
сìатриваþтся на отрезке вреìени [0, ∞). Иìенно
такая форìа непрерывной ëоãики позвоëиëа по-
строитü на ее базе анаëити÷ескуþ теориþ äинаìи-
÷еских автоìатов [1—4], которая стаëа аäекватной
ìатеìати÷еской ìоäеëüþ äëя реøения поставëен-
ной выøе заäа÷и.
Еще оäин кажущийся приãоäныì поäхоä к ре-

øениþ поставëенной заäа÷и — это испоëüзование
вреìенных ëоãик [8, 9]. Всякая вреìенная ëоãика
базируется на основных отноøениях ìежäу собы-
тияìи во вреìени (пересекатüся, приìыкатü, бытü
позже и т.ä.), äопоëненных в сëу÷ае ìетри÷еских
øкаë инфорìаöией о äëитеëüности событий и их
поëожении на øкаëе. Заäа÷а вреìенной ëоãики —
анаëиз текстов на естественноì языке äëя установ-
ëения вреìенных отноøений ìежäу отäеëüныìи
событияìи, описанныìи в тексте. При этоì ÷астü
отноøений устанавëивается путеì непосреäствен-
ноãо сìысëовоãо анаëиза текста, а äруãая ÷астü —
путеì ëоãи÷ескоãо вывоäа из уже установëенных
перви÷ных отноøений с поìощüþ эвристи÷ески
форìуëируеìых правиë такоãо вывоäа. Резуëüта-
тоì анаëиза явëяþтся суãубо ка÷ественные и вäо-
бавок нето÷ные (из-за испоëüзования эвристики)
вреìенные отноøения ìежäу событияìи типа
"событие A произоøëо зна÷итеëüно ранüøе собы-
тия B" ëибо вреìенная иäентификаöия событий
типа "событие A произоøëо о÷енü äавно". Но сфор-
ìуëированная выøе заäа÷а анаëиза иìеþщейся

A1 = (a11, b11), (a12, b12), ..., ( , );

A2 = (a21, b21), (a22, b22), ..., ( , );

.................................................................
An = ( , ), ( , ), ..., ( , ).

a1m1
b1m1

a2m2
b2m2

an1
bn1

an2
bn2

anmn
bnmn
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систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов (1) явëя-
ется строãо коëи÷ественной заäа÷ей, преäпоëаãаþ-
щей то÷ное ìатеìати÷еское (анаëити÷еское) ре-
øение. Поэтоìу приìенятü äëя ее реøения
вреìенные ëоãики невозìожно. Что же касается
второй сфорìуëированной выøе заäа÷и — синтеза
систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов (1) с нуж-
ныìи вреìенныìи свойстваìи, то эта заäа÷а, хотя
бы в ка÷ественной и нето÷ной постановке, в раì-
ках вреìенных ëоãик вообще не рассìатривается.

2. Динамические конечные автоматы 
и непрерывная логика

Динаìи÷еский коне÷ный автоìат (ДА) без па-
ìяти [1, 2, 4] преäставëяет собой ìатеìати÷ескуþ
ìоäеëü в виäе (n, 1)-поëþсника (рис. 1), реаëизуþ-
щеãо на выхоäе y буëеву ëоãи÷ескуþ функöиþ сво-
их вхоäов x1, ..., xn:

y = f(x1, ..., xn), x1, ..., xn, y ∈ {0, 1}. (2)

На вхоäы äанноãо автоìата поäаþтся вхоäные
äвои÷ные äинаìи÷еские проöессы (рис. 1)

(3)

в которых 1(a, b) озна÷аþт интерваëы вреìени еäи-
ни÷ных зна÷ений проöесса (иìпуëüсы), а 0(–, –) —
проìежуто÷ные интерваëы вреìени нуëевых зна-
÷ений проöесса (паузы). С выхоäа ДА (рис. 1) сни-
ìается выхоäной äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс

y(t) = 1(c1, d1)0(–, –)1(c2, d2)...1(cm, dm), (4)

соответствуþщий поäанныì вхоäныì проöессаì
(3) ДА и еãо реаëизуеìой буëевой ëоãи÷еской
функöии (2). Основной заäа÷ей äëя ДА без паìяти
явëяется заäа÷а отыскания выхоäноãо äинаìи÷е-
скоãо проöесса y(t) по еãо известныì вхоäныì äи-
наìи÷ескиì проöессаì x1(t), ..., xn(t) и реаëизуе-
ìой ëоãи÷еской функöии f. В 1971—1972 ãã. авто-
роì быëо установëено, ÷то эта заäа÷а ìожет бытü
реøена в анаëити÷еской форìе äëя ëþбоãо ДА без
паìяти, иìеþщеãо ëþбые ÷исëо вхоäов, вхоäные
проöессы и реаëизуеìуþ функöиþ, с поìощüþ ìа-
теìати÷ескоãо аппарата непрерывной (бесконе÷но-
зна÷ной) ëоãики (НЛ) [1, 2, 4, 5]. Опреäеëяется НЛ

сëеäуþщиì образоì. Пустü несущее ìножество
C = [A, B] — произвоëüный отрезок на оси веще-
ственных ÷исеë. Тоãäа äëя ëþбых ÷исеë a, b, e ∈ C
ìожно ввести сëеäуþщие ëоãи÷еские операöии:

a ∨ b = max(a, b) — äизъþнкöия, (5)

a ∧ b = max(a, b) — конъþнкöия, (6)

 = A + B – e — отриöание. (7)

Операöии непрерывной ëоãики (5)—(7) поäобны
соответствуþщиì операöияì äвузна÷ной (буëе-
вой) ëоãики (ãäе несущее ìножество C = {0, 1}) и
обобщаþт их на сëу÷ай непрерывноãо несущеãо
ìножества. В НЛ сохраняþт сиëу некоторые зако-
ны äвузна÷ной ëоãики:

a ∨ a = a, a ∧ a = a — тавтоëоãии; (8)

a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a — переìеститеëüный; (9)

(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) — 
со÷етатеëüный; (10)

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) =
= (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) — распреäеëитеëüный; (11)

 =  ∧ ,  =  ∨  — äе Морãана; (12)

a ∨ (a ∧ b) = a, a  ∧ (a ∨ b) = a — поãëощения.(13)

Кроìе них, в НЛ äействуþт некоторые важные
спеöифи÷еские законы, наприìер, законы оöенки
и упрощения ëоãи÷ескоãо выражения:

a ∨ b l a, b; a ∧ b m a, b, (14)

a1 ∨ ... ∨ ai – 1 ∨ ai ∨ ai + 1 ∨ ... ∨ am =
= a1 ∨ ... ∨ ai – 1 ∨ ai + 1 ∨ ... ∨ am

при ai m ak (k ≠ i), (15)

a1 ∧ ... ∧ ai – 1 ∧ ai ∧ ai + 1 ∧ ... ∧ am =
= a1 ∧ ... ∧ ai – 1 ∧ ai + 1 ∧ ... ∧ am

при ai l ak (k ≠ i). (16)

Иäея отыскания выхоäноãо проöесса ДА без па-
ìяти по еãо заäанныì вхоäныì проöессаì и реаëи-
зуеìой ëоãи÷еской функöии проста и изëожена
ниже. Обозна÷иì: 

1 — äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс, прини-
ìаþщий постоянное зна÷ение 1; 

0 — äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс, прини-
ìаþщий постоянное зна÷ение 0; 

1′ — изìенение зна÷ения äвои÷ноãо äинаìи-
÷ескоãо проöесса 0 → 1; 

0′ — изìенение зна÷ения äвои÷ноãо äинаìи÷е-
скоãо проöесса 1 → 0; 

 — изìенение 1′ в ìоìент вреìени a; 

 — изìенение 0′ в ìоìент вреìени b; 

 — иìпуëüс 1(a, b) в интерваëе вреìени (a, b);

 — пауза 0(a, b) в интерваëе вреìени (a, b). 

Лþбой äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс ìож-
но выписатü в виäе посëеäоватеëüности иìпуëüсов
и пауз (как в (3)) ëибо посëеäоватеëüности изìе-Рис. 1. Математическая модель конечного ДА

x1(t)=1(a11,b11)0(–,–)1(a12,b12)...1( , );

——————————————————————
xn(t)=1(an1,bn1)0(–,–)1(an2,bn2)...1( , ),

a1m1
b1m1

anmn
bnmn

e

a b∨ a b a b∧ a b

1a′

0b′

1a′ 0b′

0a′ 1b′
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нений зна÷ения проöесса. Наприìер, проöесс на
рис. 2 ìожно записатü в виäе

x(t) = 1(–∞, a)0(–, –)1(b, e)0(–, ∞)
иëи x(t) = .

Чисëо изìенений зна÷ения äвои÷ноãо проöесса
называется еãо ãëубиной, наприìер, ãëубина про-
öесса на рис. 2 равна 3. Дëя систеìы (вектора) не-
скоëüких äвои÷ных проöессов соответствуþщиì
понятиеì явëяется векторная ãëубина. Наприìер,
векторная ãëубина систеìы из äвух проöессов виäа
x1(t) = 1(a, b), x2(t) = 1(c, d) равна (2,2).
Покажеì на приìерах, как с поìощüþ НЛ оп-

реäеëитü выхоäной проöесс ДА без паìяти по еãо
вхоäныì проöессаì и реаëизуеìой ëоãи÷еской
функöии. Оãрани÷иìся простейøиìи ДА — äвух-
вхоäовыìи äизъþнктораìи и конъþнктораìи, ре-
аëизуþщиìи буëевы ëоãи÷еские функöии äизъ-
þнкöии ∨ и конъþнкöии ∧:

(17)

и простейøиìи вхоäныìи проöессаìи с ãëубиной
не свыøе 1. Пустü наäо найти выхоäной проöесс
конъþнктора на вхоäные проöессы x1(t) = ,
x2(t) = . О÷евиäно, искоìый проöесс равен оäи-
но÷ноìу иìпуëüсу 1(a, b) иëи тожäественноìу 0
в зависиìости от тоãо, ÷то боëüøе: b иëи a. Поэто-
ìу, интерпретируя тожäественный нуëü как оäи-
но÷ный иìпуëüс с совìещенныìи на÷аëоì и кон-
öоì, ìожеì записатü искоìый проöесс в виäе

y(t) = x1(t) ∧ x2(t) =  ∧  =

= (18)

Отсþäа с поìощüþ операöии äизъþнкöии НЛ ∨
окон÷атеëüно нахоäиì

 ∧  = 1(a, a ∨ b). (19)

Выхоäные проöессы в äизъþнкторе и конъþнк-
торе при всех остаëüных вхоäных проöессах с ãëу-
биной не свыøе 1 поëу÷аþтся анаëоãи÷но:

0 ∧  = 0 ∧  = 0; 1 ∧  = ;  ∧  = ; 

 ∧  = ;  ∧  = 1(a, a ∨ b);

1 ∨  = 1 ∨  = 1; 0 ∨  = ;  ∨  = ; 

 ∨  = ;  ∨  = 0(b, a ∨ b). (20)

Форìуëы (20) наãëяäно äеìонстрируþт уäобст-
во и аäекватностü аппарата НЛ как среäства отыс-
кания выхоäных проöессов ДА без паìяти по их
вхоäныì проöессаì и реаëизуеìой ëоãи÷еской
функöии.
Есëи вхоäные проöессы äизъþнктора иëи конъ-

þнктора иìеþт кратностü свыøе 1, то отыскание

их выхоäных проöессов требует приìенения фор-
ìаëüных ìетоäов. Основные из них — пряìой ìе-
тоä, ìетоä äекоìпозиöии и ìетоä инверсии. Прямой
метод основан на поëноì переборе всех возìож-
ных сëу÷аев взаиìноãо распоëожения вхоäных
проöессов эëеìента. Дëя кажäоãо сëу÷ая выхоäной
проöесс эëеìента записывается в явноì виäе от-
äеëüно. Общее выражение этоãо проöесса поëу÷а-
ется из ÷астных с испоëüзованиеì непрерывной
ëоãики. Метод декомпозиции закëþ÷ается в тоì,
÷то оäин из äвух вхоäных проöессов эëеìента x1(t),
x2(t), наприìер x1(t), разбивается на äва посëеäо-
ватеëüных поäпроöесса x11(t) и x12(t). Затеì
нахоäятся составëяþщие выхоäные проöессы y1(t)
и y2(t) — реакöии эëеìента на составëяþщие вхоä-
ные проöессы {x11(t), x2(t)} и {x12(t), x2(t)}. Есëи
y1(t) и y2(t) не пересекаþтся во вреìени у÷асткаìи,
соäержащиìи все изìенения зна÷ения проöесса,
то проöесс y(t) опреäеëяеì как посëеäоватеëüностü
проöессов y1(t) и y2(t). Метод инверсии основан на
форìуëах

 =  ∧ ,

 =  ∨ , (21)

вытекаþщих из закона äе Морãана äвузна÷ной (бу-
ëевой) ëоãики и позвоëяþщих по уже известной
реакöии äизъþнктора (конъþнктора) на вхоäные
проöессы x1(t), x2(t) ëеãко опреäеëитü реакöиþ
конъþнктора (äизъþнктора) на вхоäные проöессы

, . Испоëüзуя эти ìетоäы, ëеãко поëу÷итü

форìуëы äëя выхоäных проöессов äизъþнктора и
конъþнктора при разëи÷ных вхоäных проöессах с
ãëубиной (1,2):

(22)

0a′ 1b′ 0e′

y = x1 ∨ x2 = 

y = x1 ∧ x2 = 

0 при x1 = x2 = 0;
1, в иных сëу÷аях;
1 при x1 = x2 = 1;
0, в иных сëу÷аях,

1a′
0b′

1a′ 0b′

1(a, b) при b > a;
0 = 1(a, a) при b m a.

1a′ 0b′

0a′ 1b′ xa′ xa′ 0a′ 0b′ 0a b∧′

1a′ 1b′ 1a b∨′ 1a′ 0b′

0a′ 1b′ xa′ xa′ 0a′ 0b′ 0a b∨′

1a′ 1b′ 1a b∧′ 1a′ 0b′

Рис. 2. Выходной процесс ДА без памяти

x1 t( ) x2 t( )∨ x1 t( ) x2 t( )

x1 t( ) x2 t( )∧ x1 t( ) x2 t( )

x1 t( ) x2 t( )

 ∨ 1(b, c) = 0(a, a ∨ b)1(–, a ∨ c);

 ∨ 1(b, c) = 1(a ∧ b, c)0(–, a ∨ c);

 ∨ 0(b, c) = 0(a ∨ b, a ∨ c);

 ∨ 0(b, c) = 0(a ∧ b, a ∧ c);

 ∧ 1(b, c) = 1(a ∧ b, a ∧ c);

 ∧ 1(b, c) = 1(a ∨ b, a ∨ c);

 ∧ 0(b, c) = 0(a ∧ b, c)1(–, a ∨ c);

 ∧ 0(b, c) = 1(a, a ∨ b)0(–, a ∨ c);

0a′

1a′

0a′

1a′

0a′

1a′

0a′

1a′
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вхоäных проöессах с ãëубиной (2,2):

(23)

и т.ä. Анаëоãи÷но нахоäятся НЛ-выражения вы-
хоäных проöессов ìноãовхоäовых äизъþнкторов и
конъþнкторов, реаëизуþщих ìноãоìестные буëе-
вы äизъþнкöиþ и конъþнкöиþ, анаëоãи÷ные их
äвуìестныì прототипаì (17), наприìер:

(24)

3. Идея и метод решения

Пустü интерваëы в систеìе посëеäоватеëüнос-
тей интерваëов (1) интерпретируþтся как вреìен-
ные интерваëы. Тоãäа систеìе (1) ìожно поставитü
во взаиìно оäнозна÷ное соответствие совокупностü
äвои÷ных äинаìи÷еских проöессов xi(t) виäа (3).
Иìенно i-й проöесс этой совокупности соответст-

вует i-й посëеäоватеëüности систеìы (i = ), при-
÷еì k-й иìпуëüс проöесса соответствует k-ìу интер-

ваëу äанной посëеäоватеëüности (k = ). Иныìи

сëоваìи, äвои÷ная переìенная xi (i = ) явëяется
инäикатороì присутствия какоãо-то интерваëа i-й
посëеäоватеëüности интерваëов (1): xi = 1 озна÷ает
присутствие, а xi = 0 — отсутствие интерваëа. 

Поäаäиì опреäеëеннуþ описанныì образоì
совокупностü äвои÷ных äинаìи÷еских проöессов
xi(t) (3) на вхоäы x1, ..., xn ДА без паìяти (сì. рис. 1),
который реаëизует некоторуþ выбраннуþ наìи
буëеву ëоãи÷ескуþ функöиþ вхоäов y = f (x1, ..., xn)
виäа (2). Тоãäа ДА выäаст на выхоäе y некоторый
äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс y(t) виäа (4). Что
характеризует этот проöесс? Как известно из те-
ории, ëþбая буëева ëоãи÷еская функöия опреäеëя-
ется заäанныì ìножествоì еäини÷ных наборов

зна÷ений арãуìентов, на которых функöия прини-
ìает зна÷ение 1. Такиì образоì, выбранная наìи
опреäеëенная буëева ëоãи÷еская функöия f, преä-
назна÷енная äëя реаëизаöии в ДА без паìяти, за-
ставëяет этот ДА вырабатыватü на выхоäе опреäе-
ëенный äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс y(t) виäа
(4), иìпуëüсы котороãо соответствуþт теì интер-
ваëаì вреìени, ãäе вхоäные проöессы xi(t) (3) ДА
приниìаþт набор зна÷ений, совпаäаþщий с оä-
ниì из еäини÷ных наборов функöии f. Посëеäнее
озна÷ает, ÷то при поäа÷е на вхоäы ДА без паìяти
совокупности äвои÷ных проöессов xi(t) (3), взаиì-
но оäнозна÷но соответствуþщих систеìе посëеäо-
ватеëüностей интерваëов (1), выбор äëя реаëиза-
öии в этоì ДА некоторой буëевой ëоãи÷еской
функöии y = f(x1, ..., xn) озна÷ает выбор соответ-
ствуþщеãо ÷астноãо показатеëя взаиìораспоëоже-
ния систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов (1),
а реаëизуеìый на выхоäе автоìата äвои÷ный про-
öесс y(t) (4) — ÷исëовое зна÷ение этоãо показатеëя.
Наприìер, есëи в ка÷естве функöии f выбрана
ìноãоìестная буëева конъþнкöия, это озна÷ает
выбор ÷астноãо показатеëя взаиìораспоëожения
систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов (1) в ви-
äе выäеëения всех сëу÷аев, коãäа интерваëы всех n
посëеäоватеëüностей (1) пересекаþтся (поскоëüку
у этой функöии естü тоëüко оäин еäини÷ный набор
(1, 1, ..., 1)). При этоì зна÷ение äанноãо показате-
ëя иìеет виä äвои÷ноãо проöесса y(t) (4), иìпуëüсы
котороãо соответствуþт отрезкаì вреìени, ãäе ин-
терваëы всех посëеäоватеëüностей (1) пересекаþтся.
Итак, в ка÷естве аäекватной ìатеìати÷еской

ìоäеëи äëя реøения заäа÷и анаëиза систеìы по-
сëеäоватеëüностей интерваëов виäа (1) ìожно вы-
братü ДА без паìяти (сì. рис. 1). Вхоäныìи äвои÷-
ныìи äинаìи÷ескиìи проöессаìи этоãо äинаìи-
÷ескоãо автоìата явëяется совокупностü проöессов
виäа (3), взаиìно оäнозна÷но соответствуþщая
систеìе посëеäоватеëüностей интерваëов (1), т.е.
совокупностü проöессов, ìоäеëируþщая эту
систеìу. ДА реаëизует некоторуþ, выбраннуþ на-
ìи буëеву ëоãи÷ескуþ функöиþ y = f(x1, ..., xn), яв-
ëяþщуþся некоторыì ÷астныì показатеëеì взаи-
ìораспоëожения систеìы посëеäоватеëüностей
интерваëов. Тоãäа на выхоäе автоìата вырабатыва-
ется äвои÷ный äинаìи÷еский проöесс y(t) (4),
äаþщий ÷исëовое зна÷ение выбранноãо ÷астноãо
показатеëя взаиìораспоëожения интерваëов (бо-
ëее то÷но, выäеëяþщий отрезки вреìени, ãäе ин-
терваëы систеìы (1) нахоäятся в äанноì взаиìо-
распоëожении). То естü выхоäной проöесс (4)
ДА-ìоäеëи на рис. 1 ìоäеëирует ÷исëовое зна÷е-
ние тоãо иëи иноãо ÷астноãо показатеëя взаиìо-
распоëожения систеìы посëеäоватеëüностей ин-
терваëов (1), соответствуþщеãо выбранной буëе-
вой ëоãи÷еской функöии f, реаëизуеìой ДА.
Алгоритм решения задачи анализа иìеþщейся

систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов (1) в со-
ответствии с изëоженной иäеей привеäен ниже.

1(a, b) ∨ 1(c, d) =
= 1[a ∧ c, (a ∧ d) ∨ (b ∧ c)]0(–, –)1(a ∨ c, b ∨ d);
1(a, b) ∧ 1(c, d) = 1[a ∨ c, a ∨ c ∨ (b ∧ d)];
0(a, b) ∨ 0(c, d) = 0[(a ∧ d) ∨ (b ∧ c), b ∧ d];
0(a, b) ∧ 0(c, d) =
= 0[a ∧ c, (a ∧ d) ∨ (b ∧ c)]1(–, a ∨ c)0(–, b ∨ d);
0(a, b) ∨ 1(c, d) =
= 0(a ∧ c, b ∧ c)1(–, a ∨ d)0(–, b ∨ d);
0(a, b) ∧ 1(c, d) =
= 1(a ∧ c, a ∧ d)0(–, b ∨ c)1(–, b ∨ d)

 ∧  ∧ ... ∧  = ;

 ∧  ∧ ... ∧  = ;

 ∧  ∧ ... ∧  ∧  ∧  ∧ ... ∧  =

= 1[a ∨ b ∨ ... ∨ d;
a ∨ b ∨ ... ∨ d ∨ (e ∧ g ∧ ... ∧ f )];

 ∨  ∨ ... ∨  = ;

 ∨  ∨ ... ∨  = ;

 ∨  ∨ ... ∨  ∨  ∨  ∨ ... ∨  =

= 0[e ∨ g ∨ ... ∨ f;
e ∨ g ∨ ... ∨ f ∨ (a ∧ b ∧ ... ∧ d)].

0a′ 0b′ 0d′ 0a b … d∧ ∧ ∧′

1a′ 1b′ 1d′ 1a b … d∨ ∨ ∨′

1a′ 1b′ 1d′ 0e′ 0g′ 0f′

0a′ 0b′ 0d′ 0a b … d∨ ∨ ∨′

1a′ 1b′ 1d′ 1a b … d∧ ∧ ∧′

1a′ 1b′ 1d′ 0e′ 0g′ 0f′

1 n,

1 mi,

1 n,
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Шаг 1. Выбирается некоторый ÷астный показа-
теëü Π, характеризуþщий взаиìораспоëожение
интерваëов систеìы (1) (есëи показатеëü Π уже за-
äан усëовияìи заäа÷и, øаã 1 опускается).
Шаг 2. Строится буëева ëоãи÷еская функöия

y = f(x1, ..., xn), соответствуþщая показатеëþ Π.
Шаг 3. Строится ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа-

÷и — схеìа ДА без паìяти, реаëизуþщая функöиþ
f (сì. рис. 1) и поëу÷аþщая на всех n своих вхоäах
äвои÷ные äинаìи÷еские проöессы xi(t) (3). Сово-
купностü этих проöессов взаиìно оäнозна÷но со-
ответствует äанной систеìе посëеäоватеëüностей
интерваëов (1). Выхоäной äвои÷ный проöесс ДА
y(t) (4) ìоäеëирует показатеëü взаиìораспоëоже-
ния систеìы интерваëов (1) (выäеëяет периоäы,
ãäе интерваëы нахоäятся в äанноì взаиìораспоëо-
жении).
Шаг 4. Метоäаìи теории äинаìи÷еских авто-

ìатов [1—4] по вхоäныì проöессаì ДА-ìоäеëи
x1(t), ..., xn(t) и еãо реаëизуеìой функöии f нахо-
äится еãо выхоäной проöесс y(t) (4). Параìетры
(ìоìенты изìенения зна÷ений) этоãо проöесса
выражаþтся ÷ерез анаëоãи÷ные параìетры вхоä-
ных проöессов ДА-ìоäеëи в анаëити÷еской форìе
с поìощüþ операöий äизъþнкöии ∨ и конъ-
þнкöии ∧ НЛ.
Шаг 5. Развернув найäенные на øаãе 4 анаëити-

÷еские выражения параìетров выхоäноãо проöесса
ДА-ìоäеëи y(t), поëу÷аеì аëãоритìы вы÷исëения
этих параìетров в терìинах операöий НЛ ∨ и ∧.
Шаг 6. Вы÷исëив параìетры выхоäноãо про-

öесса ДА-ìоäеëи y(t) по аëãоритìаì, найäенныì
на øаãе 5, поëу÷аеì ÷исëовое зна÷ение проöесса,
явëяþщееся ÷исëовыì зна÷ениеì выбранноãо ÷а-
стноãо показатеëя Π (иëи f ) взаиìораспоëожения
систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов.
Конец алгоритма.
Заìетиì, ÷то в общеì сëу÷ае реøение заäа÷и

анаëиза иìеþщейся систеìы посëеäоватеëüностей
интерваëов (1) ìожет потребоватü испоëüзования
не оäноãо, а нескоëüких ÷астных показатеëей взаи-
ìораспоëожения интерваëов систеìы (1). В этоì
сëу÷ае поëу÷ается общая заäа÷а анаëиза, распа-
äаþщаяся на нескоëüко ÷астных заäа÷, соответст-
вуþщих указанныì ÷астныì показатеëяì. Дëя ре-
øения общей заäа÷и анаëиза сëеäует реøитü с по-
ìощüþ описанноãо аëãоритìа все ÷астные заäа÷и
и объеäинитü поëу÷енные реøения.
Алгоритм решения задачи синтеза систеìы по-

сëеäоватеëüностей интерваëов (1), соответствуþ-
щей заäанныì требованияì к взаиìораспоëоже-
ниþ интерваëов, строится с испоëüзованиеì опи-
санноãо выøе аëãоритìа реøения заäа÷и анаëиза
систеìы (1). Он состоит из сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Реøение ÷асти÷ной заäа÷и анаëиза (с по-

ìощüþ выпоëнения øаãов 1—4 аëãоритìа анаëиза)
äëя поäëежащей синтезу систеìы посëеäоватеëü-
ностей интерваëов (1) в преäпоëожении, ÷то заäан
показатеëü взаиìораспоëожения интерваëов, а все

параìетры систеìы (1) (коорäинаты на÷аëа и кон-
öа всех интерваëов) заäаны в буквенной форìе.
В резуëüтате поëу÷ается äвои÷ный проöесс y(t),
ìоäеëируþщий заäанный показатеëü взаиìорас-
поëожения интерваëов (1) (то÷нее, соäержащий
иìпуëüсы-периоäы, ãäе интерваëы нахоäятся в за-
äанноì взаиìораспоëожении).
Шаг 2. Составëение систеìы уравнений и не-

равенств, выражаþщих в ìатеìати÷еской форìе
заäанные требования к взаиìораспоëожениþ ин-
терваëов (1). Эта систеìа поëу÷ается путеì выпи-
сывания требуеìых соотноøений (>, =) ìежäу ко-
орäинатаìи на÷аëа и конöа соответствуþщих иì-
пуëüсов проöесса y(t). Поскоëüку эти коорäинаты
выражаþтся ÷ерез параìетры интерваëов (1) с по-
ìощüþ операöий НЛ, поëу÷енная систеìа естü
систеìа уравнений и неравенств НЛ.
Шаг 3. Реøение систеìы уравнений и нера-

венств НЛ, поëу÷енной на øаãе 2, с поìощüþ спе-
öиаëüных ìетоäов [1, 2, 5, 6], основанных на
принöипе посëеäоватеëüноãо рас÷ëенения отäеëü-
ноãо уравнения (неравенства) НЛ на нескоëüко бо-
ëее простых уравнений (неравенств). В резуëüтате
реøения указанной систеìы уравнений (нера-
венств) НЛ поëу÷аþтся усëовия на параìетры от-
äеëüных интерваëов (1), при выпоëнении которых
взаиìораспоëожение этих интерваëов отве÷ает за-
äанныì требованияì.
Конец алгоритма.
Поä÷еркнеì, ÷то преäëоженные реøения заäа÷

анаëиза и синтеза систеìы посëеäоватеëüностей
интерваëов поëу÷аþтся в анаëити÷еской форìе,
в терìинах суперпозиöии операöий НЛ ∨ (äизъ-
þнкöия) и ∧ (конъþнкöия).

4. Примеры и оценка сложности вычислений

Пример 1. Маãазин открыт в те÷ение äня с a11
äо b11 и с a12 äо b12 ÷асов, ãäе b11 < a12. Двое ра-
ботаþщих приятеëей собираþтся вìесте посетитü
ìаãазин. Первый из них свобоäен и ìожет это сäе-
ëатü в проìежутке вреìени с a21 äо b21 ÷асов, ана-
ëоãи÷но второй — в проìежутке с a31 äо b31 ÷асов.
Требуется опреäеëитü периоäы вреìени, в кажäоì
из которых приятеëи ìоãут реаëизоватü свой пëан
посещения ìаãазина, и установитü, при каких ус-
ëовиях это возìожно, т.е. äанные периоäы сущест-
вуþт (не вырожäены).
Приятеëи ìоãут реаëизоватü свой пëан посеще-

ния ìаãазина в те и тоëüко те периоäы вреìени,
коãäа ìаãазин открыт, а оба они свобоäны. Сëеäо-
ватеëüно, äëя ответа на первый поставëенный воп-
рос наäо реøитü заäа÷у анаëиза систеìы посëеäо-
ватеëüностей интерваëов

A1 = (a11, b11), (a12, b12); A2 = (a21, b21);
A3 = (a31, b31),

т.е. опреäеëитü нужное взаиìораспоëожение ин-
терваëов äанной систеìы. Конкретно, нас интере-
суþт те периоäы вреìени, в которых взаиìо-
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распоëожение таково, ÷то присутствуþт интерва-
ëы всех трех посëеäоватеëüностей: A1, A2, A3. Дëя
реøения заäа÷и приìениì аëãоритì анаëиза п. 2.
Шаг 1. Показатеëü Π, характеризуþщий нужное

взаиìораспоëожение интерваëов систеìы A1, A2, A3,
соäержатеëüно уже заäан усëовияìи заäа÷и.
Шаг 2. Буëева ëоãи÷еская функöия y = f(x1, x2, x3),

соответствуþщая показатеëþ Π, естü трехìестная
конъþнкöия y = x1 ∧ x2 ∧ x3.
Шаг 3. Матеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и — ДА без

паìяти с треìя вхоäаìи и оäниì выхоäоì, реаëи-
зуþщий на выхоäе указаннуþ функöиþ f своих
вхоäов (рис. 3). На вхоäы ДА-ìоäеëи поступаþт
проöессы

x1(t) = 1(a11, b11)0(–, –)1(a12, b12),

x2(t) = 1(a21, b21),

x3(t) = 1(a31, b31),

которые взаиìно оäнозна÷но соответствуþт систе-
ìе интерваëов (A1, A2, A3). С выхоäа ДА сниìается
äвои÷ный проöесс y(t) виäа (4), ìоäеëируþщий
показатеëü Π взаиìораспоëожения систеìы интер-
ваëов (A1, A2, A3).
Шаг 4. По вхоäныì проöессаì x1(t), x2(t), x3(t)

ДА-ìоäеëи и еãо реаëизуеìой функöии f = ∧ вы-
÷исëяеì еãо выхоäной проöесс y(t) [1, 2, 4], ис-
поëüзуя ãотовуþ форìуëу 1(a, b) ∧ 1(c, d) =
= 1[a ∨ c, a ∨ c ∨ (b ∧ d)]:

y(t) = x1(t) ∧ x2(t) ∧ x3(t) = x1(t) ∧ [x2(t) ∧ x3(t)] =
= [1(a11, b11)0(–, –)1(a12, b12)] ∧ [1(a21, b21) ∧
∧ 1(a31, b31)] = [1(a11, b11)0(–, –)1(a12, b12)] ∧

∧ 1[a21 ∨ a31, a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∨ b31)] =
= {1(a11, b11) ∧ 1[•]}0(–, –){1(a12, b12) ∧ 1[•]} =

= 1{a11 ∨ a21 ∨ a31, a11 ∨ a21 ∨ a31 ∨
∨ [b11 ∧ (a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31))]} Ѕ

Ѕ 0(–, –)1{a12 ∨ a21 ∨ a31, a12 ∨ a21 ∨ a31 ∨
∨ [b12 ∧ (a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31))]}.

Шаг 5. Найäенные на øаãе 4 анаëити÷еские вы-
ражения параìетров A, B, C, D выхоäноãо проöесса
y(t) = 1(A, B)0(–, –)1(C, D) ДА-ìоäеëи äаþт
аëãоритìы нахожäения указанноãо проöесса в тер-
ìинах операöий НЛ ∨ (max) и ∧ (min), а иìенно,
A = max(a11, a21, a31), B = max(A, min(b11, max(a21, a31,
min(b21, b31)))) и т.ä.

Шаг 6. По аëãоритìаì, найäенныì на øаãе 5,
нахоäиì параìетры выхоäноãо проöесса y(t) ДА-ìо-
äеëи, соответствуþщие конкретныì зна÷енияì пара-
ìетров aij, bij вхоäных проöессов x1(t), x2(t), x3(t). Так,
наприìер, при a11 = 9, a12 = 14, b11 = 13, b12 = 20,
a21 = 12, b21 = 16, a31 = 11, b31 = 15 нахоäиì A = 12,
B = 13, C = 14, D = 15. Такиì образоì, естü äва пе-
риоäа вреìени, в которых оба приятеëя ìоãут сов-
ìестно посетитü ìаãазин: (12, 13) и (14, 15).
Дëя тоãо ÷тобы установитü, при каких общих

усëовиях возìожно совìестное посещение ìаãази-
на äвуìя приятеëяìи, наäо опреäеëитü, коãäа су-
ществуþт (не вырожäены) периоäы вреìени, в ко-
торых приятеëи совìестно ìоãут посетитü ìаãазин.
Так, äëя ответа на второй поставëенный вопрос
требуется реøитü заäа÷у синтеза систеìы (A1, A2, A3)
посëеäоватеëüностей интерваëов, т.е. найти усëо-
вия, при которых взаиìораспоëожение интерваëов
этой систеìы иìеет нужный ка÷ественный харак-
тер, бëаãоäаря ÷еìу и обеспе÷ивается существова-
ние указанных периоäов вреìени. Дëя реøения за-
äа÷и приìениì аëãоритì синтеза п. 2.
Шаг 1. Уже выпоëнен, так как соäержится в øа-

ãах 1—4 аëãоритìа анаëиза систеìы (A1, A2, A3),
выпоëненных выøе.
Шаг 2. Систеìу уравнений и неравенств НЛ,

выражаþщих требования к взаиìораспоëожениþ
интерваëов систеìы (A1, A2, A3), обеспе÷иваþщие
существование нужных периоäов вреìени, поëу÷аеì,
потребовав, ÷тобы найäенный в проöессе анаëиза
систеìы посëеäоватеëüностей (A1, A2, A3) выхоä-
ной проöесс y(t) = 1(A, B)0(–, –)1(C, D) ДА-ìоäеëи,
ìоäеëируþщий заäанный показатеëü взаиìораспо-
ëожения интерваëов, иìеë невырожäенные иì-
пуëüсы, ìоäеëируþщие нужные наì периоäы вре-
ìени: B > A иëи D > C. Есëи поäставитü в систеìу
выражения äëя A, B, C, D из развернутоãо выраже-
ния проöесса y(t), привеäенноãо выøе, поëу÷иì

a11 ∨ a21 ∨ a31 ∨ [b11 ∧ (a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31))] >
> a11 ∨ a21 ∨ a31 иëи 

a12 ∨ a21 ∨ a31 ∨ [b12 ∧ (a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31))] >
> a12 ∨ a21 ∨ a31.

Шаг 3. Реøение поëу÷енной на øаãе 2 систеìы
неравенств НЛ иìеет виä

b11 ∧ [a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31)] > a11 ∨ a21 ∨ a31 иëи
b12 ∧ [a21 ∨ a31 ∨ (b21 ∧ b31)] > a12 ∨ a21 ∨ a31.

Итак, взаиìораспоëожение интерваëов систеìы
(A1, A2, A3), отве÷аþщее хотя бы оäноìу из выпи-
санных неравенств, обеспе÷ивает существование
периоäов вреìени, в которых приятеëи ìоãут сов-
ìестно посетитü ìаãазин. Еще раз обратиì вни-
ìание, ÷то обе ÷асти неравенств (усëовий)
преäставëяþт собой выражения, построенные из
параìетров интерваëов систеìы (A1, A2, A3) с по-
ìощüþ операöий НЛ — äизъþнкöии ∨ и конъ-
þнкöии ∧.

Рис. 3. ДА без памяти, реализующий 3-местную конъюнкцию
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Пример 2. Усëожниì приìер 1, приняв, ÷то
÷исëо приятеëей, собравøихся вìесте посетитü
ìаãазин, равно n – 1, при этоì первый из них ìо-
жет это осуществитü в проìежутке вреìени с a21
äо b21, второй — в проìежутке вреìени с a31 äо
b31,..., (n – 1)-й — в проìежутке с an1 äо bn1. Сëе-
äоватеëüно, теперü äëя опреäеëения периоäов вре-
ìени, в кажäоì из которых приятеëи ìоãут посе-
титü ìаãазин, необхоäиìо реøитü заäа÷у анаëиза
систеìы посëеäоватеëüностей интерваëов

A1 = (a11, b11), (a12, b12); A2 = (a21, b21);
A3 = (a31, b31); ..., An = (an1, bn1),

найäя соответствуþщие периоäы вреìени, в кото-
рых присутствуþт интерваëы из всех n посëеäова-
теëüностей A1, A2, ..., An. Снова приìениì аëãоритì
анаëиза из п. 3.
Шаг 1. Показатеëü Π, опреäеëяþщий нужное

взаиìораспоëожение интерваëов A1, A2, ..., An, за-
äан усëовияìи заäа÷и.
Шаг 2. Соответствуþщая Π буëева ëоãи÷еская

функöия f — n-ìестная конъþнкöия y = xi.

Шаг 3. Матеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и — ДА без
паìяти с n вхоäаìи и оäниì выхоäоì, ãäе реаëи-
зуется функöия f. На вхоäы ДА поступаþт проöес-
сы, соответствуþщие систеìе интерваëов A1, ..., An:

x1(t) = 1(a11, b11)0(–, –)1(a12, b12), x2(t) = 1(a21, b21), 
x3(t) = 1(a31, b31), ..., xn(t) = 1(an1, bn1).

Выхоäной проöесс y(t) виäа (4) ìоäеëирует пока-
затеëü Π взаиìораспоëожения интерваëов A1, ..., An.
Шаг 4. По вхоäныì проöессаì x1(t), ..., xn(t)

ДА-ìоäеëи и функöии f = ∧ нахоäиì выхоäной
проöесс y(t) [1, 2, 4], испоëüзуя äëя этоãо ãотовуþ

форìуëу 1(ai, bi) = 1 ai, ai ∨ bi :

y(t) = xi(t) = x1(t) ∧ xi(t)  =

= [1(a11, b11)0(–, –)1(a12, b12)] ∧ 1(ai1, bi1) ,

и посëе äействий, анаëоãи÷ных øаãу 4 приìера 1,
нахоäиì

y(t)=1 a11∨ ai1, a11 ∨ ai1 ∨ b11 ∧ ai1 ∨

∨ bi1 0(–,–)1 a12∨ ai1, a12 ∨ ai1 ∨

∨ b12 ∧ ai1 ∨ bi1 .

Шаг 5. Найäенные на øаãе 4 выражения па-
раìетров A, B, C, D выхоäноãо проöесса y(t) =
= 1(A, B)0(–, –)1(C, D) ДА-ìоäеëи äаþт, как и в

приìере 1, аëãоритìы вы÷исëения проöесса в тер-
ìинах операöий НЛ ∨ (max), ∧ (min).
Шаг 6. По аëãоритìаì, найäенныì на øаãе 5,

вы÷исëяеì параìетры выхоäноãо проöесса y(t)
ДА-ìоäеëи при конкретных зна÷ениях параìетров
вхоäных проöессов x1(t), ..., xn(t), нахоäя периоäы
(A, B) и (C, D), в которых все n – 1 приятеëей ìоãут
посетитü ìаãазин.
Конец алгоритма.
Дëя нахожäения общих усëовий, при которых

возìожно совìестное посещение ìаãазина n – 1
приятеëяìи, опреäеëиì, коãäа существуþт (не
вырожäены) найäенные выøе периоäы вреìени,
в которых приятеëи ìоãут вìесте посетитü ìаãазин.
Дëя этоãо нужно реøитü заäа÷у синтеза систеìы
посëеäоватеëüностей интерваëов (A1, A2, ..., An),
найäя усëовия, при которых взаиìораспоëожение
интерваëов этой систеìы иìеет нужный характер,
обеспе÷иваþщий существование äанных периоäов
вреìени. Как и в приìере 1, испоëüзуеì аëãоритì
синтеза п. 3.
Шаг 1. Этот øаã уже выпоëнен — сì. øаãи 1—4

аëãоритìа анаëиза систеìы (A1, A2, ..., An), выпоë-
ненные выøе.
Шаг 2. Выпоëняется анаëоãи÷но øаãу 2 аëãо-

ритìа синтеза в приìере 1, а иìенно, требуеì, ÷то-
бы найäенный при анаëизе систеìы (A1, A2, ..., An)
выхоäной проöесс y(t) = 1(A, B)0(–, –)1(C, D)
ДА-ìоäеëи, ìоäеëируþщий показатеëü взаиìорас-
поëожения интерваëов систеìы, иìеë невырож-
äенные иìпуëüсы, ìоäеëируþщие нужные наì пе-
риоäы вреìени: B > A иëи D > C. Поäставив сþäа
выражения A, B, C, D из выражения y(t), поëу÷ен-
ноãо выøе при анаëизе систеìы, найäеì усëовие

a11 ∨ ai1 ∨ b11 ∧ ai1 ∨ bi1  >

> a11 ∨ ai1 иëи 

a12 ∨ ai1 ∨ b12 ∧ ai1 ∨ bi1  >

> a12 ∨ ai1.

Шаг 3. Реøение поëу÷енной на øаãе 2 систеìы
неравенств НЛ таково:

b11 ∧ ai1 ∨ bi1  > a11 ∨ ai1

иëи b12 ∧ ai1 ∨ bi1  > a12 ∨ ai1.

Взаиìораспоëожение интерваëов систеìы
(A1, A2, ..., An), уäовëетворяþщее хотя бы оäноìу
из äвух выписанных неравенств, обеспе÷ивает
существование периоäов вреìени, в которых n – 1
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приятеëей ìоãут совìестно посетитü ìаãазин —
(A, B) и (C, D).
Как виäно из приìера 2, усëожнение заäа÷и в

виäе увеëи÷ения разìерности рассìатриваеìой
систеìы никак не повëияëо на возìожностü ее
реøения в анаëити÷еской форìе.
Оöениì теперü вы÷исëитеëüнуþ сëожностü на-

øеãо поäхоäа. Базовая заäа÷а в этоì поäхоäе (ана-
ëиз систеìы n посëеäоватеëüностей интерваëов)
эквиваëентна вы÷исëениþ выхоäноãо проöесса
ДА-ìоäеëи систеìы, которая соãëасно [5, с. 93]
иìеет сëожностü

N m 2mn[log2(2m)(lr – 1)/(l – 1) +

+ log2l(rl
r + 1 – (r + 1)lr + 1)/(l – 1)2]

эëеìентарных операöий. В этоì выражении m —
÷исëо интерваëов в кажäой из посëеäоватеëüнос-
тей, l — ÷исëо вхоäов в кажäоì ëоãи÷ескоì
эëеìенте ДА-ìоäеëи, r — ÷исëо ступеней в ДА-ìо-
äеëи. Реаëизуя (это всеãäа возìожно) äвухступен-
÷атуþ ìоäеëü (r = 2), поëу÷иì

N m 2mn[(log2m + 1)(l + 1) + log2l(2l3 + 1)].

Такиì образоì, вы÷исëитеëüная сëожностü
преäëоженноãо поäхоäа возрастает как степенная
функöия от разìерности заäа÷и m Ѕ n Ѕ l, ÷то
позвоëяет приìенятü этот поäхоä к реøениþ заäа÷
высокой разìерности как в анаëити÷еской, так и
÷исëенной форìе.

Заключение

В настоящей работе показано, ÷то изу÷ение
кëасса коìбинаторных заäа÷, эквиваëентных коì-
бинаторной заäа÷е опреäеëения взаиìораспоëо-
жения n посëеäоватеëüностей интерваëов, ìожно
осуществëятü с поìощüþ ìатеìати÷еской ìоäеëи
äинаìи÷ескоãо коне÷ноãо автоìата без паìяти и
ìатеìати÷ескоãо аппарата непрерывной ëоãики.
Такой поäхоä позвоëяет форìаëüно нахоäитü аëãо-
ритìы реøения указанных заäа÷, а также форìаëüно
анаëизироватü эти реøения, наприìер, нахоäитü
необхоäиìые и äостато÷ные усëовия их существо-
вания. Друãиì преиìуществоì преäëоженноãо
поäхоäа явëяется еãо приìениìостü к реøениþ за-
äа÷ произвоëüно высокой разìерности.
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